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isotrope avec second ordre évanescent - application
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a. Université Paris-Saclay, CentraleSupélec, ENS Paris-Saclay, CNRS, LMPS - Laboratoire de
Mécanique Paris-Saclay, 91190, Gif-sur-Yvette, France. julien.taurines @ens-paris-saclay.fr

Résumé : 1a description du couplage magnéto-élastique se fait généralement par la formula-

tion d’une densité d’énergie libre de Gibbs a ’échelle macroscopique ou a ’échelle d’'un domaine
magnétique via un tenseur de comportement. Les non-monotonies du comportement impliquent des cal-
culs complexes avec I’emploi de tenseurs d’ordres supérieurs. Nous proposons ici une reformulation
équivalente des modéles classiques magnéto-élastiques sous forme polynomiale. Cette écriture présente
I’avantage de séparer les termes volumiques des termes déviatoriques et fait intervenir des constantes
matériau pouvant étre identifiées séparément en choisissant des sollicitations adéquates. Un nouveau

modeéle assurant la saturation de la magnétostriction sous contrainte est également proposé.

Mots clefs : magnétostriction, effet morphique, invariants, énergie libre de
Gibbs

1 Introduction

Les mécanismes physiques principaux impliqués dans le couplage magnéto-mécanique sont d’une part
I’aimantation qui correspond a une réorientation des moments magnétiques d’un matériau dans la di-
rection d’un champ magnétique appliqué et d’autre part la déformation d’origine magnétique commu-
nément dénommée magnétostriction [1]. La compréhension et la description de ces deux phénomenes
peut tout aussi bien se faire a I’échelle macroscopique qu’a I’échelle microscopique. Cette derniere ap-
proche permet de décrire plus finement le comportement global en choisissant une échelle d’étude ou
la contrainte mécanique et I’aimantation peuvent étre considérées comme homogenes : il s’agit des do-
maines de Weiss. A cette échelle, les lois de comportements reliant la déformation 2 la contrainte o et
I’aimantation m au champ magnétique sont obtenues a partir de la formulation d’une densité d’énergie
libre de Gibbs W#? faisant intervenir des variables d’état associées a la mécanique et au magnétisme

[2], ici la contrainte et 1’aimantation :

U (m,0)=—0:€: (m@m). (D

Selon cette approche locale 1’énergie libre permet de définir la distribution des moments magnétiques
et/ou des domaines de Weiss, ce qui conduit par conséquent a une connaissance de I’aimantation et de
la déformation locale
e“:—a\lﬂlw =€: (mem). 2)
do
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Le comportement global est ensuite obtenu a partir de I’homogénéisation des grandeurs calculées a
I’échelle locale. Cependant, le choix habituel d’un terme magnéto-mécanique linéaire en contrainte et
quadratique en aimantation (voir (1)) est insuffisant pour décrire I’effer morphique [3] intervenant sur
des matériaux tels que le Fe-3%Si qui se traduit par une non-monotonie de 1’aimantation est d’une
magnétostriction négative aux contraintes élevées (voir figure 1). Une saturation de la magnétostriction
est également observable aux contraintes élevées.
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Ficure 1 — Mesures expérimentales de 1’aimantation (1a) et de la magnétostriction (1b) d’un alliage
Fe-3%Si.

Pour traduire cette non-monotonie vis-a-vis de la contrainte, un terme quadratique est ajouté a la densité
libre de Gibbs dans [4] :

Vh%(m, o) :—%a: (0:E:(m®m)). 3)

La déformation de magnétostriction s’écrit alors
no no
OWy” +957)

e“:—ng:(m®m)+a:E:(m®m). “)

Elle présente un terme linéaire en contrainte qui permet le changement de signe de la magnétostriction
pour des contraintes élevées mais n’assure pas sa saturation. Nous proposons par la suite une reformula-
tion de (1) et (3) par I'utilisation d’une base d’invariants et proposons un modele palliant ces difficultés.

2 Modele analytique sans rotation

Une simulation du comportement magnéto-mécanique est proposée dans [4]. Pour cela, il est supposé

que

le matériau est un agrégat de grains dont I’orientation spatiale est équi-répartie ;

la magnétostriction du premier ordre est décrite en supposant une symétrie cubique et fait donc
intervenir deux constantes matériau A1gg et A\111;

des conditions isotropes sont utilisés pour le second ordre ;

la contrainte et le champ magnétique sont homogenes dans le matériau;
e la contrainte est uniaxiale et colinéaire au champ magnétique.
Connaissant la densité d’énergie libre de Gibbs pour un domaine la fraction volumique f, de ce dernier

est



25°m¢ Congrés Francais de Mécanique Nantes, 29 aoiit au 2 septembre 2022

exp (—As (VY7 (my,0) + V7 (my,0) — poha.my))
fa exp (—As(‘ll’lw(ma,a) + \Ifga(ma,a) — tigha.my)) da’

fa = ©)

Ay étant un parameétre matériau et — poh,.m,, la densité d’énergie de Zeemann. La déformation macro-
scopique est alors

e/fn:/fae”(ma,a)da 6)

et I’aimantation macroscopique

M= / Famoda. 7

Les figures 2, 3 et 4 sont obtenues en utilisant ce modele.

3 Formulation par utilisation d’une base d’invariants

La théorie des invariants [5, 6, 7] est un outil robuste et efficace permettant de déterminer les quantités
invariantes susceptibles d’apparaitre dans une densité d’énergie libre de Gibbs. Le point principal pour
arriver a cet objectif est le choix d’un groupe traduisant les symétries physiques [8, 9, 10, 11]. A I’échelle
d’un domaine magnétique, la symétrie est cubique et le comportement physique du matériau peut donc
&tre décrit par le groupe du cube Q. Par conséquent, toute énergie O-invariante s’exprime comme une
fonction d’invariants [ sous 1’action du groupe du cube

WHT = WHI([}). ®)
Une décomposition du tenseur des contraintes a été proposée par [12] afin d’obtenir ces invariants :

- 1
oc=0%+0%+ g(tr(a))l,

ol, dans la base canonique du cube (e, ez, €3),

/
B 0 o012 o013 o7 O 0
O'd = 012 0 0923 | » O'd = 0 0'52 0
o13 o023 0 0 0 o3

Une base d’invariants cubiques linéaires en contrainte et quadratiques en aimantation (dépendants de
Porientation) est donnée par

cl:(mam)d, ol (meom)l )

Les invariants d’ordre supérieur en contrainte [13] sont

a?? . (m®m)d, a®? . (m®m)d, (ad d) : (m®m)d, a?? . (m®m)d (10)

ainsi que le produit des invariants linéaires avec la trace du tenseur des contraintes. On note que les
invariants isotropes ¢’ : (m ® m)’ et 0’2 : (m ® m)’ s’obtiennent par combinaison des invariants
cubiques.
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3.1 Reformulation équivalente de modéeles usuels

Le modele de le plus courant de magnétostriction est celui donné par (2) utilisant deux constantes ma-

tériau Aqgg et A111. Une formulation équivalente par dérivation des invariants (9) conduit a

Moo —3)  Ame A1117173 B
B 2 1 _ d d
=5 Mumne Aoo(d —3)  Aner | = —cnMme@m)’ —cn(mem)’. (11)
A1117173 A2y A00(7E — %)
avec A\igp = —%cmoM 52 et 111 = —%0201M 52 M étant I’aimantation a saturation du matériau. Comme

le montre la figure 2, la non-monotonie de I’aimantation et le changement de signe de la magnétostriction
ne sont pas décrits par ce modele.
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Ficure 2 — Utilisation d’une densité d’énergie libre de Gibbs linéaire en contrainte pour la modélisation
de I’aimantation (2a) et de la magnétostriction (2b) d’un alliage Fe-3%Si.
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FiGure 3 — Ajout d’un terme quadratique a la densité d’énergie libre de Gibbs pour la modélisation de
I’aimantation (3a) et de la magnétostriction (3b) d’un alliage Fe-3%Si.

La magnétostriction de second-ordre de I’équation (2) est isotrope et s’écrit sous forme polynomiale
eh = —A((m@m)'o’ + ' (mam)) — B((tr(o))(m@m) + (me@m) :0')1). (12)

Les constantes A et B s’expriment en fonction des constantes de Kraus [1] A et \” :
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3 N 13X+ A

A= _ 13NN
2 Ms?’ 2 Ms?

(13)

Les termes hydrostatiques et déviatoriques sont découplés dans (12). La figure 3 montre que si les deux
phénomenes évoqués plus haut sont bien représentés, la magnétostriction ne sature pas en contrainte.

3.2 Modélisation non-polynomiale

La saturation de la magnétostriction aux contraintes élevées refléte une linéarité de I’énergie en contrainte.
Cependant, le changement de signe de la déformation traduit la présence d’un terme quadratique pour les

contraintes plus faibles. Par conséquent, I’équation (10) a été€ modifiée afin de rendre le terme de second

ordre évanescent. Seul le premier invariant quadratique a été conservé afin de garantir la conservation

du volume et la décroissance de ce terme est pilotée par la contrainte équivalente de Von Mises :

(@) (mom)

\I/W(m,o) = 02100‘d : (m ®m)d + 02010‘J: (m ®m)J+ A (14)

1+¢ %a/:a’

Comme le montre la figure (4), les deux phénomeénes évoqués dans le paragraphe précédents sont bien

représentés par ce modele.
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FIGURE 4 — Ajout d’un terme quadratique évanescent a la densité d’énergie libre de Gibbs pour la mo-
délisation de 1’aimantation (4a) et de la magnétostriction (4b) d’un alliage Fe-Si.

4 Conclusion

Cette étude a permis de déterminer une base d’invariants susceptibles d’intervenir dans une densité
d’énergie libre de Gibbs afin de décrire le comportement magnéto-mécanique d’un matériau. A partir
de celle-ci, une réécriture des modeles usuels a été effectuée. Les faiblesses évoquées des modeles pré-
existants ont été corrigées par I’introduction d’un terme de second ordre évanescent isotrope. L’ écriture
de ce nouveau terme en fonction d’invariants cubiques fera ’objet de travaux futurs.
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