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A - SERIES DE FOURIER

I) Fonctions périodiques

Les modélisations mathématiques font trés souvent intervenir des fonctions périodiques pour décrire, par
exemple, des phénomeénes d'oscillations.

Ainsi, la tension du secteur est modélisé par une fonction périodique (c'est une fonction sinusoidale) du
temps de période 0,02 s. Une note de La joué par un instrument de musique peut aussi étre modélisée par une

fonction périodique du temps de période seconde (pour le La de fréquence 440 Hz) : dans ce dernier

1
440
cas, la fonction obtenue n'est en général pas une fonction sinusoidale (et heureusement, sinon la musique ne
serait guére agréable a écouter!).

L'objectif de ce chapitre est de comprendre mathématiquement comment une fonction périodique peut étre
considérée comme une superposition de fonction sinusoidales : c'est le principe de l'analyse harmonique des
fonctions périodiques.

Soit ¢-=>x(¢) une fonction définiesur R ,etsoit 7>0.

Définition 1. Soit T > 0. On dit qu'une fonction continue par morceaux Xx (t) est T-périodique si

VieR, x(t+ T)=x(t).
Si T,>0 estle plus petit réel strictement positif T a vérifier la relation ci-dessus, on dit que 7', estla
période fondamentale de x (t) .Toutes les autres périodes sont des multiples de 7',

Preuve :

Supposons qu'il existe un tel réel 7> 0 (I'existence d'un tel réel n'est pas automatique : par exemple si
x(t) est une fonction constante, tous les réels T>0 sont des périodes de  x(¢) ).

Alors, Yn€N, nT estune période de x(t) , car
VteR, x(t)=x(t+ Ty))=x(t+ T+ T,)=...=x(t+nT,).

Réciproquement, si T est une période de x (t) , par division euclidienne de 7" par 7', on peut écrire
T'=nT,+r ou n€lNet 0<r<T,. Alors:
VteR, x(t+ r)=x(t+ T—nT,)=x(t—nT,) car x(t) est T-périodique

Vt€R, x(t+ r)=x(t) car nT, estaussiune périodede x(¢)
Onaainsi 0<r<T, et x(t) estr-périodique : nécessairement r=0 car T, estsupposé étre la
plus petite période strictement positive de  x (t) .Onen déduit que 7=nT,. L'ensemble des périodes
strictement positives de  x (Z) est constitué par les multiples de 7',

A partir de maintenant, on appellera la période d'un signal périodique x(t) sa période fondamentale.

Exemple : 7 estla période fondamentale de  x (¢)=c (t) En effet,

x(t+ n):(cos(t+ J'c))2=(—cos(t))2=cos ( ) x(t , donc 7 estune période de x(l‘) ,etsiT est
une période de  x(¢) alors nécessairement x(0)=x(7) donc cosz(T )=1 doa cos(T)==1 ce
qui signifie que 7" est un multiple de 7



Définition 2. Soit x(¢) un signal T-périodique , avec 7 la période de x(¢) . On appellera fréquence de

. 1 . 2w
x(t) leréel f= T et pulsation de x(¢) le réel (D:T .
On a ainsi les relations suivantes, a savoir manipuler correctement :

T:% et w=2mf.

La propriété suivante nous permettra de simplifier certains calculs de fonctions périodiques :

Propriété 1 (intégrale sur une période).

Soit x(¢) un signal T-périodique et continue par morceaux. Alors, on a :
T+a

T
VaeR, f x(¢)dt= f x(¢)dt . Autrement dit, l'intégrale d'une fonction T-périodique sur un intervalle
0

a

de longueur T ne dépend pas du choix de cet intervalle.

Preuve : (pour x continue).
Par la relation de Chasles on a :

T+a 0 T T+a
VaeR, [ x(t)dt=[ x(¢)dt+ [ x(e)dt+ [ x(e)dt=1+ 1+ 1.
a a 0 T
On effectue le changement de variables s=¢—17 dans /, , ce qui donne

T+a

1,= f x(t)dtZJ‘ x(s+ T)ds=fx(s)ds (par T-périodicité, x(s+ T)=x(s) )
0 0

T

T+a

T
Onadonc Va€ER, fx(t)dt211+ [+ I3=Il+12—11212:fx(t)dt ce qui achéve la preuve.
0

a

Exemple : Soit x(¢) un signal T-périodique impair et continue par morceaux. Alors, on a

T
_[ X (t )dt =0. En effet, en appliquant la propriété avec a= > ona:
0

T—

}x(t)dtz f x(t)dt=

-T -
2

(STl

) 0[N

x(¢)dt=0 car x(¢) est impair.

Sl

Définition 3. Soit x(¢) un signal T-périodique et continue par morceaux.

On appelle valeur moyenne de x(#) le nombre < x (t)> :%f X (t)dt , ou I, estun intervalle de
IT

longueur T.

On appelle puissance moyenne de x(7) le nombre < |x (t) |2> =%f |x (t) | 2dt , ou I estun
Iy

intervalle de longueur T. Sa valeur efficace est \/ <|x(¢) |2>



Remarques :

1) la propriété 1 permet de calculer ces intégrales sur n'importe quel intervalle de longueur T, la valeur de
l'intégrale ne dépendant pas du choix d'un tel intervalle.
2) On peut prouver que :

<x(t)> _Rl-lflwﬁfx f)dt et <|x(s) > —lirflwﬁfh ) dt .

Cela s'interpréte en disant que, pour une fonction périodique la valeur moyenne sur une période est égale a
celle sur un intervalle trés grand.

Il) Polynéme trigonométrique

Nous étudions dans ce paragraphe un premier type important de signal periodique : le polynéme
trigonométrique. Il s'agit d'une généralisation de la notion de signal sinusoidal.

I.1) Sinusoide de pulsation o .

. . . e 27 oy 1
Une sinusoide de pulsation w est l'archétype d'un signal T-périodique , avec ~ T'=—5- . Il faut déja bien
avoir en téte la propriété suivante :

2. 42
a+b

Propriété 2 Soit  x(t)=acos(wt)+ bsin(w?). Alors < x(1)> =0, <|x(1)[’> = >

x(t) (voir résultats du chapitre sur les signaux sinusoidaux). Ainsi, on peut écrire :
x(t)=|4|cos(wt+ ) ou @=Arg(4)
On a d'une part :

Preuve : On remarque que x(¢#)=Re ((a—bj)ej w’): Re(Aej wt) ou A estl'amplitude complexe de

) 1 2
< x(t)> | f|A|cos (wt+¢)dr =221 ol4] f cos(mz+ (p)dt:oalAl[sm(u()DH CP)]OW
2m 2
<x(t)> |2An|(sm(2n+cp) sin(¢@))=0.
D'autre part :
T
<| %{ cos’(we+ ¢)dt= 2|‘i| fcos (wt+ @)dt
. _olaf® 2 y_1
<lx(¢)[> = p f(l+cos(2(x)t+2cp))dt (par la formule cos (a)=§(l+cos(23)) )
0
4P F 4P
wldl ¢ wld 1 o
= = —sin(2 2
P J().(l+cos(2u)t+2cp))dt p [Hzmsm Wi+ cpl
_oldf(,n, 1 _ 1 _ fud _A_
e 2w+2wsm(4n+ 2¢) 2(Dsm(2cp) = 4TC ( ou =

I SO I A
—2|a b]|—2(a+b).



I1.2) Polynéme trigonométrique.

Soit 77> 0. Alors une sinusoide de pulsation =2 % admet T comme période fondamentale. Mais, si

* . . . 2n _ T
n€IN , alors toute sinusoide de pulsation 7 ® a pour période fondamentale ——=— :elle sera
nw n

donc en particulier T-périodique car T est un multiple de —. Ainsi, une somme de sinusoides de
n

pulsations de la forme nw (pour n€ IN’ ) sera une fonction T-périodique (qui n'est plus forcément une
sinusoide). Cela améne a poser la :

Définition 4.
Un polyndme trigonométrique est une fonction a valeurs réelles de la forme :
x(t)=A4,+ A4,cos(wt)+ B,sin(wt)+ 4,cos(2wt )+ B sin(2wt)+ ...+ 4, cos(N ot )+ Bsin(Nwt) ,
(avec VkeN, 4,, B,€R ) qu'on écrira plus volontiers :
N
x(t)=Ay+ Y. A,cos(nwt)+ B,sin(nwt) , pour un certain entier naturel N non nul.

n=1

: : . o 2
Leréel >0 estlapulsation de x(¢) qui est donc un signal T-périodique , avec T :Wn

La sinusoide 4, cos(nw?)+ B,sin(nw?) est appelée harmonique d'ordre n que 1'on écrira
t> H (x)(t) ouplussimplement ¢=>H () lorsque il n'ya pas d'ambiguité sur x(z) . Sa période
T _2m
est —=——o
n o nw

L'harmonique d'ordre 1 est appelée 1a fondamentale.

Remarque : les fonctions constantes et les fonctions sinusoidales sont des polyndmes trigonométriques
particuliers.

Exemple : x(¢)=1+ 2sin (¢)—cos(3t).

Cette fonction est un polyndme trigonométrique avec =1 donc elle est 2m—périodique.

Ona A,=1,B,=2 et A,=—1. Tous les autres coefficients sont nuls.

Onn'a que deux harmoniques : la fondamentale H , (t)z 2sin (t) et 'harmonique d'ordre 3
H, (t) =—Cos (3‘[). Toutes les autres harmoniques sont nulles.

Son graphe reproduit ci-dessous montre bien que x(#) n'est pas une fonction sinusoidale :

cos{Fst}+2esini{t)+
2#gin{t}

-18 =5 a 5 18

courbe en bleu : le signal x(t)
courbe en rouge : la fondamentale avec la valeur moyenne : A,+ H | (l‘)



On voit graphiquement sur cet exemple que la sinusoide translatée de  A4,,: t>A+ H, (t) semble se
« coller » particuliérement bien au graphe de x(#) : ce n'est pas un hasard, nous étudierons ce phénoméne
de facon plus générale ultérieurement dans ce chapitre.

Pour compléter la propriété ci-dessus, notons qu'un polyndme trigonométrique peut s'écrire de différentes
facons.

D'une part, en utilisant les formules d'Euler on a :
ejnqu+ e—jnu)t jnot __ _—jnot
VteR,VneN, cos(nwt)=

— sin(nwt)=————— . En les reportant dans I'écriture de

2j

x(t)=Ay+ D A,cos(nwt)+ B,sin(nwt) ,on obtient que

n= 1
ejn(ut_e—jnu)t
2j

jnwt —jn(ut
=A+ Z A, + B
4, B, ; 5|4, B ; N A,—jB, ; A,+ jB,
_ “n —n Jjnwt n__—n *jl’l())t: n n _jnwt 1 *]n(t)t
—AO+Z(2+2j)e +Z(2 2j)e A0+HZ:;72 e +272

n

n=1
n=1

A+]B .
C_= T—Cn si n>0

C'est ce que I'on appelle 1'écriture complexe du polyndme trigonométrique.

Il existe une autre fagon, plus «physique», d'exprimer un polyndéme trlgonometrlque En repartant de 1'égalité

x(t)— 0+ZAncos(nmt)+an1n(nwt) on peut écrire : x(t 0+Z:D cos nwt+ cpn) ou :

n=1 n=1
D, =4+ B;=
¢,=Arg(4,~jB,)
L'avantage de cette derniere écriture est qu'elle fait apparaitre les amplitudes réelles et les phases a 1'origine
de chaque harmonique.

Exemple : reprenons le polyndme trigonométrique  x (¢)=1+ 2sin (#)—cos(3t).
A,—JjB_0-2j_ .
= =—j et
2 2
A;—jB, —1-0i — — -
—— 2] = 12 0 271. Dautre part C_,=C,=j et C_3=C3=—1 . L'écriture complexe

2
de X(t) est donc : _2—13_3jt+ je_ﬂ_'_l_jejt_z

Enfin, I'écriture de  x(¢) avec D, et ¢, donne:
x(t)=1+ ZCos(t—E + cos(3t+m)

Calculons d'abord son écriture complexe. C,=A4,=1, C,=

¢,

3it

[\9)




La propriété suivante donne une interprétation des coefficients A,, B, et C, en termes de valeurs

moyennes de fonctions associées a X (t)

Propriété 3
On reprend toutes les notations précédentes avec la convention que  Vn€N, n> N=4 =B =C =0
On a

T
- > =1
A= < _be
A,= <2cos(nwt).x(t)> =

B,= <2sin(nwt).x(t)> =

n

Vnez, C,= <e ™" x(t)> =

Preuve : on commence par prouver la propriété sur C,. Remarquons déja que l'ona :
(1) Vnez, <el™s = 0 S‘i n#0
1si n=0
En effet, si n#0,

T 2
inw 1 jnwt w not inwt 2x w j2mn
<el™'s> == |e"dt="2"| /"' dt=—1|/"| " =—O [e/*"—1]=0,
f 2n }[ 2nnw[ ]0 2nnoo( )
etsi n=0
1T
<1> :—fldtzl.
T
Si p€Z alors:

T T
<e P x(t)> :lfef”’“’[ dt—lf ~ipot
TO TO

N .
z Cne]nu)t)dt
n=—N

.. —jpot t_jnot i(n—plot
En distribuant e /?' et en remarquant que e 7°"e’"*'=¢’/" 71" cela donne

Z Cne]nmtejpmt)dt: J" z Cne] np)u)t)dt
0
N T

n=—N n=-N
1 Z J‘ (n=plot 4 _l Z J' (n=plot g4 par linéarité de l'intégrale

=

T

~ina 1
<e]p()t :_I
TO

= z C, <e’ (n=p)e —ZC <e/"Ps  car VnelN, n> N=C, =0.

D' apres la relation (1), tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls, sauf celui qui corresponda n=p

—jpwt _ Ojort _ _ . S
Onadonc <e .x(t)> =C, <e”"> =C, <I> =C, ,cequiprouve la propriét¢ pour les
coefficients C,

Remarquons maintenant que A,=C,= < e U x (t)> = <x (t)> ce qui prouve la propriété pour
A4,.

n

Maintenant, de la relation C,= “ si n>=1 ,on déduit :



T .
Jle”"“”.x(t)dt
0

~|—

(i) Vn=1, 4,=2Re(C,)=2Re

(7”(‘”) )dt car x(t)ER

cos(nwt)x(t)dt ce quiprouve la propriété pour 4, .

sk
=7

’ﬂ|'\’ 'ﬂ|l\>

2 T
—nwt)x )dt:—f
TO

Im(eij”w’.x(t)) dt

o~

lT —jnwt ___2
T{e .x(t)dt)— T

(i) Vn=1, B,=—2Im(C,)=—2Im

_2_[1 (_”mt) )dt car x(t)€R

T T
f —sin(nwt))x(z )dtzgfsin(nwt)x(t)dt ce qui
0

T
— f sin(—nwt)x(t)dt=
T 0 0
prouve la propriété pour B, .
La propriété suivante donne un procédé trés rapide pour le calcul de la puissance moyenne d'un polyndme

trigonométrique En effet, cette derniere est donnée par l'intégrale :
2

1] A0+ZA cos(nwt)+ B,sin(nwt)| dt

n=1

dont le calcul peut étre long est fastidieux.

Propriété 4 (formules de PARSEVAL) Soit le polynome trigonométrique

N
x(t)=Ay+ Y. A,cos(nwt)+ B,sin(nwt) . Alors sa valeur moyenne est

n=1

<x(t)> =4, etsa

puissance moyenne vaut < |x(¢ |> —A +

Si le polyndme est écrit sous la forme complexe x(t = z C,e"”" , alors la formule de Perseval prend la
n=—N

N
forme plus simple < |x (t) = Z |C " |2 , et si le polyndme est écrit sous la forme

N
x(t)=A0+ Z Dncos(n(ot+ cpn) ,alorsona < |x(t) |2> —A + 5 Z Dn , Ce qui peut s'écrire aussi
n=1 n=1

: la puissance moyenne de X (t) est égale a la somme des

N
< () > =4+ 2 < |H,(0)[>
n=1

puissances moyennes de sa valeur moyenne et de toutes ses harmoniques

Preuve : Nous commengons par la version avec l'écriture complexe. On a

t)(nﬁ:N C, ej"mt)znﬁ:]v C x(t)

x(t)=lx(e)f=x(1)x(t)=

1 5 C ~
:?fx(t)dt: >, T"J‘x(t).e_]"wtdt :
0 n=—N

0

—jnwt

Onaalors: < |x t

11 suffit d'utiliser la propriété 3 pour obtenir :

N T
<kP> = X Sl xl.ema= 3 Te,s z c,
=-N 0

n=—N
et I'on obtient le Théoréme de Parseval avec 1'écriture complexe.
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Ensuite, on réécrit la relation ci-dessus de la fagon suivante :

Z ‘Cp‘z +|C0‘2+ Z ‘Cp‘2:|CO|2+ Z |Cp‘2+|cfp|2

—N=<p=<-1 I<p<N 1<p<N

< (o) P> =

< |x(l‘) |2> =‘C0 |2+ 2 Z ‘Cp ‘2 car pour tout entier naturel non nul p on a C_p:@ d'ou

1<p<N
€, |=IC,|
A —jB
Maintenant, si p=1, Cp=ijp donc |Cp|2=%Ai+%Bi et C,=4, donclégalité
précédente se réécrit :
. sfr2 T [, f=lafr2 3 (Laeln)esied 3 (405 coaun
1<p<N 1<p<N 215p£N

fallait démontrer.

Enfin, I'¢galitt < |x(¢) |2> A +— z D se déduit directement de 1'égalité

n=1

N 2 2
#(0)F> =dir X 222w D,={AxB=l4,~jB,
n=1

Ce résultat, trés important, dit que la puissance moyenne d'un polynéme trigonométrique est égal a la somme
des puissances moyennes de sa valeur moyenne et de ses harmoniques : ¢a semble bien normal et pourtant
c'est une propriété qui ne se généralise pas forcément a d'autre types de fonction.

Par exemple, si x(¢) est un polyndme trigonométrique non nul, on a
() +(=x(1) [> = < > =0 mais < |x(r)[> + < |-x(1)[> =2< |x() >
qui est en général bien différent de 0.

Notons aussi que la formule de Parseval a un petit air de Pythagore : ce n'est pas un hasard, le théoréme de
Pythagore et le Théoréme de Parseval sont bel et bien liés par théorie des espaces de Hilbert.

Reprenons encore I'exemple du polyndme trigonométrique  x (¢#)=1+ 2sin (#)—cos(3t). On a par
définition < |x(¢) |2> :ﬁf (1+ 2sin (t)—cos(3t))2 . Le calcul de cette derniére intégrale étant

assez compliquée, on préférera ici utiliser la formule de Parseval qui donne tout simplement :

[x(6) P> =14 (2% (~1)})=1.

lll) Représentation d'une fonction périodique par
une série de Fourier.

On a vu au paragraphe précédent qu'un polyndme trigonométrique de pulsation ® estune

. Y 27 . .. .-
fonction T-périodique (avec T=—5 ). La question qu'on se pose ici est la réciproque : peut-on
écrire une fonction T-périodique comme un polyndme trigonométrique de pulsation o ?

11



II1.1) Notion de série (rappels)

Etant donnée une suite de réels (u,) , on considére (S,) la suite de ses sommes partielles
d'ordre n, c'est a dire que :

So=y

S\ =ugt u,

S,=uy+tu+u,

+ 0
Définition 5 On dit que la série Z u, ,dite série de terme général u, , converge vers un
k=0

nombre / si la suite (S,) tend vers /.

Exemples :

1) (un):(i) . On utilise la formule

1+ x+ x4+ .+ x"=

o ox#1

1 1
Icul S =1+—+ .. +—=
pour cailcu cr . 4 4”

N >+

n+1 n
4) ) Puisque lim (%) =0 onen

déduit que (S,)= % On peut donc dire dans ce cas que la série Z u, converge vers %
k=0

2) (un):(%;) . Onremarque que Vn=1, Vn<vn+1 donc
nx1

n<n+ 1+ ;:(\/n-l-—l+\/;)(\/n+_l—\/;): n+1—n — 1
BT Tt ln N E Y v g

d'ou
n=1, u,=2n+ 1-2n , ce qui donne les inégalités :
u, =222
Uy 22/3-242
U, >2vVn—2vVn—-1
u,=2n+1-2vn .
En additionnant ces n égalités, apres simplification du membre de droite on obtient ( principe des

sommes télescopiques) :
S, =2\n+ 1-2

+ o0
ce qui montre que (S,)>+oo: lasérie », u, divergevers +oo.
k=0

Notons que le terme  u, peut dépendre d'un paramétre réel x et ainsi étre noté u,(x) :on

+ 0
obtient alors une série de fonctions Z u,(x) qui peut converger pour toutes les valeurs de x, ou
k=0

12



seulement certaines , voire aucune. C'est ce dernier type de série que nous allons rencontrer dans ce
chapitre.

II1.2) Série de Fourier.
Définition 5 On appelle série trigonométrique de pulsation > 0 une série de fonctions de la
forme S(t)=A,+ Y, A cos(nwt)+ B, sin(not)

n=1

Remarque :il s'agit d'une généralisation de la notion de polyndme trigonométrique (pour ces
derniers, les suites (A4, ) et (B,) sont nulles & partir d'un certain rang).

Exemple : considérons le cas ou A”=§, B,=0 .Alors S(t)=1+ ) —cos(nwt) quelon
n=1

peut réécrire S(t)zzincos(nwt) vuque cos(0)=1.
n=0

Sil'on considére la somme partielle S, ona:
N N N [ ioc\n
Sy(t)=2, —cos(nwt)=Re| Y, —e’" |=Re| ), :
n=0 2 n=0 2 n=0 2

n+1

1-x

On applique la formule 1+ x+ x"+ ..+ x"'= x#1 pour obtenir

l—lej‘”‘
2
. 1 jer|_1 L jar| |1 1 e o
Puisque |ze’ '|==, alors || <e = donc lim |—=e =0. On en déduit
2 2 2 2N+1 N2>+
que VteR, lim S, (t)=Re L e i que la série de fonctions
N>+ 1__eju)t
2
Zl s(not) converge vers Re 1 _ 4—2cos(wt) (derniére égalité a
=0 2" 1L o ~ 5—4cos(wt)
2

prouver en exercice).

Dans la suite de ce cours, on va chercher a exprimer une fonction T-périodique a l'aide d'une série
trigonométrique. Si le signal  x(t) est un polyndome trigonométrique, on sait le faire : il est déja
écrit sous la forme d'une série finie, c'est a dire qu'a partir d'un certain rang, tous les termes de la
série sont nuls, et les coefficients (4, ) et (B,) sont donnés par la propriété 3. Il faut alors

remarquer que les intégrales intervenant dans ces formules (pour rappel :
A= <x(t)> :%fx(t)dt
0

T
A = <2cos(nwt).x(t)> =%fcos(nwt).x(t)dt pour n>1,
0

B,= <2sin(nwt).x(t)> :%}sin(nwt).x(t)dt )

0
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ont encore un sens si X (t ) est une fonction T-périodique continue par morceaux quelconque, ce qui va
nous permettre de définir une série trigonométrique associée a X (t ) qui aura de grandes chances d'étre
égalea x (t ) , sous certaines conditions.

Définition 6 Soit x(t) une fonction T-périodique continue par morceaux. On appelle série de
Fourier réelle associée a x(t) la série trigonométrique
S (x)(t)=Ag+ D, A, cos(nwt)+ B,sin(nwt),
n=1

avece ©

A,= <x(t)> == ] x(t)dt

1
T

c:t___‘hq

T
A = <2cos(nwt).x(t)> :%f cos(nwt).x(t)dt pour n>1,
0

T
B,= < 2sin(nwt).x(t)> :%f sin(nwt).x(t)dt.
0
On appellera série de Fourier complexe associée & x(t) la série trigonométrique

+00 : : P ;
S(x)(t)= . C, ™" avec Vnez,C,= < e "'x(t)> :%fe””“"x(t)dt
n=-—o 0

Les coefficients 4,, B, et C, sont appelés coefficients de Fourier de x(t) et, dans le cas ou
cette derniere fonction est a valeurs réelles, sont liés par les relations :

An_jBn .
C,=——=—s1n>0
2
C,=4,
A+ jB,

~=C, sin>0
Y 7 , Sin

Remarques :
(1) les intégrales peuvent se calculer sur n'importe quel intervalle de longueur T.
(ii) On ne peut pas encore affirmer S (x)(¢)=x(z) lorsque x(t) n'est pasun polyndome
trigonométrique.

On définit de la méme fagon que pour les polyndmes trigonométriques la notion d'harmonique
d'ordre n et de fondamental.

Exemple :si  x(t) est2-périodique avec x(t)=1 pour t€[0;1[ et x(t)=0 pour t€[1;2],

-8.5

-1
-2 -1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.5 2

y=unit_step{t+1}+unit_step{tl-unit_step{t-1
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1 11— 1 21 . 1. 1.
S(x :E D sin(nmt)= ot (sm(nt)+551n(3m)+§sm(5m)+ ...... ) .
- 2n
Eneffet, onaici w=—=m et
T
T 2 1
' - _1 _1 _1 _1
(i) A= <x(t)> —T{x(t)dt ZIOfx(t)dt 2{1dt >
2 ¢ 2 sin(nxt) ]
(i) Vnx=1, An:—f cos(nwt). x(t )dt——f os(nmt)dt=| ———=| =sin(nsx)—sin(0)=0.
T 25 nmw 0
2 ¢ 2 | —cos(nnt)]'
(i) Vn=1, B,== [ sin(nwt).x(t)dt== [ sin (nm¢)dt=| ———
T+ 2 nmw 0
i(—cos(n:rc)+ l)zﬂ
nm nm
1 + 0 )n
Donc S (x)(t) A+ZA cos(nwt)+ B,sin(nwt) =+ sin(nmt)
n=1 n=1

Dans cet exemple, on voit que les harmoniques d'ordre pair sont nulles : en effet, si n est pair,

Hn(t):% sin(nnt):%sin(nm): 0.

Le résultat suivant permet de simplifier, dans certains cas, l'expression de S (x)(¢).

Propriété 5 Soit  x(t) une fonction T-périodique continue par morceaux.
Si  x(t) estune fonction paire, alors VnelN", B,=0 etsi x(t) estune fonction impaire,
alors VneN, A,=0 .

Preuve :

Si  x(t) estune fonction paire, alors VneN", B sin(nwt).x(t)dt. La fonction

_2
T

I\J‘H%N‘H

~

t>sin(nwt).x(t) estimpaire (produit d'une fonction impaire (sinus) par une fonction paire)

NN

donc l'intégrale f sin(nwt).x(t)dt surun intervalle centré en 0 est nulle, donc B, =0.
-T
2

Si x(t) estune fonction impaire, alors VneN ™, AHZ% cos(nwt).x(t)dt. La fonction

N‘Hc—am‘ﬂ

t>cos(nwt).x(t) estimpaire (produit d'une fonction paire (cosinus) par une fonction impaire)

15



donc l'intégrale cos(nmt).x(t)dt surun intervalle centré en 0 est nulle, donc 4,=0. Et,

|
N‘HB’N\H

T
1 2
pour les mémes raisons, AOZ? f x(t)dt estaussinul.
-T
2
Exemple : si on reprend I'exemple de  x(t) 2-périodique avec x(t)=1 pour t€[0;1] et
x(t)=0 pour t€[1;2[, cette fonction n'est ni paire, ni impaire, mais en revanche = x(t)—E
est impaire comme le montre son graphe :
+
: 2 T T T T T T T
1
et
Cl
L o185t
)
1
=]
-
S 1r
1
2
& 8.5
-
%)
1
oot
c 8r
=
2
-
ear
Gl
a
4 1 '
= -2 -1.5 -1 -8.5 e 8.5 1 1.5 2
=
=] t

Les coefficients de Fourier 4, de t=>x (t)—% sont donc nuls : c'est la raison pour laquelle il
: . : . 1 18 1-(-1)" .
n'apparait pas de cosinus dans la série S (x)(t)= ot sin(nmt)

l11.3) Dérivée et primitive d'une série de Fourier.

Propriété 6

Si  x(t) estune fonction T-périodique continue et dérivable par morceaux & dérivée continue par
morceaux, alors la série de Fourier de la pseudo-dérivée x'(t) s'obtient en dérivant terme a terme
la série de Fourier de  x(t)
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(*)Preuve : on fait la preuve dans le cas ou  x(t) est dérivable. Soit
S(x)(t)=Ay+ Y. A, cos(nwt)+ B,sin(nwt), lasérie de Fourier associée a x(t) et soit
n=1
S(x")(t)=A';+ D, A" cos(nwt)+ B’ sin(nwt) la série de Fourier associée a x'(t) .
n=1
T
On a alors : A'O: <x'(t>> :%fx'(t)dt:M:O car X(t) est une fonction T-
0
périodique.
On a aussi par intégrations par parties :

T
Vn=1, A',=2 [ cos(not).x'(t)dt=2cos(noe). x(e) [+ 212 [ sin(nee)x(e)de
0 0

=2 (cos(no T). x(T)=x{0))+ (nw)2 [ sin(rwt) x(c)dt

O e

2
T
zg(cos(Znn)x(T)—x(O)H (nw)B, zg(x(T)—x(O))+ noB

T T "

car noT= nmz =2mn et B——fsm (nwt).x(t)dt,

A' =nwB, car x(t) etantTperlodlque, x(T)=x(0).

De la méme fagon, par intégrations par parties :
T

T
Vn>1, B'n:%f sin(nwt).x '(t)dtZ%[sin(nu)t).x(t)]g—ZHTOJ cos(nwt)x(t)dt
0 0

=%(sin(an).x(T)—sin(O)x(O))+(nm)%}sin(noot)x(t)dt

:%(sin (2mn)x(T)-0)—(nw)A,=—nwA,

On en déduit que

S(x')(t)=A"+ Z A' cos(nwt)+ B’nsin(nu)t)zz noB,cos(nwt)—nw A sin(nwt)

n=1 n=1

+ o0

:%A(ﬁ > Bn%(sin(nwt))+ Ang (cos(nwt ) Z‘Odi(A cos(nwt)+ B sm(nmt)) .

n=1

Exemple : la série de Fourier de la fonction 2-périodique, paire, et définie par
y(t)=t sit€[0;1].
On remarque que y(t) estune fonction 2-périodique continue et dérivable par morceaux a

dérivée continue par morceaux, 2-périodique, définiesur R\ Z par y'(¢)= IISi'ttee]?l; 12[[ :
—1 si ;
Onremarque quesur IR\ Z , y'(¢#)=2x(¢)—1 ou x(t) estdéfini dans I'exemple de la
définition 6. On peut alors en déduire que S (y )(t)Z% 1_(;1) sin(nmt) .
n=1

Si S(y)(t)=A,+ Z A cos(nmt)+ B,sin(nmt), alors d'aprés la propriété 6 on doit avoir

n=1
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S(y")(t)=>.nnB,cos(nmt)-nm A, sin(nnt) cequi donne par identification :

n=1

(i) B,=0: on lasavait déjacar y(t) est paire !

2 1—(-1)

Gi) Vn=1,% 2 1-(-1)"

=—nnA, dou Vnx1, % =—nmn A, .On en déduit la série
de Fourier associée a  y(¢)
G 2 . 4 1 1
S(y)(t)=4,+ Z o (1—(—1) )cos(nm‘):AO——2 cos(mt)+ =cos(3mt )+ —cos(5mt)+ ......
n=1MN T It 9 25
Pour trouver A4,, on applique directement la formule :

A= <yl =] yloa

1

y(t) dt:f tdt (par parité de la fonction)

0

N[ = o—-

iz cos(mt)+ lcos(3m)+ Lcos(Sm)+ ......

On en déduit S(y)(¢)= . 9 25

N | —

Remarque : on peut aussi utiliser cette propriété pour intégrer une fonction T-périodique (c'est en
fait ce qu'on vient de faire!) en faisant trés attention qu'une primitive d'une fonction T-périodique
n'est périodique que si sa valeur moyenne est nulle (alors que sa dérivée I'est toujours !)

lll.4) Convergence d'une série de Fourier.

Voici un des résultats principaux a retenir dans ce chapitre qui dit en substance qu'une fonction
fonction T-périodique est égal a sa série de Fourier.

Théoréme de Dirichlet

Soit  x(t) une fonction T-périodique continiiment dérivable par morceaux, c'est a dire qu'il existe
une subdivisionde [0,7] : 0=¢<t,<..<t,=T telle que pour chaque entier i entre 1 et k-1
la fonction x(t) se prolonge en une fonction dérivable sur [z,,7.,,] ,a dérivée continue sur cet
intervalle.

Soit t,€R. Soit S(x)(t)=A,+ Y. A, cos(nwt)+ B,sin(nwt) la série de Fourier associée a

n=1
x(t). Alors:
(1)Si  x(t) estcontinueen t,, laséric S(x)(t,) convergeet S(x)(t,)=xI(t,)
(2)Si  x(t) n'estpas continue en t,, lasérie S(x)(t,) converge et

S(x)(t) =5 {x(tg J+x(t;" )]

La preuve est trés complexe, et sera faite en annexe de ce chapitre avec des hypothéses
simplificatrices.
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Exemples :
1)si x(t) est2- périodique avec x( )—1 pour t€[0;1[ et x(t)=0 pour t€[1;2[, ona

prouvé que S (x —_"'Rz 1= ———— sin(nnt) .Lafonction x(t) n'estpas continue en0.
Onaalors: S(x ——+ EZ =21 Gin(0)= % et %(x(0)+ x(0* )):%(0+ 1):%.

Dans ce cas, le theoreme (point (2)) est vérifi¢é de maniere évidente.

2) y(t) estlafonction 2-périodique, paire, et définie par y(t)=t si t€[0;1]. On a prouvé

que S(y)(¢)= ———(cos(nt) écos(3nt)+—cos(5m) ...... ) En remarquant que  y (¢)
est continue en 0, il vient que S (y)(0)=y(0) ce qui signifie que
1 4 1 1 1 4 1,1
==—— = — 0)+...... === I+ -+ = |[+..... .
0 > n2(cos(0)+ 9cos(0)+ 25005( )+ ) > ﬂz( i 9+25)+
+ o0 9
On déduit de cette égalité¢ que 1+ 1+ i ...... :Z ¥=n—. Notons que dans ce cas, le

9 25 k=0 (2k+ 1)2 8
théoréme (point (1) ) donne une égalité qui n'est pas évidente et serait trés difficile a obtenir
autrement que comme application du Théoréme de Dirichlet.
Pour ce dernier exemple, voici les représentations graphiques de :

Ayt H,(2):

8, 9-4*cos{¥pi=t}/Xpi~2a




On voit déja qu'avec n=2, la somme partielle de Fourier est déja trés proche de la fonction
«triangle »  y(t) !

lI.5) Théoréme de Parseval.

Le Théoréme de Pareval (propriété 4) s'étend aux fonctions T-périodique continue par morceaux,
avec la différence que la somme est transformée en série.

Théoréme de Parseval
1) Soit  x(t) une fonction T-périodique continue par morceaux . Soit
+ 0

S(x)(t)=A,+ Z A cos(nwt)+ B,sin(nwt) la série de Fourier associée a x(t). Alors,

<|x(t) > 1f| (¢ ) de= A+—(ZA B)

2) Si on considére I'écriture complexe de la série de Fourier de  x(t) : S(x)(t)= >, C e |
17 -
alors le Théoréme de Parseval s'écrit plus simplement : < | x(t) 2 z?f | )|"dt= Z |C |
0 n=—oo

Ce Théoréme a été démontré dans le cas d'une série finie (propriété 4) ce qui est le cas le plus
intéressant en pratique. Malheureusement la preuve du cas général est beaucoup plus complexe car
elle nécessite l'usage de propriétés d'approximation d'une fonction continue par morceaux par des
polynomes qui dépassent de loin le cadre de ce cours.

Remarque : dans le cas d'une fonction x(t) quin'est pas un polynome trigonométrique, la série
q q p poly g q

1[5 . o o . .
A(2)+ = (Z Ai+ Bi) est en général difficile a calculer, c'est pourquoi dans ce cas, on évitera en
2
pratique d'utiliser cette formule pour calculer la puissance moyenne < |x(t)[>

Exemple :
Si x(t) est2-périodiqueavec x( )=1 pour tE[O 1[ et x(t)=0 pour t€[1;2[, ona

prouvé précédemment que S (x % Z ——sin(nmt)

n=1

Le Théoréme de Parseval donne

n\2 + 0 + 0
<l()f> =2s LS IEEUL LS4 L 25 1

+
4 2m*imi\ o 4 2775 (2n-1) n’ o1 (2n—1)°

Un calcul direct de la puissance moyenne de  x(t) donne  <|x(t)[*> :% d'ou I'é¢galité

112”01

2 4 ﬂ:z n=1 (211 1)
NPT N 1 2 TR TV -
c'est a dire Z W:% : remarquer que cette méme égalité a été obtenue précédemment
n=1 n—

comme exemple d'application du Théoréme de Dirichlet.
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(*) Corollaire du Théoréme de Parseval.
Soit  x(t) une fonction T-périodique continue par morceaux . Soit
S(x)(t)= D, C, e =A+ D H,(t) laséric de Fourier associée a x(t) (on rappelle que
n=—oo n=1
Cy=A4, etque H (t)=A4 cos(nwt)+ B sin(nwt)=C,e""'+C_ e """ ).
Alors, quel que soit I'entier #» non nul, le polyndme trigonométrique

P (t)=Aq+ D, H,(t)(ie P (t)= D, C,e™") estle polynome trigonométrique de degré
k=1 k=—n
inférieur ou égal & n qui approxime le mieux la fonction x(t) en termes de puissance moyenne,
c'est a dire que quel que soit le polynome trigonométrique Q(¢) de degré inférieur ou égal & n et de
pulsation ®, ona
<[x(0-P,(0) [> < <Ix()-Q(0) f>
avec égalité si et seulementsi Q=P,.

Preuve :Posons Q(t)= Z ykejk“’t . Alors la série de Fourier de  x(¢)—Q(¢) est
k=—n

Z (C—y, )™ + Z C, ™" (ce qui peut se vérifier facilement en remarquant que le

k=—n [k[=n+1

k-iéme coefficient de Fourier complexe de la série vaut
T

T T
%f ejm”t(x(t)—Q(t))dt=%f e n x(t)dt—%fej"(”tQ(t)dt=Ck—yk avec la convention
0 0 0
que Vik>n,y,=0.)
La fonction x(¢)—Q(¢) étant continue par morceaux, le Théoréme de Parseval donne
<‘X(t)_Q(t) |2>: z ‘Ck_Yk|2+| lz: ‘Ck ‘2-
k=-n k[>n+1

Le méme raisonnement avec la fonction x (t)—Pn (¢) donne

<|x(t)-P,(t) [>= D |c.[.

|k[=n+1

Onen déduitque < |x(t)=P,(t) "> < <[x(t)-Q(t) > avec égalité si et seulement si

Z |Ck—yk \220 c'est a dire, quel que soit k compris entre —netn, C,=Yy, ce quisignifie
k=-n

que Q(t):Zn: C.e™=P (t).

k=-n

l1.L6) Spectre d'amplitude

Le théoreme de Parseval dit que la puissance moyenne d'un signal périodique et continu par
morceaux se partage dans celles de ses harmoniques.

Quand on fait l'analyse d'un tel signal on est souvent amen¢ a étudier comment se fait la répartition
de la puissance moyenne totale dans les diverses harmoniques : I'outil adapté est donné dans la
définition suivante.
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Définition 7 : Soit x(t) une fonction T-périodique continue par morceaux, et sa série
+
trigonométrique S (x)(t)=A,+ D, A, cos(nwt)+ B,sin(not).
n=1
On appelle spectre d'amplitude la suite (Dn)n21 ,avec D, =\/ Ai+ Bi . Le spectre d'amplitude
correspond physiquement aux amplitudes de chaque harmonique. On représente ce spectre par un diagramme

2 3

. 1
en batons basés en abscisse sur les fréquences — .=, =, ....... ,etde hauteur D, D, D;.... On

: R . .
notera aussi que — D, représente la puissance moyenne transportée par 1' harmonique d'ordre n.

2

Exemple : Si x(t) est2-périodique avec x(t)=1 pour t€[0;1[ et x(t)=0 pour t€[1;2[, on
a

S (x)

MIH

%Z ———sin (nrc t) et < |X (t) |2> :% . La puissance moyenne transportée

2
°os o , N 2
dans les deux premieres harmoniques (et dans la valeur moyenne) est égale a A(2)+ z < ‘H ”(t) ‘ > ce

n=1
. 1V 1{4 o) 1 2 o . .
qui donne 5 + ) —+07|= Z+ —~0,45 ce qui représente environ 90 % de la puissance moyenne
JT It

totale.

IV) (**) Démonstration du Théoréme de Dirichlet.

Pour alléger les calculs, la preuve est faite dans le casou  ®w=1, clestadire 7=2.
On commence par un premier résultat :

Lemme 1 (de Lebesgues ) :Soit @ une fonction continue par morceaux sur [0, 27| a valeurs réelles.

Alors  lim fcp (¢)cos(nt)dt= lim fcp (¢)sin (nt)dt=0.

n3+o0w n>+w (

Remarque : Ce résultat est une conséquence assez directe du Théoréme de Parseval . Afin d'éviter d'utiliser
un résultat admis pour la démonstration du Théoréme de Dirichlet, nous démontrerons une version plus

faible du Théoréme de Parseval, appelée inégalité de Bessel ( f |x ‘ dt> z |C |

n=-—ow

Preuve : on définit la fonction 2m-périodique  x (t) continue par morceaux sur IR égalea @ sur
[0,2n[ (on ditqu'on périodise la fonction ¢ ).
+ 0

Soit S(t)= Z Cnejm sa série de Fourier complexe et :  Sg(t)=A)+ Z A cos(nt)+ B,sin(nt)

n=—oo n=1
sa série de Fourier réelle, et, pour n€IN, ondéfinit S (t)= Z C kejkt (somme partielle a l'ordre n

" k=—n
t)=2, C,e" )

n=—oo
Remarquons que méme si les coefficients C, ne sont en général pas réel, S, (t ) est quand méme réel
quel que soit ¢ et quel que soit n. En effet :
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Z C kejkt— (t) carlorsque la variable & décrit tous les entiers de  —7n & n ,—k décrit aussi tous

lesentiersde —nan .

Ona: x(t)Z(x(t)—Sn(t))+ Sn(t) donc

X (t)=(x ()-8, ()] + Sh(t)+ 2(x(£)-S,(¢)) S, ()
=(x(¢)=5,(t)]+ 2x (1), (£)=S3(¢).

n

On en déduit que :
2

fx (t)dr=[ (x( t)—Sn(t))deZTx(t)Sn(t)dt—TSi(t)dt

f x*(t)dt >2f ))dt— f S t)dt car f (x (t)—Sn(t))2 dt>0 (intégrale d'une fonction
0
posmve sur [0; 23‘5] ) ce qu1 donne
1 fx dzzﬁf dt——fS
2n
D'une part, on a i”[ Si(t)dtz < |Sn(t) |2> = Z |Ck | ? par la propriété 4 pour le polynéme
0 n=-—n
trigonométrique .
D'autre part , en utilisant le fait que S,(¢)=S,(¢)
2n 2n n
1 —
ﬁf(x(t)Sn(t))dt:ﬁf(x( S (¢) )dz—nf x(1) Y. Ce*|dr
0 0 =—

n

:% (Z x(t)C, e ™

0 \k=—n

dr=3.

k=—n

(propriétés de linéarité de l'intégrale)

=2 ), C,C,=2 2, ‘Ck‘z car Ck:%fx( t)e Mdt et CTka:‘CkF

k=—n k=—n 2 0

En reporcant les résultats des deux calculs précédents dans (1) on obtient :

) Al a3 -3 o f=3

k=—n

t) |2> (inégalité de « Bessel »).

Or par la propriété 4,ona < |S " (t) ‘2> = (2) donc (2) peut se réécrire :

. 271 n 4A2 ‘BZ
(3) VnelN,ifxz(t)dtzA@z £T 2
2n = 2

0

A+ B}
On définit alors la suite  (o,),, par l'expression O, A Z k2 £ La suite (0,)ps1 est
k=1
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Ay i+ Bryy 1%
croissante (car O, l—onZ%ZO ) et majorée par la constante 2—f X (t)dt par (3), donc
T
, o A+ B,
elle converge versunréel O,. On en déduit que lim =lim o0,—0, ,=0,—0,=0. Ona
n=>+ o n=>+ o

alors lim 4,=1lim B,=0

n=>+ o n=>+ o

2m 21
Finalement, puisque fcp(t)cos(nt)dt:f x(t)cos(nt)dt (car x=q sur [0,2m] )
0 0
2n

=m A, etpuisque de méme f @(¢)sin(nt)dt=n B, ,on en déduit la preuve du Lemme.
0

2n
Remarque : En reprenant la preuve ci-dessus et en démontrant que  lim f (x (¢)-S,( t))z dt=0 ,nous

n+0

démontrerions le Théoréme de Parseval. Malheureusement, le calcul de cette limite n'est pas facile et nous
l'admettrons.

Corollaire Soit ¢ une fonction continue par morceaux sur [0,;27] 4 valeurs réelles. Alors
2n

lim fcp(t)sin((n+ %)t)dt:O.

n=>+ o 0

Preuve : en effet,

zfcp(t)sm((m %)t)dt=ifcp(t)(sin(nt)cos(é)+ cos(nt)sin(%))dt
= [otoros[ & |t (5 ) Josta

et le résultat se déduit du lemme précédent avec la fonction ¢ = @(¢)cos 5| @ laplacede .

Lemme 2 Soit n un entier naturel. On considére le polyndme trigonométrique de pulsation =1

D,(1)= Y &*

k=—n

Alors, la fonction D, esta valeurs réelleset V' t#2kn (k€Z),VneN :
Sin((n+%)t)
D,(t)=——~—.

)

De plus la fonction D, est paire.
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Graphe de D,,:

250 . . T | |
200 |
150 |
100 |
| _;‘; E
| — > ——

-50 J - l . l
N 2 -1 0 1 2 3

Preuve :
D,(t)= Zn: L T L)
k=—n

Si t#2km, e’#1 donc la formule de la somme des termes d'une suite géométrique donne :

A\ one 1 ) j(2n+l)t j(2n+l)[ 7j(2n+1)t
- l—(eﬂ) w 1=/ e 2 (e P —e 7
— —jnt . _—jnt __ —jnt
Dilt)=e = = [ iy iy
e e " —e
jet - ((on+ 1)t . 1 . 1
e 2jsin| ———— (on+ 1)t —je SIN (n+ =)t| sin|(n+ <)t
:e—jnt 2 — jnt / 2 2 2 _ 2

A =e e e =

1212‘ ol sin L sin L
e’ 2jsin ) 5 5
La parit¢t de D, découle de I'égalité car

) :sin(—(n+%)t):—sin((rﬁ%)t):sin((n+%)t)
TR T

Lemme 3 Soit n€N". Ona:

2
[ D,(¢)dt=2x.
0

Preuve :
n

ikt N . JoR O,
On réemarque que D n ( t ): Z e / est un polynome trlgonometrlque écrit sous forme complexe avec
k=—n
2n 2

IZCOZﬁ D, (t)dt .On en déduit que fDn(t)dtZZR.
0 0
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On est enfin en mesure de prouver le Théoréme de Dirichlet.

Preuve du Théoréme.
Remarquons déja que le point 1) du Théoréme de Dirichlet n'est qu'un cas particulier du 2) carsi x est

. 1 - . .
continue en #, alors E(X (to )+x (t0+ )) =x(t 0) . Il nous suffit donc de prouver directement le point

2).

Soit S(t)= Z Cnejm la série de Fourier complexe de x(t) et soit Sn(t)z Z Ckejkt sa somme
n=-—o k=-n
partielle d'ordre n. On a alors , pour ¢ fixé :

n

n 27 b1l
s.(t)=> ce™=)] (L x(s)e—ij)ej t_ (%f o ks Jkt)'
k=—n 0

k=—n k=—n 231: 0
Par linéarité de l'intégrale, cela donne :
2n 2n
t):zl—ﬂ{x (k_z_:n e Me ’k’)d = L fx (k:_n jk("V))ds:ﬁgx(s)Dn(t—s)ds

On proceéde au changement de variables O =¢—s (noter que s est la variable d'intégration et ¢ est une

constante dans cette intégrale) :
t-2m;

——f (0)(—d o) —f (o)do.

t 2n
La fonction © -) X (t o ) Dn(o ) est 2m—périodique par produit de fonctions 2m— périodiques

et I'intégrale ci-dessus est une intégrale sur un intervalle de longueur 27 donc par la propriété 1, on a :

(1a) Sn(t)Zﬁ.fx(t—o)Dn(O)do.

Maintenant, on procéde au changement de variable £=—0 a partir de l'égalité ( la)
_In —2n

—f (t++8)D (—E)(—dE) —f (t+8)D, (2) dsg_—f (++8)D,(E)dE carla

—2n
fonction D, est paire.

n

La propriété 1 donne alors la nouvelle relation :

2n

(1b) Sn<t>=2—1n{ x(t+0)D (0)d .

Avant de prolonger ces délices calculatoires, il convient de donner un peu de sens aux égalités  (1a) et
(1b). Le graphe de la fonction D, (Lemme 2) montre que les valeurs de D, sont élevées au

n

voisinage de O et faibles ailleurs, et ce, d'autant plus que » est grand. Ainsi, l'utilisation de la formule
(1a) montre que S,(#) dépend fortement des valeursde x(t—c) pour o-=0" tandis que

(1b) montre que les valeurs de  x(f+0) pour ©->0" influent fortement sur S, (¢) . Cette

. . . 1 -
réflexion nous permet de mieux comprendre le rdle de la quantité E( X(t )+X (t * )) dans le calcul de

S, (1)

On fixe ¢=t, etonrappelle que dans cette partie du théoréme X (t) est continue en t;, et dérivable a
gauche et a droite de ¢, .

On réécrit (1a) et (1b) sous la forme :
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S, (to)=~| =L [ x(t,—0)D,(0)d 0+ == [ x(ty+0) D,(0)d o
2wy, 2m s,
1 2n
=—f(x(t0—o)+x(to+0)) D,(o)do
4,
ce qui peut se réécrire, en posant k:%(x(to_ J+x(t, ))
27 1 2n
Sn(to):—nf AD (o)do—H{ (2 7\+(x(t0—0)—x(t0+0)))D (o)do
1 2m 1 2m
Sn(to):)\(ﬁ 0 Dn(o)do)—ﬂ 0 (27»—(x(t0—0)+x(t0+0)))Dn(o)do
2m 2n
(2) Sn(to):X—Arl—nf (27\—(x(t0—0)+x<t0+0)))Dn((j)d(f car fDn(t)dtZZJ'c d'apres le
0 0
(Lemme 3)
2n
Il reste donc a prouver que  lim I(Z X—(x(t0—0)+x(t0+0))) D,(0)d 5=0 et la démonstration du
n=>+o0 0

Théoréme sera achevée.
Ona

2h—(x(7,—0)+x(t,+0))

Voelo,2n[, (2h—(x(t,—0)+x(ty*0))|D,(0)= sin(g)

g sin((n+%)o).
20—(x(t,—0)+x(ty+0))
sin(z)

morceaux car x I'est aussi. On va prouver que ¢ se prolonge en une fonction continue sur l'intervalle
fermé [0,2m] .

On définit sur |0, 27| lafonction @(c)=

:elle est continue par

On a

2h—\x(t,—0O)+x(t,+O
(i) D'une part,si 00", CP(G): (x(o 0) x(o )) S ) et:

sin( <
2

27»—(x(t0—0)+x(t0+0)) _ x(t[))—x(to—cs)_'_x(tg)—x(t0+0)
© ty—(t,—0) ty—(1,—0)
x'd(to) sont respectivement les dérivées a gauche et a droite de x(z) en ¢, .

_)x'g(to)"'x'd(to) ou x’g(to) et

g)~% en 0, donc par produit de limites, si o = 0+,

On a d'autre part 9 52 car sin
s1n‘ > )

20— (x(t,—0)+x(t,+0)) |

S -)Z(x'g(t0)+x 'd(to)) c'est a dire

27»—(x(t0—0)+x(t0+0)) G-
. et:
o—2m sin(%)

(ii) D'autre part,si O = (2n ) ¢(o)=
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x(ty)—x(ty—0) x(tg—2m)—x(t,—0)

a) e = - par 2m—périodicité de x(z),dou:
x(to)=x(ty—0) _ x(t,=27)—x(t—0) . :
= >x',t,—2 (2
p—p 2m) (0] ¥ alte=2a) i o(2al,
ou x', estcette fois la dérivée a droite de x(¢)
d'ou

lim x(ty)=x(t,—0)
o~>(2nf o—2m

=x',(t,—2m)=x",(¢,) (par 2m—périodicité de x(7)).

b) De la méme fagon (détails a regarder en exercice), on a :
. x(ty)—x(t,—0
L xlt)-x(1=0)
o>(2nf o—2m

’
4

=x’g(t0—2n):x'g(to) o x', est ladérivée a gauche de x(¢).

¢) On a donc

2h—(x(t,— t o)=x(t,—
llm (x( 0 0)+X( 0+G)): llm x(to> x(ZO G)+ llm
o-(2xf o—-2mn o~ (2n) o-2mn o=(2xn) o—-2n

X)) =x(06=0) _ e (4

. i o—2mn
d) On s'occupe maintenant de la limite du terme ——~~.
mnt—)

Ona (-j_zgn == .O_ZE etsi o(2n), sin[2—n|~Z—x donc par quotient
sin [ = sin(S—x 2 2
2 2
d 'équivalents : C‘F—Zon - -0_02“ —_ 00_2ﬁ —_—
= =— =~—Tt
mn(z) sm(2 n) >
e) Ainsi, par produit de limites, on déduit de c) et de d) que
2%—(x(t0—o)+x(t0+o)) 627
llm . :_2 x! t +xr t
o= (2x) o—2m Sin(%) ( d( 0) g( o))

c'est a dire :

(4) ¢ el2n))==2(x",(t)+x", (1))

Les relations (3) et (4) montrent que la fonction ¢ se prolonge en une fonction continue par morceaux sur
l'intervalle fermé [0,;2m] enposant (0)=2(x",(¢,)+x 'g(to)) et @(2m)=—2(x",(¢,)+x ’g(to)) .

En reprenant la relation (2) on a par définitionde ¢ et par le lemme 2 :
2n

| (27\—(x(t0—0)+x(t0+0)))D”(o)d0:1]'[ cp(o)sin((n+%)o)do .

0

On peut alors utiliser le corollaire du Lemme 1 pour dire que :

lim zf (2 ?»—(x(to—o)+x(t0+0)))Dn(o)d 0=0

n=>+w 0

et la preuve est compléte.
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V) Exercices

Exercice 1.

Soit x(¢) un signal continue sur IR. On suppose qu'il existeunréel 7> 0 tel que la valeur moyenne
de x(¢) soit nulle sur tous les intervalles de longueur T, c'est & dire sur tous les intervalles [a,;b]| tels que
b=T+ a. Montrer que le signal x(¢) est T-périodique.

Exercice 2.
Pour chacune des fonctions suivantes :

a) Linéariser la fonction
b) Montrer qu'elle est périodique en I'écrivant sous la forme d'un polyndme trigonométrique.
¢) Calculer les coefficients de Fourier A4, et B,, puis C,

d) Calculer sa valeur moyenne et sa puissance moyenne
1) f(t)=3cos’(4t).
2) f(z)=sin(4t)cos’(6t).

3)  f(t)=sin(mt)cos(mt+ %)

Exercice 3.

On considére la sinusoide redressée simple alternance x(¢) 2m—périodique définie par
x(t)=sin(t) sit€[0;m] et x(z)=0 sit€[n 2n]

1) Calculer son développement en série de Fourier réel, puis sa puissance moyenne.
2) Combien d'harmonique faut-il conserver pour garder 95% de la puissance moyenne du signal ?

Exercice 4.

Mémes questions que pour l'exercice précédent avec la sinusoide redressée double alternance y(¢)
ni—périodique définie par  y(¢)=|sin(¢)| si t€[0;m].

Pour trouver le développement en série de Fourier, on remarquera que y(¢)=x(¢)+ x(t+m),  x(t) étant
le signal étudié dans l'exercice 3.

Exercice 5.
On considére x (Z ) le signal rectangulaire 2- périodique défini par :
x(t)=1sit€[0;1] et x(¢t)=—1 si t€[—1,0][.
1) Calculer le développement en série de Fourier de ce signal.
2) Quel est le pourcentage de puissance moyenne que 1'on conserve si on ne garde que la premicre
harmonique .
3) Soient a et b deux réels avec a>b. On considére y (t) le signal rectangulaire 2- périodique défini
par: x(t)=a sit€[0;1] et x(¢)=b site[—1,0].
a) Trouver deux réels A et w telsque y(#)=A+ux(¢). On exprimera ces réels a l'aide de a
et b.
b) En déduire le développement en série de Fourier de  y (z‘)
4) Soit le signal triangulaire 2- périodique et paire, défini par z (t ): 1—¢ si t€[0,1]
a) Calculer sa valeur moyenne.
b) Donner le développement en série de Fourier de z ’(t). En déduire celuide z (t )
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Exercice 6.
Soit la fonction 2-périodique définie sur [—1,1[ par I'expression x (t) =t
1) Donner l'expression de la série de Fourier associée a X (t .

2) A l'aide du Théoréme de Parseval, donner la valeur exacte de Z —-
n=1nN

Exercice 7.
Soit la fonction 27 -périodique définie sur [—m ;7| par l'expression x(¢)=e"
1) Donner l'expression de la série de Fourier complexe associée & x (t) , et vérifier que
Tt —T n
_e'—e " (-1)

8 2 1—jn

2) Etablir I'expression de la série de Fourier réelle associée &  x (t) .

. . . < 1
3)A l'aide du Théoréme de Dirichlet appliqué a =, donner la valeur exacte de Z 7
n=1 1+ n

(*) Exercice 8 (lissage)
On considére un circuit RC en série. Soit x(¢) 1la tension en fonction du temps délivrée par le générateur, et
y(¢) la tension mesurée aux bornes du condensateur.
Les lois de la physique montrent que 1'on a I'équation différentielle Ty '(l‘)+ y (t ) =X (t) avec
T=RC. On considére une entrée x(¢) continue par morceaux, T-périodique.

On admet qu'il existe une unique solution y (t ) T-périodique pour (E) (voir exercices sur le chapitre
intégration pour une preuve ).
+ o

Soit SF(x)(t)=a,+ Z a,cos(nwt)+ b sin(nwt) le développement en série de Fourier de x(7) ,

n=1

+ 00
et SF(y)(t)=Ay+ D A,cos(nwt)+ B,sin(nwt) celuide y(t).

n=1
Notre premier but est de calculer le développement en série de Fourier de la réponse y(¢) en fonction de
celui de x(#) . Une application de ce résultat sera d'expliquer le phénoméne de lissage de l'entrée  x ()
observée pour un choix adapté de T .

Partie A : développement en série de Fourier de la sortie.
1) Démontrer que l'on a les relations : Aj=a, et A,+ntwbB,=a,, et—ntwA+B,=b,.

2) Vérifier a partir de la question précédente I'égalité dans C
Vn=1, (A+ jB,)(1—jntw)=a+ jb,.

3) En déduire les expressions de A et B, enfonctionden, T et .

4) Déduire directement du 2) la relation :
a+ b
Vn=>1 , Ai+ Bi :%
l+n" t°w

Partie B : calcul de la variance du signal de sortie
1 1
<

2 .2 2= 2 27
l+rn'tw 1+t w

5) Montrer que Vn>1 ,
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) + 00 l + o0
6) En déduire que Z (Af,+ Bﬁ)sﬁ Z (ai+ bi)
n=1 1+ T O n=1
7) On définit la variance d'un signal x(¢) T-périodique par la quantité

Vix)=<x’>—<x>’

On considére la série de Fourier du signal x(¢) :

SF (x)(t)=a,+ +Zoolancos(nooz‘)+ b, sin(nwt)

n=1

— 15 (a2 )

n=

a) Vérifier que

o |

T

. 1 . L. .

b) Justifier que = ?Jl —<x > 2 dt , C€ qui peut s'écrire aussi
0

V<x>=<<x—<x>>2>

Remarque : on retrouve une définition treés similaire a celle de la variance d'une variable aléatoire en
statistique : tout comme dans ce dernier cas, la variance d 'un signal périodique mesure la valeur moyenne
des variations d'un signal autour de sa valeur moyenne. Une variance faible correspond a un signal lissé.

1

— TVix).
1+t 0’ (X)

¢) Montrer a l'aide des résultats établis dans la question 6) que V' ( y )S
o L s . T
d) Application numérique : on prend T=10""s , x(z)=sin(w?) pour €[O0, E] et

X (t) =0 sinon (sinusoide redressée simple alternance) .
(i) Calculer la valeur moyenne et la puissance moyenne de x(¢) .

(i) En déduire ¥V (x)

(iii) Pour quelles valeurs de % a-t-on V| y)SlO_3 ?

Partie C : lissage uniforme

8) Inégalité de Cauchy-Schwartz
Le but de cette question est d'établir une inégalité trés connue (« Inégalité de Cauchy-Schwartz »)
qui va nous servir dans la suite de cet exercice.

Soit N €N et soient (xl’xz, e X ) et (yl’yz, ey V) deux suites finies de N nombres réels.

N
On considére la fonction P(t)z Z (xn—t yn)2 . On suppose que les réels (yl’yz,.... , yN) ne
n=1
sont pas tous nuls.
a) Montrer que P (t) est un polyndme du second degré (on vérifiera bien qu'il est exactement de

degré 2).
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n=1

N N N
b) Montrer que son discriminant vaut A =4 (Z X, yn) (Z X )(Z 2)

2

N
¢) Déduire des questions précédentes I'inégalité Z X, Va s( Z x,,)( y,21 et vérifier que
= n=1 n=1

I'égalité n'a lieu que si les N-uplets (xl’xz, xN) et (yl,yZ’ vees yN) sont proportionnels.
2

N N
ST 2 2 L
d) Montrer que I'inégalité (Z X, Va S( Z X, Z y,,) est encore vraie si tous les termes

n=1

de la suite <J’1,y2,-~-':J’N) sont nuls.

On reprend les notations introduites en début d'exercice et dans la partie A. En particulier, on rappelle que

+ 0
SF (x)(t)=a,+ Z a,cos(nwt)+ b, sin(nwt) estle développement en série de Fourier de x(z) , et

n=1

SF(y)(t)=A4,+ Z A cos(nwt)+ B, sin(nwt) celuide y(z).On rappelle enfin la relation

n=1

2 2
a,+b
Vn=l, A+ BiZ% établie dans la partie A .
+n T

9)
a) En considérant les amplitudes réelles de chaque harmonique du développement en série de Fourier de
y (t) , utiliser le Théoréme de Dirichlet pour prouver que

<y>|<z a+b

VieR, |y
1+ " Tw

+ o0

()-<y>F=<2V(x) 2 —=5

=11+ n T o

ou, on le rappelle, V(x)=<(x—<x>)2>: <x’> — <x> ° estlavariance du signal d'entrée
x(t)

b) Déduire de I'inégalité de Cauchy-Schwartz que V?¢€R,

10)
a)Soit n€N"  Montrer que Vt€[(n—1)to ; nTo],

2 2 ZS 2
I+ tw” 1+¢

b) En déduire que Vn=>1, ‘E2(L)2 5 <arctan (nTw)—arctan((n—1)Tw).
I+n° Tt w
< 1 1
¢) Prouver alors que,si N=>1 , alors Z — 5 7 <7Tq arctan (N r(x))

S+t
nVix) TVix
pl1)-<y> P20l - 25 )

d) Déduire alors du résultat de la question 9) que V7€R,

11) Application numérique : on reprend le cas ot T=10"s , x(¢)=sin(2.10°n¢) pour t€[0,§] et

x (t) =0 sinon (sinusoide redressée simple alternance) .
(1)-<y>1]<1072

Pour quelles valeurs de % a-t-on VtreR,
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(*)Exercice 9 (signal avec décroissance exponentielle du spectre d'amplitude).

Rappel : Si  x#1, 1+ x+ x4 ..+ x'=

On considére un signal  x(¢), 2m- périodique et continue dont le spectre d'amplitude décroit de fagon
exponentielle. Plus précisément, on suppose que le développement en série de Fourier de x (t) est :

SF(x)(t)=1+ f N'cos(nt), avec L€]0,1].

n=1

1) Questions préliminaires :

a) Calculer la valeur de Z I

n=0

b) En déduire les valeurs de ), A" etde DA™

n=1 n=1
2) Calculer les expressions de la valeur moyenne de x (l) ainsi que celle de sa puissance moyenne.

3) Calculer les valeurs de  x (0) et x (J‘E) Préciser le théoréeme utilisé (on admettra que x est dérivable, a
dérivée continue.).

4) a)Calculer la puissance moyenne du fondamental (en tenant compte de la valeur moyenne).

b) Pour quelles valeurs de A peut-on affirmer que le fondamental + valeur moyenne contient plus de 95%
de la puissance moyenne de x (t) ? On arrondira a 0,01 pres.

1-2A
I-A

5) Montrer que <x (t )S (on admettra que x est dérivable, a dérivée continue.)

L
I-A
6) Le but de cette question est de trouver une expression de  x (t) a partir de celle de  SF (x)(l‘) On
pose y(t)Zx(t) .COS(Z) , et on définit An(x) et Bn(x) les coefficients de Fourier de x(t)
(respectivement A”( y) et Bn( y) les coefticients de Fourier de y(t) )

a) Donner a partir du développement en série de Fourier de x (t) la valeur des intégrales

In=f2nx(t)cos(nt) dt et JnZJ'inx(t)sin(nt) dt pour n entier naturel.

b) Calculer simplement B, (y).

c) Prouver que Ao(y):%Al(x) et A,(y)=4,(x)+ %Az(x).

d) Prouver que pour tout entier n=2, An(y)=%(Anl (x)+4,,, (x)) :E(}H- X) A,(x).

¢) En déduire que le développement en série de Fourier de y (t) est
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SF(y)(t)=%+ %cos(z‘)+ %(7& —)io N'cos(nt).

f) Prouver alors la relation y(t)=L+ lcos(t)+ l(?ﬁ L)()c(t)—l).
2 2 2 A
hcos(t)—1

En dédui x\t)= ..
g) En déduire que () 27»C0S(t)—(7»2+ 1)

h) Etablir enfin le tableau de variations de  x (t) sur l'intervalle [0,;2m] et tracer l'allure de son
graphe. (On pourra écrire X (t ) sous la forme x (t ) =@ (COS (l )) ou @ estune fonction définie et
croissante sur [—1,;1] , aprés I'avoir prouvé bien siir )

Exercice 10

On considére le signal  x(¢) défini par l'expression :

x(t)=2—3sin(27nt)+ 2cos(nt)+ cos(%t).

1) Ce signal est-il a énergie finie ? A puissance moyenne finie ?

2) Quelle est la pulsation fondamentale de ce signal ? Montrer qu'il est périodique de période 6.
3) Quelle est la valeur moyenne de  x (t) ?

4)Préciser les expressions des harmoniques contenues dans ce signal et donner leur ordre.

5) a) Ecrire I'expression de la puissance moyenne de  x (l‘) a l'aide d'une intégrale.
b) Trouver par un calcul rapide la valeur exacte de cette puissance moyenne a l'aide d'une propriété du
cours que I'on nommera.

6) Tracer le spectre d'amplitude de  x (t)

Exercice 11
_|1sit€l0;1]

= . Soit
0size[l;2] %

On considére le signal « carré » 2-périodique défini par : x (t)

+00
SF (x)(t)=A,+ z A cos(nwt)+ B, sin(nwt) la série de Fourier associée .
n=1

1) a) Montrer que 161022l
b) Calculer la valeurde .
c) Tracer le signal x (t) sur [—2,4]. Ce signal est-il pair ? Impair ?
d) Quelles sont les valeurs de ¢ pour lesquelles ona: SF (x ) (t)z X (t) ? Donner la valeur de
SF (x)(¢) pour les autres valeurs de 7.

2) Montrer que V n=1, 4,=0.
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1—(—1) L .
On admet que V' n>1, B, = % On remarquera que cela implique que les harmoniques d'ordre
n
pair sont nulles. On considére dorénavant le signal « carré » 2-périodique défini par :
a sit€[0;1]
t)= ) ’ avec a€R et beR.
=G te[1:2]

3) a) Vérifierque y (l‘)Z b+( a—b) X ( t) (on pourra raisonner séparément sur les intervalles

[0, 1] et [1,2[. )
b) En déduire que  SF (y)(¢)= a-;b a—>b Zl sin(nmt).

4) On suppose qu'apres filtrage de  y (l‘) par un filtre passe-bas parfait de fréquence de coupure
f. ,onobtient le signal ¥ (t)z n+3sin ( ] t). Le but de cette question est de retrouver la

valeur de @ et de b a partir de la connaissance de (t) , et d'estimer la perte de puissance
moyenne du signal apres filtrage.

a) Quel est l'intervalle de valeurs possibles pour  f . (on rappelle que les harmoniques d'ordre pair
sont nulles) ?

Tm T
b) Mont =— et b==
) Montrer que a 1 e 4

257
16

d) Calculer la puissance moyenne de  y (t) . Quel est le pourcentage de la puissance moyenne de
y (l‘ ) que l'on a perdue apres filtrage (arrondir au dixiéme de %) ?

¢) Prouver par un calcul direct que la puissance moyenne de y (t) vaut

Exercice 12

On considére le signal triangulaire 2-périodique, pair, défini sur [0, 1] par I'expression x (t) =t
+ 0
On admet que son développement en série de Fourier est :  SF (x)(¢)=a,+ Z a,cos(nmt) avec

1 —
a,;=5 et Vn=1, an:nzT52

On s'intéresse au signal 2-périodique  y (t)= COS(SOJ‘E t) X (t)

n=1

si n estimpair, a,=0 sinon.

Soit  SF (y) (t)z A,+ Z A4, cos (na'ct)+ B, sin (nnt) son développement en série de Fourier.

n=1

1) Montrer le signal y (t) est paire. Quelle conséquence peut-on en tirer sur les coefficients A, etB,?

. . 1 .
On admet pour la suite de I'exercice que < yz( t)> ~ 3 (la vraie valeur est

< yz(t)> =l+L qui est égal a 61

\ —5 \
6" 1o a 10~ pres).

1 1 .
2) a) Montrer que  A4,= 5 40 et Ay= 7 — a0t a,. Endéduire les valeurs exactes de A et Ay .
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b) On rappelle la formule cos(a)cos(b):%(cos(a+ b)+cos(a—b)) . Soit n>1 avec n#50 .

2

. . . . . — +

Montrer que si # est pair, An =0 , et s1 n est 1impair An :—? %
n® (n*—2500)

3) Quel est le pourcentage de la puissance moyenne de  y (t) contenu dans
a) le fondamental ?
b) I'harmonique d'ordre 50 ?
¢) I'ensemble des harmoniques d'ordre 49, 50 et 51 ?

t+ 2500

0,2500[U]2500,+ oo par I'expression f (t)= ————.
(¢—2500)

4) Soit f(¢) la fonction définie sur

[
a) Faire le tableau de variations de f (l‘) .
b) En déduire que I'harmonique de y (t) de plus grande amplitude est la cinquantiéme.
¢) Que peut-on en déduire pour l'allure du spectre d'amplitude de  y (t) ?

Exercice 13

On considére le signal carré¢  x(¢)  2m—périodique défini sur l'intervalle [0,m[ par x(z)=1 et
sur lintervalle [m,2m[ par x(f)=—1
On définit S (x)(t):A0+ Z A, cos(n (Dt>+ anin(n (»t) sa série de Fourier.

n=1

1)

a) Prouver que w=1.

b) Le signal x (t) est-il pair ? Impair ?
c) Expliquer pourquoi Vn€IN, 4,=0.

d) Donner les valeurs numériques de S (x) (%) etde S(x)m)

2) Montrer que la puissance moyenne < xz(t)> est égale a 1.

On admet a partir de maintenant que B, = 0 sin estpair et que B,=—— sin estimpair.
ni

On définit un taux de distorsion harmonique d'un signal périodique =z (t) de série de Fourier

1 + o0
. 1S A
S(z)(t)=Ay+ D A cos(nwt)+ B, sin(nwt) parlaquantitt t(z)= =2
n=1 <Z (t)>
représente le rapport entre la puissance moyenne transmise par les harmoniques d'ordre supérieur ou égal a 2
et la puissance moyenne totale du signal.

. Cette quantité

3) Le but de cette question est de calculer le taux de distorsion harmonique du signal x (t) introduit au
début de 1'énoncé.
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a) Calculer la puissance moyenne du fondamental de x (t)

8

. . 138 .
b) A l'aide du théoréme de Parseval, en déduire que — z Bi =1——. En déduire une valeur approchée a
2 n=2 :

T
0,01 pres de T(x).

On définit maintenant le signal  y (t)zsin ( IOt) X (t) (signal obtenu a partirde  x (Z ) par modulation
d'amplitude). On admet que  y(¢) est 2m—périodique . Soit

S(y)(t)=a,+ Y, a,cos(not)+ b,sin(not) sa série de Fourier.

n=1

4)
a) Montrer que y(t ) est paire. Que peut-on en déduire sur les coefficients a, et b, ?

n n

b) Prouver que < y(t)> Z%B 10=0 (onrappelleque A, et B, sont les coefficients de Fourier du

signal x(t). )

. . 1
¢) Vérifier que la puissance moyenne < yz( t)> est égale a 5

d) En utilisant la formule sin(a)cos( b)Z%(sin(a+ b)+sin(a—>b)) , démontrer que

aIZ%(B9+ By,)

40

95

e) Calculer alors la valeur exacte de T ( y) . Quelle remarque peut-on faire (comparer avec le résultat du

3)b)) ?

En déduire que a,=

8))

—40
197% 21w
b) Montrer alors que plus de 81% de la puissance moyenne de  y (t) est contenue dans les seules
harmoniques d'ordre 9 et 11.

a) En s'inspirant de la méthode utilisée a la question 4)d), prouver que a,= etque a; =

(*) Exercice 14 ( fonction d'auto-corrélation )
Etant donné un signal = x (t) a valeurs réelles, continu par morceaux et 7 -périodique , on appelle

T
fonction d'auto-corrélation associée a x la fonction R (t) g%f x(s )x ( t+s ) ds
0
1) a) Montrer que la fonction R_(#) est bien définie sur R
b) Montrer que R_(¢) estune fonction T -périodique

c) Par le changement de variables O=s+¢ dans l'intégrale de la définitionde R (t) , montrer
que R, (t) est une fonction paire.
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. : 2
2) Déterminer une expressionde R _(#) danslecason x(t)=A4 cos(%t+ cp) avec A>0 et

pER.
3) On considere le cas général ou le développement en série de Fourierde ¢ > x (t) est donné par

S(x)(t)=A,+ X, A, cos(nwt)+ B,sin(nwt) avec (DZ%.
n=1

a) On fixe ¢€R. Déterminer les développements en série de Fourier des signaux s = x (S + ¢ )
et s —>x(s+ t)+ x(s).

b) Prouver que Rx(t)Z% % (x(s)+ x(t+5)) ds—?_[x ds——fx (t+ s)ds )
0
¢) En déduire a I'aide du Théoréme de Parseval que

VteR, R (t)=A;+ %Z (Ai"‘ Bi)cos(Znnt).
n=1

T

4) Prouver que la valeur maximale de la fonction ¢ = Rx( t) vaut <x’ (#)> et est atteinte pour les
valeurs de ¢ multiples de T.

(*) Exercice 15 (intégrale d'un signal periodique amorti)
Soient p>0 etunsignal ¢-> f(¢) ,continu par morceaux et 7T -périodique . On considére son
2

. L. . ¢
développement en série de Fourier complexe S ( Z C, e’ avec (1)—7
n=—oo
+ 00

Le but de cet exercice est de déterminer la valeur de f e f (t) dt alaidedes C
0

n*

+ o0

1) Montrer que l'intégrale f e " f(t)dt estabsolument convergente (on pourra utiliser le
0
Théoréme 2 du chapitre des fonctions élémentaires)

(n+1)
2) a) Montrer que pour tout entier naturel 7 on a f e f(t)dt=e" f e ” f(t)dt (on
pourra faire un changement de variable dans la premlere intégrale).

- . }e_’”f(t)dt

3) On considére le signal x T -périodique défini sur [0, 7| par l'expression x(¢)=e

b) En déduire que I'on a f e " f(t)dt= 1
) —
—pt
Déterminer une expression de sa série de Fourier complexe S (x)(t)z Z Y, e’ en

.. . _2n
explicitant une expression de Yy, (on pose (D—? ).

T

4) Montrer que fe_ptf(t)dt:%(<(x(t)+f(t))2>—<x2(t)>—<f2(t)>)

0

+0 + 0 C
5) Déduire du Théoréme de Parseval que f e ” f (t)dt: z _—
0 he—o P—JH®
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(**) Exercice 16

Un solide ponctuel M se déplace sur un axe gradué, et est situé¢ au point d'abscisse X (t) a l'instant . On
rappelle que la fonction 7= x (t ) est dérivable, et sa dérivée v (t ):x ' (t ) représente la vitesse
instantanée du solide. On suppose aussi que la fonction vitesse ¢ = v (t) est dérivable par morceaux: sa
dérivée étant I'accélération instantanée du solide est supposée continue par morceaux.

Dans tout cet exercice, on suppose que  (€[0;T] ou T>0 estfixé (c'est la durée du trajet).
On suppose que le solide se déplace entre les instants t=0 et t=T, et démarre et s'arréte avec une vitesse
nulle, c'est a dire que :

(1) v(0)=v(T)=0.

On suppose aussi que le solide est a l'origine a I'instant =0 et s'arréte au point d'abscisse a a 'instant
t=T (ou a estun nombre fixé a I'avance) ce qui signifie que :

(2) x(0)=0cet x(T)=a
On considére f la fonction T-périodique sur IR définiepar [ (¢)=v(¢), Vt€[0, T[
Partie 1 : développement en série de Fourier de la fonction f

1) Montrer que la fonction f'est continue et dérivable par morceaux sur IR

+00
Soit A+ Z A, cos ( 2 T;,nt )+ B sin (%) le développement en série de Fourier de la fonction f.

n=1

2) Montrer que AOZ%.

3) En considérant la valeur 7=0 et en appliquant le Théoréme de Dirichlet , prouver que
+ o0
—a
> A=
n=1 T
Partie 2 : Energie cinétique moyenne minimale

On définit :

I'énergie cinétique du solide a I'instant ¢ par la relation £ (¢) :E my (t)2

T
I'énergie cinétique moyenne du solide sur l'intervalle [0, 7] parlarelation <E >:LT f E (l‘) dt.
0

Le but de cette partie est de trouver quelle énergie cinétique moyenne minimale est nécessaire pour un
parcours vérifiant les conditions (1) et (2) données dans 1'énoncé

4)
ma’
a) A l'aide du Théoréme de Parseval, montrer que < E>2> e
ma’
b) Montrer qu'en fait 1'inégalité ci-dessus est stricte, c'est a dire que < E>> s

. o . 1 2 a .
Remarque : 1'inégalité ci-dessus peut se réécrire < E> > Em <y>" ou <y >:7 est la vitesse

moyenne du solide sur l'intervalle de temps [0, T |
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5) Soit N €IN". On considére la fonction
N
xN(t)Zi t r lsin(znm)), te[0;T].

T\ 2aN i n T
a) Montrer que la fonction x N( t ) vérifie bien les propriétés (1) et (2).

2
b) Montrer que < FE\>= % ( 1+ ﬁ) , ou <FE,> estl'énergie cinétique moyenne du
solide sur l'intervalle [0, 7] dans lecasou x(¢)=x,(¢).

. e a . D
¢) En faisant tendre N vers 1'infini, montrer que la constante T est optimale dans 1'inégalité
ma’
<E>> T .Autrement dit, on peut trouver une fonction x (t) vérifiant les propriétés (1) et
ma’
(2) et telle que I'énergie cinétique moyenne associée soit aussi proche que I'on veut de T
Partie 3 : valeur efficace minimale de l'accélération .
On définit la valeur efficace de I'accélération instantanée par la quantité :
1efav )
\/ < az(t)>§ T f (E (t)) dt . On cherche a savoir la valeur efficace minimale de 1'accélération
0

instantanée pour les fonctions  x (t) vérifiant les propriétés (1) et (2) , et quelles sont les fonctions
X (t) pour lesquelles cette valeur minimale se réalise (s'il y en a ! On a vu dans la partie B que ce n'est pas
le cas pour I'énergie cinétique moyenne minimale )

6) Un développement en série de Fourier utile.
On considére la fonction  y(¢) 2 t-périodique et impaire telle que

Vie[0;n], y(t)ZTCT_t. Soit Y (¢) lapseudo-primitive de  y(¢) telle que Y (0)=0.

a) Représenter graphiquement la fonction y sur l'intervalle [—2m ;47 ].
b) Montrer que le développement en série de Fourier réel de la fonction y (l‘) est donné par

< 1. . . . .
S (t) ZZ —sin (nt) (on pourra faire une intégration par parties).
n=1
¢) Montrer que Y (#) est 2m-périodique et paire. Trouver une expression de Y (¢) sur
l'intervalle [0;m].
d) Montrer que le développement en série de Fourier réel de la fonction Y ( t) est de la forme

_ + o0 1 . .
=(t)=4 —Zl ?COS (nt) ot 4 est une constante réelle.
" 2
¢) Montrer que 4= % .

+ o0 1 2
f) Démontrer que z —= L
n=1 N 6
7) Déduire de la question précédente I'expression de la fonction T-périodique v, (t) dont le

2nnt

+ 0
. . , 1
développement en série de Fourier est donné par S (VO) (t) —Z — Cos

n=1

(on donnera son

40



expression sur l'intervalle [0 ,1] ,sur  |[— r

2 2

coincide avec un polynéme du second degré sur tout l'intervalle [0, T |
8) Inégalité de Cauchy-Schwartz
Le but de cette question est d'établir une inégalité trés connue (« Inégalité de Cauchy-Schwartz »)
qui va permettre de résoudre directement le probléme posé en préambule de la partie 3 de cet
exercice.
Soit Ne&IN" et soient (x],xz’ xN) et (y]’yz, yN) deux suites finies de N nombres réels.
. . N 2

On considére la fonction P ()= Z (xn—t yn) . On suppose que les réels (xl,xz’ e xN) ne

n=1

;0] puis sur [gT] ). Vérifier que vo(t)

sont pas tous nuls.
a) Montrer que P (t) est un polyndme du second degré.

=
L
—_—
M=
=
S N

N 2
b) Montrer que son discriminant vaut A =4 (Z X, yn) — Z xi
n=1 n=1

M=
=><I\)

N 2 N
¢) Déduire des questions précédentes 1'inégalité (z X, yn) S( )(Z yi) et vérifier que
n=1 n=1 n=1

I'égalité n'a lieu que si les N-uplets (xl,xz, ey xN) et (J’1,J’2, vy yN) sont proportionnels.

On considére maintenant une fonction x(¢) vérifiant les hypothéses énoncées au début de l'exercice. On
conserve toutes les notations précédentes.
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9) Montrer que \/<a2(t)>=%\/2in2(/lj+ Bi)
n=1

10)
a) A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, prouver que pour tout entier naturel N non nul on a

SIEIE

n=1nN

+ o0 2 - 2

b) En déduire que Z nzAiZ 62a 5 etque \/< a2(1)>22\/32a
n=1 n T _T
2v3a

11) L'objectif de cette question est de montrer que la valeur obtenue dans l'inégalité

\/< az(t)>2 2 \;ia est optimale et que 1'égalité \/< az(z‘)>: 2\;

certaine fonction Xx (l‘)
On considére la fonction x(t) définie sur l'intervalle [0, 7] par l'expression

e

a) Vérifier que la fonction x est deux fois dérivable sur [0, T | et vérifie les propriétés (1) et (2) .

T2

a
2

est possible pour une

b) Montrer que v(t)gx '(1)22(1—%"0(1‘))
T_ T
2V3a

c¢) Montrer que \/ <d (t)>= et conclure.
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(*) Exercice 17 (Un théoréme de factorisation des polynomes trigonométriques réels).

N
On considére un polynome trigonométrique réel  x(z)= A,+ Y, A,cos(nwt)+B,sin(nwt) avec

n=1
N

NeN"  4,,BER et (A4y,By)#(0,0). Soit x(f)= Y. C,e™" son écriture complexe.
n=—N
On appellera ici polynéme trigonométrique réel de degré 1 une fonction y admettant une expression de la

forme x(t)=a+bcos(wt)+csin(wt) avec a,b,c€ER.

1) Montrer qu'il existe un polyndbme A€C| X | dedegré 2N tel que
VieR, x(t)ze_jN“”A(ej“”) .Exprimer A(X) alaide des coefficients ¢

ne

2) Montrer que Vz€C, ZZNA(l):A(Z)

3) Soit z,EC uneracinede A(X)
a) Montrer que  z,#0.
b) Dans cette question on suppose que |Z0 ‘73 1. Soit m l'ordre de laracine  z,. Démontrer que
—  est une racine d'ordre mde A (X)
29
4) Montrer que le polynéme A (X ) possede un nombre pair (éventuellement égal a 0) de racines de
module 1.
5) Déduire des questions précédentes que A4 ( X ) est, au coefficient C, prés, produit de N
facteurs d'une des deux formes suivantes :
() X'—(e’+e’") X+’ avec 0€R,geR.
.. , 1+, |2 Z;
(i) X'=———X+— avec z,€C,
i Z;
6) a) Montrer que la fonction 7-e’ ' —(e’ "ve’ “+e’ 0+ oot est, a un coefficient complexe
multiplicatif prés, un polyndme polyndéme trigonométrique réel de degré 1.
14|z, |2 z
—

#1.

zZ;

i —jwt
—e

#1.

b) Méme question pour la fonction e’ — avec z,€C, |z,

Z; Z;

7) En déduire la propriété suivante : tout polyndme trigonométrique réel de degré N peut s'écrire
comme produit de N polynomes trigonométriques réel de degré 1.

(*)Exercice 18 ( polynémes trigonométriques réels généralisés).

Soit N réels strictement positifs A, <A,<...<A,. On considére la fonction

N
x(t)= AO+Z A,cos(A,t)+B,sin(h,t) ,appelée polyndme trigonométrique réel généralisé (PTRG), avec

n=1

NeN"  4,Be€R et (A4y,By)=(0,0).

1) Montrer (2 partir de la définition du cours) qu'un polynome trigonométrique réel est un polyndme
trigonométrique réel généralisé particulier. _

2) Dans cette question, on considére le PTRG  x (t) ZCOS(I)+ cos( V2. t).
a) En utilisant le fait que V2 estirrationnel (c'est a dire ne peut pas s'écrire sous la forme d'une

fraction £ avec PEN, qEIN* ), montrer que ¢=0 estlaseule solution sur IR de

l'équation x(¢)=2.
b) En déduire que ¢->x (t) n'est pas une fonction périodique (ce qui montre qu'un PTRG n'est pas
nécessairement une fonction périodique).
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3)

4)

¢) Toujours en utilisant le fait que V2 est irrationnel, montrer que 1'équation x (t) =—2 n'apas
de solution.
d) Dans cette question, on va montrer qu'il existe une suite de réels (tn) telle que

lim x(¢,)=—2 . Onrappelle larelation: V¢#1,, V n€N 1+t4+5+. +1'=

n=>+0 1 _t
note enfin £ 'ensemble des réels de la forme a+b \/2 avec a€Z,be”Z

(i) A l'aide d'un calcul de dérivée, démontrer que
n+1

Vi#1, VneN, (l_tt)z:t+2t2+...+nz"+(1f_t)2((n+1)—nt).

Onpose t,=1—+2.
(ii) Montrer par récurrence que V' n€N, t EE.

(ii1) Déduire des questions précédentes qu'il existe deux suites d'entiers relatifs (a,,) et (b,,)

telles que  lim (a, +b \/2_)

n>+w
(iv) Prouver que  lim x((1+2 bn) )=—2
n=>+ow
On revient au cas général
27
a) Montrer que  lim — f x(t)dt=A4,.
T+ T

b) Démontrer une formule similaire permettant de calculer A4, et B, pour n=1.

n
N
, . L. Jh,t :
¢) Déterminer une écriture de  x(¢) sous la forme x( z C,e etexprimerles C, en

fonctiondes A et B

n n

A+ B,
d) Prouver la formule de Parseval généralisée aux PTRG :  lim — f x*(t)dt=4 +z .

T+ n=1 2

Dans cette question, on suppose que A4,=0. On veut montrer par l'absurde que l'équation

b (t) =0 posséde une infinité de solutions sur IR. Supposons donc que ce n'est pas le cas.
a) Montrer qu'il existe alors 7 €R telque: VY T'>T, x(t)#0.
b) Montrer qu'il existe un PTRG X telque V:€R, X '(t)=x(¢) et

21
lim — f X (#)dt=0. En donner une expression.
T+ T
c) Prouver que lim X (¢) existe et est finie.
1>+
Soit /=1lim X (z) et €>0. Onadoncaussi /°=lim X’(¢) etilexistedonc T ,€R tel

t>+0 1>+00

que V=T, [—e<X(t)<l+e et V=T, '—e<X’(t )<lz+£

A:+B
d) A l'aide des résultats du 3), montrer que [/°<g” etque [°= Z 5 )\ —€.
n=1

e) Aboutir alors a une contradiction.



VI) Corrigés

Exercice 1.

T+a

On considére les fonctions @: a = f dt et Y: a->fx

a
T+a

Par hypothése sur x(z) ,ona Va€R, ¢(a)= f x(¢)dt=0

Puisque x(¢) estcontinue sur IR ,lafonction 1 estune primitive de x(¢) donc puisque
YaeR, 0=q¢(a)=y(T+a)—y(a) ,on obtient par dérivation de cette relation :
Ya€R, 0=x(T+a)-x(a) ce quisignifie que le signal x(z) est T-périodique.

Exercice 2.
1y
a)Ona f (t)=%+%cos(8t). C'est un polynome trigonométrique de période 7' :%,
_3 4.3 o 3 .3 _3
b) A,==, A== etlesautres coefficients réels sontnuls. Ona: C,==, C,==, C_ == etles
2 2 2 4 4
autres coefficients complexes sont nuls.
c) <f>:% , <f >_2_7
2)
a)Ona:
L s —aie)( 12ie e\ L et 16t 8t —8jt 4it —4jt
f(t)—g(e —e )( +2+e )—?(e —e (Ve )+ 2(eM—e ))
J J

Z%sin(4t)—%sin(8t)+%sin(16t).
C'est un polynéme trigonométrique de période T :% .
b) BIZ%, Bzz_Tl, B4=% et les autres coefficients réels sont nuls. On a :

CIZ_TJ, szé’ C4=% , C_lzi’ C_ZZ_?], C_4=é et les autres coefficients complexes
sont nuls.

3
<f>=0 ., <f>=—_,

O <f>=0 , <fi>=i
3)
a)Ona f(t):%sin(ZnH %)—%sin % :%sin(2nt)cos(%)+%cos(Zm)sin(%)—%sin(%)
donc f ()= £+ %cos(2nt)+%sm(2nt)

C'est un polynome trigonométrique de période 7=1.

—3 V3
b) AOZT, Al 4

—3 1
COZT’ 1 g(\/?’ J) c_,=C

1
—B,= Z et les autres coefficients réels sont nuls. On a :

| %(\/ 3+ j) et les autres coefficients complexes sont nuls.
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c) <f>:%;/.3 , <f >_1i6,

Exercice 3.

1) En utilisant les formules habituelles de linéarisation de formules trigonométriques, on obtient a partir des
formules du cours (et aprés quelques calculs....) :

11 2%&  cos(2nt)
SF (x)(t)=5+ gsm(f)_ﬁn:l (2n—1)(2n+1)

Pour la puissance moyenne, mieux vaut revenir a sa définition :

<x >_ﬁf dt——fsm dt—i

2) On calcule la puissance moyenne de :

1
la valeur moyenne >

la valeur moyenne + H,(t) t->1+%s1n(t)

la valeur moyenne + H,(¢)+ H,(t) t-)%+%sin(t)—%cos(2t)
[...]

jusqu'a dépasser 95% de 0,25, c'est a dire 0,2375. Le Théoreme de Parseval assure qu'en prenant
suffisamment d' harmoniques, on pourra dépasser ce seuil.

1 .
Apres application numérique, on trouve qu'il suffit de considérer ¢ >+ 3 sin ( t)—3—ncos (2‘[) dont la

puissance moyenne vaut L+ —+ —=—-+ —~0,2488> 0,2375.

Exercice 4.

On a (voir exercice précédent) SF (x) (t)=%+ —sin

235 cos(2n(t+ nn):) _

SF (x( -+“)><1):%+ %sin(ﬁ n)-% %m cos(2nt)

ZTon—1)(20+ 1)
ce qui donne en remarquant que y(¢)=x(¢)+ x(t+ m):
2 4% cos(2nt)
SF(y)(1)=2-2
D=5 =% 2 1) (2ne 1)

2n 2n
La puissance moyenne vaut <y2>=ﬁ f yZ(t)dtzzl_TC f Sinz(l‘)dl:%.
0 0

On calcule la puissance moyenne de :

2
la valeur moyenne >

la valeur moyenne + H,(t) t—)%—%cos(ﬁ)

2 4 4
la valeur moyenne + H,(t)+ H,(t) : téﬁ—ﬁcosﬁt)—ﬁcos@t)
[..]

jusqu'a dépasser 95% de 0,5, c'est a dire 0,475.

Apreés application numérique, on trouve qu'il suffit de considérer ¢ = T 3, COS(Zt) dont la puissance
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moyenne vaut %~0,4953> 0,475.
T

Exercice 5.
1) On obtient a partir des formules du cours :

S(x)(t)=%’zi1 #sin(nmh%(sin(ntﬁ %Sil‘l(BJ‘Et)+ %sin(Snt)+ ......

x*(t)dt=

. . 2
2) La puissance moyenne du signal vaut <x >=

[\)|>—~
© C— 1

2
[1ar=1.
0

Celle de la premicre harmonique vaut —  ce qui fait environ 81% de la puissance moyenne du signal
g

entier.
3)
}\:a+b
a)Ona y(t)=A+ux(t) Mu=a 2
A—u=>b u:a—b
‘ 2
b)Ona S(y)(t):a+b a—bzl—(— ) sin(nmt).

4)

a) En revenant a la définition, on trouve <z>=1.

b) La fonction =z (t) est continue et dérivable par morceaux (dérivable en toute valeur non entiére)
de pseudo-dérivée —x( t). En intégrant le développement en série de Fourierde —x (t) on trouve

S(z)(t)=<z>+ iz(cos(nt)+ 3—12cos(3nt)+écos(5nt)+ ...... )
n
=1+ %(cos(nt%%cos(Bmﬁécos(Sm% ...... )

Exercice 6.
1) En utilisant les formules habituelles de linéarisation de formules trigonométriques, on obtient a partir des
formules du cours (et apres quelques calculs....) :

SF(x)(f)zég(_l)nHM

1
2)Ona <x2>=% f 7 dtZ% et, par Parseval :
-1

+ o0
2 2 1
<Xx >:_2§ - -
T n=1 N

+ o0

On en déduit que 12% Lz donc Z
U p=1 1

S}

1
2
n

n=
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Exercice 7.

1)Ona:
_ 1 T —jnt _ 1 T (1=jn)t 7, 1 (1=jn)e ™ _ 1 T _jnm -t _—jnm
C,=— Mx(t)dt=— Mdt=——— / = - .
Fad e xdi= e 27:(1—1';1)[e I 2x(1 jn)(ee ¢ ¢
On remarque que "= =(—1 )" donc le calcul précédent donne :
= ﬁ (en— e_”) , ce qu'il fallait démontrer.
. _e'—e " (—1)
On a ainsi C”_—2rc _l—jn
Ona
_Ln 7/m T (1—jn)t 1 (1=jn)e ™ _ 1 n_jnm__ - _—jnm
C=95), 2nfne Tonl- jn)[e ]”_Zﬂ(l—jn)(e e Te e
On remarque que e’ ""=(—1)" donc le calcul précédent donne :

__ (=) e s o
T2x(1- jn)(e e ) ce qu'il fallait démontrer.

Onaainsi SF(x)(¢)=% ;; > (1_—1])11 e™.

n

2) Considérons la série réelle associée & x(¢) : S(x)(t)=A,+ Z A cos(nt)+ B, sin(nt)

Ona A,=C, , Vn=1,4,=2Re(C,)et B,=—2Im(C,).

Puisque VN=>1, 1. —_1 s+ " > onadonc:
I=jn 1+n* " 1+n
eﬂ_e—ﬂ eﬂ_e_ﬂf (_l)n
, et Vn=1, 4=
27w ) " ! T 1+

e"—e " n(-1)

A= t Vn=1, B=—
0 € n T 1+7’12

3)La fonction ¢->Xx (t) est continliment dérivable par morceaux sur |[—7 ;[ donc, en appliquant le
Théoréme de Dlrlchlet a f=m, onala convergence de la série

S(x)(m)= A+ZA cos(nm)+ B, sin(nnmn) A+Z A, vers
n=1

1 + e+te "

E(X(ﬂo )"‘X(“o ))— 5

On a donc —AO +

n=

—-

J'[ —T + o0 1
1+2 .
2% ( g{1+ n2)

On en déduit que Z I :l(nen-'-en—l).

S+’ 20 f—e

Exercice 8 (lissage)

Partie A : développement en série de Fourier de la sortie.

1) On a (propriété 5) SF (y Z nwB, cos(nwt)—nwA,sin(nwt) donc, grace a I'équation

différentielle :

47



a,+ f a,cos(nwt)+ b, sin(nwt)=SF(x)(t)=SF(ty '+ y)(t)

n=1
=4+ Y, (A, + tnoB,)cos(nwt)+ (B,—ntwd,)sin(nwt)
n=1

et on obtient les relations demandées en identifiant les deux séries de Fourier.

2) Par développement du produit,
Vn=1, (A+ jB,)(1—jntw)=(4+ntwB, )+ j(B,—ntwA,),

ce quidonne a,+ jb, parlaquestion précédente.

3)On adonc:
a+jb a+ jb )1+ jntw) a —ntwb b+ntwa
Vnsl, A+ B~ i+ Ib, _la, Jn)£212 )_a, ob, brrtoa,
l—jntw I+n tw I+ntw I+n tw
, a,—ntwb, bt+ntwa,
d'ou l'on déduit Vn?l, An:ﬁ et Bn:ﬁ
I+ntw I+n°tw

4) En calculant les carrés des modules des deux membres de la relation :
Vn>1, (4,+ jB,)(1—jntw)=a+ jb,,

il vient
Vn=1, (Ai+ Bi)(1+ 7w =d+ b

ce qui donne la relation demandée.

Partie B : calcul de la variance du signal de sortie

: 2 2 2 2 2 1
5) Puisque n=1, ona I+n tTw=>=1+1t ® donc T = -
I+ntw 1+1Tw
2, 52 2, 52
2 2 a,+b a+b
6)Onadonc Vn>=l, A+B =—"5-<—7"

donc par sommation :
2 2 2% 2 .
I+n'tTw I+t w

+ o0 1 + o0

2. (Ai+ Bﬁ)s . ; (ai+ bi)

+ o0

LA . 2 2 2 2

7) a) Le Théoreme de Parseval montre se reformule en disant que <x">=<x>"+ — Z (an+ bn)
n=1

d'ou I'égalité demandée.

b) En développant le carré, on obtient :

L[ (xt-<ws Par= L (@102 < (0 <2a
:%u:fxz(r)dt—2<x>%i (x(¢))dr+ %i (< x>?) i

2 2 2
Sy > < x> < x> =< x >—< x> =V(x).

Remarque : on retrouve une définition trés similaire a celle de la variance d'une variable aléatoire en
statistique : tout comme dans ce dernier cas, la variance d 'un signal périodique mesure la valeur moyenne
des variations d'un signal autour de sa valeur moyenne. Une variance faible correspond a un signal lissé.
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¢) Puisque V(x % (a +b ) et, de facon similaire, V( y) % (A + B ) la relation
n=1 n=1
(Ai+ Bi) — (an+ bn) peut se rééerire : V()< 12 V(x)
=1 1+’ o I+t w
d)
) 1 21 ) ) .
(i)Ona <x>=5x et <x >_Z (voir les calculs faits dans I'exercice 3)
. 2 21 1
(ii)On a V(x)=<x >—<x>'=———
4 n

2n T’ 11
O w= donc le résultat du ¢) d Viy)= ——— .
(111) On a T onc le résultat du c¢) donne (y) = 475212(4 nz)

> 411 12 )< 107 ce qui donne
T

2
Onestsirque P (y)<10~ si(condition suffisante) T—(
I'+4n° 1

%> % \/ 100 (%—%) —1~1,934 (remarquer que cette valeur numérique est indépendante de T).
4 T

Partie C : lissage uniforme
8)
N , N N N
a)Ona P(t)zz (xn—t yn) :tzz yi—2t2 x,y,+ Z x=at’+ bt+c

n=1 n=1 n=1 n=1

avec azz yi;tO car les réels (yl’yz’...., yN) ne sont pas tous nuls.

n=1

N 2 (N N
b) A=b"—4ac=4 (Z X, yn) —(Z xi)(z yi) avec les expressions de a, b et ¢ trouvées
1 n=l

n=1

précédemment.

N
¢) De par l'expression P Z ( —t yn)z, ona VteR, P (1)20 ce qui ne peut se
B N N N
produire que si A <O, cette derni¢re inégalité étant équivalente a Z X, Val = Z xf, Z yf,
= =1 n=1

N 2 N N
S'il on a I'égalité (Z X, yn) Z(Z xi)(z yi) cestque A =0 etdans ce cas,
n=1 n=1

n=1

A!¢,€R tq P(t,)=0 ,clesta dire Z(xn—toyn)2=0 donc Vn=1,2,..,N, x,=t,y, cequi
n=1
signifie que les N-uplets (xl,xz, xN) et (yl’yz, yN) sont  proportionnels.
d) Dans ce cas cette inégalité devient I'égalité 0=0.

9)
a) La fonction y (Z ) est a minima continue et puisque X (t) est continue par morceaux, la relation

49



y '(I)Z %(x (t )— y (t)) montre que Y (t) est continiiment dérivable par morceaux, donc on peut
appliquer le Théoréme de Dirichlet.
Ona VteR, y(t)=SF(y)(t)=<y>+ Z A, cos(nwt)+ B sin(nwt)
n=1

donc

+ o0

VieR, |y(t)-<y> |<Z|A cos(nwt)+ B,sin(nwt) |< z A2+ B> par calcul de l'amplitude

n=1 n=1

réelle de chaque harmonique, et donc

VieR, |y

—<y> |<Z 1+ " 032 par la question 4).

b) Par 1'inégalité de Cauchy-Schwartz , on a

2
+ o0 a +b 1 + 1
VieR, |y(1)-<y>[< Z\/— <Za+b S =2V (x) Y s
e ENR =1 1+ T a=1 1+ n T w
par la question 7)a).
10)
a)Si (n—1)to<t<nto ,aors 1+’<l+n’t"w dou ! < !

1+’’’ 1+¢
b) L'inégalité précédente donne par intégration :
ntw ntow

dr<
(nlr(x)1+n1:(l) n‘!‘rml"'t
c'est a dire :
" 1:2(1)2 2Sarctan(nrm)—arctan((n—l)ru)).
+n T
¢)Onadonc Vn=1, méé(arctan(nrm)—arctan((n—l)rm))
donc.,si N=1
N 1 S
Zﬁ<z m(arctan(nr(n)—arctan((n—l)rw))
=1 1+ 0T =
N 1 1 N 1 N-1 1
ﬁémZ(arctan(nrw))—m (arctan(nru))) Tmarctan(N'cm) 0,
=1 1+ n Tw n=1 n=0

apres simplification des termes télescopiques de la somme.

d) On déduit de la question précédente
N

1 1 T
—————<=—arctan(N tw )<
Sttt @ ( ) 2TW
eten faisant N >+ c0:

+ 0
1

T
~
On déduit alors du résultat de la question 9) que

nV(x)_TV(x)

VieR, [y(t)—<y> <2V (x). L=
y(i)=<y> Ps2v (x). 5= 2t = T
. _1 1 . A . o
11) On a déja calculée V' (x)— 12 donc la relation trouvée a la question précédente donne :
TT
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Al

yio-L |y

1 1
YteR, Y=,
\/8 27

_1 ‘<10 il suffit que \/%.\/l—#<103 donc
T

donc pour que V7€R, 3

T 106(1—L) 74.10°

Pour de telles valeurs de T , on obtient une solution quasi-constante (avec une erreur relative de 10°°
pres) : puisque les signaux x et y ont la méme valeur moyenne, on en déduit que le signal y correspond au
signal x qui a été lissé.

Exercice 9 (signal avec décroissance exponentielle du spectre d'amplitude).

+ o0 . ) 1_}\‘n+l 1
O }\,:1 = .
2)Ona ; L Y

b)On a Z N Z N— K et, en remplagant A par A, et remarquant que Kze]O,'l[,

Z )\‘Zn_

1-27

2) On a par identiﬁcation avec la série de Fourier de x, <x>=1 |, et, par le Théoréme de Parseval,

2\ 2-3°
_1 1 )\'Zn _
sl Z "o 2x “2l1-2)

3) Puisque x est dérivable a dérivée continue, on peut appliquer le Théoréme de Dirichlet qui donne :

+ o 1

x(0)=SF(x)(0)=1+ > N'=—r.

n=1 1—h

x(1)=SE(x)(n)=1+ 3 Mcos(nn)=1+ 3 (—a)=1-—L_=_1

n=1 n=1

#aona <(dq+ H,(t)]>=1+ %7\2.

1+ 1y
5 2 2
b) Cette condition équivaut a ce que 272}\2> 0,95 clest a dire (2+ }; >(;2 M )> 0,95 donc
2(1-2
A'+0,050°-0,1< 0.
On trouve que A< \/\/13—(1)_1 ~0,54
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5) On admettra encore que x est dérivable, a dérivée continue. On a donc par le Théoréme de Dirichlet :

VielR, x(t)=SF(x)(¢t)=1+ Z A"cos(nt), donc en utilisant I'encadrement
n=1

Vn,Vt,—1<cos(nt)<1, ilvient:

+ +0

VielR, 1-) a'<x(r)<1+ ) )"

8

—h ()14 2
VielR, 1 = x(t) 1+1—k
1-2A 1
VielR <x(t)s—— .
RS
6)

a)Ona 1:A0(x)=ﬁ10 donc [,=2m.

On aussi :

Vn=1, K"ZAn(x)Z%I donc Vn=l1, I,=a)\'

n

Vn=1, 0:Bn(x):%J,, donc Vn=1, J =0.

b) Puisque le développement en série de Fourier de x ne fait apparaitre que des cosinus, c'est que la fonction
x est paire, donc y aussi (produit de fonctions paires). On a donc  Vn=1, B, ( y):O.

2n 2n 2n
_ 1 1 11 _1
c)Ona Ao(y)—zn_!y(t)dt—zn{cos(t)x(t)dt 2.n{005(t)x(t)dt 2A1(x).
On a aussi
) T 1 1 1F N
(») nfcos )y(t)dt—ﬁ_[cos() ()dt—a _[(1+ cos(2t))x(¢)dt (par linéarisation)
0 0 0
ZJ—TxUMHEzLTquOﬂﬂwZA(ﬂ+l (x).
27 27Ty 0 277
d)Ona

Ang%Tmgnmwmm:%qumn%unumz

0 0

(cos( )+ cos((n+1)¢t))x(¢)dt (par linéarisation)

(A,, (x4, (x ))

| — l\)|»~
o‘——;:
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1 1 n— n+ 1 - n 1 1 [P T4 e
Or, E(An—l<‘x)+ An+1<x))25(7\- Y 1)25(7\ 1+k)k :§(X+X)An(x), d'ou I'égalité
1 1
a,(1= o L),

e) On a d'apres les questions b),c) d) :

+ o0

SF(y)(2)=4y(y)}+ Z; A,(y)eos(nt)=A4,(y)+ 4 (y)cos(t)+ 2 4,(y)cos(nt)

f) En remarquant que la série de Fourier de x (t)—l est Z A" cos (m‘) , on déduit du e) que les

n=1

signaux 2m—périodiques  y(¢) et %+ %cos(t)+ %(7& %)(x(t)— 1) ontla méme série de

Fourier : il sont donc identiques.

> =

g) Le résultat du f) se rééerit V¢€R, cos(¢)x(t)=

COS(I)——(K+ %)=%Cos(t)—L ce qui donne

que Vr¢eRR, (COS(Z‘)—%()& %))x(r)=%+ =

Acos(t)—1
2hcos(f)—(N+ 1)

facilement x (t ) =

h)yOna x(¢)=¢(cos(¢)) oi @ estlafonction définie sur [—1;1] par CP(M):}\u—_i,
2hu—(A+1)
o o , A+ . o
l'unique pole de cette fraction rationnelle étant o n'appartient pas jamaisa [—1;1] car
A1
Vre]o 1], > 1
10:1], =

A(1=20%)
(2 u—(N+1))
fonction croissante sur [—1;1] , donc la fonction x a les mémes variations que la fonction cos. On a
alors :

Ona Yu€[-1;1], ¢'(u)= >>0 car A€]0,1[, cequiprouveque ¢ estune
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1
1—A 1—A
«() \ /
1
1+ A
A—1 1 —i—1 1
x(0)=g(l)= = xlm)l=pl(—1)= =
=)= 2o gt Ao L
Cas KZ%
3
25+ _

Exercice 10
1) Signal a puissance moyenne finie et a énergie infinie (c'est un polyndme trigonométrique).

2 0=% o T=2%=¢.
3) <x>=2.
4)Ona3 harmonizues :

H,(t)=—3sin %t) H(t)=2cos(mt) et Hs(t)zcos(%t).

6
5)a) <x2>:%j x*(¢)dt
0

6

b) Par le Théoréme de Parseval, ona < x2>=%f x*(t)dt =4+ %(32+ 2%+ 1)2 11
0

6)Ona (D,)_,=(3;2;1;0;0;....)

Exercice 11
1) a) A, estlavaleur moyenne du signal, et le résultat devient immédiat
b) w=u.
¢) Signal ni pair ni impair.
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d) Par le Théoréme de Dirichlet, SF (x)(z)=x(¢) sietseulementsi t&Z . Toujours par le

méme Théoreme, V:€Z, SF(x)(t)=

~

NI»—

2) Ona An:j Cos(nnt).x(t)dtzj cos(nnt)dtzﬁ(sin(nn)—sin(O))zo.

0 0

3) a)Ona a=bh+(a—b).1 et b=b+(a—b).0
b) On a
SF()(£)=SF(b+ (a—b).x)(t)=b+ (a—b) %Jﬁ%m(m)

+ 0

_a+tb, (a=b). %sin(mﬂ).

2

1 3
4)a) O —< f<Z.
J)Ona =< f.<3

n=1

b) Par identification avec I'expressionde SF(y)(¢), ona > T et 7 =3 dou
l'on tire que a= 777( et b :%
1 2 2 2 2
1 2, 1 »_a+b _25mn
O < 2>:— +=| b= = .
©)Ona =y 2{a 2! 2 16
9 ﬁ+%
d) Par Parseval, < )72>= o+ 5 donc le pourcentage vaut [ 1— - .100~6,8%.
T
16

Exercice 12

1) Le signal y (t ) est pair comme produit de deux fonctions paires. On a donc  Vrn=1, B, =0.

1 1
2)a)Ona AO:%I y(t)dtZ%J‘cos(SOJct)x(t)dtZ%aso.
-1 -1

D'autre part, en linéarisant :
1

1
ASOIICOS(SORZ) dt—fcos 507t)x dt—%f 1+ cos(1007¢))x () dt
71 —

1
=L [ x(r)ar+ —j cos (10071)x (1) =ag+ ~a,y.
2Y 24 2

1 : 1 1 :
On a donc AOZEaSOZO car 50 est pair, et A50=§a100+ ay=a,=- car 100 est pair.
b) On a, grace a la formule rappelée,
I

AHZ_J;cos(50m)cos(nm)x(t)dtZ%jlcos((n+50)nt) (t)dt+—= flcos n—50)mt)x(¢t)dt

Z%(an+ o a|n_50|), en remarquant que f cos((n—SO)rct)x(t)dIZI cos((50—n)mt)x(t)dt
—1

Si n est pair, les entiers 1+ 50 et [n—50] le sont aussiet |[7—50|#0 car n#50 donc
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4, :% (an+ sot a|n—50\):0~

Si n est impair, on a :
1 1 —4 4
An:_ an+ +an— =5 -
30 r-wif= (n+50Pm (n—50)'x
(noter que  |n—50]°=(n—50)*)
_—4 _n’+2500

n’ (n’=2500)

A apres calculs.

A,=0 si n est pair

Onadonc: SF(y)(t)=), A,cos(nmt) avec A,={ 2 (17—2500] si n est impair et n#50

n=1

1 .
—si n=50
2
3)
_ —10004 .
a)Ona A,= —————, donc le pourcentage de la puissance moyenne de (t) contenu dans
6245001
1 Af)
le fondamental vaut ~79.107° % ,ce qui est quasiment nul.
<y >
1 »
5 Aso
b) On a >—="T75 % :les % de la puissance moyenne sont contenus dans la seule harmonique
<y >

d'ordre 50.

_—19604  _ —20404

¢) On calcule A,= =——— donc le pourcentage cherché vaut
Y 98017 1020177

1( 2 2
5 A49+ A50+ A51

3 ~99,64 % :la quasi-totalité de la puissance moyenne du signal est contenue dans
<y >

ces 3 harmoniques !

4)
»Ona f '(z):—% qui est du signe de  2500—7 sur  [0;2500[U]2500;+ oo .
t_
On en déduit le tableau de variations suivant :
t 0 502 + 00

+ o0

x(¢) ﬁ / [ \ O

b) Remarquant que  Vn#50,

An

n ‘

4 . - .
== f (nz) on déduit du tableau de variations ci-dessus que |A
T

est maximale soit pour n=49, soit pour n=50, soit pour n=51.

Ona ‘A49|=&0i2~0,2027 , |A50‘=%=0,5 et ‘A51‘=%~0,2027 donc I'harmonique

10201
de y (t) de plus grande amplitude est la cinquantiéme.
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c) Il est essentiellement concentré sur la raie correspondanta  7=50 , et, si l'on regarde en terme de
puissance moyenne, quasi exclusivement concentré sur les trois raies correspondanta n=49, 50, 51.

Tracéde y(t) surlapériode [—1;1]

0.8

06 H
04 H

2] |
oa |

-0.4
-0.6
-0.8

o
oo
I
|

oll unuﬂvﬂuﬂunun WWUW

Exercice 13

1)
2n
=——=1.
a) T
b) Impair

¢) Car le signal est impair.
d) La fonction x (t) est continliment dérivable par morceaux, donc le Théoréme de Dirichlet s'applique et

S(x)(%)=x(%)=1 et S(x)(m=%(x(n:')+ x(n+))=0.
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2) Découle de la définition de puissance moyenne.

3)
a)Ona < le(t)> :%
TT
b)Ona 1:<x2>:123i:§+l B, dou 1ZBi:1—§
2 n=1 TEZ 2 n=2 2 n=2 JTZ
DL
Ainsi, t(z)=—"5*——=1--~0,19.
<x*(t)> n
4)

a) Lafonction y (t) est le produit de deux fonction impaires donc est paire. On en déduit que
Vn=1, b,=0.
2n
1 . _1
T sm(lOt)x(t)dt—EBm_ On trouve 0 car 10 est

2n
bona < y(t)> === [ sin(10t)x(¢)dr=
2w, 0

N =

palr' 1 2n 1 2n 1
oona < (¢)> :g{sinz(lOt)xz(t)dt:g{sinz(lOt)dt: <sin’(10¢)> =
d)On a

21 1

2n 2n
0=~ [ cos(t)sin(lOt)x(t)dt=ﬁf sin(11¢) x(¢)dr+ ﬁj sin(9t) x(1)dr=2-(By+ B,).
0 0 0

Vuque B, ZE sin estimpair,ona:

1 211, 1 40
a125(39+ Bn)zﬁ(_"' )_—

9" 11)"99x
+ 0 9
Zan 2
— a
e)On a I(}/):l%zl—l 21 =1- 16002~0,98. Le taux de distorsion est
2 <y*(t)> 2 <y(t)> 9801

proche de 100 % alors que celui trouvé au 3)b) était plutot faible.

La plus grande partie de la puissance moyenne de x (t) est transportée dans le fondamental tandis que
pour y (l‘) , la puissance moyenne est transportée dans les harmoniques de rang supérieur.

Plus précisément, on va voir dans la question suivante que ce sont les harmoniques d'ordre 9 et 11 qui
transportent la plus grande part de la puissance moyenne. Ce n'est pas un hasard si ces harmoniques ont des

. 5 . . .
fréquences voisines de 77 qui est celle de la sinusoide > sin ( lOt) , la porteuse, par laquelle on a

multiplié le signal de départ ¢ = x (l‘) . Il s'agit d'une modulation d'amplitude, qui a pour effet de décaler le
spectre d'un signal et de le centrer autour d'une fréquence déterminée par la porteuse. On a le méme
phénomeéne dans I'exercice précédent.

5)
a)On a

2n 2n 2n
=1 [ cos(gt)sinmm)x(t)dt:zif sin(19t)x (1) dr+ == [ sin (¢)x(¢)de=2(B o+ B,).
0 T 2wy, 2

4 o
Vuque B,=—— sin estimpair,ona:
nmw
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1 2( 1 40
a925(319+ Bl):ﬁ(ﬁ"' I)ZM'

On a

2n 2n
anz%f cos(llt)sin(lOt)x(t)dtzzl—ﬂf sin (21¢)x(¢) dt——fsm )dt—l(Bm—Bl).
0 0

4 . .
Vuque B,=—— sin estimpair,ona:
niw

1 2(1 —40
B, —B ——1|==
1= (Ba=B)= (21 ) 21n

b) La puissance moyenne de  y (t) contenue dans les harmoniques d'ordre 9 et 11 vaut

2 2
%(( ;;On ) + (;(; ) ): 1?3;2(1)?12 ce qui représente environ 81,66% de < yz(t)>

Exercice 14

1) a)Les fonctions s=>x (S) et s x(t+s) sont continues par morceaux, donc il en est de

méme de leur produit : l'intégrale J‘ X (s )x (t+ s ) ds existe pour toute valeur de .

0
T

T

b) Soit t€R fixé.Ona R (t+ T):%f (s)x(t+ T+ s)ds=— I x(t+s)ds=R_(t)
0 0

car Vs€[0,T], x(t+ T+ s)=x(t+s) par T-périodicité de s->x(s) .

c) Soit t€R fixé. Ona

T+t

x t+s ds——1 x do
)

t
Par T- perlodlclte de o0->x (G t) X (0 (produit de deux fonctions T-périodiques) , I'application de la
propriété 1 donne

Tftx(o_t)x(C’)doz.:fx(G_t)x(C’)dG
dOltl
:L} dG—L} —t))Jdo=R,(—1).
R ( Ty 79

Cela étant valable pour tout réel 7, on a prouvé que la fonction R est paire.

T
2) Ona X LT{ t+s —fcos(%+ cp) (2;S+%+ cp)ds .

En utilisant la formule de linéarisation cos (a)cos (b)Z%(cos (a+b)+ cos(a—b))

on obtient :

2 T
Rx(t):;—T 0 (cos(4;:s+ 2—;”+ 2cp)+ cos(z;”))ds.
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On remarque que f cos
) T T

deux périodes consécutives) donc
2 T 2 2
Rx(t)Z;—T 0 cos(zyyfl‘)ah;—;l—T cos (2;t )f ds—; cos(z;”)

3) a) Le développement en serle de Fourierde s-=x (S+ t) vaut

S(x(.+1))(s)=A +ZA cos(nw(s+t))+ B,sin(nw(s+t)) .
n=1
En utilisant les formules d'addition trigonométriques classiques, il vient que

S(x(.+1))(s)=A,+ D A cos(nws)+ B sin(nws) avec
n=1
A =A cos(nwt)+ B sin(not)
et
B,=—A sin(nwt )+ B cos(nwt).
Par addition, le développement en série de Fourierde s> x (s+ t)+ x(s) est

S(x+x(.+t))(s)=2A,+ z(A"+ An)cos(nms)+ (Bn+ En)sin(nms) .

(4755 2t

b) On calcule :
1 1 1 ¢ >
9 ?{(x( s+ x(t+5)) —?{ s—T{x (t+ s)ds
T
= L[ ((x(s) x(e4 5)P=2(5) = (14 5)) s
2T
T
_1 _
—2T{2x(t+s)x(s)ds—Rx(t).
c) Par le Théoréme de Parseval et les résultats du a), on a
T
I (xls)+ x(r4 )P ds=4.4 %2 4+ AP+ (B4 8]
1 ;)‘ 1 + 0
2 “2, B2
F‘[ x*(t+ s)ds= A+ EnzlA" + B
1 r _ 42 1 & 2 2
[ X(s)ds=a+ =Y 42+ B
T 0 2n:1

On en déduit que
T

() 1(1 (x(s)+ x(t+ 5))  ds—— _[x ds——fx t+s)d)

=

2|79

l\)l»—‘ N —

n=1

(2A§+ %i ((An+ /In) + (Bn+ En) —Ai—Bi—fIf—Eﬂz))

nl nl

(2A+ ZZA A+2B B) A+—ZAA+BB

On a aussi
A, A+ B, En:An(Ancos(nmt)+ anin(nu)t))+ BH(B,,cos(noot)—An sin(noot))

Z(Ai+ Bi) cos(nmt) aprés simplification.
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Onen déduit VZ€ER, R ( 2 %Zj(/l +B)cos noot 2 %2(Ai+3i)cos(2’;nt)

Remarque : on peut prouver que la fonction ¢ = Rf(t) est continue et que I'expression ci-dessus en
constitue son développement en série de Fourier.

4) Ona cos(znnt)él donc par le Théoréme de Parseval, on a
VieR, R (t)=A;+ %Z(A + B )cos(noot 1 (A +B ) <x’(1)>.
n=1 n:l

2nmt

L'égalité n'a lieu que si  Vn elN’, cos (n oot cos( )— 1 c'est a dire que si et seulement si

VneN 217

=0 [2m]

T . t .
c'est a dire si et seulement si V7 EIN n 7 est entier, ce qui revient a dire que T est entier donc ¢

est un multiple de T.
Remarque : I' ¢tude des maxima de la fonction d'auto-corrélation d'un signal périodique est une méthode
utilisée en pratique pour en déterminer la période.

Exercice 15

1) Parle Théoréme 2 du chapitre des fonctions élémentaires,
M R, tqVt€[0;T], |f(t)|<M, Par T-périodicité, on en déduit que
VieR, |f(t)|l<M,

+0
t) ‘SMO e ” et lintégrale f M, e "dt converge car p > 0, donc par
0

Onadonc V?¢eR,

+ o0

critére de comparaison, l'intégrale f e " f(t)dt estabsolument convergente.

0
n+1

2) a) Enposant s=¢—nT dans l'intégrale _f e f ! dt on obtient

(n+1)T T
f e f a’t—f (”"T)f(s+ nT)dS:_[ e e f(s+nT)ds=e """,
0 0
En se souvenant que fest 7' -périodique ,on a donc

n+1

T
_f e " f(t)dt=e """ fe - )dszef"pr.fef""f(t)dt.
0

Oh_,\!

e ” f(s+nT)ds.

b) Smt Nun entler naturel non nul. On a par la relation de Chasles et le résultat du a) :
(N+1)T (n+ )T T

N
[ e dt—z f e flo)di=[ e fe)dty, e
n=0
l_e(N+1)T '
1-e'
On en déduit que
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N>+
( =™ 1
=[ e f(¢)dr . lim — = [ f(t)dt
0 N>+ 1 e 1—8 0
3) On a, en posant 0)2%
1 ’ j 1 0 ( inm) 1 ( inw) T
- —pt —]nwtdl:_ —p+/n(utdt: __—(p+jno)t
vepfererasgfe Tl ral ¢
1 ~(p+ jnw)T|_ 1 —pT
=—1- = 1-
T(p+ jnw)( ¢ | T(p+ jnw)( <)
car 7(p+jnm)T:e*pTefjan:eprefljnn:epr'
Onadonc S(x)(t)= f y.e"'= loe ” i L ginor
n=-co ! T n=—w PF jnco
4) Ona

§(<<x<r>+f<r>)2>—<x2<r>>—<f2<f>>)= [l (e)+ 1 ()= ()= ()

o;a\]

1
2

T
f f(t)x(¢)dt= ZI e " f(t)dt de par la définition de x sur l'intervalle [0, T[ .
0

5) Les développements en série de Fourier des signaux ¢ = x (t) , t>f (t) et
t>x (t)+ f (t) étant respectivement :
+ 0

— Z y ejn(ut
n

n=-—o

+0 ]
_ jnot
- Z Cne

n=-—ow

S(x+ )= 3, [Cty,)e"™

n=—ow

on a par le Théoréme de Parseval :

f e f(0)dr=T(<[x(ep £ (1)>=<x(t)> =< f7(0)>]
:5( 5 e, Pl Pl F=3{ £ e, Py, P, ]

n=—oo n=-—oo

-2 £ e me e )

n=-—oo

:g i Cn'ﬂ"' Yn'C_'n:T f RE(Cnﬂ)

n=—owo n=—oo

Observons que puisque  y_, =Yy, et C_ = a’ (les signaux x et f'étant a valeurs réelles), on a pour tout
entiern  C,y,=C_,.y_, donc C,y,+C .y ,=Re(C,¥,]+Re(C_,.¥,] (s parties

-n*

imaginaires se simplifient). On a donc
T

fer sa=t % 521 8 oo mli-e ] 5 -G

n=—ow n=—ow p ]l’l(l)) n=—oo p_]l’l(l)
On déduit du 2)b) que

_[ep’ dt—l le T.(l—e_pr)i —Z

n=—o P ]l’l(D n=—w P ]I’I(D
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Exercice 16

Partie 1 : développement en série de Fourier de la fonction f

1) La fonction v étant dérivable sur IR avec v’ continue par morceaux, il existe une

subdivisionde [0,;7] : 0=¢<t,<..<f,=T telle que pour chaque entier i entre I et k -1
la fonction f (t) se prolonge en une fonction dérivable sur  [,,¢,,,] ,a dérivée continue sur
cet intervalle.

La fonction f est donc contintiment dérivable par morceaux.

Elle est continue sur [0, T'[ (puisque v I'est) et puisque v est continue en T, on a :

ST )=v(T)=v(T)=0=v(0)=1(0)

donc par périodisation, f'est continue sur IR

Remarque : méme si la fonction v est dérivable sur IR il n'en n'est pas nécessairement de méme pour f,

car, par périodisation, f '(T_):V'(T> n'a aucune raison d'étre égala  f '(T+)=v'(0).
Soit  Ay+ Y, A, cos 2t in [ 22111
n=1

+ B, sin| ———| le développement en série de Fourier de la fonction f.

T T
_ _1 _1 _ _x(T)—x(0) _a
2) Ona A0—<f>—?£f(t)dt—?{ dl —J.X df #—?
3) Puisque la fonction f'est continue et continiment derlvable par morceaux sur IR , le Théoréme de
Dirichlet donne f(0)=SF(f)(O)=AO+ZAn. Puisque AOZ% et £(0)=v(0)=0, on
=1

+ 0
obtient que Z AnzTa.

n=1
Partie 2 : Energie cinétique moyenne minimale

2
4) a) Par le Théoréme de Parseval, < f2 >=<y’>= A0+ )/AO— F par le 2).

13
2

ﬂ|>— ”MS

l\)l»—

T T 2
On a alors par linéarité de l'intégrale, <FE >=i f t)dt= f dt— ma2 )
Ty 0 2T

+ o0

2
. . 1
b) Par ce qui précéde, si < E>= mr;zz , cestque < Vo> :Aﬁ donc 5 Z (Ai+ Bi)z 0,

n=1
cestadire que Vn=1, 4,=B,=0. On en déduirait que la fonction fest constante sur
[0,T] ,doncvaussi.Or, v(0)=v(T)=0, ce qui impliquerait que la fonction v est nulle,
donc la fonction x serait constante sur [0, 7] car x'=v. Or x(0)=0 et x(T)=a ,ce qui
impliquerait que a=0, ce qui n'est pas.
ma’
2T’

On a donc

e o 1 2 a .
Remarque : 1'inégalité ci-dessus peut se réécrire < E> > ) m<v>" ou <vy> :7 est la vitesse

moyenne du solide sur l'intervalle de temps [0, 7T |

5) a)Ona x,(0)=0 etx(T)Z%(T—O):a car VneN, sin(zn;lT)ZO.
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1—— cosS

Ona VN(t> X N() N

Donc v, (0)=x ’N(t)zﬁ(l—iz 1)20, et
n=1

vN(T):%(l—%i cos(27cn)) (l_ﬁ 1):

n=1 n=1

2nnt
T

T

=

N
b)Vuque Vre[0,T], VN(Z)Zx'N(I)ZE(I—LZCOS(znnt)), on en déduit que le

T
1——2 (

de Fourier de f'et le Théoréeme de Parseval montre que

polyndme trigonométrique ¢ —>

)) est le développement (fini) en série
= a_ L
2N

¢) Supposons qu'il existe une constante C telle que < E>=(C> m;lz

N
< fr=<y?>= A+IZ(A+B)/A—— %Z

n=1

L
N’

1 2 ma 1
() 1 <:lz >=— < >—= 1+.__ .
n a alors v 2m Vy 2T2( 2N)

pour toute fonction x ()

vérifiant les propriétés (1) et (2) (la constante C est indépendante de la fonction x (t ) mais peut
dépendre aussi de tous les paramétres physique du probléme, a savoir a, m et T.)
On a alors, pour tout entier naturel non nul N la relation :

2
ma 1
<Ey>=——|1+ — [=C
oar ( 2N )
a ma’
et en faisant tendre N vers 1'infini,on obtient —=>C  ce qui contredit la relation  C> 7

2
g , C .. . ma- 1
On en déduit que I'énergie cinétique moyenne minimale de notre solide vaut - =—m <v(t)>2. Elle

2

sera toujours strictement plus grande, mais par une trajectoire adaptée, on peut s'en approcher autant que I'on
veut.

Partie 3 : valeur efficace minimale de l'accélération .

6) Un développement en série de Fourier utile.

a)
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b) Puisque la fonction y est impaire, Vn€IN, 4, =0.

Ona Bn=% f Sin(nt)x(t)dt:%f sin(nt)x(¢)dt carlafonction ¢->sin(nt)x(t) est paire,
J g

donc par une intégration par parties :

17 . n—t[ 1 7 | n_ 1
Bn:ﬁ{sm(nt)(n—t)dtZ[—cos(nt). — L—Efcos(nt)dtz——z—[sm(”t)]o:_

n n’

0 n T

d'ou I'on déduit que le développement en série de Fourier réel de la fonction y (t) est donné par
+00

S(1)=Y Lsin(n) .

n=1

¢) Puisque <y>=0,

Y(t) est 2m-périodique (voir la remarque qui suit la propriété 5) et
puisque y est impaire,

Y(t) est paire.
2 Y 2
Ona Vte[0;x], Y(t):%_(ﬂ4t) :2n; t

d) Il suffit d'intégrer terme a terme le développement en série de Fourier de  y (t) (voir propriété
5).

€)Ona A=<Y>= I Y (t)dt car la fonction

1 7 2 1 2t 3 1 31;3 31;2
A=— | 2nt—t")dt=—|nt"—— | =——.2—=—.
4 { ( ) 4 [ L 4t 3 6
f) La fonction Y ( t) étant une pseudo-primitive de  y (l‘) , elle est continue et continliment
dérivable par morceaux, donc le Théoréme de Dirichlet permet d'affirmer que

+ o0 1
Y(0)=2(0)=4-) —.

n=1 N

2

Puisque Y (0)=0 et A=Z

G on en déduit le résultat.
7) Par le Théoréme de Dirichlet, on a

—
~
S
Il
al—
oﬂ__wg

Y ( t) est paire, donc

2 +®
vieR, ¥(1)=2(1)=2~3 ~cos(n)
n=1 N
donc
+ o0 2 ]
VselR, chos(ns)Zﬂ——Y(s) et la série Z—zcos(ns) est le développement en série de
n=1 N n=1MN
2
Fourierde & —Y(s).

On en déduit alors, en faisant le changement de variable

31 2mt | 2t
VZ‘EIR, —ZCOS(I’ZT)—Z —Y(—)

T
et que la série Z %COS(%TTnt

g=2TL e
T due

) est le développement en série de Fourier de

T) qui est bien périodique de période T car Y est 2w -périodique

2nt [2m;t)
T 2 2757_ T 2 £\ ¢
;3] » wolt)=T¢ 6(7) —6(?)+1 (voir 6)c) ).

65



Onapour (€

2
6 (%) + 6(%)+ l) car la fonction Y est paire, donc v,

i;o], v,(t)=

2

aussi.
Par T-périodicité de la fonction vo(t) ona

simplifie en :

‘v’te:%;T:, vo(t):%z(6(%)2—6(%)+ 1).

vie L7, vilo)=v,(-7)= %(6(t_TT)2+6(t_T

+ 1

car t—TE[_—zT;O], ce qui se

2 T

2 2
On en déduit que v, (¢) coincide avec la fonction polynome ¢ = % 6 (%) —6 (%)+ 1) sur tout

lintervalle [0;7T]

8)
N N N N
a)Ona P(t)zz (xn—t yn)zzz‘zz yi—2t2 x,y,+ Z x=at’+ bt+c

n=1 n=1 n=1 n=1

avec azz yi;tO car les réels (yl’yz’...., yN) ne sont pas tous nuls.

n=1

N 2 [N N
b) A=h’—4ac=4 (Z X, yn) —(Z xi)(z yi) avec les expressions de a, b et ¢ trouvées

n=1 =

précédemment.

N
¢) De par I'expression P(z‘)ZZ(xn—tyn)z, ona V¢eR, P(t)>0 ce qui ne peut se
n=1

produire que si A <0, cette derniére inégalité étant équivalente a

N 2 [N N
(Z xnyn) S(Z Xi) 2 yﬁ)
n=1 n=1 n=1

n=1

N N
S'l on a I'égalité (Z X, y,,) (Z xn)(z yi) cestque A =0 etdans ce cas,
n=1

3!1,€R tq P(t,)=0 ,clesta dire (xn—toyn)zzo donc Vn=1,2,..,N, x,=t,y, cequi

n=

signifie que les N-uplets (xl,xz’ xN) et (yl’yz, yN) sont proportionnels.
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9) Soit A+ Y, A,cos ( 27t )"‘ B, sin (%) le développement en série de Fourier de la
n=1

fonction £ Puisque la fonction f'est continue et dérivable continiment par morceaux, la propriété 6
nous dit que la série de Fourier associ¢e a [ t) est

255" 5o 22 ) v 2

;. 2 2 2
convergence de la série Z n (An+ Bn) et

n=1

). En appliquant Parseval a cette série , on a la



10)
N 2 N 1 2 [N 1 N
a)Ona ZA,, = Z(—)(n/ln) < Z—z anAf,
n=1 n=1 n n=1MN n=1
N 2
2 A4,
b) On a donc Zn A njvl |
2=

+ 0 Ix
o 2 2 2 e 2 2 . y .
La série Z n (An+ Bn) converge donc la série Z n" A, aussi. Ona vu au 3) que la série

n=1 n=1
—a =1 2
convergeait vers T et on a vu au 6)f que —= % . En faisant tendre N vers l'infini, on a donc
n=1 N
N 4
2 2

Z n A,z . On a alors
n=1 T
V<d(1)>=%

2 42, p2e T AN L2 2o T 6a2_2\/3_a
T\/ ;n(An+B,,)>T\/22n A">T\/2'ﬂ2T2_ -

n=1

11)

a) La fonction x est clairement deux fois dérivable sur  [0,;7] .Deplus x(0)=0 et

x(T)=a de fagon évidente.

Ona v(t)€x'(t)= 67? ?—(%)2) donc v(0)=v(T)=0.

ba(t
T\T
6

b) On a vu au a) que V(I)Z ,etonadapresle7):

L
T

Yeie[0;T], %(1—%%(;)):2 1-
T

T
T 2l 6

s
prouve que Vt€[0,T], v(t)= (1—%v0(t))
T

N

c)Ona Vi€[0,T], v'(t)zﬂv’o(t) . Or, puisque Z%Cos(zﬂ—Tnt) est le

2
Tn n=1 N

. . . G
développement en série de Fourier de vo(t), celuide v 'O(t) est —TE z — (
o n

4

2

donc le Théoréme de Parseval donne <v'; o>= 2T— Z l
- n

Larelation Vr€[0;T], v'(t)Z—;?:;v'o(t) montre que
2 2 o —
<a2(z)>:<"’2>:362a4< '2>—12_il donc \/<a2(t)>:2\/32a
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= d'aprés le 6)f).
3T

+

n=1

2nnt

T
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On en déduit que la fonction x (t) =a donne le déplacement du solide vérifiant les

ATNEAS
3= | 2=
T T
conditions (1) et (2) de 1'énoncé avec la valeur efficace de I'accélération instantanée minimale.
Exercice 17 (Un théoréme de factorisation des polynomes trigonométriques réels).
2N

N
1) Ona x([): Z C,nejn(nt —jNwt Z C j(n+N) u)t —jN(ntZ Ckaejkmt par le Changement
n=-N

k=0
d'indices k=n+N. Onaalors Y:€R, x(t)=e /NmtA(ejm) avec A(X)Z% C, v X"
2) Puisque 4, et B, sontréels,ona ¥ n>0, C_,=C,. Onadonc
ZZNA(%):ZZNg Ck,NZ z C,. - * . On procéde au changement d'indices
I=2N—k darklzola derniére somme :
7V 4 ( ) z C,. N_ZN = i Cy_z —% Cy_ ,zl en réordonnant la somme par puissances

k=2N k=0
croissantes. La relatlon C,_,=C,_, donne alors :

A, +jB
3) ayOna A(0)=C N:M

_ > #0 car (AN,BN)?&(O,O). Le nombre 0 n'est donc pas une

racine.
b) On a par hypothése A4 (X )=(X—z,)"B(X) avec B(z,)#0. On déduitdu2) que

) ) ZN(i‘Z_O)mB( ):Z”’”(l—zz—o)'”B( )
ar(e-£] =l

: - 1 .
Montrons que la fonction z=» z2V""B (j est polynomiale en z et ne s'annule pas en
z

INTR
N | —
W | —

VzeC’, 4A(z)= ”A(

N||>—~

0
Puisque A(X)=(X—z,)"B(X) ,lepolynéme B(X) estdedegré 2N—m donc admetune

2N—m

expression de la forme B(X )= Z Otl-Xi . On a alors
i=0

* _ _\m 1 " 2N7m2N_m— 1 _ —\m 1 " 2N_m— 2N—m—i
VzelC, A(z)=(-z)"\z—=| = Z ai_[_(_ZO) A Z Qa;z

Silonpose B(X)=(—z,)" >, @X™ """ onobtient alors que B(X) est bien un polynome et

1

que les polynomes  A(X) et (X —é) B (X) sontégaux sur C~ donc sont identiquement égaux
Zy

(leur différence admet une infinité de racines différentes). Ona A (X) :( X —i) B (X)

2o
. =1 _\m| _2N-m 1
Puisque B|—|=(-%,)"|z B| =
Z z

racine d'ordre m de  A(X)

(=z0)" 2" "

Zy B(zy)#0 on en déduit que est une

N | —
o)
(=}
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4) Le nombre total de racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) de A (X ) est
deg(A(X))=2N.
Le nombre de racines (comptées avec leur ordre de multiplicité¢) non nulles et de module différent de 1 de
A(X) estpair, car pour toute racine  z,€C\ {0} dordremde A(X) ,on peut lui en associer une

autre , Zé , de méme ordre : on a bien zoizé car z, z_0=|zo |2¢ 1. Ainsi, ces racines peuvent étre
0 0
regroupées par paires, donc sont en nombre pair.
Puisque 0 n'est pas racine, les racines qui restent sont de module 1 etil y en a
2N —( le nombre de racines de module différent de 1 ) , c'est a dire un nombre pair (différence de
deux nombres pairs).
5) Puisque le coefficient du terme de plus haut degré de A4 (X ) est C, ,ona

A(X)=Cy H?N(X—Xi) ou A, sontlesracinesde A(X) .Par ce quiprécéde, on peut les

1
regrouper deux par deux de la fagon suivante :
En prenant deux racines de module 1 (pas nécessairement différentes) , on obtient un facteur égal a

(X—e)(X—e")= X~ (e +e’ %) X +e’ ™0
1
En prenant une paire de racines de modules différents de 1 et de la forme (zo , T), on obtient le facteur
2

Zy

X+—

1 2
(X—ZO),(X—%):XZ_(ZO_’_%)X_}_@:XZ_ +|_Zo‘
Zy Zy Z Z, Z,

2N

Avec ces regroupements et la relation 4 (X )=C,TI; (X —2,) ,on arrive au résultat.

6) a) On a la relation

(e[ _ i (0*e (9= (2=0 _i(8*e
ej(x)t_(ej6+ejcp)_l_ej(ﬂﬂp)eﬁj(uz:ej( 5 )(e e )ejm_(ej( 3 )+e/( 3 ))+ej(e+qj)ef"we i)
L 0+ . (B+e . 0—¢

:2e'I(T)Re(e 1D o ))

Jilass) -
=2¢ 2 (—cos(e 2q3)+cos(6+—(p) cos(w¢)+sin (mT(p)sin(mt))

2

=A(a+bcos(mwt)+csin(wt)),

ot A=2e 7, a:—cos(6 cp), b:cos(eT(p) etc:sin(ez—(p)
b) On a la relation

2
ejmt_ 1+‘Zi‘ +iefju)t=%(2[ejmt_

1_‘21' ‘2+Zieijmt)= (_1_‘Zi‘2+2Re (Z,‘eijm))

i i i i

| —

:ZL(—I—|zl.|2+2Re(zl.)cos((nt)+21m(zi)sin(cot)):)»(a+bcos(cot)+c sin(w?))

avec 7»:;, a=—1—|zi

2 — J—
= , b—2Re(z[) et c—ZIm(zl.).

7) Parle5), A4 (X ) peut s'écrire comme produit de facteurs d'une des deux formes suivantes :
(1) Xz—(eje+ej(p)X+ej(e+q]) avec 0€R,peR.

+|z4‘2 Z.
——X+— avec z€C,
Z.

i i

Puisque A4 (X ) estde degré 2 NV, il y a N facteurs d'une de ces deux sortes.

Gi) X’—

Zi|¢1.

On en déduit que A4 (ej m) peut s'écrire comme produit de N facteurs de la forme
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Parle 1),ona V€R, x(r)=(e")" 4(e’*) donc x(t) peuts'écrire comme produit de N facteurs

2

—jot 2jot L] / jwt j(O+ —jot 2jwt 1+Z jmt Z; \ .

de la forme e ’” (e (e "+’ e’ +¢'! ‘p)) ou e ’"'e” —#e’w +—| , c'estadire de
Z; Z;
2
, . , ‘ . , 1+|z.|7 =z _.

t 0 0+ —jot \ t —j ot \

la forme e’”'—(¢’ +e"(p)+e"( Ve ou tdel —————+—¢ """ _Dapres le 6, ces facteurs

1 1

sont, a une constante complexe multiplicative pres, des polynomes trigonométriques réels de degré 1, donc
b (t) peut s'écrire comme produit de N polyndmes trigonométriques réel de degré 1 a une constante

complexe multiplicative prés.

Enfin, puisque x (t) ne prend que des valeurs réelles, cette constante multiplicative ne peut étre que

réelle.

Exercice 18 ( polynomes trigonométriques réels généralisés).

1) Un polyndme trigonométrique réel correspond au cas particulier ou les A, sont de la forme
h,=k ® pourun certain >0
2) a) Ona x(t)=2ecos(t)=1 et cos (\/2_ t)=1 ce qui équivaut a ce qu'il existe deux entiers
relatifs p et g telsque t=2mp et ¢y 2=2n g. Onanécessairement p=0 sinon, on

aurait 2= ce qui contredirait le fait que V2 est irrationnel. On en déduit que

A

p

nécessairement £=0 et une vérification immédiate montre que x(0)=2.

b)Si t->x(¢) était une fonction périodique de période T>0 , on aurait x(7)=x(0)=2

donc T serait une solution strictement positive de 1'équation  x (t) =2 ce qui est impossible par le

a).

c)Ona x(t)=—2ecos(t)=—1 et cos(\/2_. t)=—1 ce qui équivaudrait a ce qu'il existe deux

entiers relatifs p et g telsque ¢(=m+2mp et N2=m+2m g. Cela impliquerait que
1¢22: 14'2q

1+2p
d) (i) On a par dérivation de la relation rappelée ci-dessus :

n+1

nt"' —(n+1)t"+1

ce qui contredirait encore le fait que V2 est irrationnel.

Yi#l, YneN 142t+. . +nt" ' =

(1—1)
d'ou I'on tire
ﬁ:1+2t+...+nt”"+(lt_t)z((nﬂ)—nt).
puis
L 42t +nt'+ o ((n+1)—nt).
(1-2)? (1-2)?

(i) Pour =0, 0on a t8=l=1+0\/2_€E
Si n est un entier tel que t8=a+b\/2 avec a,beZ, alors
t8+1:(a+b\/2)(1—\/Z)Za—2b—(a—b)\/2€E , ce qui prouve I'hérédité.
n+l

¢ ! =
(iii) Par le résultat du (i) appliqué a r=¢,(#1) ,ona EOZtO+2t(2)+...+ntg+OT(1+n\/2).

. 4
Puisque |t,|<1, ona lim ¢f"'=1lim n¢;"'=0 donc lim 7 +2t;+...+nt)=—

n=>+0w n->+ow n->+0w 2
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Il reste a remarquer que par le (ii), chacun des termes de la somme  #,+ 2té+... +nt, appartienta £ donc,

si l'on pose tézock+|3k\/2_,ona t0+2t§+...+ntgzzkozk+\/2_.2k|3k€E c'est a dire qu'il existe
k=1 k=1

deux suites d'entiers relatifs (a,) et (b,) tellesque Y n€N, an+bn\/2=t0+2t(2)+...+nt8 .Onen

déduit que lim (an+bn\/2_)=lto=l_—\/2.

n=>+w 2
(iv)Ona cos((1+2b,)n)=—1 et
cos((1+2bn)n¢5):cos(n(¢2_+2b,1Jﬂ):cos(n(\/2_+2(bn\/2_+an))—2rcan)
=cos(n(\/2_+2(bn\/2_+an))).

On déduit du 3_) que _ _ _
lim cos(v2(1+2b,)m)=1lim cos(n(J2+2(bn\/2+an))):cos(n(\/2+t0)):cos(n):—l
dou lim x((1+2b,)m)=—-2
3) a)Ona
! _sz A +ZA cos(A,t)+B,sin(A,t)|dt=A +izN: L(A [sin(k t)]ZT—B [cos(k z)]ﬂ)
T . four 0 Tn:l )\'ﬂ n n T n n T

d'ou l'on déduit

12 {14,1+[8,])20 si To+oo,

f x(t)dt—A,
b) On essaye de se ramener au cas du a).

22T
lim chos (A, t). x(t)dt.

T+

Montrons que A =

On a cos( t)x(t)=A,cos( k t) +ZA cos(A t)cos(kpt)+anin(7»nt)cos(7\pt)

N
=4, cos|( Z

ce qui montre que cos(?» pt) X (t) est un PTRG dont le coefficient constant correspond au terme

n=1

= cos (0,42, ) ) reos (3,1, )e )+ 2= sin (2, 42, )¢ sin (2,2, ))

(()\.n—kp) t) avec n=p, c'est a dire 7’7. D'apres le a), on a donc

A 10
—=1im —_[ cos(A t).x(t)dt dou le résultat.
2 T->+x T T p
52
On montre de méme que B ,=lim —f Sill(?xpt) .x(t)dt. Ona
T+ T

N
sin(kpt) x(t):Aocos(k t)+2 Ancos(knt)sin(Xp t)+ B,,sin()»,,t)sin(?xpt)

n=1
N
B
=A,sin (A Z *(sin((h,+2,)¢)—sin((h,—2,) 1))+ 2”(cos(()»n—kp)t)—cos((kn+kp)t)) ,
ce qui montre que  sin(A pt) ( ) est un PTRG dont le coefficient constant correspond au terme

B
TnCOS ((7»”—7»19) t) avec n=p, c'est a dire 7”. D'apres le a), on a donc

B 1 2T
—L£=1lim = f sin(A,t).x(t)dt d'ou le résultat.
2 T>+w
c) En ut111sant les formules d'Euler on a :
ej}.,,t_'_e—jk,,t Jh,t —Jjh,t
VteR,VneN, cos(h,t)= 2 , . En les reportant dans
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N
I'écriture de x(t):A0+Z A,cos(A,t)+B,sin(A,t) ,onobtient que

n=1

N Mty =it Jhat =kt
l):AO+Z An(¢)+3n(%)
]
=4 +Z( ) jkt"‘i(A B ) _,)\t_A ZA 2_]B /}\t+ZA +2.]Bne—j7nt

n=1 2 2.] n=1 n=1

ce qui peut se réécrire :

N

x(6)= D C,e’™" , avec

n=—N

A,- .
C,= si n>0
C,=4,

A+ jB, .
C_= T =C,sin>0

dyOna x’(t)=A,x(t)+, A,cos(h,t)x(t)+B,sin(h,¢)x(1) donc

n=1

2T
%f _—f x( dz+z f (¢)cos(n,t) dt+ fsm M t)x(t)dt
T

En utilisant les résultats du a) etdub),ona A = lim —~ f cos 7» t).x(t)dt et
T->+o0 T

2T

A +B
= lim —fx dt ,d'oul'ondéduit lim — f x*(t)dt=4 +z

T+ T-)+oo
4) a)Si 1'ensemble des solutions de 1'équation x( )—0 est Vlde, n1mp0rte quel T, €R convient.
Sinon, c'est qu'il y a un nombre fini de solutions, et n'importe quel 7, strictement plus grand que
la plus grande de ces solutions convient.

A
t)—k—" sin(\,#) qui convient. Le fait que

b) On a facilement

2T

lim 1 f X (¢)dt=0 découle directement du 3)a) (pas de terme constant).
T+ T

¢) Puisque la fonction ¢->x (t) est continue et ne s'annule pas sur |7, +o0[ , elle est de signe
constant sur ce dernier intervalle, donc ¢ X (¢) est strictement monotone sur |7, +0 |
lim X (¢) existe.

>+
24,1+ B . .
On note enfin que V¢€R, [X(7)]<), = donc lim X (¢) est finie.
- n=1 n >+
d) D'aprées le 3)a) lim — f X (¢)dt=0 .0, Yt=T, [— e<X (t)<I+e donc par
T—)+oo
A
intégration sur l'intervalle [7,2T] ona WV T>T, l—¢< ?J‘ (¢t)dt<I+e d'ou l'on déduit
T
par passage a la limite que [— 8<0<l+8 dou [I°<e’
. 3 Ai*B, .
Maintenant, par le 3)d), hm — f X dt = T donc I'on déduit de la méme fagon par
n=1 n

intégration de I'encadrement YV ¢>T PP—e<X ( )<I ’+¢ larelation
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N 2 2 N 2 2
A,+B A,+B
V=T, I'—e<) " </’+& qui implique bien que =y = ———¢
’ =1 2\, =1 2\,
e) La fonction #-»X (¢) ne peut étre nulle, sinon sa dérivée ¢->x(¢) le seraitet I'équation

x(#)=0 posséderait une infinité de solutions sur IR. On en déduit qu'au moins undes 4, ou B,

N 2 2
est non nul et donc que Z - 3 “>0. 1l suffit donc de choisir dés le départ le nombre & assez petit
n=1 n
N 2, p2 N2,
pour que 0<e’+e<) ———" afin d'obtenir la contradiction &">1">) ;)\2 " —g>¢’
n=1 n=I

n n

73



B - SYSTEMES ET TRANSFORMATION DE LAPLACE

L'objectif de ce chapitre est d'aborder la notion de systéme en théorie du signal : a un « signal
d'entrée » x (t) on associe un « signal de sortie » (t) défini par un certain procédé.
Pour avoir des propriétés convenables (en particulier l'invariance dans le temps), la définition de la sortie

y (t) fait intervenir la notion assez complexe de produit de convolution.

Les mathématiciens ont trouvé divers procédés permettant d'éviter de calculer explicitement un produit de
convolution, échappant ainsi a de nombreuses difficultés techniques, en travaillant non pas directement avec
les signaux x(l‘) et y(t) , mais avec leur « transformées ». Diverses transformées existent selon la
situation dans laquelle on se place : la transformée de Laplace pour des signaux causaux, c'est a dire qui
commencent a un certain instant #=0, la transformée de Fourier qui posséde de nombreuses et utiles
propriétés mathématiques et la transformée de Fourier discréte ou la transformée en Z pour des signaux
discrets, c'est a dire des suites de nombres obtenues par exemple par numérisation de signaux analogiques.

On appellera pour le moment « signal » une fonction continue par morceaux sur [0 ,+ o[ et égale a
Osur |—o,0].

l) Les différents types de signaux

On considére un signal déterministe , c'est & dire une fonction continue par morceaux x(#) admettant une
expression permettant d'en connaitre la valeur a chaque instant . Cela s'oppose a la notion de signal aléatoire
dont on ne connait que des paramétres probabilistes (par exemple le bruit blanc).

Unsignal x(¢) estditcausalsi V¢<0, x(¢)=0.
Par exemple, pour toute fonction = f(¢) définiesur IR, lafonction ¢- f(¢)U(¢) estun signal
causal (on rappelle que U (t) est la fonction échelon (ou dite de Heaviside) définie par les expressions

U(t)=0 si t<0, et U(t)=1 si t=0. )

X
s . 1 , _
Sa valeur moyenne sur [0+ o[ est définie par  lim —f x(t)dt (sous réserve d’existence de cette
X+ 0
limite).
Sa puissance moyenne sur [0+ oo est définie par  lim }f |x(¢) | dt (sous réserve d’existence
X+

de cette limite). Le signal est dit a puissance moyenne finie si cette limite est finie.

Son énergie est définie par f |x | dt (sous réserve de convergence de cette intégrale ).

Le signal est dit a énergie ﬁme si cette limite est finie.

Exemples :
1) Posons x(t)—cosz(t) Alors

lim —fx dt= lim —fcos (t)dt=1lim — (—+—cos 2t))d

X—)+oo X2+ X2+ X
X
= lim %[%t+ %sm(zt)L = lim % (%+ %sin (2x))
= lim l+ M :l, ce qui prouve que x(¢) aune valeur moyenne sur [0 ,+ oo égalea
X+w |2 4X 2
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5 Un calcul similaire montrerait que x(#) est a puissance moyenne finie sur [0+ o0 mais pas a
énergie finie sur [0+ oo[ .

. 1 : .
2) Le signal x (l ) :t_ est a énergie finie sur [0+ oo[ . En effet,

+1
+ o0 ) + 0 1 _1 + oo
x|\t dt= dt= =1.
"or| ()1 '[(t+l)2 lHIL
Propriété 1.

(i) Un signal a énergie finie est a puissance moyenne nulle.

(ii) Soit T> 0 . Un signal T-périodique x(¢) est a valeur moyenne finie. De plus cette valeur
T
1 : ”
moyenne est égale a ?f X (t) dt , c'est a dire sa valeur moyenne sur une période.
0
(iii) Soit T> 0 . Un signal T-périodique x (l‘ ) non nul est a puissance moyenne finie et n'est pas a

¢énergie finie. De plus cette puissance moyenne est égale a ?f |x | dt , c'est a dire la puissance
0

moyenne sur une période. La quantité \/ f |x | dt représente alors la valeur efficace du signal.

Preuve :

(i) Soit x(¢) un signal a énergie finie. Alors, ~ lim f|x | dt—f |x(¢) | dt€ER et

X2+ 0

lim L—O donc par produit de limites  lim }“x | dt=0. f|x | dt=0

X2+ X2+ 0

(*)(i1) On considére un signal 1-périodique x (t) (on prend T=1 pour 51mp11ﬁer les calculs mais la preuve
est similaire pour T > 0 quelconque).
T

1
Posons <x>:%fx(t)dt=fx(l‘)dt et y(¢)=x(¢)—<x>. Alorslesignal - y(¢) estaussil-
0 0

1

1 1 1
périodique et [ y(¢)de= [ (x(t)—<x>)dt= [ x(t)di—[ <x>di=<x>—<x>=0.
0 0 0 0
k+ 1

Par 1-périodicité, on a aussi  Vk€IN, f y(t)dt=0, d'ou I'on déduit par la relation de Chasles :
k

VneN, fy dz—fy dz+fy dr+ .. +fy dr=0.

n—1

Smt X> O Soit n la partle entiére de X, c'est a dire l'unique entier tel que n< X <n+ 1. Alors

fy dt—fy dt+fy dt= J.y dt

:f y(t—n)dt= f y(t)dt par 1-périodicité de y , donc
n 0

1
< [ Iy(e)lae<[|y(¢)|dt car X—n<l.
0



On en déduit que WV X>0,

%}y(t)dt

0

1
S%J« |y(¢)|dt donc en faisant X =+ o0 on déduit que
0

lim —fy dt=0.

X-)+oo

Maintenant en remarquant que V=0, x(l‘):y(t)+ <Xx>, on a:

X X X
VX>0, —f dt——f +<x>)dt:%j;y(z)dt+%{<x>dt— {y(t)dt+<x>,

X
donc puisque  lim —f y(¢)dt=0 celaimplique que lim Lf t)dt=<x>.
X >+ X X2+ X 0
(iii) En appliquant la preuve du (ii) au signal T-périodique ¢ = |x ) ‘ on prouve que X (t) esta
T
puissance moyenne finie égale a FJ‘ |x | dt .Si x (l‘) n'est pas un signal nul sauf en un nombre

0
T

fini de points sur une période, alors la puissance moyenne de x(#) qui vaut %f | (t) |2 dt est non nulle
0
et le (i) implique alors que le signal x (t) est a énergie infinie.

Un signal est dit a durée finiesi 34> 0:V¢>A,x(¢)=0 (on dit aussi qu'il est - support compact).

Exemple :si 0<a<b ,lafonctionporte II,, définie par les expressions II, b(t ):1 si
t€la,b| et IT, b(t )=0 sinon est un signal a durée finic (avec A=» dans la définition).

Un signal est dit borné si on peut encadrer les valeurs de x (t) par deux constantes indépendantes du
temps: JAER,IBER:Vt>0,4<x(t)<B.

Exemple : la fonction - cos(z) estbornée avec A=—1 et B=1.

Il) Notion de systéeme

On considére un systéme causal, c'est & dire un systéme qui a un signal d'entrée x(¢) causal fait
correspondre un signal de sortie y(¢) causal
On suppose ce systeme :

(1)_linéaire : on peut appliquer le principe de superposition, c'est a dire que la sortie correspondant a
A (2)+ wx,(2) sera Ay, (¢)+wy,(7)

(i) Invariant dans le temps : pour @>0  la sortie correspondanta x(t—a) sera y(t—a).
Cette définition correspond a 'idée qu'une méme cause produira les mémes effets a un instant
donné qu'a un instant ultérieur (mais les effets seront alors décalés dans le temps).

76



Exemples:

a) le systtme x (t) >tx (l‘) est clairement linéaire, car la réponse a ¢ = y(t): Ax, (t)+ u xz(l‘) est
t>t(hx (t)+wex,(t))=nex,(t)+wtx,(t) soit > Ay, (¢)+ wy,(¢) alors qu'il n'est pas invariant
dans le temps. En effet, la réponse a la fonction échelon U (t) est t=2>tU (t) qui une fois retardé de 1
sera t>(t—1)U(t—1) alorsquelaréponsea U(t—1) est t>tU(t—1) quiest différente de

t>(t—1)U(t-1)

b) Inversement, le systéme  x(¢) = xz(l) n'est pas linéaire car la sortie associée a X, (¢)+ X, (¢) vaut
xi(t)+ x3(1)+2x, (¢)x,(¢) qui est clairement différente de  y, (¢)+ y,(t)=x3(1)+ xi(l‘).

Par contre, ce systéme est invariant dans le temps car la sortie correspondant a x(¢f—a) est (x (t—a))2

qui est clairement égal a y(t—a)=x"(t—a).

La réponse indicielle est par définition la réponse correspondant a I'échelon  x (t )=U ( t )

t
Exemple : la réponse indicielle au systéme  x(¢) 2 y (¢ ):f x(s)ds estlafonction ¢=>tU(t).
0

Un systeme sera dit stable si la réponse a un signal borné est un signal borné.
Plus exactement :

Définition 1 Un systéme est stable s'il existe une constante C> 0 (constante de stabilité ) telle que pour
tout signal d'entrée x tel que  VZ€R, |x(7)|<1 ,lasortie vérifie V:€R, |y(t)|<C

Remarque : Par linéarité¢ d'un systéme, cela signifie aussi que pour tout signal d'entrée x tel que

VteR, |x(t)|<M | lasortie vérifie VtE€R, |y(t)|<C.M . Cela signifie que les valeurs prises par
la sortie y ne peuvent pas étre C fois plus grandes que celles prises par x. D'autre part, cela signifie aussi
qu'une perturbation inférieure & € des valeurs de I'entrée n'entraine pas de variations supéricures a Ce€
des valeurs de la sortie : une entrée négligeable donne une sortie négligeable.

t
Exemple : le systtme x (t) - y(t)ZI X (S) ds n'est pas stable car laréponse &  x (t) = U(t) qui est

0
une fonction bornée, est le signal ¢ >t U (t) qui n'est par borné (il tend vers +o00 si f=2+o00. ) La
constante C de la définition ci-dessus ne peut pas exister.

Le systtme x(7) = y(#)=3x(¢) est clairement stable : on peut prendre alors C=3.

lll) Représentation d'un systéme par un produit de convolution

L'expression mathématique de la sortie () en fonction de I'entrée x(¢) fait intervenir une opération entre
fonctions assez compliquée appelée « produit de convolution ». On commence par étudier un exemple.

l1l.1) Etude d'un exemple.

Soit le systéme qui a un signal d'entrée x(¢) fait correspondre la sortie y(¢) solution de I'équation
différentielle y'(¢)—y(¢t)=x(¢) avec la condition initiale y(0)=0. On vérifie qu'il s'agit d'un Systéme
Causal Linéaire Invariant dans le Temps (SCLIT).

En effet :

77



Pour la causalité : si V¢< 0,x(¢)=0 alors y(¢) estsolutionsur ]—o0,;0] de l'équation différentielle
y'(t)-y(t)=0 avec la condition initiale y(0)=0. Il vient que V<0, y(t)=0 donc y(¢) est causale.
Pour la linéarité : Si y, et y, sontlessorties associéesa x, et X, respectivement, alors, en
posant y(Z)ZXyl(t)+ Myz(t) on a d'une part :

v )=y (6)=n(y " ()=, ())+ wly 'y ()=, (0)=hx, (1)+ nx,(2)
et d'autre part y (0)20 ce qui montre que Ay, (t)+ u yz(l‘) est la sortie correspondant a
hox, (1)+ ey (1)

Pour l'invariance dans le temps : en remplacant ¢ par #-a dans 1'équation y'(z)—y (¢)=x(¢) , on obtient :
VteR,y'(t—a)-y(t—a)=x(t—a) . En posant Z(t)zy(t—a) , on a ainsi
VieR,z'(t)—z(f)=x(t—a) et z(0)=y(—a)=0 car a>0 et y(¢) estcausale: le signal

Z(t)zy(t—a) est donc bien la sortie associée a x (t—a).

On va étudier ce systéme de plus prés. Soit  SER tel que  x(¢) soit continue en s .
On part de I'expression y'(s)—y(s)=x(s) quidonne e’ y’(s)—e *y(s)=e ’x(s) . On reconnait dans le

premier membre e 'y '(s)—e 'y (S):j_s (e_s y(s )) , donc notre équation différentielle devient :

e wls))=exls)

L'égalité ayant lieu sauf pour éventuellement un nombre fini de point sur chaque intervalle borné ( x (t)
est continue par morceaux) on en déduit :

VieR, [e ' y(s 0—_[ ¢ *x(s)ds d'ouavec la condition y(0)=0
t

eity(t)z‘[efsx(s)ds d'ou finalement , pour #>0 :
0

t t t t
=e'f e_sx(s)ds:f ete_sx(s)ds:f eHx(S)ds:_f h(t—s)x(s)ds,
0 0 0 0
otonaposé h(t)=e"
On voit sur cet exemple que y (t) se calcule directement & partir de x(¢) a partir d'une formule du type :

f h(t—s)x(s)ds. On verra plus loin que ce type de formule est générale : on dira que ~ y (t) se

calcule par un produit de convolution entre I'entrée x(z) etune fonction 4 ( t) qui ne dépend que du
systéme considéré.

Reprenons I'exemple exploité ci-dessus.
On peut calculer alors directement la réponse indicielle en posant x (t) =U ( t) ,

t
V=0, y(t J' e’ (s)ds=f e ds=[—e "Jy=—1+¢".
0

On voit alors que ce systéme n'est pas stable car laréponse a U (t) n'est pas un signal borné, alors que
U (t) estun signal borné.

lll.2) Produit de convolution.

Définition 2 : Etant données deux fonctions f et g continues par morceaux et causales, on définit leur
produit de convolution comme la fonction causale f * g définie par l'expression :

jf g(t—s)ds.

On admettra que la fonction - f*g ( t ) est continue sur IR (la convolution supprime
les discontinuités de premiere espece).
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Exemple : calcul de f*g avec f( J=e U (t) et g(t)=e " U(z).
Ona f*g ff g(t— sd&—fe Uls)e ™ U(t—s)ds .
0

Dans le calcul de cette intégrale, ¢ est fixe et s est la variable d'intégration qui vade 0 a t.

Premiercas: ¢<0. Danscecas, s esttoujours négatif (sauf pour s=0 )etdonc U(s)=0 donc
frglt)=

Deuxiéme cas : t=>0. Dans ce cas, dans l'intégrale, ona 0=<s<¢ donc s>0 et7—s>0 d'oul'on

déduitque U(s)=U(t—s)=1. Onaalors:

t t

f* g(t)=f e e s =f e ds=[e’” 2t] (on primitive la fonction s> e’ et estune
0 0
constante ici )

frglt)=e'—e ™.
Conclusion: V¢€R, f*g(t):(e_t—e_zt) Ul(t).

Propriété 2 :

On considére trois fonctions f, g et 4 continues par morceaux et causales. Alors :

i f*g=g*f

(i) f*(g+h)=f*g+ f*h

(iii) f*g causale.

(iv) la fonction f *g estcontinue, etsi f est dérivable sur ]0,+ o[ ,alors f*g dérivable par

morceauxavec (1 *g)'(x)=(/"*g)(x)+ £(0")g(x).

Preuve :
i f*g J' f(s)g(t—s)ds. On fait le changement de variable c=t—s. Si s vade0at

o VadetaO.DepluS S=t— 0 et ds=—do dou:

ﬁ:jf@)t s®—fft —o) fg o)(do)
=jg<o)f<r—o><do):g*f<f>.

t

) £H(g+ (s f (t—=5)+ hlt—s))ds= [ f(s)glt—s)+ £ (s)h(e=s)ds

0

otﬁu

f(s)g(t—s)ds+!f(s)h(t—s)ds=f*g(t)+ f*h() .

(iii) Si #<0 , alors dans l'expression f * g f f(s)g(t—s)ds, lavariables est toujours négative,

donc f (S)ZO sauf éventuellement pour s=0. On en déduit que [ * g (t )20
(iv) Admis (théoréme de dérivation sous le signe f J)

Exemple : effet de la convolution d'un signal par U (t ) .
Si x est un signal continu, alors la fonction x*U estla primitive de x qui s'annule en 0 (ou autrement dit,

l'unique primitive causale de x(¢) . Eneffet: f*U f f(s)U(t—s)ds. Si t>0,

Vs€[0;¢],t—5s>0 ce quiimplique que U (t— s) 1 dans l'intégrale ci-dessus donc
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t
U= sl
0
Remarque : si x(t) est seulement continue par morceaux, alors x *U est alors l'unique pseudo-primitive
causale de x(¢).

lll.3) Représentation d'un systéme par un produit de convolution.

Tout comme le systéme étudié au 1) , on peut, pour la plupart des systémes SCLIT (et tous ceux qu'on
étudiera) écrire la sortie y(¢) sous la forme y(z)=(h*x)(¢) , ou & est une fonction causale, indépendante
de l'entrée x(¢) .

Propriété 3: Soit h une fonction continue par morceaux sur IR et causale. Alors, le systéme qui a tout
signal x(¢) associe le signal continu  y(¢)=(A*x)(¢) estun SCLIT.

On appellera ce genre de systeme un systéme a noyau de convolution ou, plus simplement, un systéme de
convolution.

Preuve : La linéarité est évidente comme conséquence de la propriété 2(ii), et la causalité découle du (iii) de
la méme propriété. Il reste a prouver l'invariance dans le temps.
Soit a>0 et x( ) un signal. On définit par Ra(x) (t) le signal x(¢) retardé de a. Alors :

fR h(t—s)ds= fx (s—a)h(t—s)ds. En faisant le changement de variables
O=s—a on obtlent que
t—a t—a
R,(x)*h(t)= | x(c)h(t=(o+a))do= | x(c)h((t—a)-0)do
—a 0
vu que par causalité de x( fx —0)do=0.

t—a

Onendéduitque R, (x)*A(t)= [ x(0)h((1—a)-0)do=(x*h)(1—a)=R,(x*h)(r)
0

ce que l'on peut écrire de fagon plus compacte :

R,(x)*h=R,(x*h)

Théoréme 1. Un systéme est stable si et seulement si f |h(t)dt converge
0

Preuve : On ne prouvera ici que l'implication :
+ 0

f |h(t)dt converge ==> systéme stable.

Supposons donc que _f |h(t)| dt converge. Soit x(¢) un signal d'entrée borné :

0
IM>0 tq VieER,—M<x(t)<M .
Alors, pour tout réel # positif on a :

|—‘fh x(t—s)ds|< j|h() (t—s)|ds= f|h (s)].]x(t—s)|ds

0

j (s)|ds= Mf|h )|ds<M ! |h(s)|ds.

0

Celaprouve que y(¢) estborné par —M f |h(s)|ds et + M J' |h(s)|ds.

0 0
On en déduit alors que pour tout signal d'entrée x tel que V¢€R, x( t) |SM , la sortie vérifie
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YteR,

y (t ) |S C.M avec C= J' |h(¢)\dt . (on pourrait d'ailleurs prouver que c'est la plus petite
0

constante C qui convienne : c'est ce que l'on appelle quelquefois « constante de stabilité du systeme ».)

NB : dans les systémes rencontrés en physique, on utilisera plus volontiers le Théoréme 4 qui sera vu plus
loin et qui est plus facile d'application.

lll.4) Distribution de Dirac (approche physique).

On est amené quelquefois a considérer des signaux qui ne sont pas des fonctions : c'est le cas des impulsions
a durée tres courte, qui peuvent étre modélisées par des distributions, c'est a dire des objets mathématiques
qui généralisent la notion de fonction (on appelle quelquefois ces distributions des « fonctions
généralisées »). La théorie des distributions, développée par L. Schwartz, est trés difficile. Nous allons nous
concentrer sur une distribution particuliére, appelée distribution de Dirac, et la définir de fagcon simple.

On peut définir de fagon approximative I'impulsion de Dirac 0 comme la « limite » de la fonction,

1 .
8%)(¢)=]¢ si 0=x<€  avec e»0" .
0 sinon

Si e est assez petit, on peut voir que 8 (t) est une fonction porte de hauteur trés grande et de base tres

+ o0
petite, avec la condition f 8 (¢)dt=1.
0
11 faut faire attention avec le terme de « limite » dans cette définition a ne pas en déduire directement que,

quand €20* , 8(¢)=0 si t#0 et 8(0)=+o0 : c'est ce que l'on dit parfois, mais c'est un abus de
langage car ces égalités n'ont pas de sens, la distribution O n'est pas une fonction. Il faut comprendre cette

limite quand €0 " par l'effet que produit la fonction 6(8)(t) dans le calcul de f 6(8)(1‘) o(t)dt

pour une fonction arbitraire ¢ continue sur IR (voir proposition 4 ci-dessous) : on parle de limite au
sens des distributions.
On considérera aussi, pour a> 0 , la distribution 0, , le Dirac retardé de a, de la méme fagon en

considérant la limite au sens des distributions des fonctions 6(8)(t)= € Stasx<a+e€  avec

a

0 sinon
e>0" .
On a la propriété fondamentale :
Propriété 4
+ 0
Si @ estune fonction continue sur IR alors lim f 6(8)( t)p(¢)dt=¢(0), ce qu'on écrira de fagon
>0 —©

abusive f 6(1‘ )cp ( t) dt=q (0) . Si @ estune fonction continue par morceaux sur IR alors

lim f 6(8)(t)(p(t)dt=cp(0+), ce qu'on écrira de fagon abusive j 3(t)p(t)dt=(07).

Preuve : Soit 7 un entier naturel. Si € est assez petit, on a alors :

(1) Wte]0:e], 9(07)—10"<q(¢)<e(0 )+ 10"

+ 00 €

Pouruntel € ona fﬁ(a)(t)cp(t)dt:éfcp(l‘)dt , c'est a dire la valeur moyenne de ¢ sur [0, €]
J 0

On déduit alors par intégration de (1) que pour € est assez petit :
+

@(01)—-10"< [ 8°(¢)p(t)de<q(0")+ 107"

Ceci étant vrai pour tout entier n cela signifie que lim f 6(8)(t)cp (t)dt=¢(07).

>0 —®
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De la propriété 4, on déduit alors :

Propriété 5

Pour tout signal x(¢) ona:
(i) VeeR, (*x)(t)=x(¢7), (i) (8,*x)(t)=x(¢"=a), (iii) (8,*8,)=d,.,
(iv) x(£)0=x(07)8, (v) x(¢)d,=x(a")d,

Remarque :
1) on ne peut pas donner de sens mathématique a  9,.90,

2) Le signal ¢ x(¢) étant continu par morceaux, ona x (¢ )=x(¢) sauf pour les éventuelles
discontinuités (qui sont en nombre localement fini)

(*) Preuve :
t

(i) Soit €>0. Oncaleule: 0% x(¢)=] 6(s)x(t—s)ds.
0

Si t<0, parcausalité de x(z) ona 6(8)*x(t)=0 donc limé(s)*x(t)zozx(t') (encore par

e>0
causalité de x(¢)).

Si t=0 §"*x(0)=0=x(0") (par causalité de x(7)).
t + o0

Si >0 ,pourtout €€]0;¢[ ona 6(8)*x(t):f 6(E>(S)X(Z‘—S)dS:JI6(8)(S)X(Z—S)ds car

—o0

Vs¢]0,; [ 6(8)( ) 0 doncparlaproprlete4 ona
lim &/ x llmfé )Jx(t—s)ds=x(t—0")=x(¢7).

e>0

Onadonc V¢eR, limd" *x(¢)=x(¢) ce quisignifie que &*x(¢)=x(r).
e>0

(ii) On part de la relation R ( y)*x=R ( y* x) établie dans la preuve de la propriété 3, valable pour a>0
et pour tous s1gnaux x ety continus par morceaux On l'ag)phque avec y= 8"

62 = —Ra(f) *x) donc V?€ER, Ba x(t)=( x)(t—a) donc

VteR, lim (6(:) * x) (¢)=lim (6(8) *x)(t—a)=x(t—a) dapresle (i). Cela signifie que

e>0 e>0

(8,*x)(t)=x(f~a).
(iiii) On applique le (i) avec  x=8)" : (8,*8)(¢)=0,"(r"—a)=8"),(¢"). On aboutit a (i) en
faisant €= 0.
(iv) Si @ estune fonction continue sur IR etsi €>0 alors

(080 al0)dr=  80)x(c)o(1))at

donc
lim f (x(t)é(s)(t))cp(t)dtZIim f 6(8)(t)(x(t) (t))dt:x(0+)cp(0) par la propriété 4 appliquée a
£€>0 —0 €20 —o

x(t)cp(t) a la place de cp(t). Or, on a fx 6cp x(0+)cp(0) Cela signifie que pour toute

fonction continue ¢ ona: llm f ( ) dt— f (x )cp d'ou x(t)ézx(0+)6.
(v) Si @ estune fonction contmue sur R etsi €>0 alors

I(x(t)é(f)(t))cp(t)dr:zég”(t)(x(t)cp(,))d,

donc
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+ o0 + 0

tim [ (x(¢)8(¢))o(¢)de=lim j 8 (1) x(1)(t))de= [ 8(¢—a)(x(¢)(r))dr

£€>0 —0 e>0 —0 — 0

=lim J‘ 6(8)(s)(x(s+ a)o(s+ a))ds par changement de variable ¢=s+a |,
e>0 —©

=x(0"+a)p(0°+ a)=x(a")p(a) parlapropriété 4 appliquée a x(t+ a)@(t+a) alaplace de
P(t).

Or, on a aussi f X (a+)6 p=x (a+) ® (a) Cela signifie que pour toute fonction continue @ ona:

lim T(x(t)é(j)(t))cp(t)dt:f (x(a")8,)o dob x(£)d,=x(a’)s,.

e>0 —© Lo

+ o0

La notion de distribution de Dirac permet de donner un sens a la fonction /4 qui intervient dans la définition
du systéme de la propriété 3.

Propriété 6

Soit un systéme (S):x(t) - y(t) s'écrivant y(¢)=(h*x)(¢) . avec h continue. Alors :
(i) A (t) estlaréponse a l'entrée x(t) =0.

(ii) A (t) est la dérivée de la réponse indicielle.

Preuve :

(i) En remplagant x par O dans la définitionde y(z) ona: y(¢)=(h*8)(¢)=h(¢) pour tous les points de
continuité de /(¢) par le 1) de la propriété 5, c'est a dire en tout point ici.

(ii) La réponse indicielle est  y(¢)=h*U(¢) :clest, par l'exemple qui suit la propriété 2 , I'unique
primitive causale de / .

Remarque : si / est seulement continue par morceaux (ce qui est assez fréquent), alors la fonction

1> h(r) estlaréponsealentrée x(¢)=0. Les fonctions - h(t) et t->h(t) différent seulement en un
nombre localement fini de points et elles sont en général confondues.

D'autre part, toujours dans ce cas 13, on peut seulement dire que /(¢) est la pseudo-dérivée de la réponse
indicielle.

La distribution de Dirac représentant en physique une impulsion de durée négligeable, la définition suivante
est naturelle :

Définition 3 La fonction % (t) est appelée réponse impulsionnelle du systéme.

—t
Exemple : On consideére le systéme de réponse impulsionnelle h(t):%eTU () ou T estun
parametre strictement positif.
t —t .
Alors, par le (ii) de la propriété 6, la réponse indicielle est yind(t):f h(s)ds={1—eT™ sit=0,
0 0 sit<0

On voit aussi que f |h(s)|ds=1 donc le systéme est stable (Théoréme 1).
0
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IV) Transformation de Laplace

L'objectif de ce paragraphe est le suivant : définir un procédé mathématique qui transforme un signal

X (t) en une fonction X ( p) (p étant ne variable complexe) et ayant comme propriété de transformer
les produits de convolution en produit simple, c'est & dire que si

y(¢t)=(x*h)(¢) alorson aura:

Y(p)=H(p)X(p).
Ainsi, un systéme de convolution se raménera a une multiplication par la fonction H ( p) de la
transformée du signal d'entrée : les calculs deviendront alors plus simples et, en particulier, on évitera le
calcul parfois tres technique du produit de convolution (x * h)( t )

IV.1) Définition de la transformation de Laplace

Définition 4. Soit x(¢) un signal. On appelle transformée de Laplace de x(¢) , et on note L(x) ,
c = c
p - x(t)e Pdt

0

l'application  L(x):

Remarques importantes : L(x) est une fonction de la variable complexe p€C . Elle n'est pas
forcément définie pour toute valeur de p, et peut trés bien n' étre définie pour aucune valeur de p (par

exemple si x(t)zet2 ).

On peut déja observer tout de suite que la transformée de Laplace agit de fagon linéaire, c'est a dire que
si hn€C etsi x (l‘) ety (t) sont deux signaux, alors quel que soit le nombre complexe p tel que
L(x)(p) et L(y)(p) soient définis, on a :
L(kx)(p)=hL(x)(p)
L(x+ y)(p)=L(x)(p)+ L(y)(p).
Cela résulte bien sur des propriétés de linéarité de l'intégrale.
On va voir une condition peu contraignante sur X (t ) pour que L (x) soit défini au moins sur un demi-
plan complexe.

Définition 5 On dit que le signal x(¢) est a croissance au plus exponentielle si quel que soit 7 on a
|x( t) |l<M e pour certaines constantes M et A. On dira dans ce cas que x(¢) estdutype E,

Exemples :
Si x(¢)=tU(t) ,alors quel que soit A>0, x() estdutype E,
En effet, d'aprés les croissances comparées, la fonction - ¢U (t)e " tendvers O0si ¢ =+00. Onen
déduit que la fonction ¢ ->1U (¢)e ™ estbornée: VA>0,AM>0:VteR,|tU(t)e ™ |SM d'ou :
VA>0,3M>0:VieR,|tU(t)|<M ™
Si x(t)=e™U(t) ,alors quel quesoit A= , x(z) estdutype E, .Eneffet,si, 4>a
lx(t)e ™ |=le* e U (¢)|=le“ U (t)<1| i t<0, " U(t)=0 etsi
=0, U(t)ze(afA)’ est compris entre O et 1 car (a—A4)¢<0 )dou |x(¢)|<l.e

At

Remarque : on admettra par la suite que la somme, le produit et le produit de convolution de deux fonctions
a croissance au plus exponentielle est aussi une fonction a croissance au plus exponentielle (preuve en
annexe du chapitre) .
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Propriété 7
Soit x(¢) unsignaldutype E, avec A€ER. Alors l'intégrale fx(t)e_p ‘dt est absolument
0

convergente pour tout nombre complexe p tel que Re ( p)> A. Dit autrement, la transformée de Laplace
L(x) est définie (au moins) sur le demi plan complexe | pEC/Re ( p)> A}

Preuve : Soit un nombre complexe p tel que Re( p)> A.

Puisque x(7) estunsignal dutype FE, ,ilexiste MER telque V¢€R,x(z)<Me™ donc:
+ 00 + PED
f |x(t)e_p’dt‘S|M|_[ le™ e "] dt =| M| _f e dt .

’ I (4—Re(p))t ’

f lx(¢)e " dt|<|M| f el ARelp)r gy
0

Or, |e(A_p )t|: etell4=r)1) car A et ¢ sont réels donc 1'inégalité ci-dessus donne :

Puisque A4 —Re( p)< 0, alors l'intégrale f g Rl gy converge donc par le critére de comparaison
0

+ 0
des intégrales généralisées de fonctions positives, l'intégrale f ‘x(t) e dt‘ donc l'intégrale
0

+ o0

f x(¢)e ™ dt est absolument convergente .
0

Par exemple, si  x (t) =e'U (t), L(x) ( p) = : c'est une fonction de la variable complexe p

définie pour Re(p)>—1.

En effet, x(¢) unsignaldutype E_, donc sa transformée de Laplace est définie pour
[ peC/Re(p)> —1}

D'autre part, si Re(p)>—1, alors

Tx(t)e_ptdt=+foe_te_ptdt=+fe(_l_p)tdt=l;e(l_p)tl+w=0— 1 _ !
0 p

0 0

Remarques:

1)Pour l'exemple ci-dessus, la fonction p = n'est pas seulement définie pour

+1
[ peC/Re ( p)> —1} maissur € \{—1} .Pourtant, dans le cas qui nous intéresse ici, la transformée
de Laplace de  x(¢)=e 'U(t) ne peut pas étre définie sur | pEC/Re(p)< —1} alors que

est un prolongement analytique de L (x) sur

p-)L l'est : on dit que la fonction p =
p+1
C\ (1]

2) On dispose de tables permettant de calculer les transformées de Laplace de signaux usuels, sans avoir,
comme on vient de le faire, a effectuer le calcul de I'intégrale .
1

3) On pourrait de la méme fagon prouver quesi a€C et si x(t)zeimU(t), L(x)(p)=p+a

pour Re(p)>—Rel(a).

On peut aussi définir la transformée de Laplace de distributions..... Pour les distributions de Dirac, on a :
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Propriété 8

—a 1
L(d)(p)=1, L(d,)(p)=e®. Re(p)>0=U( )=;-
Preuve :
Soit &> 0.
€ g _ -pe__
On calcule L(é(s))(p)Z%fep’dtZ%l—ie’”] :(_l)e 5 1.
0 p o p
L. e =1 _e"=¢’ . : o
Quand €-0, Ilaquantité g = 3 tend vers le nombre dérivé de la fonction ¢->e en

0, c'esta dire vers —p. On en déduit :

im 26°)(p)=tim | L)L <[ =L (pit don 2(o)(p)=1.

On calcule maintenant

: L N I L e o B e ey A ol P
e R B e _
8{ Ll Lo \p : p :
—pe__
Quand €-0, la quantité € 3 l tend vers —p . On en déduit :
—p —pPE_ __pa
lim Z (8")( p)=lim | = )‘“’ : 1=( < |.(-p)=e
£>0 £>0 P P

On en déduitalors  L(5,)( p)=e *
Enfin, la fonction échelon U (t) estdutype £, donc sa transformée de Laplace est définie pour tout
nombre complexe de partie réelle strictement positive. St Re( p)> 0,

Ulp)=| Ult)edi=| e—ptdzlLe—m] oL o1
0 0 4 0 -p p

A partir de maintenant pour simplifier les notations, on note L (x ) ( p) par X ( p) , la majuscule
signifiant que I'on a pris la transformée de Laplace (ne pas confondre X ( t) primitive de x(¢) avec

X(p).

On suppose a partir de maintenant que tous les signaux considérés sont causaux, continus
par morceaux et a croissance au plus exponentielle.

Ils pourront aussi éventuellement étre a valeurs complexes (quitte a travailler séparément sur les parties
réelles et imaginaires).
IV.2) Propriétés de la transformée de Laplace.

On arrive au résultat principal de ce cours.

Théoréme 2 La transformation de Laplace transforme le produit de convolution en produit simple.
Autrement dit :  x *) est aussi un signal & croissance au plus exponentielle et :

L{x*y)(p)=X(p).Y (p)
pour tout complexe p tel que X (p) et Y(p) soient définis.

La preuve de ce théoréme utilise des résultats d'intégration hors programme. Nous donnerons cependant une
idée de la démonstration, vu le caractere fondamental de ce théoréme.
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(*) Idée de preuve : Si x(¢) et y(z) sontcausaux, continus par morceaux et a croissance au plus
exponentielle , alors x *y est une fonction causale (propriété 2), continue (définition 2) et a croissance
au plus exponentielle (remarque suivant la définition 5).

Ona:

:T(fx (t—s ds)e Pt
0

La quantité e " ne dépend pas de la variable s donc pour tout réel on a :

fx y(t—s ds)e p—fx t—s)e "ds
On remarque que fx(s)y(t—s)e_ptds:fx(s)y(t—s)e_’”ds car la fonction - y(¢) étant

0
causale,ona Vs>¢, y( - )—0.

459 +o0 [+
Cela conduit a écrire : )= f f x “Pds |dt= f f x( “Pds |dt.
0 0\ 0
En remarquant que e "'=e ” "=9)6™7 on obtient :

(1) L(x*y)(p):?o (T x(s)y(t—s)e_p(t_s>e_psds)dt

Dans I'écriture ci-dessus, on voit que la fonction & deux variables (s,¢) x(s)y(t—s)e ?* e ™ est
intégrée de 0 &+ oo par rapport a la variable s, puis par rapport a la variable z. Un Théoréme (Théoréme
de Fubini, dont les hypothéses sont vérifiées si la partie réelle de p est assez grande car les fonctions x et y
sont a croissance d'ordre au plus exponentielle) permet de dire que 1'on obtient le méme résultat en intégrant
d'abord par rapport a ¢ puis par rapport a s . Ainsi, de (1) on déduit :

+ 00 [+ o0

= f (f x(s)y(t—s)ep(”)e’”dt)ds.

Dans l'intégrale f x(s)y(t—s)e” e dt la quantité x(s)e ” estindépendant de la variable
0
d'intégration ¢ donc on obtient :

(2) L(x*y)(p)ZIx(S)e_ps( y(t—s)e_p(t_s)dt)ds. Pour s fixé, en posant O=t—s dans
0 0

l'intégrale f y(t—s)e_p(t_s)dt on obtient
0

+ o0

+% + 0 0 .
[ yli=s)e7at=f plo)edo=] vio)e ot [ ylo)e ™ do=] y(o)e ™" do
0 ) 0

car la fonction y est causale. Ainsi, de (2) on déduit :

+ oo

L(x*y)(p)=f x(s)e’”(f y(o)e’mdo)ds.

0

Dans I'égalité ci-dessus la quantité f y (O) e "“d o est une constante par rapport a la variable
0
d'intégration s ce qui donne :

+ o0

=f y(o)e?’do .Tx(S)efpst=L(y)(P)-L(x)(P)-

Les deux propriétés suivantes permettent de calculer, a partir de formulaires de calcul de transformées de
Laplace de signaux élémentaires, de nombreuses transformées de Laplace.
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Propriété 9 (« théoréme du retard »)
Soit x (t ) un signal dont la transformée de Laplace X ( p) est définie sur  { p€C/Re ( p)> A}

(i) Va>0, L(x(t—a))(p)=e X (p) Vp€<(peC/Re(p)> 4].
(ii) VaeC, L(e“x(t))(p)=X (p—a) Vpe|peC/Re(p)> A+ a].

Preuve :
(i) Soit x(t) un signal dutype E, avec A€ER. Alorssi pEC esttelque Re(p)> 4,
e"X(p ”pf x p’dtzlf x(t)eiapefptdtZJ‘ x(t)e " ar

On fait le changement de variables s= t+a qui donne
e_“pX(p)ZJ'x(t H”dt—fx s—a)e psds—fx s—a)e "ds

0
carx étant causale, Vs€[0;al, (s a)=0.
Onendéduit e “X(p)=L(x(t—a))(p).

(i) Soit x(#) un signal du type E, avec A€R. Alors e x(t) estun signal du type E f+Re(a) ©t
si peC esttelqliio Re(p)>A+R?r(woc):

+ o0

Le"x(t))(p)= ewx(t)e_ptdtz‘f x(t)e(a_p)tdtZI x()e " =X (p—a).

0 0 0

2
Exemple : sachant que pour (t)=t2 U(t), F(p)=—3, alors :

p

-P
la transformée de Laplace de ¢ (1—1) U (1—1) est F(p)= o (utilisation du (i) avec a=1 )
p
la transformée de Laplace de e £ U (¢) est F(p)= ﬁ (utilisation du (ii) avec a=—1. )
pt

La propriété suivante nous sera fondamentale pour appliquer la transformée de Laplace a la résolution
d'équation différentielles :

Propriété 10 (« théoréme de dérivationy)

Soit x(¢) unsignal dutype E, avec A€ER.

1) On suppose que > x (t) est continue et dérivable par morceaux sur [0 ;+ oo . Alors, le signal
t2x'(¢t)U(t) admet une transformée de Laplace définie sur  { pEC/Re(p)> A}, et:
L{x'(e)U(1))(p)=pX (p)—x(0)

2) Si l'on suppose que ¢ =>x (t) est deux fois dérivable sur [0+ o[ de dérivées continues par

morceaux sur [0+ o[ ,etsi x'(£)U(t) estunsignal dutype E, alors, le signal
tx"'(¢t)U(t) admet une transformée de Laplace définie sur | p€C/Re(p)> A},
Lix""()U(0))(p)=p X (p)—px(07)—x"(07).

3) La fonction p=>X ( p) est indéfiniment dérivable sur | A4+ o[ (mémesi = x (t) n'est pas

dérivable). Si n€IN, lesignal ¢->¢"x(¢) admet une transformée de Laplace définie sur
[pEC/Re(p)> A4}, et:

VpeR, p> 4= L(tx{1))(p)=~ =X (p)
VpeR. p> A= 1l x(1))(p)=(-1) L X (p)
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Attention : méme si x(¢) est causale, on ne peut pas remplacer x'(¢)U(¢) par x'(¢) (idem pour

x''(¢)U(¢t).) Parexemple: x(t)=e 'U(t) .Lafonction x '(£) n'existe passur R car x(¢) n'est

méme pas continue en 0. En revanche, sur [0+ oo ,la fonction x(¢) est dérivable de dérivée
x'(t)=—e ', doulexistence de x'(¢)U(t)=—e'U(t).

Remarque : il est possible de donner un sens a I'expression :—X ( p) pour p non réel par la théorie des
p

fonctions holomorphes.

Preuve :
Le signal  x(¢) estdu type E, donc

x( t) |S C e pour une certaine constante C.

(i)SoitM>Oet Alors VpE{pEC/Re(p)> A}, ona:
fx ptdt—fx e dt
X

=| x(t)e*"’]?f—f —pe "' x(t)dt par intégration par parties
0

fx e dt= x(M)e_pM—x(0+)+pﬁj{x(t)e_p’dt.

0
On fait tendre Mvers +c0. Dunepart, |x(M)e ™ |<Ce™ e ™M =Celd WM i

Re(p)> 4, “ "M 50 donc x(M)e ™0 .Dautre part,
M

‘([x(t)e’”aft-)Jrjo x(t)e "dt=X(p).

On déduit de (1) que f x'(t)U(t)e "dt converge, cestadireque L(x'(¢)U())(p) existe et vaut

2(x(1)U (1) (p)= pX (p)=x(0")

(i1) Se prouve de la méme fagon que le (i) en faisant deux intégrations par parties successives.
(iii) Dans le cadre de ce cours on ne peut pas donner de preuve rigoureuse, mais l'idée de la preuve est basée

sur une propriété de dérivation sous le signe f hors programme. Grosso modo, pour n=1

d —pt Fod —pt _+°° d —pt
dp (fx dt) {(G(x(t)e )dt—{x(t)cﬁ(e )dt
= [ xlo)(-o)edr=—[ tx(e)e " dr=—L{ex(2)) ).
Exemple :

calculer la transformée de Laplace de  f (t)z tCOS( t) U (t) sachant que la transformée de Laplace de
cos(t)U(t) est Zp
p+1

On applique le 3) de la propriété 10 avec  x(¢)=cos(¢)U(t), A=0 et n=1. Celadonne

d d +1)-2p° =]
V>0, Flp)=-o (pl= | e e et
p pP\p+1 (p°+1) (p’+1)
En fait cette expression reste valable pour n'importe quel nombre complexe p de partie réelle strictement
positive.
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Propriété 11 (« théoréme d'intégration »)
t

Soit x(t) unsignal dutype E, avec A€R. Soit :¢ -)f x(s)ds l'unique pseudo-primitive
0

X
causalede x(f) .Alors @ esta croissance d'ordre au plus exponentiel et @ p)=M si

p
Re(p)>0 et Re(p)> 4.
Preuve : On reprend l'exemple qui suit la propriété 2 : on remarque que @=x*U . Les signaux
x et U étant causaux et a croissance d'ordre au plus exponentiel, ¢ est aussi causal et a croissance

d'ordre au plus exponentiel. On a d'apres le Théoréme 2 (I)( p)z X ( p) U ( p)zip X ( p)
Exemple : silonprend x(¢)=U(¢) ,onaA=0ct ¢(¢z)=tU(¢). On obtient alors

1 . . o
=— pour tout nombre complexe p de partie réelle strictement positive.

Propriété 12 (« Théoréme de dilatation »)
Soit x (t ) unsignal dutype E, avec A€EIR. Soit a>0 ety lafonction définie par I'expression

y(t):x(é). Alors y(t) un signal du type E, et Y(p)ZaX(ap) pour tout nombre

a

complexe p tel que Re(p)> f.

Preuve : La fonction y est clairement causale et continue par morceaux. Puisque  x (t) est un signal du

v(0) =x(§) [

A_
<Me “ cequi
prouve que Y (t) estun signal dutype E, ,donc sa transformée de Laplace est définie pour tout

a

type E, , AM>0:Vt€R, |x(¢)|<Me™ cequidonne V/ER,

A
nombre complexe p tel que Re( p)> —. Deplus:
a

(p)=f e ma=f x(g)e-m

0

~

+ 0

= f xlo)e Pl (ado) en faisant le changement de variables t=a o,
0

=a f xioe P do=aX(ap).
0

p

2

p+1
Laplace de y(t):(:os(oot). Onpose x(t)=cos(t)U(t) :ona A=0 et aZ%. On a donc pour

Exemple : Sachant que la transformée de Laplace de cos(¢)U(z) est , calculons la transformée de

1 p2

P
-1 w —
) 2 - 2 2
p+(1)
(%)+1

tout nombre complexe de partie réelle strictement positive, Y ( p) =alX (ap)
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Propriété 13 («Fonction périodique »)
Soit = f ( t) une fonction continue par morceaux sur IR T-périodique, c'est a dire que

VteR, f(t+ T)=f(t). On définitlesignal [, (¢)= f(1) sitel0,T et le signal

0 sinon
x()=f(8)U().
Al . . _F o(p )
ors, les signaux £ ,(¢) et x(¢) sontdetype E, eton a larelation : X(p)—ﬁ pour tout
—e
nombre complexe p de partie réelle strictement positive.

Preuve : Etant continu par morceaux et a durée limitée, le signal ~ f 0 (t) est bornée, et par périodisation,
x(t) estaussi borné, donc de type E o - lls admettent donc une transformée de Laplace définie pour

tout nombre complexe p de partie réelle strictement positive.
On remarque que  VZ€R, x(¢)—x(t—T)=f,(t) (considérer séparément les trois cas ¢< 0,

t€[0,T[ et t=T) :en prenant les transformées de Laplace des deux membres de cette égalité et en
appliquant le Théoréme du retard (propriété 9) on obtient :

Vp€(peC \Re(p)>0]. X(p)-e" X(p)=F,(p)

(1) Vpelpe€\Re(p)>0}, X(p)l1-e"|=Fy(p).
On remarque maintenant que W p€|{ p€C \ Re(p)> 0}, 1—e "'#0. Eneffet,

le?"|=e "*"<1 car —Re(p).T<0 donc Vpe[peC \Re(p)>0], 1—e "%0.
—pT Fo(p)

On peut donc diviser (1) par 1—e pour obtenir X ( p)z pour tout nombre complexe p de

l—e
partie réelle strictement positive.

Exemple : considérons la fonction £ (¢#)=|sin(¢)| : elle est continue et m—périodique car
VieR, f(t+ m)=lsin(t+ x)|=|=sin(1)|=lsin(1)}=£(1). ona f,(n)={*nlr) sir€lOinl
sinon
et x (t) = | sin (t) | U ( t) (sinusoide causale redressée double alternance). Calculons la transformée de
Laplace de x(¢)
Ona,si Re(p)>0,

Fp)= fw fo(t)e_ptdtZ} sin(t)e " dt

0

JT T

:21—J{ (e'/t—e‘it)eptdt:%j{ (e('/fp)'—e(f'ffp)’)dt par les formules d'Euler
1 [ e(j*l’)t e(/l’)t‘|n 1 e(/*P)ﬂ_l e(jp)ﬁ_l) 1[—=eP"—1 —ef™—1
2l-prj —p—il 2\ -p+j  —p—j ) 2\ —p*j -—p—j
(on rappelle que e’"=—1
1 ef’”+1_e”“+1):ep“+1( 1 ):ef"”+1 2 \_e”1
21\ p—j ptJ 2j \p—J p+j 2 \p+1] p+1
l+e "

On en déduit alors que X(p)z (p2+ 1)(1_67W)-
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IV.3) Original d'une transformée de Laplace.

Le calcul d'un transformée de Laplace n'est souvent qu'un intermédiaire de calcul : pour trouver I'expression
d'un signal x (t) , on cherche d'abord une expression de sa transformée de Laplace X ( p), puis on
essaye d'en déduire une expression de  x (t) . C'est sur cette derniere étape que nous allons nous
concentrer.

Définition 6. Soit F(p) une fonction de la variable complexe p . S' il existe une fonction causale [ (t)
continue par morceaux, et a croissance d'ordre au plus exponentiel telle que L( f (t) ) ( p)=F ( p) pour
tout nombre complexe p de partie réelle assez grande, on dit que  f (t) est un original de F(p) parla

transformée de Laplace.

Exemples :

. 1
1) si F(p)——p+1

2) Par extension, on pourra aussi dire si  F’ ( p):1 ,un original de F(p) estla distribution

f(t)=0(t)

Les questions que I'on peut se poser sont les suivantes :

,unoriginal de F(p) estla fonction f(t)=e'U(t) (avec Re(p)>—1. )

(i) Est ce qu'une fonction F(p) de la variable complexe p posséde forcément un original ?
(ii) Est-il possible qu'une fonction F(p) puisse posséder des originaux différents ?

Pour le (i), la réponse est non. Par exemple, le 3) de la propriété 10 implique que pour posséder un original,
la fonction de la variable réelle p p = F(p) doit étre indéfiniment dérivable pour tout réel p assez grand.
Mais méme cette derniere condition ne saurait garantir l'existence d'un original !

On a cependant la :

Propriété 14 Soit F(p) une fonction de la variable complexe p . On suppose que F(p)eC(p) et que
deg(F(p))<0. Alors il existe un original pour F(p) indéfiniment dérivable.

Preuve : D'aprés le Théoréme de décomposition en éléments simples dans C[X] on peut écrire F(p)

. . A *
comme une somme de fractions rationnelles de la forme p=>-———— ou acC, AeC et keN.
(p—a)
. .. A at k- : .
Ces fractions ont pour original W AT AR Of (t) (voir tableau a la fin de ce cours) donc par linéarité

de la transformation de Laplace, il existe un original pour F(p) .
Pour le (ii), la réponse est quasiment oui. Ceci est précisé dans la propriété suivante :

Théoréme 3 (« théoréme de Lerch ») Soit F(p) une fonction de la variable complexe p . Alors, si il

existe deux fonctions causales, a croissance d'ordre au plus exponentiel et continues par morceaux
fi(t)et £,(t) tellesque L(f,(2))(p)=L(f,(¢))(p)=F(p) . pour tout réel p assez grand, alors
f (t)= /> (t) sauf éventuellement pour un ensemble localement fini de valeurs de ¢

Ce Théoréme est admis.

Pourquoi ce résultat est-il si important ? C'est parce que pour trouver l'expression d'un signal  x (t) , on
cherche d'abord une expression de sa transformée de Laplace X ( p). Si I'on arrive, par un moyen
quelconque, a en trouver un original alors on est siir que cet original est égal 2 X (t) , sauf éventuellement
pour un ensemble localement fini de valeurs de ¢, ce qui dans la pratique est négligé : c'est pourquoi on
parlera de L'original de X ( p).
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Exemple : on sait d'aprés le formulaire que pour  f° (t)z tU (t) , F ( p) :Lz' Quel est l'original de la
D
1

(p—2)°
D'aprés le 2) de la propriété 9,ona g (I)Ze2t tU(¢) quiest l'original de G(p).

fonction G(p)=

Pour rechercher I'original d'une fonction de p, on se sert du formulaire apres le plus souvent avoir procédé a
une décomposition en éléments simples.

Exemple : trouver l'original de  F ( p)Z%
p+2p—3
4 L
: i s : 4 4 s
Par une décomposition en éléments simples de F(p),ona F(p)= ﬁ_ 3 Par linéarité de la

(et—e_St)U(t).

. . 1
transformation de Laplace, on peut trouver l'original ~ f (t ): 1
Quelquefois, la recherche explicite de 1'original n'est pas possible : on peut cependant avoir des informations
sur l'original (si on sait qu'il existe) grace au Théoréme suivant :

Théoréme 4 (« théoréme de la valeur initiale et finale »)
Soit un signal X (t) .
D x(0")= lim pX(p)

2)Si lim x(¢) existe et est finie, alors p = X (p) est définie au moins sur | pEC /Re(p)>0} et
t>+00
lim x(¢)= lim pX(p)

[+ p =0, peR"’

Remarques
(i) Puisque on suppose que x(¢) est continue par morceaux, alors  x(0 © ) existe et est finie, et

le 1) implique alors que lim X (p)=0. Eneffet, X(p)= .(pX(p)) donc en

p 2+, peR

SN

p) - x(0+)EIR donc par

—

faisant tendre la variable p dans IR vers + o | i >0 et pX
p

produit de limites, lim X(p)=0.

p2+x, peR
(ii) L'hypothése «  lim x (t) existe et est finie » est indispensable pour le 2). Par exemple, si

t>+0

1 . . p
=¢' X(p)=——— 1 X(p)=1 =0
x(t)=e'Ul(t), (p) 41 donc p_)(l)’r;lEIRp (p) p_)})gr;lEIR FrS| alors que
lim x(¢)=+oo.
t=>+00

(*) Preuve : elle est assez complexe, mais présente 1'intérét de présenter des techniques de majoration fine
souvent utilisées en Analyse.

1) Soit a> 0 assez petit pour que la fonction ¢ > x (t) soit continue sur [0 ;a] (de maniére a éviter
les discontinuités de ¢ = x (t) qui forment un ensemble localement fini). Alors par le Théoréme 3 du
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chapitre sur les fonctions élémentaires, les quantites o ,= min x (t) et P ,— max x( t) existent

ref0;—] rel0,—-]
vVp Vp

1 . : . o
pour tout réel p tel que  p>— et lim o,= lim szx(0+). Eneffet,si €>0, ilexiste 08>0

a p 2t p>+©

telque Vre€[0,6],
L
’ \/p
D'autre part, par la croissance au plus exponentielle de ¢ = x (t) ,ona V=0, |x (t) |<M e pour
des constantes M>0, A€IR. Onaalors:

x(t)—x (0+) ‘< €. Celaimplique que si p vérifie aussi la condition p> 2 ona

Viel0 1, ‘x(t)—x(0+) l<e dou |ocp—x(0+) |<s et ‘ﬁp—x(0+) |<8

Vp + 0
VP>L2’ pX(p)=p [ e x(t)dt+ p [ e " x(t)dr.
a ) |
L €1 1
Vp Vp Jp
D'une part, (X,;Pfe ptdtgpj‘e_ptx(t)dtSBppfe_ptdt (remarquer que e >0 car pER )
0 0 0

1

o _

c'est a dire ozp(l—e_‘/pkpfe_ptx(t)dt<[5p(l—e_\/”) ce qui permet d'obtenir
0

%
lim pf eiptx(t)dt=x(0+).
0

p2to
+ o0 + 0 A-p
D'autre part si p est aussi supérieur a4, ona p f e Px(t)dt |<M p f AP dtZM—ie P don
1 1 p—
r vr
- + o0 . M
l'on obtient que lim p f P x(t)dt=0 enremarquantque lim Ry Ve
p >+t 1 p>+o p_ A
Vp
lim A—p——oo.
p2>+o \/p
AL
1 [7 +
De larelation ¥V p>—, f t)dt+ f t)dt on conclut alors que
a 0 1
5

x(0")= lim pX(p)

p=>+x, peR

2) lim x (t) existe et est finie, et x (l‘) est continue par morceaux, donc le signal x (t ) est borné
>+

donc de type E,. Onendéduitque p=> X(p) est définic aumoinssur { p€C/Re(p)>0}
Posons [=1lim x(¢) et y(t)=x(¢)—-1U(t). Alors Vp>0, pX(p)=l+pJ‘ef’”y(t)dt
0

1>+ o0

Montrons que  lim pf e "y(t)dt=0 cequiprouveraque /= lim pX(p)

p2>0" p=0,peR”
Onremarque que lim y(z)=0 doncilexiste 7>0 telque V=T,

{2+
du chapitre sur les fonctions ¢élémentaires, la fonction ¢ = y( t) estbornée sur [0;7] .On en déduit
qu'elle est bornée sur [0+ o[ : AC>0 tq V=0, |y(1) [<C.
y(1) <

Soit £>0. Vuque, lim y(z)=0 ilexiste >0 telque V=9, %
t>+0

y(¢)|<1. Par le Théoréme 2

On en déduit que
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si 0<p< L ona:

| +00 . < +o0 . <£ +0 o —VESQ
(1) p!e y(t)dt p_{e |y(2) |dt 217] e dt 7€ 2
Vp Vr v
1

D'autre part, toujours si  0< p<

<
= |
2
= |

€
p -
pf e "y(t)dt <pf e ”|y(t) |dt<Cp f e_ptdtZC(l—epr)
0 0 0
On a lim(l—e_VE)ZO donc il existe pOE]O;LZ[ tel que
p—)OJr 6
1
2) Vpeloipl, |p] e yle)dr |<cli-e7)<
0
On déduit de (1) et (2) que

ple”y(t)de
0

1
Vp

Ypelo;p,l, <pf e "y(t)dt |+ p_[efp’y(t)dt <
0

Cela montre que  lim pf e "y(t)dt=0

P20 o

V) Applications de la transformation de Laplace

V.1) Application aux systémes.

Soit un systéme de convolution (S ) X ( t) >y (t) de réponse impulsionnelle égale au signal /4 (¢)
(supposé donc continu par morceaux, causal et a croissance d'ordre au plus exponentiel). La sortie s'écrit
donc y(z)=(h*x)(¢) : c'est aussi un signal (voir annexe). En prenant la transformée de Laplace des deux
membres de cette égalité, il vient :

Y(p)=H(p)X(p).

Cette relation montre que 'on passe simplement de X ( p) a Y ( p) par une multiplication par la
fonction H ( p) . Vuvia la transformation de Laplace, le systéme (S) revient simplement a
multiplier la transformée de Laplace de I'entrée par H ( p) .

Définition 7. La fonction H(p) est appelée fonction de transfert du systéme. Elle est telle que pour toute

Y(p)

entrée x(¢) desortie y(t) ,ona =H(p).
X(p)
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Remarques:

(i) dans la pratique, lorsqu'on s'intéresse a un systéme, c'est souvent la fonction H(p) qui est la donnée la
plus facile a connaitre. Par exemple, pour un systéme électronique, H(p) peut étre calculée directement par
un calcul d'impédance.

(i) La réponse impulsionnelle /(¢ ) est l'originale de la fonction de transfert (utile en pratique).

Le théoréme suivant permet de savoir assez simplement a partir de la fonction de transfert d'un systéme si ce
dernier est stable.

Théoreéme 5 (de stabilité). On suppose que la fonction de transfert est rationnelle, c'est a dire que
H(p)eR[ p]. Alors

1) le systéme est stable si et seulement si les parties réelles de tous les poles de H(p) sont strictement

négatives.

2) le systéme est stable si et seulement si  lim 4(z)=0.

2>+ 0

(*) Idée de preuve : la preuve est longue mais en voici les idées principales. On procede a la décomposition
de H(p) en éléments simples dans C[X ].  On supposera que le degré de H(p) est strictement
négatif, c'est & dire qu'il n'y a pas de partie entiére dans la décomposition (auquel cas, /() ne serait pas une
fonction mais une distribution).

. . A
Ainsi, H(p) va s'écrire comme une somme de termes de la forme ﬁ (ou a estun pdle de H(p)
p—a
A

, A€C et keIN" ) dontl'original est mtk_lemU (z‘) (voir formulaire).

Ainsi, %(t) estde la forme :
(1) hle)= 2. Pft)e"
a pole de H(p)
ou les Pa(t) sont des polyndmes en .

+ o0
Le systéme est stable si et seulement si f \h(¢)|dt converge .
0

+ o0

Si f |h(¢)|dr converge, alors quel que soit le nombre complexe p & partie réelle positive ou nulle, on a
0

|h(t)e7’”|=|h(t)Heipt|=|h(t)|eiRe(p)lS|h(t)| pour tout réel # positif ou nul , donc f|h(t)e7p’|dt
0

converge : la transformée de Laplace est donc définie pour (au moins) tout nombre complexe de partie réelle
positive ou nulle. On ne peut donc pas avoir de pole a partie réelle positive ou nulle, sans quoi la transformée
de Laplace de fne serait pas définie en ces points.

Inversement, si tous les poles de H(p) ont une partie réelle strictement négative, alors (1) donne :

f \h(t)dt< Z f |Pa (¢) | e gy (en remarquant que les exponentielles sont positives).
0 a polede H(p) 0

Dans le second membre de 'expression ci-dessus, chaque intégrale est convergente car tous les Re ( a)

+ 00
sont strictement négatifs, donc _f |h(t)dt converge.
0

En résumé, tous les poles de H ( p) ont une partie réelle strictement négative ssi f |h(t)|dt converge ssi
0

le systéme est stable, ce qui prouve le point 1) du Théoréme.
Toujours en reprenant la relation (1), on peut voir que  lim 4 (t ): 0 si et seulement si tous les pdles de
>+ 0

H ( p) ont une partie réelle strictement négative, ce qui prouve le point 2) du Théoréme.
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V.2) Systemes définis par une équation différentielle

De nombreux systémes sont définis par une équation différentielle.

Etude d'un exemple : A tout signal x(z) on fait correspondre la solution y(¢) de I'équation différentielle :

y''(t)+3y"(¢t)+ 2y(¢t)=x(t) avec les conditions initiales ¥ (0)=y'(0)=0.
La fonction y est causale (car nulle sur |—o0,;0] puisque elle est solution de 1'équation différentielle :

y"'(t)+3y'(¢t)+ 2y(¢t)=0 avec les conditions initiales y(0)=y'(0)=0 ) et au moins dérivable a
dérivée continue, avec ¥’ dérivable par morceaux.
La propriété 18 montre que  y (t) et y '(t) sont a croissance d'ordre au plus exponentiel (voir en
annexe de ce chapitre).
Passant a la transformation de Laplace, on utilise les relations ci-dessous, obtenues par I'application du
Théoreme10, pour p de partie réelle assez grande :

Ly (1)U(1))(p)=pY (p)-y(07)=p ¥ (p) 2
Liy"()U())(p)=p Y (p)=py(07)=y'(07)=p"Y (p)
et on obtient alors a partir de I'équation différentielle larelation  (p’+ 3p+2)Y(p)=X(p) dou:

X
Y ( p)= # . Il apparait alors par le Théoréme 3 que y coincide avec la sortie correspondant a
p+3p+2
. 1
l'entrée x par le systéme dont la fonction de transfert est ( p) =
p +3p+ 2

On peut alors montrer que ce systéme est stable et trouver la réponse impulsionnelle.
En effet (exercice), H(p) et une fraction rationnelle de poles égaux a — 1 et -2 : par le théoréme 4 le

i 1—%2 , on trouve la
p p

systéme est stable. A partir de la décomposition en éléments simples de H(p)=
réponse impulsionnelle h(t)z(eit—eizt)U(t):eizt(et—l)U(Z).
t t
Une écriture du systéme est alors  y(¢)=(h* x)(t)Z_f x(s)h (t—s)dSZI x(s) eiz(t*s)(et*s— l)ds
0 0

Cette derniere écriture peut avoir des applications intéressantes : par exemple, dans le cas qui nous intéresse,
si. Vt€ERx(t)=0 alors Wt€Ry(t)=0 (prouvezle) : une entrée positive donne une sortie positive
(attention ce n'est pas un résultat général).

Définition 8. On parle de systéeme du premier ordre pour un systéme dont la fonction de transfert est de la

A
forme H(p)= +h avec A#0 et a#0. On parle de systéme du second ordre pour un systéme dont
ap

la fonction de transfert est de la forme H ( p) :jlp—+B
ap™+ bp+c

avec (4, B)#(0,0) et a#0.

Remarques :

(i) Si un systéme posséde une fonction de transfert ( p) rationnelle par rapport a p et de degré
strictement négatif, alors par une décomposition en éléments simples de ( p) , on peut voir que
ce systeme peut s'écrire comme une somme de sous-systemes du premier et du second ordre.

(i1) En reprenant la méthode de I'exemple précédent, on peut montrer qu'un systéme du premier ordre

peut étre représenté par une équation différentielle : si  x (t) est I'entrée, la sortie sera la solution
de I'équation différentielle a y'(¢)+ by(t)=Ax(t), »(0)=0 .De méme, un systéme du
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second ordre peut étre représenté par une équation différentielle de la fagon suivante : si  x (t ) est
une entrée dérivable a dérivée causale continue par morceaux et a croissance d'ordre au plus
exponentielle, la sortie sera la solution de 'équation différentielle
ay''(t)+by'(t)+cy(t)=Ax'(t)+ Bx(t), »'(0)=y(0)=0 . Notons que dans ce dernier
cas,si A#0 ,ladéfinition du systéme via I'équation différentielle est quelque peu réductrice car
elle n'a de sens que si X (t ) est une entrée dérivable a dérivée causale continue par morceaux et a

croissance d'ordre au plus exponentielle. Or cette derniére condition n'est pas nécessaire ! Si

+
h(t) estloriginal de H ( p):;lpiB avec 4#0 et a#0, alors la sortie y(t) peut étre
ap™+ bp+c

définie par la formule y:(h * x)(t ) sans que x(t ) ne soit dérivable.

V.3) Application aux équations différentielles avec conditions initiales
quelconques.

La méthode vue dans le paragraphe précédent peut se généraliser a des équations différentielles quelconques
avec conditions initiales non nulles (dans ce cas, elles ne peuvent pas définir un systéme entrée-sortie, car
une entrée nulle donnerait une sortie non nulle).

Exemple : Résoudre  y'(¢)+3 y(t)=e°U(t-3), »(0)=1
La fonction ¢=>e"*U(¢—3) étant continue par morceaux sur IR (avec une seule discontinuité de
premiére espéce en =3 ) on sait que 1'équation admet une unique solution y (t) continue sur IR et
dérivable saufen t=3 . Sil'on considére la fonction y(¢)U(¢) alaplacede y(¢) ,alorson
obtient un signal qui vérifie les hypothéses de la propriété 10 (on admet que y (t) et y ’(t) sont a
croissance d'ordre au plus exponentiel (voir propriété 18 en annexe de ce chapitre)). Puisque

V=0, y'(¢1)+3y(t)=e"’U(t=3), y(07)=1, alors I'application de la propriété 10 donne ,
pour tout nombre complexe p de partie réelle assez grande :

_3p
pY (p)=yl07+37 (p)=Lle ™ U=3)]=e " Lle U (1))=4—
e F g
Y(p)-1=
(p+3)Y(p) ot 1
e P
Y(p)= 1
(p+3)7(p)=
e 1 ™ 1 1 1
Y(p)= t—= - +
(p+1)(p+3) p+3 2 \p+1 p+3 p+3

On en déduit l'original y(t)Z%(e(’3)—63(I3))U(1—3)+ e U(1).

On en déduit I'expression de y(t) pour ¢=0:
e ' sitef0,3]
y(t)={ ¢ e 3

—e —|—-1]e

5 3 “sit>3
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Vi) (*) Annexes

VI.1) Quelques propriétés des fonctions a croissance au plus
exponentielles.

Propriété 15S1  x (t) et y ( t ) sont deux signaux a croissance au plus exponentielle etsi A€C, , alors
A x( t), x( t)+ y (t) et x (t) y (t) sont aussi des signaux a croissance au plus exponentielle.

Plus précisément, si  x(¢) et y(¢) sont respectivement du type E 4, et Eg, alors
Ax(t), x(¢)+ y(¢) et x(¢). y(¢) sont respectivement du type E 4 Evax(a.5) € E 44 p-

Preuve :
Si x(¢#) et y(¢t) sonta croissance au plus exponentielle, alors :

|x( t)|SM e pour certaines constantes M et A

| y (t )| <Ne” pour certaines constantes N et B.
Alors  [Ax(7)|<MInle™ donc A x(t) esta croissance au plus exponentielle.
Pour x(t)+ y(t) par symétrie des roles de  x (t) et y (t) , on peut supposer par exemple A=<B.
Alors, par croissance de la fonction exponentielle, V7=0, et'<e™ , donc

V=0, x (¢ )+ y(t)|<lx () |+ |y (2) | <M e+ Ne® <M ™+ Ne®' =(M+ N)e™ |

l'inégalité restant vraiesi <0 car Xx (t) ety (t) sont deux signaux causaux,
donc x (t)+ y (t) est a croissance au plus exponentielle.
Enfin, |x(t). y(¢) |=|x(t)|.|y(t) |<MN e P esta croissance exponentielle.

Propriété 16 Si  x (t) et y (t) sont deux signaux a croissance d'ordre au plus exponentiel, alors

(x *y ) (t) est un signal a croissance d'ordre au plus exponentiel.
Plus précisément, si  x (t) et y(t) sont respectivement du type E , et E,, alors pour tout réel M
telque M> A et M> B, (x*y)(¢) estdutype E,,

Preuve : (x *y ) (t) est continu et causal.

Si x(z) et y(¢) sonta croissance au plus exponentielle, alors :
|x( t)|SM e pour certaines constantes M et A
ly(¢)<Ne™ pour certaines constantes N et B.

Puisque x*y=yp*Xx ,lessignauxx ety jouent des roles symétriques : on peut donc supposer A=<HB.
Alors, pour tout réel =0

|x*y<r>|=jx<s>y<r—s>ds

sj|x<s>y<t—s>|ds

t t t
Sf Me* NP Vds=MN f BB go— MN e [ € 47E) ds
0 0

0
t
SMNeBtJllds (car A—BS():?VSZO,Q(A_B)SSI )
0
(1) |x*y(t)|<MNte™

La fonction ¢->tU(t) estdetype E, pourtoutréel o>0.
En effet, posons ¢(z)=te * pour ¢>0. Une étude de fonction montre que @ est une fonction
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1

positive qui admet un maximum pour ¢=¢;, donc V¢>0, 0<¢ (t)<q (é ) — d'ou:
oe

VieR,

tU(t)|< Lew ce qui montre que la fonction ¢=>tU(t) estdetype E, pour tout réel
ae

a>0.
Ainsi, par la propriété 15, la fonction ¢ - te™U (z‘) estdutype FE,,, pourtoutréel o>0.

Puisque d'apres (1), V=0, (x*y)(t)|SMNteBt et puisque V<0, (x*y)(¢)=0, alors
(x*y) estdutype FE,,, pourtoutréel o>0.

Propriété 17 Si  x (t) est un signal continu a croissance d'ordre au plus exponentiel, et si  y (t) est un

signal dérivable sur [0 ;+ oo tel que V¢>0, y'(¢)=x(¢), alors y(f) estun signal a croissance

d'ordre au plus exponentiel.

Plus précisément, si  x(¢) est dutype £, ,alorspourtoutréel M telque M> A et M> 0,
y(t) estdutype FE,,

Preuve : on a vu (exemple qui suit la propriété 2) que le signal U *x est une primitive de  x (t) sur
[0+ oo (onrappelle que U est la fonction échelon) : on en déduit qu'il existe une constante C telle que
(1) V=0, y(¢)=C+ (U *x)(t).

La fonction U est du type E, donc par la propriété 16, pour toutréel M tel que
M>Aet M>0, (U*x) estdutype E,,

La fonction C.U(t) estdutype E, donc par la propriété 15 et I'égalité (1), y(¢) estdutype E,,

VI.2) Croissance de type au plus exponentiel et solution d'une edo1 ou
d'une edo2.

Propriéte 18
A)Soit ¢ f (t) un signal a croissance de type au plus exponentiel, soient a,b€C avec a#0.
Alors, pour toute solution y(t) sur [0 ,+ 00| del'équation différentielle :
(E)) ay'(t)+by()=f(1) ,
les signaux = y(t) U (t) et >y’ (t ) U (t) sont a croissance de type au plus exponentiel.

B) Soit = f(¢) un signal & croissance de type au plus exponentiel, soient a,b,c€R avec a#0.
Alors, pour toute solution y(t) sur [0+ | del'équation différentielle :

(Ey) ay"(t)+by'(thcy(t)=1(2) ,
les signaux ¢ yp(t)U(t) , t>y'(t)U(t) et t>y"'(¢t)U(t) sonta croissance de type au plus
exponentiel.

Preuve :
b
A) Posons Z(t):y(t)e“t. Ona t-)z(t) qui est continue et pour tout réel # ou t-)f(t) est
b b
b g b, e;’ e;’
continueona: z'(¢t)=y'(t)e” +;y(t)ea == (ay'(t)+ by(t))z " f(2).
(b
On en déduit que VtZO,Z(t)ZZ(O)+ZIJ'e” f(s)ds. On obtient alors que
0
b b ~b 1 b

V>0, y(t):e7tz(t):z(0)67t+ %e“tf e’ f(s)ds.

0
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-b ) =b

—(t—s)
=z(0je ™+ = [ e* " f(s)ds=2(0)q(0)+ (U™ FUNe) ou glr)=e”
Lessignaux U et f U étant a croissance d'ordre au plus exponentiel, %(ch * fU)(t) Testaussi

par la propriété 16 donc puisque  y(¢)=z(0)ep(z)+ al(cp U*fU)(t) , t>y(t)U(t) lestaussipar
la propriété 15.
En remarquant que y '(t)=%f(t)—§y(t), on déduit encore de la propriété 14 que - y'(¢)U(¢)

est a croissance d'ordre au plus exponentielle.

B) Soit #€C une solution de I'équation caractéristique de (E 2): a X+ bX+ ¢=0. Posons
z(t)=e " y(t) ce qui signifie donc que y(z)=e"'z(¢) etona:
(1) y'(e)=re”z(e)+ "z (¢)=(rz(t)+ 2" (1)) e”
et en re-dérivant :
y' () =(rz'(t)+z""(¢))e"+ r(rz(t)+ z'(¢))e
2) y'(6)=(rz(s)+2rz' () z""(2))e”.
On obtient & partir des relations ci-dessus que
ay' (t)+by'(t)+cy(t)=a(rz(t)+ 2rz'(t)+ 2" (¢))e"+ b(rz(t)+ z'(¢))e + cz(t)e
ce qui donne :
V=0, ((ar’+br+c)z(t)+ (2ar+b)z'(t)+az'"(1))e" =£(¢)
Ona ar’+br+c¢=0 donc 1'équation ci-dessus devient :
(3) V=0, (2ar+b)z'(t)+az''(t)=f(t)e".
On a deux cas :

(i) 2ar+b=0: danscecas(3)donne (2) Vr=0,z""(t)==f(t)e ".

rt

rt

Par produit de fonctions a croissance d'ordre au plus exponentielle, ¢->— f(t)e " est a croissance d'ordre
a

au plus exponentielle (propriété 15) , donc on déduit de (2) et de la propriété 17 que z' (t) l'est aussi et,
encore par la propriété 17, il en est de méme pour z(¢) .Larelation y(¢f)=e’ z(¢) montre finalement
que Yy (t) U ( t) est a croissance d'ordre au plus exponentiel par produit (propriété 15).

Les relations (1) et (2) montrent que ¢ > y'(¢£)U(¢) et ¢ y''(t)U(t) sonta croissance de type au
plus exponentiel (propriété 15 et le fait que ¢z (¢)U(t) , t=>z'(t)U(t) et t>z'"'(¢t)U(¢)
sont a croissance de type au plus exponentiel.)

(i) 2ar+ b#0: dans ce cas, on peut utiliser le A) de la propriété a 1'équation (3) : par produit de
fonctions a croissance d'ordre au plus exponentielle, - f(¢)e™" est a croissance d'ordre au plus
exponentielle (propriété 15),, donc ¢ =>z'(¢)U(t) et t=>z''(¢)U(t) sonta croissance de type au
plus exponentiel. Par la propriété 17 , il en est de méme de ¢ = Z(t) U (t)
et on prouve tout comme dans le cas (i) que les signaux = y()U(¢) , t>y'(t)U(t) et

t=y""(t)U(t) sonta croissance de type au plus exponentiel.
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V1.3) Transformées de Laplace des fonctions usuelles

Toutes les formules suivantes peuvent tre obtenues par utilisation de la formule de la définition 4.

x(t) X(p)
(1 Ulr) L Re(p)>0
p
2) t"U(t) ’ill Re(p)> 0
p
(3) sin(wt)U (1) 90— Re(p)>0
ptw
4) cos(wt)U(t) p Re( p)> 0
2 2
P+ w
De la propriété 9 on déduit :
x(t) X(p)
e"U(t), a€C 1 Re(p)> a
p—a
e“t"U(t), aeC _n! Re(p)>a
(p—a)™
esin(wt)U(t), a€C —O® | Re(p)>a
(p—a)+w
e“cos(wt)U(t), a€C p—a Re(p)> a
(p—a)+ o’
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VIl) Exercices

On rappelle que tous les signaux considérés sont causaux, continus par morceaux et a
croissance au plus exponentielle.

Exercice 1. Etudier le caractére linéaire, causal, invariant dans le temps des systémes suivants :

Do(S) x(6)>y(e), on ylt)=e"
2) (8) x(t)»p(r), ou y(t)=t-x(t)t
3) (S) x(t)->y(t), ou y(t)zx(t)+fx(s)ds

0

Exercice 2. On considére le SCLIT défini de la fagon suivante: (S ) X (t) >y (t) , ou

t
y(t)ZJ’e*(H)x(S)dS . On considére l'entrée définie par x(t)ZU(t) g(t a) pour a>0,
0

1) Dessiner l'allure de x (Z) .
2) Calculer laréponse y (t ) (on exprimera cette fonction sur les intervalles |—o0,;0[, [0,a| et
[a;+ o[ ).Onrépondra a la question dans un premier temps sans utiliser la transformée de
Laplace, puis on redonnera une solution avec transformée de Laplace.

Exercice 3. On considére le SCLIT défini de la fagon suivante: (S ) x(t) - y(t) , ou

y(t):J: e x(s)ds

On considére une entrée  x(¢) bornée, c'esta dire que IM > 0:VtER,—M <x(t)<M .

1) Montrer que V¢>0, —M (l—e_t)éy(t)<M (l—e_t)
2) En déduire que (S) est un systéme stable.

Exercice 4.

Calculer l'expression de  x *y (t ) dans chacun des cas suivants . On répondra a la question dans un
premier temps sans utiliser la transformée de Laplace, puis on redonnera une solution avec transformée de
Laplace.

D x()=U(t), y()=e'U(1)
2)  x(t)=e?'U(t), y(t)=e"'Ul(t)

3)  x(t)=sin(¢)U(t), y(t)=cos(t)U(t)

Exercice 5.

On considére le systéme (S) x(t)ﬁy(t), avec yZ(eftU(t))*x(t) . On cherche un signal
d'entrée, s' il en existe, tel que :

Vi>0, y(t)=x(t)+1

1) En utilisant la transformée de Laplace, montrer que la condition ci dessus est équivalente a :

-1 1
X(p)==t-L

P p

2) En déduire 'expression de x(t)
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Exercice 6 Trouver la transformée de Laplace des signaux suivants :

D f{)=(=1){t+1)U(z)

2) f(t)=5sin(3¢)U(t)

3) f(t)=e'sin(3¢)U(¢)

4) f(t)zcosz(t)U(t)

5) f(t)=sin(3¢).cos(5¢)U(¢)

6) f(1)=U(r-3)

7 f()=te*"U(1)

8) f(t)=tcos(4t)U(t)
Exercice 7

Tracer les graphes des signaux suivants et calculer leur transformée de Laplace :

3)

i fi(t)= sm(t——) (

if) fz(t)zsin(t——) Ult)

iii) f3(t):sin(t)U(t—%)
Exercice 8

Exprimer les signaux suivants a 1'aide de fonctions échelons (éventuellement retardées) et calculer leur
transformée de Laplace

1)  x(¢)=12 si t€[0;10[ et x(¢)=0 sinon.

2) x(t)=sin(¢) si t€[0,; ] et x(¢#)=0 sinon.

3)  x(¢)=0sit<0, x(t)=t sit€[0;1] et x(¢)=1 sinon.

4)  x(t)=tsit€[0,1], x(¢t)=2—1¢ sit€]1;2] et x(¢)=0 sinon.

Exercice 9
Trouver les originaux des signaux suivants ( a désigne un paramétre réel, w et €2 des
réels strictement positifs)

1

F =
a) F(p) pomcr:

o)
1
=
I
=<

p+3)

d) F(p):(p+4)2

_ p—5
e)F =L -
VE(p) p+2p+5

f) F(p)= =

(p=1)(p*+2 p+2)
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2p—1
2) F(p)=#+3)

h) F(p)=ﬁ

i F(p)=%

i F(p)=p e;; 5

K) F(’”):m

! F(p):(p2+ w2§p2+ Q%)

Exercice 10.
On considere la fonction « rampe » ci-dessous :

0 sit<O
x(t)={t sir€[0,2]
2 sit=1

1) Représenter graphiquement cette fonction.
2) Apres avoir exprimé¢ X (t ) a l'aide de fonctions échelons, calculer une expression de X ( p), la
transformée de Laplace de  x(¢)

Exercice 11

a) Trouver l'expression du signal x(t) qui vérifie x(¢)*(e 'U(t))= te”’ (t) .
Et)U ()=teU(t)
t

t
sin(¢)U (¢ ))—te *U(¢)

b) Trouver l'expression du signal x(t) qui vérifie x( ) (co
¢) Prouver qu'il n'existe pas de signal ~ x (t) qui vérifie x(¢)*

Exercice 12.
1
I+t
1) Calculer I'expression de la réponse impulsionnelle.
2) Déterminer de deux facons différentes la stabilité du systéme.

Soit un systéme de fonction de transfert H (p)= , avec T>0.

1
pll+tp)
b) En déduire l'expression de la réponse indicielle du systéme.
4) Soit x (t) la fonction porte de base [0,2] . Donner l'expression de la sortie associ¢e  y (t)
(On donnera les expressions sur  [0,2] etsur [2,+ oo

3) a) Procéder a la décomposition en éléments simples de

Exercice 13
(La question 3 est indépendante des autres)
On considére le systéme linéaire défini par  y(¢)=(4* x)(¢) pour =0 .

__ 2
9p2+6p+1.

On suppose que la fonction de transfert du systéme est donnée par :H ( p)Z

1) Etudier la stabilité de ce systéme.
2) Calculer la réponse impulsionelle du systéme.
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3) On considere le systeéme linéaire (Sa) défini par sa fonction de transfert :

H = p avec a réel.
P s e 2 pa)

a) Pour quelles valeurs de a le systeme (Sa) est-il stable ?
b) On considere le systéme S, initialement au repos.

(i) Donner la réponse impulsionnelle de ce systéme.
(i1) Retrouver I'équation différentielle dont y (t ) est solution.

Exercice 14

On considére les fonctions x(¢)=¢tU(t) et y(t)=e 'U(¢). Calculer a 'aide de la transformée de
Laplace une expression de  x * y(¢).

Exercice 15.

On considéere un systéme de convolution (S ) On suppose que la réponse a la sinusoide
x(¢)=sin(t)U(t) estdonnéepar y(¢)=(7sin(¢)+ 11cos(t)—5le "+ 40¢ *)U (1).

1) a) Donner l'expressionde X (p).
170p

(p+3)(p+ 4)(p°+1)
¢) En déduire I'expression de la fonction de transfert H ( p) du systéme.

b) Montrer que Y ( p):
2) Etudier la stabilité du systéme.
3) Donner I'expression de la réponse indicielle du systéme.

Exercice 16

Calculer les originaux des fonctions suivantes :

1
h Xlpl=—g
1
X =
2) X(p) o
1
3y X(»p)=
) X(p) pay
e P
4) X(p)=—
p1
5y X(p)=
) (p) p(p+2)
4
6) X(p)=
) X(p) I
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Exercice 17

On s'intéresse au systéme électronique qui a une tension d'entrée  y (l‘) aux bornes d'un circuit RC série
associe la tension y (t ) aux bornes du condensateur (initialement décharge).

On modélise la situation par le systéme linéaire (S) (initialement au repos) qui a tout signal d'entrée x (t )
fait correspondre le signal de sortie y (t ) solution de I'équation différentielle

tvy'(t)+ y(t)=x(t), avec T=RC et la condition initiale y(0)=0.

1) a) Calculer la fonction de transfert de (S) .
b) En déduire la réponse impulsionnelle de (S) .

t —
¢) Déduire que y(t)Z%f eTtx(s) ds.
0
2) Applications

a) Montrer que si  V¢>0,x(¢)=0 alors V¢>0,y(¢)>0.
b) Montrer que si  V¢>0,—1<x(¢)<1 alors V¢>0,—1<y(¢)<1

Exercice 18

On considére (S) un systéme dont la fonction de transfert est H ( p) e
p

1) Le systeme est-il stable ? Instable ? Justifiez.
2) Calculez I'expression de la réponse impulsionnelle de ().
3) Calculez I'expression de la réponse indicielle de (S).

On considere a partir de maintenant une entrée causale x (t) de durée inférieure a 10, ce qui signifie que
(1) V=10, x(¢)=0.

Soit y(t) la sortie associée a x(l‘)

4)
a) Ecrire I'équation différentielle du premier ordre vérifiée par la fonction y (t )
b) En déduire, en le justifiant, qu'il existe une constante A telle que pour tout réel =10 , on ait

y(t)=de™.

On suppose dorénavant que x (t) est une impulsion physique de durée inférieure a 10.
Mathématiquement, cela signifie qu'il existe a€]0;10[ tel que x(¢) :H07a( t)

5)
a) Ecrire  x (t) a l'aide de deux échelons.
b) En déduire une relation entre  y(¢) et Vind (t) , la réponse indicielle de (S).

¢) En déduire enfin une expression de  y(¢) sur l'intervalle [10,+ oof .

6) A l'aide d'une mesure expérimentale, on obtient que V¢>10, y(z)=4e . Trouver la valeur exacte
de la durée a de I'impulsion d'entrée.

Dans les deux exercices suivants, on n'utilisera pas la propriéteé 13 qui sera redémontrée dans des cas
particuliers
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Exercice 19
Onpose f,(¢t)=sin(¢)U(¢t)+ sin(t—n)U (t—m)

1) a) Tracer les représentations graphiques des fonctions  sin(¢)U (¢) et sin(t—m)U(1—m).
b) En déduire la représentation graphique de  f', (t) .

2) a) Montrer que F' 0( p) , la transformée de Laplace de [ O(t) , estdéfiniesur C tout entier.
b) Calculer une expression de  F 0( p) pour p#=xj.

3) On considére  f,(¢), lesignal causal 2m—périodique sur [0+ oo défini par
f,(t)=sin(t) sur [O,n[ et f,(¢)=0 sur[m;2x]
a) Montrer que ( p), la transformée de Laplace de  f, (t) , est définie sur (au moins)

(2€C:Re(z)>0).
b) Que peut-on dire de la fonction  f,(¢)— f,(t—2m) (s'aider d'un dessin) ?
¢) En déduire une expression de  F, ( p).

4)On considére cette fois f,(¢), le signal causal m—périodique sur [0+ oo défini par
f,(t)=sin(¢) sur [0;x[ .Montrerque F,(p), latransformée de Laplacede f,(¢), est définie
sur (aumoins) {z€C:Re (z)> 0] et calculer une expressionde F 2( p) .

Exercice 20
Dans ce probléme, on s'intéresse au systéme qui, a un signal e (t) donnée, associe la tension aux bornes
du condensateur u (t) d'un circuit RC en série soumis a la tension e (t

ity R

SR —

an) == | ufi}
Plus précisément, on s'intéressera au cas d'une tension e (l‘) périodique. Les questions que I'on peut se
poser sont :

(i) La tension de sortie u (t) est-elle périodique ?
(ii) Sinon, est-ce qu'elle tend a le devenir quand ¢ =+ o0 (donc si on néglige le régime transitoire)?

% sk sk sk ok

Posons x(t):e(t) et y(t):u(t)

On suppose pour simplifier les calculs que  RC=1 et que le condensateur est initialement déchargé. On
sait alors que y (t ) est la solution de I'équation différentielle :

(E) : y'(¢t)+y(t)=x(z), avec y(0*)=0.
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On définit donc le systeme  (S) : x(¢) > y(2)=(S)(x(¢)) qui, aunsignal x(z) , fait
correspondre la sortie  y (t) solution de 1'équation différentielle (E).

On considere également le systeme auxiliaire (2) % (t) - Z(t): (Z)(y ( t)) qui a un signal y fait
correspondre la sortie z (t) causale z (t )= y (t)— y( t—2). Ce systéme va servir formellement a tester
si un signal est 2-périodique.

La premicére partie du probléme permet d'établir des propriétés sur les systemes (S ) et (Z) qui seront
utilisées dans la seconde, ou I'on étudie le caractére périodique d'une sortie par (S ) associée a une entrée
périodique (selon qu'on néglige ou pas le régime transitoire).

et ()

A) Etude générale des systémes (S )

1
p+l'

1) Démontrer que la fonction de transfert du systéme (S) est H ¢ p)=

2) Etudier la stabilité du systéme (S ) en utilisant sa fonction de transfert.

3) a) Calculer l'expression de la réponse impulsionnelle de (S )
b) Retrouver a partir de I'expression de la réponse impulsionnelle la réponse a la question 2).

4) Donner l'expression de la réponse indicielle de (S )

5) a) Montrer que la fonction de transfert du systéme (Z) est Hy ( p) =]—e
b) Calculer l'expression de la réponse indicielle de (E) et la représenter graphiquement.

B) Etude d'une sortie correspondant d une entrée causale 2-périodique.

Définition : On appelle signal causal 2-périodique une fonction causale et continue par morceaux telle que

V>0, x(t+2)=

On définit l'entrée causale 2-périodique xo(t) par xo(t)=1 si t€[0;1] et xo(t)ZO si
tel1;2]

1) a) Représenter graphiquement les signaux xo(t ) et xo(t —2).

b) Déterminer [ (t)Z(Z)(xo(t)) et le représenter graphiquement.

¢) Calculer directement l'expression de  F ( p) la transformée de Laplace de (2 )( X, (l‘))
Fp) _ *”

) l1—e
d) En déduire que X = = .

I1 est facile de se convaincre a partir de I'exemple de x|, (t) , et on I'admettra par la suite, qu'un signal
causal x(¢) _est2-périodique si et seulementsi V> 2, (2)(x(¢))=0.

2) On pose ()Z( )( (t)) la sortie du signal xo(l‘) par le systéme (S) et
zo(t) ( )( (t) la sortie du signal yo(t) par le systeme (Z) .On a ainsi :

xo(1) — olt) —* z(t)
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On ne cherchera pas a donner une expressionde  y, (t ) : I'idée est d'é¢tudier le caractére périodique de

yo(t) par l'intermédiaire de Zo(t).

a) Calculer 'expression de Y 0( p) (la transformée de Laplace de yo(t) ) (utiliser le 1)d))

1—e?

p(p+1)

¢) Vérifier que, pour ¢>2, ona z,(t)=(e—1)e”’. Lesignal y,(¢) est-il 2-périodique ?

b) En déduire que ZO( p)z ( ZO( p) (étant la transformée de Laplace de Zo(t) ).

3) Dans cette question, on modifie l'entrée en changeant uniquement sa valeur moyenne . On considére
'entrée xa:xo(t)—a U (t), avec (. un paramétre inconnu, et on pose yGZ(S )(x(l). On définit
aussi  z, (t)= (2) (ya (t)) la sortie du signal ya(t) par le systeme (Z) .On cherche a savoir s'il
existeunréel o  tel que ya(t) soit 2-périodique.

On rappelle que le signal x|, (t ) a été défini au début de la partie B). On a encore ainsi :

Xo _<S)_) y(/.(t) _(2)_) Z(x(t)

a) Comment déduit-on la représentation graphique de x, a partir de celle de
x,(¢) ? On pourra faire un dessin.

b) Vérifier que  y,(¢)=y,(t)—a(l1—e U (¢).
¢) Montrer que, pour =2, za(t)zzo(t)—(x(ez—l)eﬁZ(e—l—oc(ez—1))eﬁ

d) Prouver qu'il existe une seule valeurde o  telleque y, soit 2-périodique, et montrer

1
ue o=
q e+ 1
.1 . 1
On considére maintenant o=
e+1

4
1\/)Iontrer que la sortie yo(t ) (définie a la question 2) s'écrit pour =0 sous la forme :

Yo (t)z ) (l)—OL e’ ou @ (Z) est un signal 2-périodique dont on donnera l'expression a l'aide de

o et ya(l‘) . Pourquoi peut-on dire que, si ¢ 2+ o0, la sortie yo(t) devient quasiment 2-
périodique ?
Donner enfin l'expressionde @(#) en fonctionde ¢ pour ¢€[0,2[ .On considérera séparément les
cas t€[0,;1] etre[1,2].

Exercice 21

On s'intéresse dans ce sujet a un systéme lin€aire causal invariant dans le temps dont on ne connait que la
réponse indicielle. On s'intéresse aux entrées dont la sortie est un signal détectable au sens suivant :

Définition Soit y(t ) un signal causal continu par morceaux. Le signal y(t) est dit indétectable si
VteR,—0,1< y(t)< 0,1. Il est dit détectable sinon.

Cette définition correspond a 1'idée qu'un signal ne peut pas étre mesuré s'il est trop faible, le seuil de

détectabilité étant fixé ici a 0,1.
k sk ok ok ok
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On considére un systéme linéaire causal invariant dans le temps qui & un signal x (t ) associe la sortie
y (t)z (x*h) (t) .Soit H ( p) la fonction de transfert de ce systeme. Soit enfin ), 4 (t) la réponse
indicielle du systéme.

1)

Montrer que Yind(p)zm.

p

On suppose dorénavant que  y;,4(7)=2(1—e*)U(1).

111

2)

3)

4)

5)

6)

a) Calculer Y, , (p).

(o)

b) En déduire que H (p)= .
p+3

a) Etudier la stabilité du systéme.
b) Calculer I'expression de /().

Montrer que le systéme peut s'écrire sous la forme :
| NPT ST
Ly (o 2 p(0)=l1)
»(0)=0

On considére en entrée une impulsion de durée a>0, modélisée par la fonction
( )_ 1 si tE[O;a[

x,(t)= ) .
0 sit¢[0;al

pour que la réponse ), (l‘) soit détectable.

. Le but de la question est de trouver la valeur minimale de la durée a

a) Montrer que ¥, (1)=y;,4(t) = yi4lt—a).
b) Donner a I'aide du parameétre a les expressions de ya(t) sur les intervalles
[0,a[ et [a,+ oo[. Etablir le tableau de variation de la fonction y, sur [0+ o0].
¢) En déduire la valeur minimale de a pour que la réponse ya(t) soit détectable. Donner la

valeur exacte puis une valeur approchée a 107 pres.
On considére maintenant une entrée  x (¢)=sin(w?)U (¢) avec w>0.

a) Donner l'expressionde X ( p), la transformée de Laplace de x(¢) . En déduire une expression
de Y(p), latransformée de Laplace de la sortie y(¢) .

b) Trouver alors une expression de y(¢) .

¢) Montrer que y(¢) s'écrit sous la forme :

ylt)=eltr =

d) On fait I'approximation que V7€R, ¢ ( t) =0 (ce qui revient en quelque sorte a négliger le
régime transitoire).

(—ocos(wt)+ 3sin(w?)], ou lim &(¢)=0.

t>+w

(i) Montrer que  V7>0, —L<y(t)< 6

——< <—=— (Utiliser l'amplitude de y(¢) etle
\/ ®w+9 \/ w+9

rappel n°2).
(i) Pour quelles valeurs de  la sortie y(z) est-elle indétectable ? Pourquoi peut-on dire
que le systéme se comporte comme un filtre (dont on précisera la nature )?

. 1 1 .
7) a) On suppose maintenant que V¢ €R, _E< x(t)< =—. Endéduire un encadrement de

20°



3 . , .
e sx (S) , puis en déduire l'encadrement :

1
V=0 )< s)ds<—/(e™—1).
, (e f e’ x(s)ds< O(e )
b) En déduire que si V¢€R, —21—0< x(t)< | alors

20’
L (1o ™)< () (1) <= (1 =)

10 10
g . | 1 . . .
¢) En déduire que si VZ€R, —E< X (t)< 30" le signal de sortie y(t) est indétectable.
(*) Exercice 22

1) Dans cette question, on cherche un signal ¢ A ( t) tel que
vieR, h(t)—%h(t—l)ZU(t).

a) Supposons que / vérifie les conditions imposées.
(i) Déterminer l'expression de ¢ > h ( t ) sur [0;1]

2

b) Montrer qu'il existe un unique signal % vérifiant les conditions imposées, et qu'il admet une
transformée de Laplace H (p) définie pour Re(p)>0.
Déterminer une expressionde H (p)

(ii) Montrer que nécessairement, Vn€IN, Vi€[n n+ 1[, h(t)= 2—(—)

2) On considére le systéme linéaire défini par ¥ (¢)=(h*x)(¢) pour £=0, la fonction 4 étant celle
définie a la question 1) .
a) Etudier la stabilité de ce systéme.

b) Montrer y vérifie la relation : V¢e€R, y(z )—— y(t=1) fx

¢) Prouver que y est la seule fonction f causale a vérifier la relatlon

vieR. f(z)—%f(t—l):ix(s)ds

+ o0

d) Montrer que pour tout réel ¢ positif fixé, la somme Z —X (t —n) est finie et que

vieR, y<t):j(+2'°21 x(s— ))ds

0 \n=0
On pourra établir d'abord que pour tout entier naturel #,

B 1 n 1 o 1 e—(n+1)p
H(p)_p(g)zke e 1—e1’)
e)Soit y, laréponsealentrée x(t)=e “U(t) aveca>0 et n€IN. Trouverune
expressionde y,(¢) pour t€[n,;n+ 1[. Donner une expressionsur IR ennotant [¢] la
partie entiére de #, c'est a dire I'unique entier n tel que €[ n; n+ 1].

Exercice 23

On définit la fonction causale  f (¢)= %(t) U(t)

1) Montrerque £ (0" )=1. En déduire que fest continue par morceaux.
2) Soit F ( p) la transformée de Laplace de f-
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On admet que in(7)]<¢|.
Montrer que  F(p) est définie (au moins) sur |{ p€C:Re(z)> 0].
A partir de maintenant, on considére p>0.
3) a)Montrerque F'(p) estla transformée de Laplace de  —sin(¢)U(¢). En déduire
l'expressionde  F'( p)
b) A l'aide d'une propriété du cours, déterminer  lim p F(p). En déduire que

p2rtow
lim F(p)=0.
p >+
c¢) A l'aide des résultats des deux questions précédentes, montrer que

+ o0 . —t
Vp>0, F(p)= E—arctan(p). En déduire la valeur de f%dt
0

(t) . On rappelle que l'intégrale

4) On définit le signal y par I'expression y (f Sm

+

w

¢ sin(s . L .
f ( ds est convergente. En appliquant le Théoréme de la valeur finale a y, trouver la valeur
0

+

0

e

»nn U

in(s)
s

(*) Exercice 24
Soit (S) un systéme stable de réponse impulsionnelle h(t) etsoit ¥, 4 (t) la réponse indicielle.

On suppose que (S) est stable.

1) Démontrer que lim y.  (¢) existeetvaut H(0)
t>+0

2) Supposons que le signal d'entrée soit tel que  lim x(#)=0 . Soit y la sortie associée.
t>+o0

a) En utilisant le Théoréme 2 du chapitre des fonctions élémentaires, montrer qu'il existe une
constante C > 0 telle que  V¢=0, |x(7)|<C.

b) En utilisant correctement I'hypothése  lim x (t) =0 , montrer qu'il existe une suite (tn)n de
t=>+00

réels positifs tels que :

(i) : VnelN, t,>n

(ii) : Ve=t,, |x(t)]<

n+ 1’

2 e
¢)Soit n€IN et 7=2t . Montrer que f h(s)x(t—s) f s)lds etque
0 0
t
[ n(s zsds<cf|h )|ds
t
d) En déduire, en utilisant la définition d'une limite, que  lim y(¢#)=0
t>+
3) Supposons que le signal d'entrée soit tel que  lim x(¢)=/€R. Quedirede lim y(¢)?
t>+00 t>+0

4) On ne suppose plus que (S) est stable, mais qu'il vérifie la condition (¥) suivante :
t>x(t) aduréefinie = - y(¢) adurée finie

a) En considérant I'entrée  x (t) =I1,., (t) , montrer que la réponse indicielle est 1-périodique a
partir d'un certain temps, c'est a dire qu'il existe 7> 0 telque V¢=T Vi 1+ )=y, 4(1).
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Soit a€]0;+ .

b) Montrer qu'il existe 7,>0 telque V¢=T Viogltta)=y, . (t).

c¢) En déduire que pour tout entier naturel n assez grand, ona y, 4 (n+ T+ a)= yind(n+ T 0) .
d) En déduire alors que .4 (l‘) est constante sur [T ot ool .

e) En déduire alors que la réponse impulsionnelle est a durée finie.

5) Un systéme stable vérifie-t-il toujours la condition (F)? Et réciproquement ?

6) Prouver que si /4 est a durée finie, alors (S) vérifie la condition (F).

Exercice 25
On s'intéresse au systéme (S) X ( t) >y (t) defini par :

y'(t)+ k(eiztU(t))*y(l)Zx(l), avec un paramétre AER et la condition initiale y(0)=0.

On rappelle la propriété suivante : si X, €t x, sont les racines du polyndme aX *+ bX+ ¢ ,alors

C

X, +rx,=— et X, xX,=—.
1 2 142

a a

1) Dans le casou  A=0 , montrer que le systéme est bien défini et donner une expression simple de
y(t) en fonctionde x (t)

2) Dans le cas général, montrer que le systéme (S) est bien défini (c'est a dire que pour tout signal x il

existe un unique signal y continu et dérivable par morceaux tel que

y'(t)+ X(e_mU(t))*y(Z):x(Z) et y(0)=0. Montrer que la fonction de transfert de (S) est

H(p) :21);2
p+ 2p+ A
+
3) Pour quelles valeurs de A 1'écriture 2p 2 est-elle irréductible ?
p+2p+ A

4) Dans cette question, on suppose A<O0.
a) Montrer que H ( p) possede deux poles réels p, et p, (onne demande pas leur
expression).
b) Sans chercher a trouver les expressions de  p, et p, ,prouverque p,p,<0.
c) Le systeme est-il stable ? Justifier.

On suppose jusqu'a la fin de l'exercice que A>0.

5) a) Pour quelle(s) valeur(s) de A a-t-on des pdles non réels ?
b) Pour quelle(s) valeur(s) de A a-t-on un péle double ?
¢) Pour quelle(s) valeur(s) de A a-t-on deux pdles simples ?
d) Etudier la stabilité du systéme dans chacun des cas précédents.

6) On se place dans le cas ou  A=10. Donner l'expression des réponses impulsionnelle et indicielle.

(*) Exercice 26

1) Soit A€ R’ . Montrer qu'il existe un unique signal  y; (t ) tel que
VieR, (e U(0))* y(t)-ry(t)=U(1).
2) Donner une expression de ;. (t
3) Pour quelles valeursde A lasolution ¥, (¢) est-elle bornée ? Déterminer alors ~ lim y, (¢).

t>+x0
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4)

5)

a) Montrer plus généralement que pour tout signal x (l ) il existe un unique signal (t ) tel que
VieR, (eitU(t))*y(t)—?»y(t)Zx(t) et trouver trois constantes a, b et ¢

t
(dépendantes de A )tellesque y(t)=ax(t)+b f x(s)e" ™ ds.
0

t

b) Pour quelles valeurs de A le systtme (S, ) : x(¢) 2 y(¢)=ax(t)+ bf x(s)ec(t_s)ds est-
0
il stable ?

Déterminer  y(¢) si A=2 et x(¢)=e > U(z).

(*) Exercice 27

On considére le systeme linéaire défini par y (t)= (h * x)(t) pour =0 . On suppose ce systéme stable et
que tous les signaux considérés sont a valeurs réelles.

Soit x une entrée T-périodique, c'est a dire que  V¢=0, x (t+ T )Zx ( t). Le but de I'exercice est de
démontrer que la sortie y est asymptotiquement T-périodique, c'est a dire qu'il existe

(i) Une fonction T-périodique  y, continue par morceaux sur IR
(i) Unsignal y, vérifiant lim y,(¢)=0

t>+o0

tels que V=0, y(t)zyp(t)+ yolt).

On définit ¥ la fonction T-périodique sur IR telle que  V¢=0, X(¢)=x(¢).

1)

2)
3)

4)

5)

6)
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Montrer que si elle existe, la décomposition  y=y,+ y, estunique, c'esta direquesi y, ,
yf) y<01) et y(oz) vérifient les points (i) et (ii) ci-dessus et sont telles que

Vi=0, y(1)=y, (1) o (1)=) (0} 67 (0) alors o=y et 3= pf

Démontrer qu'il existe une constante C > 0 telle que  VZ€R, |x(¢)|<C.

+ 0

)

On pose pour tout réel ¢, yp(t)=f %(t—s)h(s)ds
0
Montrer que la fonction ¢y, (t) est bien définie sur IR et est T-périodique.

a) Montrer que  V¢>0, y(t)—yp(t)Z—f%(t—s)h(s)ds.
t
b) En déduire que  lim y(t)—yp(t)ZO. Conclure.
>+

Application : On suppose que A (¢)=e 'U(¢) et on définit I'entrée 2-périodique x(t) par
x(t)=1 si t€[0,1] et x(¢t)=0 si t€[1,2]

t
a) Montrer que  y,(¢)=e” f x(s)e’ds

0
b) Calculer J. x(s)e’ds

¢) Donner l'expressionde y p(t) sur [0;1] etsur [1,2[. Comparer avec le résultat obtenu
a l'exercice 20.

On considere l'entrée sinusoidale x (t) :COS(UJ t) U (t) Montrer que dans ce cas, Y p(t) est
un signal sinusoidal de méme pulsation ® et d'amplitude réelle  |H ( J (Jo)|



Viii) Corrigés

Sauf nécessité particuliére, les domaines de définition des transformées de Laplace ne seront pas
systématiquement précises.

Exercice 1.

)

Non linéaire : si x(¢)=2U (¢), y(t)ze_zu(t);ﬁZe_U(t) car en prenant par exemple =1, ona
e ’#2e¢" . Limagede x(¢1)=2U(t) n'estpas deux fois cellede U (¢).

Non causale : < 0:>y(t)=e_x(t)=l¢0.

Invariant dans le temps : si (S x(t)—)y(t)ze_x(t) et si a >0, alors l'image de  x(f—a) est
e_x(t_a>:y(t—a).

2)

Linéaire : en reprenant les notations du II), la sortie correspondant a le(t)+ sz(t) sera

t(hox ()4 woy (1) |=hotx (e} we () =0y, () +wy, (1) )

Causale : t<0=y(t)=tx(t)=tx0=0.

Non invariant dans le temps : la sortie correspondant a xl(t)ZU (t ) est yl(t)ZtU (l‘) mais celle
correspondant a xz(t)ZU(t—l) est y,(¢)=tU(t—1)#y,(t—1): sil'onprend =1 par exemple, on
a y,(1)=1 mais y (1-1)=y,(0)=0.

3)
Ona y(t)=(8+ U(t))*x(¢) et on reconnaitun SCLIT de réponse impulsionnelle /(¢)=8+ U (¢).
Il est donc a la fois linéaire, causal et invariant dans le temps.

Exercice 2.
1) Lafonction Xx (t) est égale a la fonction porte  II,., .
2)

Sans transformée de Laplace :

ona y(t):f e_(t_s)x(s)dSZJ‘ e I, (s)ds.
0 0

t t
Si t€]-w0,0[, y(t)=0 ,si t€[0,a], y(t)=fe_(t_s)dsze_tfesds:l—e_’, et si
0 0

t=a, y(t)=j e_(t_s)dSZ(e“—l)e_t.
0

Avec transformée de Laplace :
y=h*x avec h(t)=e 'U(t) et x(t)ZHO,a(t)ZU(t)—U(t—a), donc par transformation de
1 —ap) [ 1 1 —ap
o (p+ 1>(1—e )_(;_p+l)(l_e ) , donc,
par l'original, on obtient y(t):(l—e_t)U(t)—(l—e_[”)U(t—a) . On en déduit que :
si t€]—0,0[, y(t)=0 ,si t€[0,al, y(t)=1—e', etsi t=a:
y(l‘):(l—eit —t+a)_ —t

Laplace et le théoréme du retard, on obtient Y ( p)=

)—(l—e =le‘—1)e".
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Exercice 3.
Remarque : I'énoncé nous incite a ne pas utiliser la transformation de Laplace.

1) On procéde par encadrement et intégration. Soit =0
Vse[0;t], —M<x(s)<M
Vse[O t], —~Me "<x(s)sMe
t

—Mf ) s <x )SMJ' e "ds

—M(l—e t)éy(t)<M(1—e_t)

2) Sit <0, y(t)= 0 par causalité du systéme, etsiz>0,ona
—-M<—-M (l—efl)Sy(t)SM (1—e7')< M.
On en déduit quesi ViER,—M <x(t)<M, alors Vt€ER,-M<y(t)<M .
Le systéme est donc stable selon la définition 1 avec C=1.

Remarque 1 stabilité peut encore se retrouver de deux fagons différentes :

f |h |d f e 'dt est convergente.

0

: 1 L . o
Les poles de la fonction de transfert H ( p) = 1 sont de partie réelle strictement négatives.

Exercice 4.

Calculer l'expression de  x *y (t ) dans chacun des cas suivants . On répondra a la question dans un
premier temps sans utiliser la transformée de Laplace, puis on redonnera une solution avec transformée de
Laplace.

) x(t):U(t), y(r)=e*’U(t)

Sans Laplace : f Uls U(t—s)ds.
Si t<0, (x*y)(¢ ) 0 (Proprlete 2(111)) etsi 1=0:

st Ul(t—s)ds= fe lds=1-¢" .
Avec Laplace: TL(x*y)(p)=X(p).Y(p)= I 11 , donc, par l'original,

plp+1) p p+1
x*y(0)={1-e"U (1)

2) x(t)=e‘2tU(t), y() e'Ult)

Sans Laplace : f Uls)e " U (t—s)ds.
Si t<0, (x y)() 0 (Propriété 2(iii)) etsi t=0:

t

fU U (t—s) ds-_fe ds=fe7‘Hds=e7t—e72t. .
0

1 _ 11
p+2)(p+1) p+l p+2

Avec Laplace: TL(x* y)(p)ZX(p) Y (p)z( , donc, par l'original,

x*y(t)=le"—e U ).

117



3)  x(t)=sin(¢)U(t), y(t)=cos(t)U(t)

Sans Laplace : f U (s)sin(s)cos(t—s)U(t—s)ds.
Si t<0, (x* )( ) 0 (Proprlete 2(iii)) etsi £=0:

t
fU (s)sin(s)cos(t—s)U (t—s) ds—fsm )cos(t—s ds—%f sin (¢)+ sin (2s— t))d
0

t

:% ssin(t)—%cos(2s—t) O:%tsin(t).

p _—1d [ 1
(P17 2dp| pei

Avec Laplace: TL(x*y)(p)=X(p).Y(p)=

Par le 3) de la propriété 10, puisque 1'original de est sm(t ) U (t) , on obtient que

p2+1

x*y(t)Z%tsin(t)U(t).

Exercice 5.
1) Ona Y(p)ZH(p)X(p)Z);_E_pl):X(p)+1 ce qui donne X(p)z_—pl—L2 .
p
2)  x(t)-(1+1)U(2).
Exercice 6
D F(p)=5—t.
p P
15
2) Fl(p)=
) @>p%9
3
3)  F(p)=
) (p p+ 2p+ 10
2
4 F _ p+2
) F(p) ™
3p°—48
5y  F(p)=
) Flp) '+ 4)(p+ 64)
-3
6 Flp)=*—
p
7y f(t)=1e"U(z)
8) F@h—l—zwmmwmn)
(P;2)
9) F@hJCi%(mmmmmn

(p*+ 16)
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Exercice 7
i)

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6

-0.8
-1

0.8 |-
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1 1 1
-2 0 2

Par une formule d'addition trigonométrique, on a :

fz(t):%Sin(t)U(t)—\/%cos(t)U(t) , ce qui donne  F,(p)

iii)

1 T
0.8
0.6
0.4
0.2

0
-0.2 -
-0.4
0.6
-0.8
=l 1 | I
-2 0 2 4 6 8 10

Le signal f; (t) correspond au signal sin (t+ % U(t) retardé de % ce qui permet de trouver

:1+\/3_p e#

F
3(p) p2+1
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Exercice 8
_12

1) Ona x(t)=12(U(t)-U(t—10)) dou X(p)—p(l—e_wp)
2) Ona x(t)zsin(t)(U(t)—U(t—Jr)) ce qui peut se réécrire

x(t)=sin(t)U 1)+ sin(r—m) U (1—n) doa X (p)=—2

; (l+ein’7)
3) Ona x(t)=t(U(t)-U(t—1))+ U(t—l)ZIU(t)—(t—l)U(lt—l) d'ou
X(p>=§(1—ep).

Oralc?t):t(U(t)—U(t—l))+ (2=1)(U(t=1)-U(t=2))=tU(t)-2(¢t=1)U(t=1)+ (t=2) U (t-2)

d'ou

Exercice 9

a) par décomposition en éléments simples, [ (t): ¢ _Se U (t)
t=2 —t+2

b)par décomposition en éléments simples + théoréme du retard, £ (¢)= ¢ _Ze Ul(t—2)
¢)
Cas a=— 3 : par décomposition en éléments simples, £ (¢)=(1-3t)e U (¢).

at =3t
Cas a#—3: par décomposition en éléments simples, [ (t):% (t)

a
d) par le théoréme du retard £ (¢)=(¢—1 )6_4(t_1) Ul(t—1).

L. _ pt 1 pt 1 . . —t

¢)en écrivant F( p)= -3 on obtient £ (¢)=(cos(2t)—3sin(2t))e U ().

(p+17+2°  (p+1)+2°’

f) par décomposition en éléments simples et une technique similaire a celle du e), il vient

f(t):%(et—(Zsin(tHcos(t))e_t)U(t).

g) par une décomposition en éléments simples, on obtient

f<t)=(%sinw3‘t)+ %cos(\/gt)—%)U(t).

h) en écrivant que F( p):_T1 j_p

_
(p'+1)

) et par la propriété 10 3) on obtient que

f(t):_?ltsin(t)U(t).

i) par une décomposition en éléments simples on obtient £ (¢)= ezt(( 1 —%)sin(4t)+ 2005(‘“)) Ulr).

j) par décomposition en éléments simples + théoréme du retard, il vient  f (t)Z(ez(H[)—eH[) Ul(t—mn).
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k) par décomposition en éléments simples il vient £ (¢)= é ((3t+ 2)e'—2 eizt) U (1)

1) Puisque ® et € sont des réels strictement positifs, on a par décomposition en éléments simples :

si w#Q, alors f(t):cos(mt)—cos(Qt)U(t)

2 2
o —Q

si. @=Q, alors F(p)ZZ—Z—— (ﬁ) et par la propriété 10 3) on obtient que

f(t)Zﬁ.sin(mt)U(t).

Exercice 10.

1)

l—e ™
2
p

2)Ona x(t)=tU(t)—(t—=2)U(t—2) donc X(p)=

Exercice 11

- S . _ p+r1l _ 1 1
a) Par le Théoréme 2, si le signal x(7) existe, alors X = = — donc
) anal x(1) D= = T
x(t)=(1—1)e U (t). Laréciproque est immédiate par transformation de Laplace.
2
b) Par le Théoréme 2, si le signal x(t) existe, alors X(p)Zlezl l+ 3 __10 5
plp+2)° 4\p p+2 (p+2)

donc  x(t) :% ( 1+(3— 10t)e72t) U (t). Laréciproque est immédiate par transformation de Laplace.

¢) On raisonne par l'absurde. Par le Théoréme 2, si le signal x (t) existait , alors on aurait
2 2
+ . . . . +
X(p)= P 12 . Par la remarque (i) du Théoréme 4, c'est impossible car  lim P 12
(p+2) pa+o (p+2)
revanche, x(¢) existe au sens des distributions, et on peut facilement trouver que

x(t)=0+(5t—4)e U (¢)

=1#0. En
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Exercice 12.

D h()=teTU().

2) On al'intégrale _r |h(t)| dt convergente.
0

L'unique pdlede  H (p) vaut —+<0.

1 _i_ T
3) ) p(1+'cp)_p I+Tp

b yaalt)=l1-e U ()

4) Puisque x(#)=U(t)—U(t—2) ,lalinéarité et I'invariance dans le temps du systéme impliquent

t
. l—e T sit€[0;2]
que 3(0)= g6 pog(t=2). Onendéduit: yolt)=|] 2 \*y
e"™—1lle Tsit=2

Exercice 13

: —1 : .
1) La fonction de transfert posséde un pole double, ——, de partie réelle négative.

-t

2) ona H(p)=—r =1 onc n(t)=te’ U(s).
9p%+ 6 p+ 1 ( 1)
P+§

3)
a) Les racines de p2+ 3p+ 2 sont strictement négatives. Remarquer que pour a =0, la fraction se
simplifie et qu' il n'y a alors que deux pdles : —1 et —2. Le systéme (Sa) est-il stable ssi @ <0.

b)

. 1 1 1 ot
Hip)= = - d hit)= — Ult).
(i) H(p) Sripr2 p-2 p-l onc  h(t) (e e ) (¢)

) y''(¢£)+3y'(¢)+2y(t)=x(t) avec y(0)=»'(0)=0.

Exercice 14

Par le Théoréme 2, x *y admet une transformée de Laplace égalea X ( p)Y (p >:2(71) one
p\p+
1 1 1 _
X(p)Y(p)l=— —— d'ou * — (s t
alors (p)Y(p) p2+ 1 p dou (x*y)(t)=(t—1+e ") U(2).
Exercice 15.
1
Da) X(p)=—
p+1
b)Ona Y ( p)=7+ Hp_ 51 + 40 Une patiente mise au méme dénominateur donne le

p2+ 1 p+ 3 p+ 4 ’
résultat voulu.

c)Ona H(p)zy(p)z 170p

X(p) (p+3)(p+4)
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2) Les deux poles sont — 3 et — 4, de partie réelle strictement négative.

170 _ 170 170

p+3)(pra) pr3 prd O

3)Ona Yind(p):H(p)X(p):(
Yina(£)=170(e =) U (2).

Exercice 16

) x(t)=e U (t).
2) x(t)=

j
2
3) x(t)Z%(eZt—eZt)U(t).
4) x(t)=U

5) xwzém—eﬂuuy

6) x(t)=2e¢ "'sin(2t)U(¢).
Exercice 17

1
I+Tp

by h(1)=1eU(1).

¢) S'obtient par I'écriture du produit de convolution y=h*x

1) ay H(p)=

2)

s—t
a)Si Vt=0,x(¢)=0 , la fonction dans l'intégrale f e ™ x(s) ds estpositive et 'on déduit du
0
e)que V=0, (1)=0.
b) Soit #=0. Alors:

s—t s—t -

Vs€[0;t], —e T <e T x(s)<e 5 donc T

of—aw
O ) ~

t
s—t 1 Eid -t
Enposant u=—%— ona fferds:fe“dMZI—eT donc
0 —
T

—t —t
Vt=0, —(l—eT)<y(t)<l—eT dou. Vt>0,—1<y(t)<I
Exercice 18

1) Stable : un seul pdle, — 2 <0.
2) h(t)=e2U(1).

3) yind(t):%(l_eZt)U(t)

4)a) y'+2y=x.
b) Puisque V=10, x(¢)=0, ona y'+2y=0 sur [10;+ o[ donc il existe une constante A telle
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que pour toutréel  t>10 ,onait y(f)=Ae ™.
Sya) x(¢t)=U(t)-U(t—a).

b)Par linéarité et indépendance dans le temps,ona y (t ): Vind (t )— yind(t —a)
c) V=10, y(t)Z%(eza—l)eh.

6)Par identification, %(eza -1 ): 4 dou a=In(3).

Exercice 19
1) Tracé de  f,(1):

2 T T I T T T T
1.5 | -
1

0.5

0

05 | -

-1 1 1 | 1 1 1 1
4 -2 0 2 4 6 8 10

2)a) Le signal t= f O(t) estdutype E, pourtout AEIR, cara durée finie. Par la propriété 7,
F 0( p) est définie sur C tout entier.

b) Par le théoréme du retard, F,(p)= 1+2e p.

p+1

3)a) Lesignal - f 1(t) estdutype E, .Parlapropriété7, F 1( p) est définie sur (au moins)
[zeC:Re(z)>0].

b) Ona f,(t)=f\(t=2m)=7,(¢).

¢) On a par le théoréme duretard : WV p€{z€C:Re(z)>0], Fo(p)Z(l—e72w)Fl(p) d'ou

Fy(p) 1+ ™ I

A= (p*+ D[1=e) (P4 1)l1—e ™|
4) Lesignal = f z(t) estdutype E, .Parlapropriété 7, F 2(p) est définie sur (au moins)
[zEC:Re(z)>0}. Ona cette fois pour tout réel ¢ f,(¢)—f,(t—m)= f,(¢) d'on, par le théoréme
l+e "’

(p+ 1)[1—e)

duretard, Vp€[{z€C:Re(z)> 0]}, Fo(p):(l—e_”p)Fz(p) dou F,(p)=

Exercice 20

A)
1) Delarelation (E) : y'(¢t)+ y(t)=x(t), avec (0¥ )=0 on tire, en passant a la transformation
Y(p)_ 1
de Laplace: (p+1)Y(p)=X(p) dou H =—F5= .
()7 (p)=X(p) o H,(p)= =L

2) Le nombre — 1 est I'unique pole de  H ( p) . Le 1) du Théoréme 5 permet de conclure a la stabilité de

(s) .
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3)a) h(t)=e'U(t).
b) L'intégrale f |h (S) | ds converge et le 2) du théoréme 5 permet de conclure a la stabilité de (S ) .

4 0na yind(t):ih(s)ds:(l—e’)U(t).

5) a) Si y est un signal, la fonction z définie par Z(t )=y (l‘)—y(t—2) en est clairement un aussi (la

propriété 15 permet de prouver la croissance au plus exponentielle). En passant a la transformation de
_ Z

Laplace, on obtient Z(p)Z( l—e 2p) Y(p) doulonobtient Hy (p) =% =l—e

p

D)Ona Yy, (t)=U(t)=U(r=2)=T1,(t).

—2p

B)
Daybona f(1)=(2)(x,(2))=I,,(z).

o F(p)=1=¢

dOna F(p)=Hy(p)X,(p) dou X,(p)=

2)
a)Ona YO(P):HS(P)Xo(p)

_ 1—e”
_p(p+}2(1—€2")
b)Ona  Zy(p)=Hs(p). Yol p)=——

1 1p(p+1)

c)Ona Zo(p)Z(l—e_p)(;—ﬁ) donc VreR, zy(t)=(1—e YU (¢t)-(1—=e " U(t-1)

Pour 722, celadonne zy(¢)=(1—e')—(1—e*')=(e—1)e™. Lesignal z,(¢) n'étantpasnul sur
[2,+00[, lesignal yo(t) n'est pas 2-périodique .

3

21) En faisant une translation verticale de —oa.

b) yo=(8)(x.)=(8)(x=aa U)=(S)(x))—a(S)(U)=yy= 0 yiug
d'ou, par le 4) de lapartie A :  y,(t)=y,(t)—a(l—e )U(t).

¢) Par linéarité du systéme (2 ), ona

zo(0)=zy(1) = (2)((1-e ) U (1) |=2(0)—a|(1-e U (1)~(1-e ") U (1-2))
donc, pour 7>2, za(t):zo(t)—oc((ez—l)eft).
En utilisant le 2)c) on a

V=2, Za(t)Z(e—l)e_t—a((ez—l)e_t)Z(e—l—OL(ez—l))e_t.

d) Le signal  y, est 2-périodique si et seulementsi  V¢>2, Za(t>:0 , donc, si et seulement si
e—1 1
x_owl

e—l1—a(e’~1)=0 cequidonne o=

4) 11 suffit de dire grace au 3)b) que  yo(1)=y, (t)+ a(1—e ) U (1)=(a U (t)+ y (t)|-0e ' U(t) ce

qui donne le résultat voulu avec ¢ (t )ZOL U (t) + ya(t) qui est bien un signal 2-périodique. Si ¢ tend vers
+0o0, leterme oe ' tendvers 0donc y,(¢)—q(¢)=>0.

Puisque z, (I)Zya( t)—y“ (t—2) on en déduit par le 3)b et le 2)c que
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Viel0:2], yult)=z.(1)=z(1)~al(1-e"))=(1—e")~(1—e* YU (1= 1)-al(1-e)]
=(1-a)(1—e")~(1—e U (t-1).

Il vient alors que  V¢€[0,2[, ¢(t)=a+ y (t)=1—(1—a)e '—(1—e U (t—1).

1- e’ sitel0,1]
. e+ 1 g
Ainsi, cp(t)z ) , avec 2- périodisation sur [0+ 00
€ e site1;:2]
e+ 1

Exercice 21

1) Ona Yy, (l‘ ): ( U *h)(t ) , et en appliquant la transformation de Laplace a cette égalité, on
obtient la relation demandée.

1 1 6
2) a) Y, (p)=2(—— )=
‘ p p+3) plp+3)
b) Se déduit du 2)a) et du 1)

3) a)Le nombre — 3 estl'unique polede H ( p). Le 1) du Théoréme 5 permet de conclure a la
stabilité .
b) h(t)=6e'U(t).

4) Soit x un signal d'entrée. Si I'on considére z I'unique solution sur IR de

<20+ 32 (1)=x(1)
z(0)=0
1, 1 (=
La fonction z estun signal (causal car solution de EZ (t)+52(t)_o sur |—o0:0] , donc nulle

z(0)=0
sur |—o0:0] , acroissance au plus exponentielle par la propriété 18) donc il admet une transformée de
Laplace Z ( p). Par le 1) de la propriété 10, puisque z est continue et dérivable par morceaux sur
[0+ ,lesignal =z '(t ) admet aussi une transformée de Laplace égale a
pZ ( p)—z (O)Z pZ ( p). En utilisant donc la transformation de Laplace dans 1'équation différentielle, il

vient : (lp+l)Z(p)=X(p) dou Z(p)= X (p) =H(p)X(p)=Y(p) ou Y(p) estla

67" [
6’72

transformée de Laplace de y, la sortie associée a x.
On déduit du Théoréme 3 que y = z.

5)
a) Puisque xa(t)z U (t)— U ( t—a), la linéarité et I'invariance dans le temps du systéme
montrent que ¥, (¢)=y;,q(t) = yiglt=a).
2(1—e ) si t€[0;a]
b) O t)= .
yona  ,(1) 2(e*—1)e ™ sit=a
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w|

¢) Le maximum de

t)| vaut y,(a)=2(1—e ™) .Lesignal y,(¢) estdétectable si et
seulement si 2(1—e ™*)>10"" ce qui donne a>%ln(0,95)~0,017.

Interprétation : un signal d'entrée trop court donne une sortie indétectable.

6)
6w
a)Ona X(p)J=—2— et Y(p)=H(p)X(p)= —
pto (p+3)(p+ o)
b) On a par décomposition en éléments simples :
6w 6w 1 p—3
(p)= = - d'ot
(p+3)(p*+0’) @+9\P*3 p+o
()= 6200 e+ 26 (—wcos(w?)+ 3sin(wt)),
o+9 o+9
¢) Découle du 6)b) en remarquant que  lim 62(0 e '=0.
2+ O+ 9

d)

(i) On fait donc l'approximation y (t)z 9 (—U) COS( o t)+ 3 sin((u t)) . C'est alors un

o+
signal purement sinusoidal d'amplitude réelle A= % . \/ o+ 9= = d'ou le
w+9 \/ w+9
résultat.
(i) On doit avoir \/ ———<0,1 donc ®>+/3591 . Le systéme se comporte comme un
w+9
filtre passe-bas : une entrée de fréquence trop €élevée implique une sortie indétectable.
eSs eSs
7)a)Ona VseR, —%< x(s) e’< 20 puis, par intégration entre 0 et > 0 :
1 L 3 L35 1 L3
Vt>0, =30 Jlo e ds<f0 e x(s)ds<%f0 e’ ds
ce qui donne le résultat voulu par intégration des exponentielles.
t t
b) Puisque V>0, fx h(t— s)ds=6fe_3<t_s)x(s)ds=6e_3tf > x(s)ds |
_67310 o

on déduit de la question précédente que  V¢>0, ?(e&— 1)<(h*x)(t)< 10 (e¥~1) ce

qui conduit au résultat demandé.
¢) Onremarque que V70, 1—e <1 et V=0, —I< —( 1 —e73t), ce qui donne par le
7)b) :

Lo (hrx)1)< =

10 10

1
c'est a dire —<
IREACANT)
Interprétation : grace a la stabilité du systéme, une entrée suffisamment faible donne une sortie indétectable.

: le signal y(t) est alors indétectable.

127



Exercice 22
1)
a)

() Veel0;1], h(t)Z%h(t—l)+ U(t)=U(t)=1 car t—1<0 et/ est causale.

(il) On raisonne par récurrence.
Pour n = 0, la propriété est vraie par le (i).

n

Soit 7 un entier naturel tel que V¢ €[n ;n+ 1], h(t)=2— 3 .Prenons t€[n+ 1;n+2[. Ona
B 1 _1 1 B 1 n+ 1 ‘ )
alors h(t)—Eh(t—1)+ U(t)—z 2—— M 1=2- 5 par I'hypothése de récurrence, vu que

t—1€[n,;n+ 1]. Cela prouve la propriété au rang n +1 et achéve la récurrence.

b) Considérons la fonction causale constante sur chaque intervalle [7n,;n+ 1[ telle que

Yi€[n, n+ 1], h(t):2—(%)n .

Alors £ est continue par morceaux, et vérifie 'encadrement V¢ €[0,+ o[, 0<h(#)<2 : elle est de type
E, donc est un signal admettant une transformée de Laplace H (p) définie pour Re(p)>0.
Soit t€IR.

Si 1<0, alors h(t)—%h(t—l):U(t):O

Supposons =0 et soit n la partie entiére de ¢, c'est a dire I'unique entier vérifiant 'encadrement
n<t<n+1. Alors:

sin=0,ona h(t)—l

2
donc h(t)—%h(t—l)=2—(%)—%(2—(231)

t>h(t) telque VieR, h (t)—%h(t— 1)=U(t). Parle 1)a), c'est le seul a vérifier cette relation.

h(t—l)ZI—OZI cart—1<0,etsi n=1, ona t—1€[n—1,n|

=1 . La fonction / ainsi construite est donc un signal

Par le Théoréme du retard, on déduit de cette relation que, WV p€C tel que Re ( p)> 0:

H(p)—%e_”H(p):i dou  H(p)=——

p l—Ee_p

2)
a) Puisque lim %(7)=2, ona f |h(2)|dt=+ . Ce systéme est instable.
0

>+
Remarque : on ne peut pas utiliser le 1) du Théoréme 5 tel qu'il a été énoncé dans ce cours car  H ( p) n'est
pas une fraction rationnelle de p.
b) On considére un signal d'entrée x. Ona Y (p)=H (p)X (p) donc

Y(p)—%e_pY(p):(l—%e_p)H(p)X(p)Z%p) de par l'expression de H(p)

(comme d'habitude, sous-entendu, pour p complexe de partie réelle assez grande)..

X t

M a pour original le signal ¢ = f X (s) ds et par la propriété 9
p 0

Par la propriété 11,

Y(p)—%e_p Y(p) apouroriginal - y(t)—%y(t— 1) , donc, par le Théoréme 3 la relation
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Vipl-gev(p)=SLe)

implique la relation demandée.
¢) Remarque : parlant de fonction et non pas de signal, on ne peut pas supposer / a croissance au
plus exponentielle, ce qui, rigoureusement parlant, nous interdit d'utiliser la transformation de
Laplace.

Supposons qu'il existe deux fonctions f, et f, causales et vérifiant la relation

VielR, fl.(t)— fx ds, i€(1,;2].

Posant f,=f,— f ,, on obtlent une fonction causale qui vérifie la relation

VieR, fo(t)—%fo(t—l):

Puisque f, estcausale, la relation ci-dessus montre qu'elle est nulle sur [0, 1] et, par une récurrence
facile, qu'elle est nulle sur [0, 7| pour tout entier naturel . On en déduit alors que o ©sttoujours
égale a0 doncque f,=f,. Lafonction y=h*x estlaseule fonction causale fa vérifier la relation

\ﬁeR,fmg—%fu—n:jx@pk

d) Soit # un réel positif. En notant [#] la partie entiére de 7, c'est a dire l'unique entier tel que
t€[[t],;[t]+ 1[, on obtient que pour tout entier naturel n tel que n=>[¢]+ 1, x(n—t)Z() par

+ 0

causalité du signal x. On en déduit que la somme z —X (t —n) est finie et vaut
n=0

[1] 1
n=0 2n

n+1
1— (% eip ) n 1 k
Ensuite, en posant n=[t], ona ——7/ = (— o’ ) , d'ot I'on déduit que

1_56—1? k=0 2
k n+ 1
B 1 & (et (e &1 o 1 e
Hlp)=———=7 :(7 (7) I P e T
1—_€p k=0 1__e[7 k=0 1__eP
I3 2 2
ce qui donne, sachant que Y (p)=H (p)X (p):
1 7kp e—(n+1)p X(p) 1 n 1 o (n+1)p
+ . =—.) —e "X(p)+ Y
;)2 X (p)+ = p(l—le“’) -2 re X (Pl Y (p)

En passant a l'original et toujours par les propriétés 9et 11, on obtient la relation :

YueR, y(u fz—xs k)ds+ 2n+1 y(u—(n+1))

0k0

d'ou

fz—x s k ds+ 2nl+l.y(t—(n+ 1))

0 k=02
ot ¢ est le réel positif choisi au départ et n=[1].
Enfin, puisque ¢—(n+ 1)< 0 ona y( (n+ 1))—0 donc la relation ci-dessus devient

IZ—wskw.WZ—xsszwwe

0k0
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Vizn+1, ,Vs<t s—k<l—n—1=t—([t]+ 1)<0 dou x(s—k)=0 et

Vse[0,1], z Z%x(s—k).

k=0 k=0

e) On applique la relation précédente pour obtenir :

T R )f“(l)l(?)

0 k=02 0 k=0 2 k=0

La formule générale est  y(¢)= 1 - (l—em)(l—(
e

Exercice 23

1) Onaléquivalence sin(z)~¢ enOdonc f(0*)=1. Ona f(0~ )=0 donc la fonctionf
admet une discontinuité de premiere espece en 0, et est clairement continue ailleurs.
2) La fonction f'est bornée par — 1 et 1 donc c'est un signal du type E, donc par la propriété 7 est

définie (au moins) sur |{ pEC:Re(z)> 0].

3) a) Par la propriété 10)3, p = F(p) estdérivable pour p€J]0;+ o et F'(p) estla
transformée de Laplace de —¢ f (¢)=—sin(¢)U(¢). On a donc

Vpel0o+w[,F'(p)= —1

|

b) Parle 1) du Théoréme 4, f(0* )= lim pF(p)=1 .On en déduit que

p+o, pER

lim F(p)=lim l(pF(p))ZO par produit de limites.

p2+o p>+© p

¢)Puisque Vp€]0;+ [, F'(p)= ;1 o il existe une constante C telle que
p+
Y p€]0,+ o[, F(p)=C—arctan( p).
La condition lim F(p)=0 implique que C =%.

p2too

' sin(t)eit T TT_ T
0] 1 ——t——dt=F(l)=2——==.
n a alors _(]: ; (1) 244
: ¥ sin , ,
4) On remarque que  lim y(z)= f (s) ds donc yestun signal dutype E, etla propriété 11
>+ 0 R)
_F(p) o y
donne Y ( p)— pour tout nombre complexe de partie réelle strictement positive.
P
L'application du Théoréme 4 donne  lim y(¢)=lim pY (p)= lim F (p)=Z dou
( ) t>+0 p= 0" p- 0" 2
*Fsin(s e
ds=>=.
2

0
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Exercice 24

+ o0
1) Le systeme étant stable, I'intégrale f h(t) dt converge absolument donc converge. On a
0

t + 0
Vt=0, yind(t)Z(h*U)(t)th(s)ds qui tend donc vers f h(t)dt sittendvers +oo.
0 0
Puisque l'intégrale f |h (t) |dt converge, H ( p) existe pour tout nombre complexe de partie réelle
0

h(t)dt=1im y () .

1>+ 0

supérieure ou égale a 0, donc pour p=0 en particulier et alors, (O)=

o%g

2)
a) Puisque lim x (t) =0 , en utilisant la définition de limite, il existe a>0 tel que
>+

Vt>a, |x(t)|<1
La fonction ¢=>x (t) est continue par morceaux sur ' intervalle [0 ;a ] .D'aprés le Théoréme 2 du
chapitre des fonctions élémentaires, elle est bornée sur cet intervalle, il existe donc M =0 telle que
Vt€[0;a], |x(¢t)|<M . Enprenant C=Max(1,M), on obtient le résultat demandé.

b) Puisque lim x(¢)=0 , d'aprés la définition de la limite, pour tout entier naturel n, il existe
t>+0

a,>0 telque Vi=a,, |x(t)|<

T En considérant f,=a,+ n=a, ,onaclairement les

n

points (i) et (ii) vérifiés.
t

) 3
¢) On a d'abord _[ h(s)x(t—s)ds <f |h(s)x(t—s)|ds.
0 0

: Az oL _ 1
Ensuite, Vs€|(0, 2] ,ona s>2>tn donc par le b), |x(t S)|ds< P donc
t t t
2 2 L2 | e
{h(s)x(t—s)ds <{|h(s)x(t—s)|ds<n+ 7 {|h(s)|ds<n+ 7 { |h(s)|ds.

D'autre part,, Vs€ ‘tl ,ona |x(t—s)|dS<C par le 2)a), donc

[ h(s)x(i=s)ds|< [ 1n(s)x (t=s5)lds<C [ Ih(s)|ds

SCJI |h(s)|ds<Cf |h(s)]ds.
t5 n

d) Soit €>0. Puisque lim( ! J‘|h(S)|dS+Cf|h(S)|dS):0 , il existe un entier N tel
na+oo | B+ 1 0 "

00

que I f |h(s)|ds+ Cf lh(s)|ds<e. Parlaquestion précédente, si t=>2¢,, ona
N

h(s)x(t—s)ds+ jh(s)x(l—s)ds

[l
© Sy [~

2
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y()|<|| A(s)x(t=s)ds|+ || h(s)x(t—s)ds

ob;m\m
ol —

1
<
OIS o

ly(¢)|<e parle choix de N.
Ainsi, pour tout €>0, ona | y (t ) |<8 des que 7 est plus grand que 27, . Cela signifie que
lim y(¢)=0
{3+
On a ainsi démontré le résultat trés important suivant: la sortie correspondant a un signal qui tend vers 0 en
+00 tendversOen + o0

fo|h(s)|ds+ C f Ih(s)|ds parle2)c)
0 N

3) Cela signifie que  x(¢)=IU (¢t)+e(t) ou t->&(t) estunsignaltel que lim e(¢)=0. Par

2>+
le 2), la sortie associée a ce signal a une limite nulle en + 00 , donc, par linéarité du systéme, le signal
t- y(¢) alaméme limite que L y,,(¢) .Ondéduitdul)que lim y(z)=H(0). lim x(¢).

t>+o00 t>+o0

4)
a) Soit a€]0,1].
Par la condition (F), y est alors a durée finie car x l'est. Donc il existe 7> 0 tel que
Vt=T,, y(t)=0. Or,puisque x(¢)=U(¢)—U(t—1), par linéarité et invariance dans le temps du
systtme,ona  V:€R, y(t)=y,  (t)—y,(t—1) donc Vt=T,, y, . (t)=y,.(t—1) dou
VizT, yind(t+ l):yind(t)'
b) On refait le méme raisonnement avec l'entrée  x (t) =II,., (t) qui est lui aussi a durée finie.

¢) Parleb), larelation y, ,(n+ Ty+ a)=y,  (n+ T,) estvraie dés que n+ T,>T, clesta
dire dés que n>T,—T,.
d) Soit # un entier tel que ~ y, ,(n+ T+ a)=y, (n+ T,). Larelation
V=T, Vina {1+ 1)= ;1) implique que 4 (n+ To)=p,4(n—1+ T)=..=y o (T,) et
Vg Tt @)=y, (n—1+ T+ a)=..=y, (T o+ a)
On déduit alors de la relation  y,  (n+ T+ a)=y, ,(n+ T;) que . (T,)=y.s(To+ a)
Cela étant valable quel que soit >0 donc y ., (t ) est constante sur [ 7 ot oo .

t

e)Ona V=0, yind(t)ZIh(S)dS donc puisque (¢ est constante sur [T, + o[,
0
on déduit que V¢=T, h(t)=0.

5) Un systéme stable ne vérifie pas forcément la condition (F) puisque sa réponse impulsionnelle n'est
pas forcément & durée finie : par exemple, considérer le cas /i (t)=e U (t).
En revanche, un systéme vérifiant la condition (F) est nécessairement stable, puisque si / est a durée finie,
+ o0

l'intégrale f |n(¢)|dt converge donc le systéme est stable.
0

6) Supposons que 4 soit & durée finie: 3T ,>0 tq V=T h(t)=0.
Considérons une entrée a durée finie x, et soit y la sortie associée.
Hexiste T,>0 telque V=T x(t)=0.
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t
Alors, pour toutréel ¢>7T,+ 7T, ona y (t)ZI h(s)x(t—s)ds=0. En effet, sinon, il existerait un réel
0

t>T,+ T, etunréel s€E€[0,¢] telsque h(s)x(t—s)#0 cestadire h(s)#0 et x(t—s)#0
donc s<T, et t—s<T, donc t=s+(t—s)<Ty+ T, cequinestpas.
Une entrée a durée finie a une sortie a durée finie donc le systéme vérifie la condition (F).
Ainsi, on a prouvé que la condition () est équivalente a ce que la réponse impulsionnelle soit a durée finie.

Exercice 25
1) Le systéme se raméne 2 y'(¢#)=x(¢), avec la condition initiale y(0)=0, c'esta dire que
t
y (t)z f x(s ) ds. On reconnait l'expression du systéme intégrateur de réponse impulsionnelle
h(t)= IOJ (¢).

2) On procede par analyse-synthése pour montrer l'existence et I'unicité de y.
Si y est un signal continu et dérivable par morceaux tel que y'(¢)+ A (e_2t U (t)) *y(t)=x(t) et

y (0)—0 , alors par la propriété 10, y et y" admettent une transformée de Laplace et on a pour tout nombre
complexe de partie réelle assez grande :

pY (p)+ R TL{[e U (1)) y (1)) ()= X (p)
pY (p)+ ?LM:X(p) par le Théoréme 2

pt+2
d'ou

+2

Y(p)=—=—.x(p)
p+ 2p+ A
+
La fonction rationnelle p = % qui est de degré strictement négatif, admet un original /
p+2p+

dérivable (propriété 14). En réutilisant le Théoréme 2 et aussi le Théoréme 3, on déduit que nécessairement
y=h*x. Celamontre l'unicité de y. Il reste a vérifier que la fonction y=h*Xx estun signal continu

et dérivable par morceaux tel que y'(f)+ A (67% U(t)) *y(t)=x(t) et y(0)=0

Puisque x et 4 sont des signaux, il en est de méme de y, et par la propriété 2 (iv), y est continue et dérivable

par morceaux. On on par le Théoréme 2 :

+ 2 1
Y(p)=—Z=— X (p)=——=—x ()
p+2p+}\. p+
p+2
donc
pY (p)+ =¥ (p)=x(p)
p+2

et en prenant 1'original, avec les propriétés déja utilisées ci-dessus :
VieR, y'(t)+ Me U (t)* y(6)=x(1)

La condition y(O) =0 provient de la continuité et causalité de y.

La construction de y montre que 1'on définit ainsi un systéme (S) de fonction de transfert égale a

_ p+2
H —__ pPT<s
(p) p2+ 2p+ A

3) A0.
4) a) Un pdle est une racine du polyndme p°+ 2p+ h. Son discriminant vaut A=4(1—A)>0 car
A<O0, doncilya deuxpdlesréels p, et p,
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b) Le produit des racines de  ap’+ b p+ ¢ vaut € done P, P,=A<0.
a

¢) Le systéme est instable car puisque p, et p, sontréelsavec p,p,<0 ,un desdeux pdles estun
réel strictement positif. Le Théoréme 5 1) permet de conclure.

5)a)Puisque A=4(1—A) ,ona des pdles non réels si et seulementsi A> 1.

b) Si et seulementsi A=1.

c) Ae]0;1].

d)Danslecas A>1: ona deux pdles de partie réelle égale a — 1 <0 : le systéme est stable.
Dans le cas A =1: un seul pole double égal a—1 <0 : le systéme est stable.
Danslecas O<A<1: onadeuxpoles p, et p, telsque p,p,=A et p+ p,=—2.
La condition p, p,=A>0 prouveque p, et p, sontnon nuls et de méme signe, et la relation

P+ p,=—2<0 montre que le signe commun est —.On en déduit que : le systéme est stable.

p+2 _  p+l +l 3
p+2p+ 10 (p+1)+3> 3 (p+1)+3°

h(t):e_t(cos(3t)+%sin(?,t))U(t).

6)Ona H(p)= d'ou

On a
_H(p)_ p+2 _1(1 p=3 |_1[1 p+1 4 3
Yind(p)_ - 2 Y > a2t % 2 2
P p(p’+2p+10) S\p p+2p+10] S\p (p+1/+3> 3 (p+1)+3
d'ou
1 —t 4 .
yind(t)—g(l—e (cos(3t)—§sm(3t)) U(t)

Exercice 26

1) On procede par analyse-synthése pour montrer l'existence et l'unicité de (t) .
Si y est un signal tel que Vz€R, (eit U(t))* y(¢)=Ay(¢t)=U(t), alors en prenant la transformée de

. 1 1 . p+ 1
Laplace, on obtient | ———A|Y(p)=— dou Y(p)=—F—""F——

. La fraction rationnelle

p+1
p(l1-A=hAp)

Réciproquement, si yx:(TL)_l(p(l p 1 )) , alors la fonction t-)(e_tU(t))*yx(t)—ka(t)

est de degré strictement négatif, donc par la propriété 14, elle admet un original y .

—A—Ap

+1 L
P =— donc par unicité de

1
est un signal dont la transformée de Laplace vaut ( —?») =
p+1 ")p(l=h=hp) p

loriginal,ona V¢€R, (e U (¢))* y, (t)=hy,(£)=U ().
p+ 1 1 p+1

Y =t =—- 4+ :
2) Ona k(p) p(l—?x.—?x.p) 5 T Nous avons deux cas
plp=——)
) PR _—p+l_—-1 1 _
(i) A=1: (poledouble) Y,(p)= —=———— donc o (t)=—(1+ 1)U (2).
g lp lp 1 1
ii #1: 0 i Y = —— . 'ou
(i) A (deux poles simples) Y, (p) =% 7 n(=A) ; = d'ou
—
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)= 117\(1—% 19’)u<t).

3) La solution yk( ) est bornée si et seulement si  A> 1 (I'exponentielle est alors bornée sur

[0,+[). Onaalors VA>1, lim y, ()= 11}\‘
{3+ ®

4) a) On procede encore par analyse-synthése pour montrer l'existence et I'unicité de (t) .
Siy est un signal tel que V¢€IR, (e_t U (t))* y(t)=Ay(t)=x(t), alors en prenant la transformée de

o . 1
Laplace et en utilisant le Théoréme 2 , on obtient P —A|Y ( p)ZX ( p) d'ou
p

+
Y( p)zpil X (p) (sous-entendu, pour p de partie réelle assez grande) . On a, puisque A #0,

I-A—=Ap
I-A—Ap A~ 1-A—Ap A 1-A
P
donc nécessairement,
-1 X(p)
Y =\ X _ N
()= X (p)+ e
A

d'ou, en prenant les originaux et en utilisant le Théoréme 2, on obtient :
- 1=
p(0=ZH (e <2l o))

— -
Réciproquement, si I'on définit y par l'expression y (t)ZTl (x (t)+ X (t) * (e U (l‘ ))) , alors on a un

signal (par somme et produit de convolution de signaux) dont la transformée de Laplace vaut

Y(p)=5| X (p)+ pfg -t ;px<p>:7ip_>k
A +

d'ou pt 1

Y(p) y (p)=x(p)

p+1

et en prenant l'original

VieR, (e U(0))* y(e)-ny(t)=x(r) . 7

On a de plus I'expression  y t) _1 ( )+ x(t) (eTt U(t))) qui se réécrit sous la forme :

VieR, y(t)=ax( +bfx =) gs,
0

avec a= b—Tl et c=—— .

b) Remarque : le systéme (S x) n'est pas un systéme a noyau de convolution (ou plutét son noyau
de convolution contient un Dirac), donc, nous ne pouvons pas utiliser le Théoréme 5 tel qu'il a été
présenté dans ce cours. Il nous faut revenir a la définition 1.

Le systtme (S, ) est stable si et seulement si le systéme (So,k) cx(1)~ j/(t)be x(s)ec(t_s)ds est

stable. En effet, soit 7> x (t) un signal d'entrée tel que V7€IR, |x( t) |<1. Alors:
si (Sx) est stable avec une constante de stabilité C, on a |j/ (t)|:|y(t)—a x(t) |<(|a [+ C) donc
(S 0,9») est stable de constante de stabilit¢  (Ja[+ C)

si (So,x> est stable avec une constante de stabilité C, on a |y(t)|= |5/(t)+ a x(t) |<(|a |+ C) donc
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(S,) est stable de constante de stabilit¢  (Ja [+ C)

t
Or, le systéme (So,x> est stable si et seulement si J. |ecs|ds converge c'estadiresi ¢= 8 <0 .
0

On en déduit que (S, ) stable =A> 1.

5) On a par ce qui préceéde

V()= x (e L2y
S I GRS Py

d'ou par décomposition en éléments simples :

-1 3 . 2
T e

1
2
—t

ce qui permet d'obtenir l'expression y(t)ZI—é 3e"+2e?|U(t) .

Exercice 27

1) Supposons que V>0, y(1)=y, (1)+ vy (1)=y (0)+ v5'(0)
Alors, V120, y, (1)~ ()= 05 (6) =5 (1)
d'ou
(1) : Vt=0, VneN, y(;)(t+ nT)—y(pz)(H nT)= y(oz)(t+ nT)—y(O])(H nT)
D'une part, par T-périodicité, ona V>0, VneNN, yp (t+ nT)— y(pz)(t+ nT)=y(;>(t)—y(p2)(t) .
D'autre part, puisque  lim yo( )=0 pouri=1,2,ona W¥¢>0, lim y<02)(t+ nT)—y(Ol)(H nT)=0 .

t>+w n=>+ o

Ainsi, en faisant tendre # vers l'infini dans la relation (1) , on obtient V/¢>0, y(;)( )— y » ( )=0 donc
y(;):yf) et ainsi y(ol):yé)z)

2) Par le Théoréeme 2 du chapitre sur les fonctions élémentaires, il existe une constante C > 0 telle que
Yt€[0;T], |x(¢)|<C. Par T-périodicité de la fonction %, on en déduit que
VieR, |x( Jl<C.

3) Pour t€R, ona |X(t—s)h(s)|<C|h(s)| et f|h )|ds converge par stabilité du

+ o0

systéme, donc l'intégrale f X (t —S) h (s) ds est convergente car absolument convergente. Cela
0
prouve que la fonction =y, (t) est bien définie.
Enfin, yp(t+ T)= f F(t+ T—s)h(s)ds= f %(t—s)h (S)dS:yp(l‘) par T-périodicité de la fonction
0 0

X. Lafonction ¢-=y p(t) est donc T-périodique.

t +
4) a)Ona V=0, y(t fx(t s)h(s)d. ffct s)
0 0
Or,pour s€[0,¢], t—s=0 dou x(t s)=%(t—s) ce qui nous autorise a écrire :
V=0, y(t)—yp(t)ZI)Nc(t—s s ) ds— f (t—s) ds——f %(t—s)h(s)ds
0 0 1

par la relation de Chasles entre intégrales convergentes.
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b) On a donc,

= Hj%t K a’s

t

<f |X(t—s)h(s) |ds<Cf |h(s)|ds
t

l‘

+ o0

et la convergence de l'intégrale f |h(s)|ds permet de déduire que lim J. |h(s)|ds=0 doul'on

0 >+
conclut que lim y(t)—yp(t)ZO.
t>+0
5)
a) Soit t€R. Ona

+ 0

. t
v, (0)= [ 5(1=s)h(s)ds= [ %(0)h(1—0)(~d 0)= [ %(o)h(t—0)do
0 t -

en faisant le changement de variables O=¢—s .Ona alors:

t
fx Je'e’U(t—o)do=e fx eGU(t—O)d():e*tfic(G)eGdo car
VOE] w,t], t—0=0 dou U(t— 0) 1. -

b) On a
0 v —20-1
fx(s)esdszz f x(s)e'ds
— n=0-2n-2
car x(s)=0 sur tous les intervalles de la forme [—2n—1;—2n[ ,d'ou
0 —2n—1 —2n—1
:f x(s)e'ds= Z f e’ ds= Z f e'ds= Zefzn e
—® n=0 —2n-2 n=0—2n-2
+© -1 -2
=( e —eiz) z e :% (série géométrique)
n=0 —e
_ 1
e+ 1

¢) Supposons t€[0;1[: ona

t 0 t —t t
yp(t)zeft‘f x(s)esdszet(f x(s)e’ ds+ f x(s)e‘vds)=ﬁ+ eitf e’ds
Lo —o0 0 0
—t
_ € I S e
e tlme =l
Supposons t€[1,2[: ona, puisque Vse[1;:t], x(s)=0:

—t
e .

t

1
~ s < 1
yp(t):e f Je'ds=e” f x(s)e’ ds+ { x(s)e ds)Ze (e-l-—l+ e—l)

— 0

_ € —t
e+ 1
11— si 1[0 1]
Conclusion: y p(t)z ez+ I , avec 2- périodisation sur IR
e 'site[1;2]
e+ 1

On retrouve, bien heureusement, le résultat obtenu de fagon trés différente dans 1'exercice 20.
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0

6) On reprend la formule yp(l) f %(t—s)h(s)ds= f cos(wt—ws)h(s)ds puisque dans le cas
0
qui nous intéresse, 56( ) cos ((D t). Par la formule d'addition du cos, on a alors

=cos(wt) | co s)ds+sin(wt) | sin(ws)h(s)ds,
)ds+ si 1 h(s)d
0 0

+ o0

avec convergence de toutes les intégrales de par 1'absolue convergence de f h (S )ds.
0
On en deduit que (t) est un signal sinusoidal de pulsation  car il s'écrit sous la forme
+ 0

y,(t)=acos(wz)+Bsin(owr) avec OL:fcos(oos)h(s)ds et |3=+fsin(ws)h(s)ds .

0

Puisque f |h |ds converge, ce qui permet d'affirmer que H ( p) est définie pour tout nombre

complexe p de partie réelle positive ou nulle.

+ o0

‘ 2
f e ' h(s)ds

0

On a donc |H ( j u)) |2: avec convergence absolue de l'intégrale donc

+00 2
Vh(s)ds+ jf sin(ws)h(s)ds
0
Puisque 4 est a valeurs réelles, cela donne :

|H(joo)|2=(+fcos((us)h(s)ds)2+ (T sin(ms)h(s)ds)2:a2+ g’

0
cette derniére quantité correspondant au carré de I'amplitude réelle du signal sinusoidal
y,(t)=acos(wt)+Bsin(wr) .

[ (jo)f=
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C- TRANSFORMATION DE FOURIER

Un des objectifs principaux de ce chapitre est de définir la notion de spectre d'un signal non périodique.
Rappelons quesi = x (t) est un signal T-périodique continu par morceaux, on peut considérer sa série de

+00
: - 2n PR
Fourier complexe  S(x)(t)= Y, C,e™" avec o= = ctainsi définir son spectre complexe comme

n=—oo
. \ f e . . n
la fonction a valeurs dans € définie sur I'ensemble des fréquences de = x (t) ,soit | T }nEZ , par
: n
la relation T »>C,.

Dans le cas d'un signal ¢ =>x (t ) , le spectre sera défini comme une fonctionde IR dans € parla
relation v=> X (v) oulafonction v-> X (v) estlatransformée de Fourier de ¢ = x ()

Ainsi, au lieu de considérer une fonction définie sur l'ensemble discret de fréquences [?}nez , On sera

amené a travailler avec des fonctions définies sur IR tout entier. Ce changement de nature du spectre peut
étre expliqué intuitivement de la fagon suivante : un signal ¢ = x (t) non périodique et qui tend assez vite
vers 0 en oo peut étre d'une certaine fagon considéré comme un signal périodique de période T avec

T =+ 00. Ainsi, l'ensemble de ses fréquences [_}nEZ qui est constitué par I'ensemble des termes

T

d'une suite arithmétique de raison T tendant vers 0 va avoir tendance a « remplir » I'ensemble IR tout

. . , n . .
entier:si 7 >+ o0, l'ensemble des fréquences {?}ne 2~ vadevenir IR tout entier.

I) Systémes linéaires invariant dans le temps pour des
signaux non causaux.

.1) Convolution de signaux non causaux.

On considére un systéme c'est a dire un procédé qui a un signal d'entrée x(¢) fait correspondre un signal
de sortie y(z) .
On suppose ce systeme :

(1)dinéaire (on peut appliquer le principe de superposition, c'est a dire que la sortie correspondant a
A x, (t)"' sz(t) sera )\'y1<t)+ Myz(t) )

(ii) Invariant dans le temps : pour a€IR, ,lasortie correspondanta x(t—a) sera y(t—a).
Cette définition correspond a 1'idée qu'une méme cause produira les mémes effets a un instant donné
qu'a un instant ultérieur ou antérieur (mais les effets seront alors décalés dans le temps).

Nous avons déja rencontré cette situation dans le chapitre sur la transformée de Laplace, mais la différence
ici est que nous allons travailler sur des signaux a priori non causaux. Les systémes étudiés seront aussi
définis par un produit de convolution, mais la définition de ce produit de convolution devra étre modifiée
pour tenir compte du caractére non causal des signaux considérés.
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Définition 1. Etant données deux fonctions x et y continues par morceaux sur R on définit leur produit
de convolution comme étant la fonction x*y définiesur R par (x*y)( f x(s)y(t—s)ds

sous réserve de convergence de l'intégrale pour chaque réel .

Remarque : Si les deux fonctions x et y sont causales, l'intégrale est toujours convergente et on retrouve le
définition du produit de convolution x *y donnée dans le cadre du chapitre de la transformation de
Laplace. (On rappelle que x causale signifie que V¢< 0, x (I)Z 0.)
En effet, dans ce cas, si >0 alors la fonction s x (s) y ( t —S) est nulle pour s>1¢ (car

+ o0

y(t—s)=0 )Yetpour s<0 (car x(s)=0 ), donc l'intégrale généralisée f x(s)y(t—s)ds n'est
t
rien d'autre que f X (s ) y (t—s) ds qui est bien définie.
0
Si  t<0, on montrerait que la fonction §=>Xx (S ) y (t - S) est identiquement nulle d'ou

+ 0

f x(s)y(t—s)dsz‘:[x(s)y(t—s)dSZO dans ce cas.

—00

Exemple :si x(¢)=sin(¢) et y(t)ZH,u(t) alors (x*y)(t)zzx(s)y(t—s)dszt]jsin(s)ds

car la fonction s=y ( Z—S) ne prend que les valeurs O et 1 , et

y(t—s)=1 o —1<t—s<1 ot—1<s<t+1
t+1

Onadonc (x*y)(t)= f sin(s)ds=[—cos(s)]"=cos(t—1)—cos(t+1).

—1
b ) . ( a—>b ) .
Sin > on obtient :

On pourra déja sur cet exemple remarquer que la convolution entre une sinusoide x (l‘) et une fonction
y (l‘ ) donne une sinusoide de méme fréquence, mais d'amplitude différente : ce résultat, d'une importance
capitale, sera généralisé dans la suite de ce cours.

En utilisant la formule cos(a)—cos(b)=—2 Sin( ar

(x*y)(¢)=—2sin(¢)sin(—1)=2sin(1)sin(¢).

2) Probléme de l'existence d'un produit de convolution.

Etant données deux fonctions x et y continues par morceaux sur IR , on se pose ici le probléme de
l'existence de leur produit de convolution x *y , existence qui n'est plus assurée dés que les fonctions
considérées ne sont plus causales.

Remarque : si les deux fonctions x et y sont nulles sur un voisinage de —oo, alors l'existence de
x*y estencore assurée. En effet, si A et B sont tels que Vi< 4, x(t):O et Vi< B, y(t):O ,ona
pour tous réels s et x(s)y(t—s)#0=>s5>4 et t—s>B ce qui équivauté A<S<t B. Celan'est

possible que si  #> A+ B. Onen déduit que Vt€E€]—oo, A+ B[, ( fx y(t—5)ds=0 et
B
Vi€[A+ B+ o[, (x*y)(t)= f x(s)y(t—s)ds ce qui permet de définir dans ce cas x *y
4

Ces hypothéses sur x et y (qui reviennent a dire qu'a une avance ou un retard pres, x et y sont causales) sont
trop restrictives en pratique, c'est la raison pour laquelle on est amené a définir d'autres classes de fonctions
que l'on pourra convoluer.
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Définition 2.
On appelle L' (IR) I'ensemble des fonctions ¢ = x (t) continues par morceaux et absolument

+ o0
intégrables sur IR c'est a dire telles que f lx(¢)|dt converge.
On appelle L2(IR) I'ensemble des fonctions ¢ = x (t) continues par morceaux a énergie finie sur IR

+00
c'est a dire telles que f |x ( t) |2 dt converge.

On appelle L°O(IR) 'ensemble des fonctions ¢ =2 x (t) continues par morceaux et bornées sur IR
clest a dire telles que IM >0: VieR, |x(¢)|<M .

Remarque : Précisons, pour éviter toute confusion, que dans la littérature mathématique, L' (IR)

représente généralement un ensemble différent de celui décrit ci-dessus. En particulier, toutes les fonctions
considérées ici sont continues par morceaux.

Exemple : la fonction x(¢)= esttelle que x€L’(R) et x€L”(R) mais x&L'(R) .

1+ |¢]
En effet,en +oo |x(t) |~|t1_| donc f |x(t) | dt diverge par le critére de I' équivalent et celui de
+ 00
Riemann, mais |x( t) |2~ L donc J. | ( t) |2dt converge par le critére de 1' équivalent et celui de

Riemann. De plus,ona VZ€R, |x(7)|<1 donc x€L”(R) .

Remarque : il n'existe aucun relation d'inclusion entre les trois espaces de fonctions ' (IR) , Lz(lR) et
1”(R) . En revanche, on ala

Propriété 1.

Soient x et y deux fonctions continues par morceaux sur IR et p€(1,;2;0}. Alors:
1)Si xeL” etsi yeL” ,alors x+ yeL”

2) L' (R)NL*(R)cL*(R).

Preuve :
1y
() p=1 )Soient x€IL' et yeL' .Alors Vt€R, |x(¢)+ y(t)|<|x(?)|+]y(¢)] (inégalité

triangulaire). Du coup, puisque f |x(t)|dt et f |y(t) |dt convergent, alors f |x(t)|+ |y(t)|dt
converge (somme de deux intégralgos convergentes) do(;nc par le critere de comparaisonqét l'inégalité ci dessus,
+00

on a la convergence de f |x(t)+ y(t)|dt .

(i) ( p=2 )Soient xe€IL’ et yeL’ .Alors V:tER, |x(t)+ y(t)|<|x(¢)|+]y(¢)| don
ViR, x(t)+ y(6)Ps(be(e)l+ [y ()| <2(be () |y () ).
(Eneffetona Va€R,VbheR,(a+b)<2(a’+b’) car
2(a’+ b*)—(a+ b)’=2a’+ 2b’—a’—b"—2ab=a’+ b*—2ab=(a—b)’=0. )
On conclut alors de la méme fagon qu'au (i) par le critere de comparaison et de Riemann pour la convergence
des intégrales.
(iii) ( p=o )Soient xE€L* et yeEL” .Alors
IM>0,3IM '>0:VteR, |x(t)|<M et |y(t)|<M .
Ainsi, Vi€R, |x(¢)+ y(¢)|<|x(¢)|+ |y (¢)|<M+ M " ce qui prouve que x+ yEL”
2)Soit xe€L'(R)NL*(R). Alors IAM>0:V:eR,
inégalit¢ par  |x(7)| : Vr€R, |x(¢)]’<M|x(¢)] .L'hypothése xELl(IR) signifie que

X (t ) |<M  d'ou, en multipliant cette derniére
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+00 + 0
f M |x (t) |dt converge d'ou la convergence de f |x ( t) |2 dt par le critére de comparaison.

On arrive au résultat d'existence suivant :

(*) Théoréme 1 (de Young) .
(i)Si x€L’ etsi yeL’ alors (x*y)(¢) estdéfiniquel que soitz et la fonction ¢ (x*y)(¢)
est continue, avec  lim (x* y)(¢)=0 (en particulier x*y€L”. )

t=>*o0
()Si xeL' etsi y€L” alors (x*y)(z) estdéfini quel que soit 7, et la fonction ¢ ->(x* y)(¢)
est continueet x*yerL”.
(iii) Dans chacun des cas précédents, si on a de plus x€& L' et pUS L' alors x* y er
(iv) Dans chacun des cas (i) et (ii), si on a de plus x€& ' et yE 17 alors x* yEL2
(v) Dans tous les cas,ona x*y=yp*x et x*(y+z)=x* y+ x*z. Deplussi z€L' ona

(x*y)*z=x*(y*z) (associativité du produit de convolution) pourvu que tous les produits de
convolution soient bien définis.

Ce théoréme est admis, car sa preuve nécessite des résultats assez poussés et hors programme sur la théorie
de l'intégration. Il ne nous servira «seulement » qu' a s'assurer de l'existence des objets considérés.

Exemple : si on reprend 'exemple x(t):sin(t) et y(t): H71,1<t> alors x€L" et y€ ' .On
peut donc dire d'apres le (ii) que (x * y)(t) est défini quel que soit ¢, et la fonction ¢ (x * y) (t) est
continue, ce que l'on peut vérifier directement avec l'expression trouvée  (x *y)(¢)=2sin(1)sin(¢) qui
fournit une fonction continue. On peut aussi vérifier que les points (i) (iii) et (iv) ne s'appliquent pas car la
fonction x n'est ni absolument intégrable ni a énergie finie.

.2) Systémes non causaux.

Soit 4 une fonction continue par morceaux sur IR. On définit le systéme qui a une entrée  x fait
correspondre la sortie y définie par y=h*x. Il faut, comme on l'a vu ci-dessus, des hypothéses
adéquates sur les fonction % et x pour que la fonction y existe.

Par exemple, d'apres le théoréme 1, si heL’ lasortie y est bien définiesi x€ I’

Tout comme les systémes causaux, on a la

Définition 3. La fonction 4 est appelée réponse impulsionnelle du systeme.

ll) Transformée de Fourier de signaux 1'.

I.1) Motivations

On considére ici  A€L' . On définit le systéme qui a une entrée  x fait correspondre la sortie y définie
par y=h*x. Par le (ii) du Théoréme 1, ce systéme est définie pour toute entrée xEL”. Pour

VEIRR considérons I'entrée sinusoidale complexe de fréquence VI : x, (t)=62j ™' . Pour tout réel ¢
ona |xv(t) |= 1 donc x,EL”: on peut alors considérer sa sortie correspondante  y, qui se calcule

de la fagon suivante :
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y(t)=h*x,(t)= f h(s)e™™" ) ds,

(On peut démontrer sans le Théoréme 1 que l’integrale ci-dessus converge absolument. En effet,

V(s, t)ER?, (s)esz' s) =|h(s ‘2””’ s =|h(s)| doncpuisque h€L' ona
s-)h(s)er”V<t_“') qui est aussi dans ')
Ainsi,

+ o0

:J' h(s)ezjnv(tfs)dszj’h(S)ngnvtefﬁnwdS:ernvtJ" h(s)eizjn”ds.

— 0

Dans le résultat ci—dessus remarquons que :

- la quantité f h BT ne dépend que de la fonction zetde V. Notonsla H (V)

-Ona e/™'=x (t)
Ainsi, la sortie correspondanta ¢ = ™" estla fonction ¢- H (V ) ™" Cela signifie que, si v>0
la sortie correspondant a une entrée sinusoidale de fréquence v et d'amplitude 1 est une fonction sinusoidale
de méme fréquence v et d'amplitude complexe H (V) Autrement dit, |H (V)| représente le gain

correspondant a une entrée sinusoidale de fréquence v et Arg (H (V)) le déphasage par rapport a

l'entrée. Ainsi, la fonction v-=>H (V) est la clé pour l'analyse fréquentielle de notre systéme.

La proportionnalité entre l'entrée ¢ > ™' etlasortie ¢ H (v). e”™" se traduit en disant que les

fOIlCt(iOI;S t>e™ (pour Vv réel) sont des_fonctions propres du systéme, associées aux valeurs propres
Hiv).

Cela nous ameéne a la

Définition 4. Etant donnée une fonction bAS L1 , on appelle transformée de Fourier de x la fonction définie

—2jmvs . 2 .
sur R parl'expression X (v f X "™ ds . On pourra noter aussi cette transformée de Fourier

par TF (x)(\/) le cas échéant.

Remarque : On notera que d'apres cette définition, X (0) = f X (s ) ds (faire v=0 dans la formule).

Exemple :si  x(¢z)=TI U(t), ona

+ o0 1 1
. . 1 . 1 o )
v + X — 2jmvs — 2jmvs — 2jmvs — Zjmv__ 2jmv
v#0, X (v) fx(s)e ds fe ds l——2jnvse ] 1 ——2jn\/ e e )

Lo et

__ 1 (ezjnv_ 72jm):2jsin(2n\/) sin (2mv)
EAY 2jmy LA
+ o0 1

Si v=0, X(O):fx(S)dS:de:
< <
Remarque : Il y a une ressemblance trés nette entre la transformation de Laplace et celle de Fourier. En

effet, dans la définition 4, si la fonction x est causale, ona X (v)= J' x(s)e ™ ds=TL(x)(2jnv) ou

TL(x) désigne la transformée de Laplace qui est définie pour tout complexe p tel que Re(p)=0 car

l'intégrale f [x(s)|ds converge, d'ou la possibilité de prendre  p=2jmv.

Chacune de ces deux transformations possede ses propres avantages ; la transformée de Laplace s'applique a
une classe de signaux X (t) plus grande que l'ensemble L' mais la transformation de Fourier
s'applique a des signaux qui peuvent ne pas €tre causaux. C'est la raison pour laquelle la transformation de
Laplace est plutot utilisée pour I'étude des signaux décrivant un régime transitoire tandis que la
transformation de Fourier s'applique plutot a I'étude des régimes permanents.
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I1.2) Premiéres propriétés de la transformée de Fourier 1'

La propriété ci-dessous donne des premiéres informations sur la fonction v-=> X (V)

Propriété 2. Etant donnée une fonction xE 1', satransformée de Fourier v-> X (V) est une fonction

|<f|x )|df (donc X€L”) et lim X(v)=0

continue. De plus,

Enfin, la transformation de Fourier est un opérateur linéaire, c'est a dire que si x &€ I et yEL ' oetsi
ALEC alors puisque x+ y er' (propriété 1.1) ) et puisque A xeL' (évident) on peut considérer
leur transformées de Fourier qui valent v=> X (v)+Y(v) et v->AX(v) respectivement.

Preuve (trés) partielle : On admet la continuité de X et le fait que lim X (\/ ):0 , dont la preuve fait

vV = *oo

appel a des notions assez poussées.

_ + o0 ) +o0
Ona |—“ x(t)e ™ dt ‘SJ‘ |x(¢)e ™| dt= f |x(¢)|dt , cette derniére intégrale

étant convergente puisque x& L'
La preuve de la linéarité de la transformation de Fourier découle directement de la linéarité de l'intégrale.

sin(2v) .
Si on reprend l'exemple de x(t)ZH_l’l(t), ou I'on avait établit que X (v)=|—zv— si v#0
2 st v=0

on peut vérifier les résultats de la propriété 2 :

(i) v X (V) estune fonction continue sur IR" et de I'équivalence sin(e)~e si €0 on déduit
que lim X (v)=2=X(0), doulacontinuitt de v=> X (v) surtout R.

v=0
+ o0

X(v) f t)|dt=2 car de l'inégalité classique lsin ( ) |<|x| on tire que
<2

( )

« |sin(2mv 1

(iii) V1-1>IPOO X(v)=0 car VveR’, } S_W ) ‘S 7vy €t le Théoréme des Gendarmes permet de
conclure.
Remarques :

sin(X)

(i) la fonction X - qui intervient dans I'exemple précédent (« sinus cardinal » ) est d'une trés

grande utilité dans les applications de la transformée de Fourier en théorie du signal : son étude fera 1'objet
d'un paragraphe spécial dans la suite de ce cours.

(i1) On pourrait compléter la propriété 2 en mentionnant que plus la fonction x est réguliére (continue, ou
dérivable ou deux fois dérivable) plus la fonction v=> X (V) tend rapidement vers 0O en +—oo. Et
réciproquement : plus la fonction x tend rapidement vers 0 & l'infini, plus la fonction v=>X (\/) est
régulicre.

Contrairement a ce que pourrait laisser penser le dernier exemple étudié, il n'y a aucune raison que la
fonction v=>X (V) prenne des valeurs réelles méme si x est a valeurs réelles. Précisons ce dernier point :

Propriété 3. Soit x€ L'. Alors:

(i) La fonction X : - x(¢) admet comme transformée de Fourier la fonction v-> X (—v)

(ii) Si la fonction x est paire et a valeurs réelles , la fonction v-=> X (V) est paire et a valeurs réelles.
(iii) Si la fonction x est impaire et a valeurs réelles , la fonction v =X (V) est impaire et & valeurs
imaginaires pures .

(iv) Si la fonction x est a valeurs réelles , la fonction Vv => |X (V) | est paire
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(*) Preuve :

(i) I faut d'abord remarquer que pour toute fonction f définie sur un intervalle [a,;b] et a valeurs dans
C ona:

| £(e)de=[ Re(f (2))+ jfIm(f(t))dt=fRe(f(t))—jfIm(f(t))dt

=J (Re(f(£)=jtm(f(2)))de= [ £ (1)

On a alors :
Foo ) Yo o o - |
= f x(S)eZandS:f x(s)eZJnvst:J' x(S)eZJnvst: J‘ _x<S)e—21nvst
< J J J

(la convergence des intégrales est assurée par le fait que x&€ L' )

et on reconnait dans la derniére expression la transformée de Fourier de la fonction X : ¢ = x(¢)
+ 00

(ii) Dans ce cas,ona X (— V)= f x (S) e’ *ds. En faisant le changement de variables #=-—s dans
—©

cette derniére intégrale, on obtient :
+

— 00

=fx(s)ezjmsds=f X(—t —2Jnvt J'x —2jnvtdt

+
+ o0

Puisque x est paire, on obtient X (—v)= J' x(t)e ™ dt=X(v).

De plus

:f x(s)e ™ ds= f x(s)e x(s)e T ds= f x(s)e ™ ds (carx est a valeurs réelles)
:f x(s)ezinwdS:X(— )J=X(v). On en déduit que la fonction v-=> X (v) esta valeurs réelles.

(iii) Dans ce cas, ona X (— V)Z f X (s) e”™*ds. En faisant le changement de variables f=-—s dans

cette derniére intégrale, on obtient :
by -

+ oo

(¢ 2jmvs _ 3 —2Jnvt —2jJWt
= ds = — dt dt
J;Ox(s)e s +L x(—t f

Puisque x est impaire, on obtient = f x(t)e ™ di=—X (V)

De plus

+ 0 _ + §
= f x(s)eizjmsds: f x(s)eizjmsds: f x(s) e 7™ ds (carx est a valeurs réelles )
—o0 —o0 —o0

= | x(s)e7™ ds= X (—v)=-X (+).

Puisque X (v)=—X(v), celaprouve que la fonction v=> X (v) est impaire et & valeurs imaginaires
pures .

(iv) On écrit que VtelR,x(t):(x(t)J' x(~1) )+ (x(t)_x(_t> )zxp(t)+ x,().

2 2

La fonction ¢->Xx (—t) est encore dans L' carelle est toujours continue par morceaux et
+ —o0
f be(—2)|dt= f Ix(s)|(— f |x(s)|ds<+o0 (changement de variable s=—1). Donc les
—® + o0

fonctions ¢=>x p( t)ett= xl.(t) sontdans I' et la linéarité de la transformation de Fourier implique
que X (v) =X p(v)+ X, (V) Maintenant, il est facile de vérifier que les fonctions

1>x p(t) etr=>x i(t) sont respectivement paires et impaires, et que leurs transformées de Fourier sont
respectivement a valeurs réelles et imaginaires pur. On en déduit que la forme algébrique de X (V) est
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1

(1) IX(V)|2=X3,(V)+(%X,-(V))ZXZ(V)—XZ(V)

Les fonctions X , et X, étant respectivement paires et impaires (points (ii) et (iii) déja démontrés de la
propriété 3), les fonctions X i et X ,2 sont toutes les deux paires donc la relation (1) montre que la

fonction V= |X (V) |2 est paire : la fonction v=>|X (V)| est donc paire.

Exemple :si x (l‘) =1L, (l‘) , fonction qui est paire et a valeurs réelles, alors

sin(2mv) . 0 o ‘ ) e
(V) =!—mv — S1V#0 estaussi paire et a valeurs réelles, ce qu'on peut vérifier immédiatement.
2 si v=0

Définition 5. Soit x€& 1'. Alors la fonction v |X (V)| est appelé spectre d'amplitude de x.

Cette notion de spectre d'amplitude est trés importante en physique : le spectre d'amplitude de la réponse
impulsionnelle mesure la capacité du systéme a laisser passer une sinusoide d'un fréquence donnée. En effet,
si & est la réponse impulsionnelle du systéme, alors |H (V)| est 'amplitude réelle de la sortie
correspondant & une entrée sinusoidale de fréquence W et d'amplitude 1.

Remarque : le (iv) de la propriété 3 montre que le spectre d'amplitude est une fonction paire .

I.3) Lien avec le produit de convolution.

La transformation de Fourier joue, vis a vis du produit de convolution de fonctions non causales, le méme
role que la transformée de Laplace vis a vis du produit de convolution de fonctions causales : elle transforme
le produit de convolution en produit simple. C'est la raison pour laquelle la transformation de Fourier est un
outil incontournable pour 1'étude de systémes non causaux.

Théoréme 2.
On suppose que l'on a xeL' et yELl , et que x"‘yEL1
Alors TF(x*y)=TF(x).TF(y).

Preuve :
On considére les systémes (S x) et (S y) de réponses impulsionnelles x et y respectivement.

Soit VvER fixé et soit I'entrée ev(t)zezjnw.

On utilise le résultat obtenu dans le I1)1) : la sortie correspondanta ¢ = e
impulsionnelle  #€L' estla fonction - TF(h)(v).e?™" ce qui se rééerit

(1) Vher' (e,*h)=(TF(h)(v))e, .
Alors cela donne ,

(2) e*(x*y)=(TF(x*p))(v)e,
D'autre part, par associativité du produit de convolution ,

e *(x*y)=(e,*x)*y=(X (v)e,)* y=X(v)(e,* y)=X(v) Y (v)e,.
Par comparaison avec (2) on obtient :

VieR, (TF(x*y))(v)e (t)=X (v)Y(v)e,(t) cequiimplique (vu que la fonction e, n'est
jamais nulle) que  (TF(x*y))(v)=X (v)Y (v)=(TF (x)(v)).(TF(y))(v) ce qu'il fallait démontrer.

t \ I4
""" pour un systéme de réponse
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Application : On considére ici heL' .On définit le systéme qui a une entrée  x€ I'NL” fait

correspondre la sortie y définie par y=h*x. Parle Théoréme 1, y€ 'nr” (elle est méme continue)
donc on peut considérer les transformées de Fourier de x, y et £, et on a par le Théoréme 2 :

TF(y)=TF(h). TF(x). Cela se traduit par le fait que le systéme agit, aux niveau des transformés de
Fourier comme une simple multiplication par (V): TF (h) (V) , cette fonction étant appelée fonction
de transfert du systéme. Encore une fois, on remarque 1'analogie avec la transformation de Laplace.

I.4) Autres propriétés importantes de la transformation de Fourier.

Propriété 4 (concentration dilution).
Soit a€R avec a#0 et xe&L'. SoitX sa transformée de Fourier. Alors la fonction = x(at) est

dans L' eta pour transformée de Fourier la fonction v => T'F (x (at ))(v): ﬁ X (%)

+ 00 +00
Preuve: Ona,si a>0: _f |x(at)|dt=f |x(s)|% qui est fini
(changement de variables s=at.

Si a<0 ona f|x (at) |dt—f| ( )f |x(s)|ds qui est fini aussi.

La continuité par morceaux de ¢ = x (at) est évidente donc elle appartient a i
Sa transformée de Fourier se calcule encore par le changement de variables s=at:

new ' +sgn(a).oo Dis +sgn(a).oo iy S
J.x(at)eﬂ"v’dtz f x(s)eJ (ds) (l) J' x(s)eJ “ds
L B a al._
sgn(a). o sgn(a). o
N —1 sia<0
. sgn( ) +1sia>0

+ 00 +sgn (a).oo

. S PED —2jmvs
On a alors fx(at)e_ZJnV[dtZ(l) f x(s)e “a’szsgn(a)(l)fx(s)eJ “ds
—00 a

—sgn(a).o
en regardant 'ordre des bornes.

On obtient donc f x(at) e_zjnwdtZSgn(a)(al)X

Exemple : si x(l‘) ZH_4,4(1‘), ona X (t) =11, (%) . On peut donc appliquer la propriété 4 (avec

a=— )et utiliser le calcul de la transformée de Fourier de Il ,, déja effectué¢ précédemment pour

4
sin(8mv) .
obtenir que X (v)= % si v#0
8 si v=0

Remarque : Si on prend un signal a durée finie dans la propriété 4, on voit que plus un signal est court (c'est
a dire a est grand), plus son spectre est ¢talé (c'est a dire que la courbe représentative de X tend a s'aplanir).
Inversement, plus un signal est long (c'est a dire « est grand), plus son spectre se concentre sur des petites
valeurs (c'est a dire que la courbe représentative de X tend a ressembler a un Dirac).
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Propriété 5 (avance, retard et modulation en amplitude).
Soit a€R et xe&L'. Soit.X satransformée de Fourier.
(i) La fonction ¢->x (t —a) estdans L' eta pour transformée de Fourier la fonction
v e—zjnavX(V)
(i) Réciproquement, la fonction ¢ = e x ( t) (modulation d'amplitude) est dans L' eta pour
transformée de Fourier la fonction v=> X (v—a)

Preuve :
(1) Le fait que la fonction t >x (t a) estdans L' résulte de sa continuité par morceaux et de la

relation f bx(t—a)l|dt= f |x(s)|ds , obtenue par le changement de variables t=s+ a.

Sa transformee de Four1er est donc définie par
+ o0

TF(x( f x(t—a)e ?™'dt= f x(s)e “Anviseal g (changement de variables t=s+a)
TF( J’x —2]nvse—2j7wa dS:e—Zjnva.*-fO X(S)G_Zjnvst:e_ZjTWaX(V).

(i1) Le fait que la fonction ¢ -> e x(t) estdans I' résulte de sa continuité par morceaux et de la
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Zjnatx(t)

+00
relation |e ‘:|x (¢)] d'oula convergence de f ‘ezl " x(¢) ‘dt . Sa transformée de Fourier est

+ o0

donc définie par TF(ezJMtx(t))(v)ZIx(t)ezjmefzwwdt:fx(t A g e qui donne

TF (e x(¢))(v)=X (v—a)

sin(2xv) .
Exemple : si x(t)ZH_u(t), onavuque X(v)= % si v#0
2 siv=0

Si l'on désire maintenant calculer la transformée de Fourier de y (t)= I1,, (t) , onremarque que
VteR, y(¢)=x(t—1) donc d'aprés la propriété ci-dessus, Y (v)=e /™ X (v)

Propriété 6 (dérivation)
(i) Soit x€& 7' une fonction continue et dérivable par morceaux a dérivée continue par morceaux telle que
x'eL' . Alors, la transformée de Fourier de ¢ => x'(¢) est donnée par v = 2jmv X (v)

(1) Soit xelL' telle que la fonction ¢->7¢.x (t) soit encore dans L' . Alors, la fonction
v X (V) est dérivable et sa dérivée est égale a la transformée de Fourier de la fonction

—(2jmt)x(¢)

(*) Preuve :

(i) On a besoin d'abord du résultat suivant :

Lemme. Soit x€L' une fonction continue et derivable par morceaux a dérivée continue par morceaux,
telle que x'€L' . Alors lim x(¢)=0.

t>+0

Preuve du lemme. Soit m€IR. On a alors

_fx )dt+ x(0)

Puisque x'er , l'intégrale fx dt est absolument

convergente, donc convergente. On en deduit que les intégrales f x' dl‘ et f x'

sont convergentes. La relation (1) implique alors que les limites hm X (t) exlstent et sont finies.
t >+
+ 0

Maintenant, puisque Xx€ L'l 'intéegrale f X (t )dt converge ce qui implique que les deux

limites 1im x(t) ne peuvent étre autres que 0.

t >+

On calcule maintenant la transformée de Fourierde ¢ x ’(t) par une intégration par parties :

T T
YT>0, f x'(t)e ™ de=[x(t)e ™+ (2jnv)f x(t)e ™ dt
=7 =T

T
:_x(T)e—2jan_x(_T)e2jan+<2jnv>f x(t)e—zjnvtdt.
=T
Puisque lim x(¢)=0 etpuisque |e ™7 |=[e?™|=

t=>+o0

lim (x(T)eizjmr—x(—T)ezj”VT)ZO et donc en faisant 7 =+ oo dans le calcul d'intégration par
T+

on en déduit que

b
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+ o0 + o0
parties on obtient : f x'(t)e P dt=(2jmv) f x(t)e ™" dt |, c'est a dire que la transformée de

Fourierde ¢->x'(¢) estdonnéepar V- 2jmv.X (V)

(i1) On ne donnera ici que 1'idée de la preuve . On a formellement :
d d i —2jmvs *F d —2jmvs . . .
—(X(v))=—| ) x(s)e "™ ds|=) —I|x(s)e "™ |ds (Théoréme de dérivation sous le signe
L ()= [ els)e s | L (xts)e s :
intégrale, qui pourrait étre justifié
rigoureusement par un théoreme
hors-programme)

+ 0

:f x(s)%(e—Zjnvs)dS:*'f (_2jnsx<s>)e—2jnvsds

ce qui donne la transformée de Fourier de la fonction ¢ - —(2 J t) X (t) calculéeen V.

Exemples :
1) si x est un signal continu par morceaux a durée finie , alors v=>X (V) est indéfiniment dérivable.

En effet, étant a durée finie, on a clairement x€L' donc v X (V) existe. Ensuite, le signal
t- (—Zj m‘).x (t) étant encore continu par morceaux et a durée finie, il vit encore dans 1" etle (ii) de
la propriété implique que v=> X (V) est dérivable. En réitérant le processus, on voit que Vv=> X (V)
est indéfiniment dérivable, et sa dérivée d'ordre 7 est la transformée de Fourier de la fonction
t>(=2jmet) . x(¢).
De facon générale, plus le signal 7> x (t) tend rapidement vers 0 en £o00, plus sa transformée de
Fourier est réguliére. Et le point (i) nous dit aussi qu'inversement, plus le signal ¢ = x (t ) est régulier, plus
sa transformée de Fourier tend rapidement vers 0 en  *oo.

2+ ¢ si te[—2,;0]
2) Considérons le signal « triangle » A définipar A (¢)={2—¢ si t€[0,;2[ .Cesignal
0 sinon
étant continu a durée finie, il vit dans L' . Clestaussi une fonction dérivable par morceaux a
(pseudo-)dérivée continue par morceaux et A '(¢)=TI_, ’,O(t)—HO,.z(t) pour t€{—2;0,2} .On peut
calculer directement la transformée de Fourier de = A'(¢) par I'égalité ci-dessus : en effet, la
v SIN(27TV)

transformée de Fourier de I, 2( t) est donnée par v-=>e —v — (voir exemple suivant la
: iy SIN(—27TV iy SIN( 27TV
propriété 5) donc cellede  II_, ( t) est donnée par V= et % SEE % par

application de la propriété 4 avec a=—1. On en déduit que

TF(A ,)(V):ezjm sin (Tc2vn v)_e_zjm sin (n2vn v) :(ezjm_e_zjm) s1n(nZVn v)

rr(A")(v)=(2jsin(2mv)) SLETY) 5, sin’ 2nv)

Maintenant, le point (i) de la propriété 6 nous dit que TF(A')(v)=2 javTF(A)(v) ce qui nous

-2
permet de déduire que (2jnV)TF(A)(V)=2j% d'ou
. 2 2
e (A)(v)= S 22Y)
v
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I.5) Transformation de Fourier inverse.

Propriété 7 ( « transformée de Fourier de la transformée de Fourier »)

Soit x€L' tel que sa transformée de Fourier v-=> X (V) vérific aussi X €L' . Alors le signal x est
une fonction continue et la transformée de Fourierde v-=> X (V) est l'application = Xx (—t) (attention
au signe — )

Autrement dit, V/€R, TF(TF(x))(t)=x(—t)

(Admis)

Remarques : La condition X €L' est nécessaire pour pouvoir parler de la transformée de Fourier de
v> X (v)

Exemple : considérons a nouveau le signal « triangle » A défini par
2+ ¢ si t€[—2,;0]
A(t)={2—¢ si te[0;2]
0 sinon
_ sinz( 2% v) 1

On a établi que TF (A) (V)—T . Cette fonction vit bien dans I car
TV

Vv#0, |TF(A)(V)|S% qui est bien intégrable en +o0.
LAY

)
. e . . sin"(2mv
On déduit alors de la propriété 7 que la transformée de Fourierde v = % est t=2>A (—t) c'est
TV

adire A , car cette derniére fonction est paire.

Définition 6
On appelle transformation de Fourier inverse la transformation TE qui a tout signal x€ 1" fait
correspondre  TF ' (x)(v)=TF(x)(=v).

On introduit a partir de maintenant les nouvelles notations ci-dessous, pour alléger les calculs :
%:=TF(x)
X:=TF ' (x)
%(t):=x(—1)

La propriété 7 s'écrit alors (avec les bonnes hypothéses sur x ) ( 1 ) X=X ,etla définition 6 s'écrit

~

(2) X=2X. Onremarquera que la propriété 4 avec a=—1 permetde dire que X=X d'ou l'on
déduit (3) X=X=%.
La propriété ci-dessous explique la dénomination de « transformée de Fourier inverse » donnée dans la
définition 6 :

Propriété 8 (formule de réciprocité)

+ o0

Soit xerI' telleque *€L'. Alors X=X=x ce quisignific que x(t)=ffc(v)ezj””dv (pour

+ o0 - +
\ : g g N j x\t )+ x\t
toute valeur de ¢ ou x est continue. Sinon, I'expression exacte est f X (V) ™ dv= % )-

—00
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Preuve : La preuve utilise les relations  (1),(2) et (3) établies ci-dessus.

+ o0 + o0
Puisque xe€I' ,alors X¥€L' car f % |dt=f |x(—t)|dt= f |x(s)|ds (changement de variable
s=—t avec remise dans l'ordre des bornes d'intégration).

Onadeplus X :):C (voir (3) ) donc

)\é_

><1>>

=% ((1) avec X alaplacedex)

=Xx car x X de facon évidente.

v A

Enfin, X=X (relation (2) avec X ala place de x ) donc x= ):C (relation (1) ) d'ou xX=x.

Larelation X=X s'écrit V¢ER,x( f i(v)e™ ' d

+ o0

Remarque : avec les hypothéses de la propriété 8, on a _f b d V= x( ) (faire =0 dans la formule).

Exemple : supposons que I'on veuille calculer Md ¢ (on prolonge par continuité en 0 la fonction
Y Pp q P /2 p gep

sin’(¢)

V> — parlavaleur 1 enremarquantquesi ¢-0, sin(z)~¢ ).

2+t si te[-2,0]

Posons x (t) ={2—t si t€[0;2[ .Onavu(exemple de la propriété 7) que x€ L' et que
0 sinon
. sin’(2mv) A1 ol 2imve .
x(v):T et x€L . Onadonc VtEIR,x(t): f x(v)e dv, eten particulier, pour
A% —o0

t=0 cela donne :

+00 . 2
2 . .
f #(v)dv cestadire 2= f %ﬁw)d v . En faisant le changement de variable
So WV

t=2mVv onobtient :

J- sin’( 27(:\/ T sin” — f sm dt d'ou J'Sln dt=m.

4

Remarque : Il y a une analogie frappante entre la formule de réciprocité de la propriété 8 et celle des séries

2j=n
de Fourier: x (t) ZZ c,e ' pour une fonction continue T- périodique. Dans la propriété 8 :

—2jZn

(i) lasuite (c,) ., determe général c,= x(t)e " dt estremplacée par la fonction

O%N}

1
T
X(v):f x(s)e_ijsds ou la variable v remplace la fréquence %
N + 0 +o0
(i1) la somme Z est remplacée par l'intégrale f ds

— 00

On verra plus loin comment on peut relier ces deux représentations.

Terminons par une application intéressante de la propriété 8 qui nous permet d'obtenir une réciproque du
Théoreme 2 :
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(*)Théoréme 3.

Soient x€L' et y€L' telsque x€L' et peL'

Alors xyEL1 et Xy=x*y.

(*)Preuve :
Puisque x€L' ,alors XEL” (propriété2), clestadire XE€L” (propriété 7) donc x€L”.
Puisque y€ L', on en déduit que Xxy er' :eneffet, puisque x€L”, il existe M tel que

VieR,

x(t)|$M donc |x(t)y(t)|$M|y| Puisque M|y(t)|dt converge ( er' ) parle
! Yy

+ 0
théoréme de comparaison f |x ( t) y (t ) |dt converge, c'est a dire que )C)/EL1

Sachant que Xx€ ', ye L' et que XEL” (propriété 2), on peut appliquer le théoréme 2 a
X et y cequidonne :
F*3=%.5
( 1 ) X Xy par la propriété 7 et le fait évident que

*
= >
Il
~ ><1
[l <t
[l

F(t)=x(=t)y(-1).
. — 1 . X o A
Puisque xyEL1 ,alors XYE€L donc par larelation (1) de cette preuve, ona X * y el'. Ona
donc en prenant les transformées de Fourier inverses des deux membres de (1) :

o — v
A

x*y=x

dou X* y=Xy (propriété 8)

etenfin X * P=X)p car par la définition 6, XY=Xy=Xy

I.6) Egalité de Plancherel.

Le but de ce paragraphe est d'établir I'analogue du Théoréme de Parseval pour la transformation de Fourier.

(*)Propriété 9 (symétrie de la transformation de Fourier)
+0o0

Soient x€L' et yeL' .Alorssi x€L' et JEL' les deux intégrales J. x(t)y(t)de et
+0 +00 +00 -
fx(t)j/(t)dt convergent et sont égales : f)%(t)y(t)dt:fx(l‘)j/(t)dt

(*)Preuve ;

On note tout d'abord que y est continue par morceaux et que X est continue (propriété 2) donc  y X est
continue par morceaux donc intégrable sur tout intervalle borné.

2(o)lspr=f fe(s)ldr done [v(0)5(e)l<M Iy )

Toujours d'aprés la propriété 2, Vi€R,
+00 +%
Puisque f M|y(t)|dt converge( y€ L' ) par le théoréme de comparaison f ly(¢)%(2)|dt

converge (c'esta direque >y (t ) 5C(t ) vitdans I' ) donc f y (t) X (t)dt converge aussi (intégrale

absolument convergente = intégrale convergente)
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De la méme fa(;on en échangeant les roles de x et de y, on prouve que f=>x (t) j/( l‘) vitdans I' et que

f x( t)dt converge.

Apphquons maintenant le Théoréme 3 avec ) a la place de y, ce qu'on a le droit de faire car  y€ L' et
y=ye L' (propriété 8).

A

On a donc ;}/:)?*)ﬁ/:x*j/ d'ou :
(1) xp(0)=x*5(0) .

+00

D'une part, ;}/(O)ZI x( )

—0o0

—

t ) dt (utiliser la définition 4).

+00

5(s) 3 (t=s)ds= [ 2(s)y(=t+s)ds

—00

[l
| qr
8'—=8

D'autre part, puisque X * (l‘ )

ona:
+

:_Lfc(s)y(s)ds

+0o0 +o0

8

La relation (1) donne alors f X (l‘ ) y ( t) dt= f X ( S) y (S ) ds ce qu'il fallait démontrer.

— 00 —00
On est maintenant en mesure d'établir le

Théoréme 4 (Egalité de de Plancherel)

Soit x€L' telque X€L' .Alors x€L’ et X€L’ et f |dt—f |x |dV .

(*) Preuve :

On applique la propriété 9 avec y= x. Puisque x€ I' , on déduit de la précédente égalité que

+00

yE€L .Ona P(v fy 2Jmsa’s=_f Ws)efzjmsds=f i(s)e™ ™ ds

—fx ¢ ds=x(v) parlapropriété 8, donc yeL' car xeL'

On a donc par apphcation de la propriété 9 :
+00
| 2(e)y m—fx P(¢)dt
+00
)AC( dt—_fx )dt car y=x.

est a dire :

f|x |dr—f|x (¢)Pat.

La propriété 9 assurant la convergence de ces intégrales,ona x€& I’ et x€L’

C

Exemple : Si x(t)ze_lt| ;ona Vit#0,x(t)=e 'U(t)+e'U(—t) .

+0 +00
Clairement, x€I' car f|efw|dt=2fefzdt:2<+oo .
<4 0
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La transformée de Fourierde t->e ' U (t) (qui est causale) est €gale a sa transformée de Laplace pour

p=2jmv donc corresponda VvV=> et par la propriété 4 avec a=-1, celle de l'application

1 A 1 1 2
—. 0O déduit = + = .
1-2jmtv n en déduit que £(v) 1+2jv 1-2jnv  1+47°V

1

On voit donc que |5c(v) |NT si v=>*o00, donc par le critére de Riemann et d'équivalence pour la

2V
. A 1
convergence des intégrales, ona X€T,

_ L
1+2jmv

t>e'U(—t) vaut v

A

+00 +00
L'égalité de Plancherel Jﬂ |x(t) |2 dt= f |x (l‘) |2dt donne ici :

+00 dv _+oo ok g ' L +00 d _l
4_[)—(“_4%2\/2)2—_[06 dt=1, c'esta dire L—(1+4n2\/2)2_4.

1

lll) Transformée de Fourier de signaux qui ne sontpas 1'.

Dans la pratique, on ne peut pas se borner a travailler uniquement sur des signaux I'. Eneffet, en réalité,
de nombreux signaux ne vérifient pas cette condition, comme par exemple les signaux périodiques non nuls.
C'est pourquoi, nous devons étendre la définition de transformée de Fourier a d'autres types de fonctions. La
trés belle (mais difficile!) théorie des distributions permettrait de définir la transformée de Fourier d'une
facon trés générale, mais nous n'en n'aurons pas besoin ici de la développer.

lll.1) Transformation de Fourier dans 1’

On admettra que l'on peut étendre la définition de transformée de Fourier pour un signal x tel que x€& I’
mais x€ZI'. La transformée de Fourier de x sera encore notée X ; c'est une fonction qui n'est pas
forcément continue par morceaux, mais si c'est le cas, on a aussi  x€ I*. On verra dans le paragraphe
suivant un exemple trés important de signal qui est dans I’ mais pas dans L' :clest la fonction

« sinus -cardinal », dont la transformée de Fourier (qui peut étre définie par ce que I'on vient de dire) est
d'une trés grande utilité en traitement du signal. C 'est la raison pour laquelle on ne peut pas faire
I'économie, dans le cadre de ce cours, de parler de transformée de Fourier de fonctions qui ne sont pas dans

1 . 2
I maisdans L

La théorie de la transformation de Fourier sur L , dite transformation de Plancherel est complexe a
aborder de fagon rigoureuse, et dépasse le cadre de ce cours.

On admettra qu'elle vérifie un certain nombre de propriétés que I'on a déja démontrées pour des signaux
1
L

Précisons cela :
@»HSi xe 1* , la définition 4 n'est plus valable car l'intégrale J' x (s) e I ds peut ne pas

converger. On n'a donc plus forcément de moyen explicite de calculer une expression de X (v) , mais on
verra que I'on peut se débrouiller quand méme pour en obtenir une dans certains cas.

(i) Si x€I’ et yE 1* , le Théoréme 2 ( x*y=X.y ) ne reste rigoureusement valable que
dans certains cas.En effet , la seule chose que I'on peut dire est que x* y€L” (Théoréme 1 (i) ce qui ne
permet pas de définir sa transformée de Fourier.

155



(ii1) Les propriétés 3, 4 et 5 restent vraies.

(iv) La transformée de Fourier inverse se définit de la méme fagon par X=X=X etona,si X

est continue par morceaux, la relation X (l‘ ) =X (t ) (t ) pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles

$(0)=3(1)= x(£)+ x(¢")

la fonction x est continue ( la relation générale est X (t ) )

(v) La relation )f)\/ =Xx* )A/ est par contre vraie pour tout Xx€ I’ et ye I’ . Plus
précisément on a la

Propriété 10
Soient x€I’ et yE€L’ telsque X et § soient continus par morceaux. Alors xy€L' et
x j/ELl et on a les relations :

H=x* e x*y=(%9)

+00
(vi) La relation f )AC t y dl‘_ J‘ X l‘)j/ )dt est vraie pour tout x€L’ et yE€L’ de méme

+00
que I'égalité de Plancherel f |x | dt= f | | dt
1 1 2t
Exemple : soit x(f)= : = —j . C'est un signal a valeurs complexes
()1+%nt 1+ 4771 ]h+4ﬁﬁ)
. 1 ~ | " .
avec x€I’ mais x@L'. Eneffet: |x( t) |2= et le critére de Riemann et

o0
1+47°F — 4x’F
d'équivalence pour les intégrales permet de conclure que x& 1’

) 1 ~ 1
De méme, |x(f>|—\/1+ = ®© 2nf]

1 , . . 2
permet de conclure que x¢& L . Pour trouver sa transformée de Fourier (au sens des fonctions L~ ), on

et le critére de Riemann et d'équivalence pour les intégrales

remarque que X=) ou y( J=e'U(t) (voir exemple du Théoréme 4).
Puisque ye€ I’ ,ona y 9 cequidonne X=3 (on rappelle que les transformées de Fourier au sens

I’ et I' sont ¢gales pour toutes les fonctions dans 'nr’ ) On en déduit que

x(v)=e'U(-v).

Définition 7.
Si x&€L’ ,lafonction v- |5c (V) |2 est appelée distribution spectrale d'énergie de x.

Remarque : comme son nom l'indique, cette fonction a une signification physique importante comme on le
verra dans le paragraphe suivant.
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11.2) Fonction Sinus Cardinal ; application aux filtres parfaits.

Définition 8.
sin(¢) . £2£0
On appelle fonction sinus cardinal la fonction définie par SC(¢)=!" S1
1 sit=0

Graphe de la fonction SC : le nom de cette fonction provient du fait que son graphe ressemble a un chapeau
de cardinal !

sin{t}/t

-8.5

-1 1
=15 =18 i ] a 5 18 15
t

La fonction SC est continue en 0 car Sin(t) Y t . On pourrait montrer (en utilisant la théorie des séries

entiéres) qu'elle est indéfiniment dérivable sur IR. Elle est paire car
i (—f)  —sin(f (4
V1 #0, SC(—t):Sm(t )_ smt( ) _sin(t)

=SC(t) .Elle est également bornée ( SCEL” ), et on

a le résultat suivant :

Propriété 11
SCer’ mais SCgL'

Preuve :

2_1 oy . oy .
Ona ()] =<— donc le critére de comparaison et le critére de Riemann pour la convergence

des intégrales permet de dire que SCe I’

Puisque la quantité sin(¢) est toujours comprise entre -1 et +1 ona |sin (¢)/=sin’(z) donc

lsin(¢)] _sin®(¢)_ 1 cos(2t) e . 2
= — = _
(1)Vt=1, R ot par linéarisation de  sin” ().

sin(¢)

D'une part, par intégration par parties, on a

(2) Vx> 1fC°St2t dt=

sin ( 2t f sin ( 2t sin(2X sm f sin ( 2t
1 4X 1
et d'autre part,
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X
L1
(3) Vle,flztdt—zln(X).

En reportant dans (1) que I'on intégre entre let X=>1 on obtient :

sin ) sin (2X) = sin(2) T sin(2t)
4) VXx=1, dit=>1n = dt.
4) f X ! e
Remarquons que V¢>1, su;gt) Sﬁ donc par le critére de comparaison et le critére de Riemann
t

sin (2‘[)

pour la convergence des intégrales, on en déduit que J‘ dt est absolument convergente, donc

1
convergente.

En calculant la limite du membre de droite de (4), on obtient
.1 sin(2X) . sin(2) fsin(2t) sin(2) *f sin(2t)
1 —In(X)— = dt |="+ 0—0 — dt'=
le?w(z "X ! e T { a2 T
donc par comparaison de limites,
f sin(z) ‘
t

1

dt=+ o : celaprouve que SCg&L'

. 2 . . . , .
Etant dans L~ , la fonction sinus cardinal admet une transformée de Fourier :

Propriéte 12
§E(V):J‘E.H7 (v)

N
2’ 2m

Preuve : sionpose y (t)z I, ( t) , on avu dans l'exemple de la définition 4 que x admet une
transformée de Fourier égalea 7 (v)=2SC(2mv). En appliquant la propriété 4 avec a=2m on

. : : 1 . 1
obtient que la transformée de Fourier de la fonction =11, (2mt) vaut T y( i =xSC (v),
donc la transformée de Fourier de la fonction #->m.I1_, (2m¢) vaut v->SC(v).
Remarquons que la fonction ¢ =>w. 11, (23‘5 t) estégalea (=>m.Il_, ( ) . Posons alors
275 2:[
x(¢)=n.T_, | (¢t). Ona x€L® et ¥=SCEL’. On peutdonc dire que ¥=%=SC et puisque

275 25
la fonction x est paire, on obtient le résultat de la propriété 12.

Corollaire Soit T>0. Alors IT:T(V)=2T.SC(27ETV) et HfT,T(V)=2T.SC(2nTt)(V)

Preuve :
On prouve d'abord le

(v)

Lemme Ya>0,VYveR, I_; ,(av)=II_,

2N
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Preuve du lemme : la fonction v=>11_, T(a V) ne peut prendre que les valeurs 0 et I et on a

T T

l'équivalence  I1_, T(a V)Zl S —T<av<T < ——=<v< = ce qui signifie que les
’ a a

fonctions V= H,T,T(av) et v>TI_, ,(v) sont égales.

On revient a la preuve du corollaire. Puisque SC (V )ZTE N (V) , alors la propriété 4 avec

2n’ 2m

2;'3—]1117L (2VT) %HT;T[V) (lemme) donc

ZET

a=2nT domne SC(2nT¢)(v)=

I, (v)=2Tsc(2nTt)(v).
En prenant la transformée de Fourier de ces deux fonctions qui sont dans I’ ona

Tm(t)ZZTm)(t)=2T SC(2nTt)=2T SC(2mTt) carla fonction SC est paire.

Application : modélisation d'un filtre parfait.

Soit v,> 0. Posons h(t)=2v,SC(2mv,t) et définissons le systéme de réponse impulsionnelle A.

Si x€L’ etk estcontinue par morceaux, alors on a par la propriété 10 :
y=x *h= ()AC h) = ()AC H—Vo:\’o) par le corollaire de la propriété 12. Dans ce cas précis,

% (v)II v) |S|)AC(V) | donc )ACH_VO;VOELZ donc y= ()CH_V e JEL® eten appliquant
la transformation de Fourier on obtient :

(1) = VveR,p(v)=x(v)IL, ., (v).

La relation (1) montre que concernant ce systéme, pour déterminer le spectre de la sortie y, on conserve celui
de x pour les valeurs de v appartenanta [—V,,+ V,[ eton annule le reste du spectre. Ce systéme

—Vo, Vo

forme ce que 1'on appelle un filtre passe bas idéal de fréquence de coupure Vv,

On dissipe a priori ainsi une partie de I'énergie de x car , par 1'égalité de Plancherel on a :
+ o0

_f|y | dt—f | dv
= an % (v | d\/<+_f | dv parlarelation (1) .

—00

Exemple : posons V,=4 et considérons l'entrée x () = h (£)=8 e SC(8mt).
Alors par la propriété Sona X (V)Z iz (V— 1) =II_;; (V) donc la relation (1) donne
y (V)ZH,3,.5(V) H74;4(V ):H73;4<V)
Toutes les fréquences appartenanta  [—4 ;3[U[4,5[ ont été supprimées dans le signal de sortie.
En écrivant que 5/(V>:H_3;4(V)ZH_3’5;3,5(V—0,5) on obtient que  y(¢)=7¢’™SC(7m1).
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l11.3) Utilisation des distributions.

On étendra encore, dans le paragraphe suivant, la transformation de Fourier a des signaux qui ne sont ni

' ni I’ (par exemple des signaux périodiques) . La difficulté est que les transformées de Fourier
obtenues ne seront plus forcément des fonctions mais des distributions. Il faut pour cela étudier quelques
points sur ces objets, sans rentrer en profondeur dans la théorie des distributions dont on n'aura pas vraiment
besoin dans le cadre de ce cours ; c'est I'objet du présent paragraphe.

Nous avons vu dans le chapitre sur la transformation de Laplace que 1'on peut définir de fagon
approximative I'impulsion de Dirac & comme la « limite » (dans un certain sens) de la famille de

1 £ €
. — —=<x< = + : SR g
fonctions 6(8)(1‘)2 e si 2 X 2 avec €> 0" . Remarquer que I'on avait modifié trés

0 sinon

légérement la définition de la fonction 8! dans le cadre de la transformation de Laplace pour la rendre
causale, tandis que nous la considérons ici comme une fonction porte dont le support est centré en 0. Cela ne
change que trés peu de choses pour les propriétés que nous avions démontrées alors.

On rappelle que I'on s'intéresse a la limite de 8t quand € 0" par l'effet que produit la fonction
6(5)(t) dans le calcul de f 6(8)(t) cp(t) dt pour une fonction arbitraire ¢ continue sur IR :on

parle de limite au sens des distributions.

On considérera aussi, pour ¢ €R , la distribution 9, , le Dirac translaté de @, de la méme fagon en

1 . E e
1. . T . — E<x< g+ =
considérant la limite au sens des distributions des fonctions Bff)(t): e S a- 2 rsd 2 ,avec
0 sinon

e>0"
On rappelle la propriété fondamentale :

Propriété

+ oo

Si @ estune fonction continue sur R alors lim f 6(:)(1)@ (¢)dt=¢(a), cequ'on écrira de fagon
>0 —©

abusive f d, (t)(p(t)dtch(a). Si @ estune fonction continue par morceaux sur IR alors

lim f 6(;)(,:)(‘30)(#:M ce qu'on écrira : f 6a(t)cp(t)dt=w.
g0~ ~o0

(la différence avec la propriété 4 du chapitre sur la transformation de Laplace dans le casou ¢ est
seulement continue par morceaux étant due au changement de la définition de 628) )

Rappelons aussi la :

Propriété
Pour toute fonction x(¢) continueona:

(i) VteR, (8*x)(t)=x(¢), (i) (d
(iv) x(£)8=x(0).8, (v) x(¢)d,=x(

Jx)t)=x(t=a), (i) (5,%6,)=5,,,
a).d,

Remarque : si x n'est que continue par morceaux, les égalités ci-dessus deviennent
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(i) ViR, (5+x)(1)=20E 2] ) (5 0 ()= 2lmalt 2l =a)

(i) x(t)f):M.é, (v) x(e)o, = xla)*t xla]) §

+ ©
Nous allons devoir, dans la suite de ce cours travailler avec des distributions du type Z ¢, 0, ou:
—o0

(cn )n <z estune suite bornée de nombres complexes
a>0.
Exemple : si (cn)n <7 estune suite finie, par exemple c¢,=2, ¢, =1 et tous les autres termes de la suite
sont nuls, alors la distribution 20+ 9, associe a toute fonction continue sur IR (« fonctions tests » ) le

nombre lim | (28°(t 1+ 8(1)) () dr=2p(0)+ p(a)

>0 —®

ce que lonnotera  (28+ 9, [¢)=2¢(0)+¢(a).

+ 0
Pour définir maintenant la distribution Z ¢,0,. ,onva retreindre I'ensemble des fonctions tests (jusqu'a

présent, I'ensemble des fonctions continues sur IR ) a un ensemble plus petit, celui des fonctions
continues a durée finie, c'est a dire des fonctions continues ¢ telles qu'il existe M >0 tel que

VteR,|t|>M =¢(t)=0 .Notons C°

c

cet ensemble de fonctions test.

+ 0

La distribution z ¢, O  représente donc l'actionsur C 8 définie par

n ~ na
— 00

+00 n=+N +00
cp-)<z c,0,, cp>: lim < Z c,9,, cp>:chcp(an) ,
—© N->+w \ =_ N —©

cette derniére série étant bien convergente puisque étant constituée d'une somme finie. En effet, si M >0

esttel que V1ER,|t[>M =@(t)=0 , alors pour tout entier n€Z tel |n|>%,cp(na)=0 donc la

+ ©
somme Z c,¢(an)= Z c,@(an) estbien finie, donc convergente.
— 0
neZz, |n|£M
a

+ 0
On dira que la série Z c¢,0,, converge au sens des distributions (et en ce sens, elle est toujours
—

convergente!)

Dans le cas tres important ou la suite (cn )n <7 estconstante égaleal,onala

Définition 10

Soit a>0. On définit le peigne de Dirac de fréquence — comme la distribution III, définie par la
a

+ 0
relation III = Z d,,

Remarque : la lettre I est issue de 1'alphabet cyrillique et se prononce « cha » .
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ll1.4) Transformées de Fourier de signaux qui ne sont pas dans 1'ur’ .

Dans cette section, nous allons chercher a définir, de fagon indirecte, la transformée de Fourier de certaines
fonctions (ou méme de distributions) qui ne sont plus dans I'UL® .1l existe une théorie (que nous

n'allons pas expliquer ici) qui permet de le faire dans un cadre tres large : la théorie des distributions
tempérées.

Ill.4.a) Transformée de Fourier d'un Dirac et d'une sinusoide.

—_~

Soit a€R et €>0. Alorsona df'er’NL'. Soit 8 sa transformée de Fourier . Pour définir la

—
, . . + (e
transformée de Fourier de 9, , nous allons montrer quesi €0 ,alors J, ) converge au sens des

distributions. Cette limite sera ce que 'on appellera « transformée de Fourier de 0, .
Ona

+OOA + o0

Ve’ f f 6 ¢ t)dt (voir III)1) (vi) en remarquant que 6(;)6 I’ et p€L° )

donc

+ o0

VoeC?, lim f 6 t)dt=1lim f 6£€)€p(t)dt=cf)(a) (vuque @€L', § estcontinue)
g0 —® g0 —®

f e ™ q(t)dt (définitionde ¢ (définition4)avec @eL' )

= {7 | )

Celamontre que si €->0" ,alors 628) converge au sens des distributions vers la fonction
—2jmat
t>e 77 doula:

—_

Proprtete 13

_ 2jmav
6a—e

e~

Maintenant, notons que 6(8>:5(8>: 6(,821 , et

a a

VoeC?, lim <6(j) l)=(e ™ @) (propriété 13)

e>0
VyeC’, hm<6 |cp> 11m<6 lp)=(d_, |®)
e20 >0

Autrement dit, puisque au sens des distributions, lim 628)2 e AT
e>0

on définit la transformée de Fourier de

—_~
—

(e)

t>e 7™ parlalimite lim 8,
€20

au sens des distributions . Le calcul ci-dessus donne alors la :

Propriété 14

—_—

Ona VYaeR, eizj“at:f)_a cestadire VaeR, e*™'=9

a
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Corollaire

Soit P(t): Z C e”’™" un polyndme trigonométrique de fréquence v,> 0. Alors, il admet une

n
n=—N

transformée de Fourier (au sens des distributions) égale a p (V>= Z C,0, vo<v)
n=—N
En particulier, la fonction sinusoidale x : #-> cos ( 27 Vot) admet une transformée de Fourier au sens des
b, (V)+ 5, (v)
2

distributions égale a X (v)=

Preuve : On a P Z C,e 2T (v)= z C,0, V0<V) par linéarité de la transformation de Fourier .
n=—N n=—N
En effet,

Ve, (P |@<Zcéww@—20wmwwﬂm20®w @)

n=— €30 n=—

4m<anwl>,

e>0" n=—N
et

lim ( Z C,,f)_nV @)= 11m< z Cnénv l)=( Z C,9,,, @)

e30 n=—N e20" n=—N

Ainsi, puisque P =Ilim Z C 6,” au sens des distributions,
e300 p=—N

P=1lim Z C,o v z Cnf)vo(v) par le calcul ci-dessus, ce qui montre que
n=—N

e>0 n=—N

= Z C,d,,(v) ausens des distributions.

n=—N
Dans le cas particulier de la fonction sinusoidale x(¢) , on a par les formules d'Euler :

2wyt 72nvM)

2
ce qui donne )?(V)Z%f) ( )+ 6_\,0( )

lll.4.b) Transformée de Fourier d'une fonction périodique.

Soit ¢t=>x (t) un signal continu par morceaux et T-périodique. On peut alors considérer sa série de Fourier

2v,

+ © i v 1 —9inm
= Z Cne21"7[ " avec VO:? et VnEZ,anvof e " V“tx(t)dt

n=-—oo

2v,

0
On pourrait prouver que dans la cas qui nous intéresse ici, le corollaire de la propriété 14 est encore valable
si on fait tendre N vers +00. On obtient donc que la fonction ¢-=>x (t) admet une transformée de

Fourier (au sens des distributions) égale a la distribution X Z C nénv . Précisons cela :
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Propriété 15

Avec les hypothéses ci-dessus, la fonctlon t2>x t) admet une transformée de Fourier (au sens des

distributions égale formellement a X (Vo )? ou x, estla«fonction motif » associée a x
o x(t) si te|— !
c'est a dire que xo(t) = 2v, v 2\/0
0 sinon
Remarque : la formule % (v Z C,0,., montre le lien tres fort entre la représentation en série de

+00 Ix
Fourier  S(x)(t)= Y, Cnezln”“ et la transformée de Fourier %(v)=), C,5,,(v)

n=—oo

Idée de preuve : Notons d'abord que X, est continue par morceaux et a durée finie donc  x,EL' et
1
o 2v,
= [ x,(t)e ™ 'dt= [ x(t)e ™ 'dr. Onadonc Vne€Z,C,=v,%,(nv,).
o Y
2v,

<
(=]
gl
=4
S
<
=
=
(=]
Il
<
(=]
Nl
8
o
O
:
<
O

Ensuite, formellement, (VOHIVO) %y :(

an

en remarquant que V' n€Z, x,(v)d

Exemple : Soit x la fonction 2—périodique dont la fonction motif associée est
1.1
22| cestadireque x,=II_,

2

1 s1 te|—

1 .
xo(t) L On aalors Vv,= 3 et, par la propriété 12,
2

0 sinon

n

2

ona %,(v)=SC(mv) .Onobtientalors que =V, fo(nvo)énVOZ%z SC(J‘E%)@

Puisque la fonction SC est paire, on a : )?Zl SC(o)o lz nZ 0,+0 ,)\.
2 29 ™2 = =

sin(n % ) 2sin
En remarquant que SC( n % ): =
n

J
2
(sin n—

g
n2)
nw

et que
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Fonction « motif» ¢ = xo(l‘)

=

1,5 1

8.3

8,5

=1

Fonction périodique ¢ =>x (t)
2 T T

1.5

8.5 r

8.5

=1

- | .} 0 ] A

Fonction V=V %,(Vv) (enbleu) et distribution £=v, Y £,(nv,)d . (enrouge) :

8.5

8.4

8.3

8.2

a.1

8.1
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Quelques remarques :
Si t=2x (t) est un signal continu par morceaux et T-périodique, alors sa transformée de Fourier est une

+ 0
Y - 1 . .
distribution de la forme x= _Z.; C,0,, (avec v,= T ),ou C, estle coefficient de rang n de son

+ 0
développement en série de Fourier complexe S (x)(t)= Z C, e?"™ st en cela que l'on considére

n=—oo

parfois que la théorie de la transformation de Fourier généralise celle des séries de Fourier.

De plus, si I'on considére maintenant la fonction « motif » = x, (t) telle qu'on 1'a définie plus haut, on

. . .. 1 , . A .
obtient une fonction qui vitdans I, donc sa transformée de Fourier v = xo(v) est une fonction,
continue, qui est reliée aux coefficients de Fourier de x par la relation V' n€Z, C,=v,%,(nv,).

On admettra que la plupart des propriétés sur la transformation de Fourier vues précédemment dans ce cours
restent valables avec les fonctions périodiques, en particulier les formules )f)\/ =Xx* )A/ et

g
A A . N , . . y eper
x*y=XY) ,sous certaines hypothéses que nous ne préciserons pas mais que nous supposerons vérifiées
dans la pratique...

Exemple : Soit v,> 0. Posons Ah(t)=2v,SC(2mv,t) et définissons le systéme de réponse
impulsionnelle 4. On a vu dans le III) 2) que ce systeme définit un filtre passe bas parfait de fréquence de
coupure V,. Au lieu de considérer une entrée x€ 1* , considérons une entrée 2- périodique dont la
+ 0

série de Fourier associée est S (x)(t)= Z C. e

n=—oo
Onaalors y=h*Xx. Notons que, rigoureusement puisque / €L’ et x€L” lethéoréme 1 ne permet
pas de définir le produit de convolution /4 *x. On admet donc que cette formule a bien un sens et que

x*h=Xxh ce qui donne formellement

A

jj(v):h<V)3C<V):H7Vq;\/q(v> Z Cnén :Z CnHvﬂ;VO(%)én
=3 o —

2

En remarquant que Vne€Z,

yivI= 2 €9,

neZ,n|<2v, 2

nl>2v, = H_VO’.VO(g)ZO on obtient :

On reconnait la transformée de Fourier de la somme partielle Z C,e’™" donc

nl<2v,
y(t): Z C ejnnt neZ, |n|<2v,

neZ, Inl<2v,
La encore, le filtre joue son role de filtre passe bas parfait de fréquence de coupure v, (comparer avec la
section 2)) : toutes les harmoniques du signal d'entrée de fréquence supérieure a v, ont été supprimées
tandis que les autres sont intégralement conservées.
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lll.4.c) (*) Transformée de Fourier de la distribution 111,

La distribution III, joue un role trés important dans 1' étude théorique de 1’échantillonnage d'un signal, ou

e~

l'on est amené a considérer sa transformée de Fourier III que nous allons essayer de définir.

: — 1 o
Propriété 16 : Soit a>0 .Alors, III,=—II, au sens des distributions.
a

a

Preuve : Soit a>0 et @&C. :onalarelation: <Ul

(p> .Si M>0 esttel que

@>=<+Z:6m

t|>M =q¢(t)=0 , alors pour tout entier nE€Z tel |n|>M,cp(na):0 . En choisissant
a

@>=2m(na Zcp na) <Zéna >

cp> .(on rappelle que pour tout entier

un entier N tel que N>% ona <H_Ia|cp>=<§:6na

(noter que le choix de N dépend du choixde @ )

+N +N +00
cp>=<Z 8 cp>=lim <Z o cp>=1im <Z o
- N e20" \ - N g0 \—®

neZ tel |n|>N, ona q(na)=0 )

donc < I

a

T
Essayons de déterminer maintenant lim <Z 65;) cp> . Notons déja que si €<a, alors la fonction

e0" \ —™

+ 0

" ( t>= z 6(,;) (¢) estun signal « carré » périodique de période a donc de fréquence Vo=—

, : (¢) _ _1
Representationde t=>x '\t) avec a=— et €=—.
& (¢) 2w 10

1z

1e s . o

g8 |

=18 -3 a i 18

1

La fonction motif associée est x,= gl , dont la transformée de Fourier est
o

N |en

A

xO(V):éSSC(ﬂZSV):SC(J‘EEV) donc la propriété 15 donne

x(£>(v):(;ﬂl SC(mev)= ZSC(”ZE)%.

a

a

On a ainsi

_J1IXA nme
{eZec()n e
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ou N est ’entier choisi précédemment tel que N >—
a

) 1 & nie n 1 & n
=1 — SC — | |== =

YV ne(—N;..;+N| lim SC(”ZE):SC(O):I
d

>0
cp> < 1 I
a

On en déduit que lim <z 6(,;)

e>0" \ —©

Onadonc lim <Z 6na

20"

o)=L 5, o[22 S of 2] L,

> et 11m<§ 6(,;)

£>0"

Résumons : <U_[a ‘cp> lim <Z 6

0"

Cp> , et ce, quelle que soit la

S |—

o 0 \ A .
fonction @€&C, . Celanous amene a la conclusion

l1.5) Modélisation et réalité .

Les signaux qui n'appartiennent pas a 1 , c'est a dire a énergie infinie, sont plus une vue de 'esprit qu'une
réalité physique : on modélise des signaux réels (donc de durée finie) par des signaux qui ne sont pas a
énergie finie parce que cette modélisation donne de bons résultats tout en simplifiant les calculs.

Prenons I'exemple d'un signal périodique. En réalité, dans la pratique, ce dernier a bien un début et une fin,
donc il peut se modéliser, par exemple (d'autres modélisations sont possibles) par une fonction de la forme :

A . (¢).x(¢) , ot xestun signal T-périodique et 7 un entier naturel « grand » .

Prenons par exemple 7=2 et x(t)—cos(ﬂt) Le signal y(t)—H_zn’Zn(t)cos(ﬂt) est a énergie

finie, eton a : j/( ) H—Zn,Zn(t) cos t (m m) (nous admettons que la

A

formule )/C)\/ x* Y est valable dans ce cas) ce qui donne

61(V)+ 6;1(v) 1 1
)A/(V)=4n.SC(4nnV)* : 2 : :2n(sc(4ﬂ”(v_§))+SC(4nn(v+E)))
:2n(2v.sin(4nnv)):4v.sin(4nnv)
nn(4v2—1) 3-5(4\/2_1)
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Graphede V= j/(v) pourn =25

il T T T T T T T

40 | 1

I8 7

18 r .

=18 I I I 1 1 1 I
-2 =-1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.9 2

Graphede V= y(Vv) pourn =50

a8 T T T T T

a8 | .

20 1

18 1

Les deux tracés ci-dessus montrent clairement que plus # est grand, plus le spectre de y se rapproche de la
1

distribution 560,5+ —0_,5 (observer les deux « pics » de la courbe qui se forment aux points d'abscisse

2
+0,5
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IV) Transformée de Fourier de quelques signaux importants.

A—T,T(t): T—t

170

x(t) x(v)
n_, ,.(¢) 2T.SC(2nTv)
2v,.SC(2mv,t) I, (¢)
A—T,T<t) T.(SC(nTv))
VO.(SC(T[VOf))z Afvovvo(t)
—nt’ —mv
e e
1 = 1
T¢ ule) I+2jmtVv
1 d
0 1
Sin(zﬂ\/ot) L(é _ )
2] Vo —V,
sin(2mv,¢) 1(6 +5 )

te|-T ;0]




V) Exercices

Exercice 1
On considére la fonction = x(f) définiesur R par x(¢)=(1—¢)(U(t—1)-U(t))

1) Représenter graphiquement la fonction ¢ = x (t)
2) La fonction ¢=>x (t) est-elle continue ? Préciser si elle appartient a L (IR) et Lz(IR)
3) Mémes question pour Vv=>X (V) , la transformée de Fourierde 7= x (t) (utiliser le 2).

4) Calculer l'expressionde X (V)
2 3

(*)5)En utilisant les équivalences :  1—cos (x)~x7 six=>0 et x—sin (x)N% si x >0 vérifier la

continuité de la fonction v= X (v) en0.

Exercice 2
On considére la fonction ¢->x(f) définiesur IR par x(t):sin(t)Hfm,Mn(t) ou nelN’.

1) Etudier la continuité de ¢ x(¢) . Etudier la parité de ¢ = x ()

2) Aprés avoir justifié son existence, calculer une expressionde v = X (V) , la transformée de Fourier de
t>x(1)

3) On suppose n trés grand. Dessiner une allure de la fonction v = |X (V)| et justifier intuitivement .

Exercice 3
On considere la fonction 2-périodique ¢ = x (t) , paire et définiesur [0, 1] par x (t) =t

1) Représenter graphiquement la fonction ¢ = x (t)
2) On admet qu'une expression de sa série de Fourier complexe est :

S (x)(t)Z% — Z % ( 1—(—1 )")ej”m. Calculer une expression de la distribution v => X (V) ,la
nez' N TU
transformée de Fourierde ¢ x (t)
3) On considére la fonction ¢ = x,(¢) définiesur IR par I'expression x,(¢£)=x(¢) I, (¢)
a) Représenter graphiquement la fonction ¢ - x, (t)
b) En écrivant la fonction ¢ = x, (t) comme différence d'une fonction porte et d'un
fonction triangle, calculer simplement la transformée de Fourier de ¢ = x(¢)
4) On considére la fonction ¢ x,(¢) définie sur IR par l'expression x,(¢)=x(t) Im_; (¢)
a) Représenter graphiquement la fonction - x, (t)
b) En utilisant le résultat de la question 3)b) et a l'aide du théoréme du retard, calculer la
transformée de Fourierde ¢ x, (t)

5) On considére plus généralement pour n€IN, n>=2 lafonction ¢=>x, (t) définie sur IR par
I'expression X, (t)zx(t)Hf(ZIlfl)'”nfl (t) . Calculer une expression de v = Xn(v).

Exercice 4

On considére la fonction ¢->x(f) définiesur R par x(¢) ="

1) Montrer que x€L'(R)NL*(R).

2) Calculer une expression de de v=> X (V) , la transformée de Fourierde ¢-=>x (t) sachant que la
transformée de Fourier de la fonction  #-> y(#) définiesur R par y(z)=e ' U(t) est
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Y(v)=—

1+ 2jmv
3) A l'aide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de la fonction définie sur IR
1
par z (t )=
1+¢

+

o0

. 1
4) Déduire du Théoréme de Plancherel la valeur de f Wdt .
Lo + t

Exercice 5

2
—mt

1) On rappelle la formule suivante : la transformée de Fourier de la fonction ¢->e est la fonction

V_) e—rw'

Caf = -’z
Pour >0 , montrer que la transformée de Fourierde ¢=>e * est v= \/ % e “" (on pourra
utiliser la formule de concentration-dilution).

+o
En déduire la valeur de f e "dt.

On considére la fonction ¢->x(f) définiesur R par x(t)=e

2) Montrer que la fonction - (x*x)(¢) est bien définie et que x*x€L'(R).
3) a) Calculer l'expression de la transformée de Fourier de ¢ = (x * x) (t)
b) En déduire une expression de (x * x) (Z)

Exercice 6

sin (7t v, )

Soit Vv,> 0. On définitpour f€R ladistribution: 4, (£)=8(¢) de sorte que pour

i
toute fonction ¢ a support compact et continue sur IR on ait

i (Ol)di=g(0) . ST g,

Soit H v, satransformee de Fourier ; on considere le systeme qui a tout signal ~ x (t) fait correspondre le
signal y=x* hVo (sous réserve que ce produit de convolution soit défini).

1) Montrer que si  x€L'(R)NL*(IR) et est continu par morceaux, y est bien définie.
2) Calculer l'expression de  H VO(\/)
3) Dans cette question, V,=18 et on considére le signal d'entrée
x(t)=—2+3cos(4mt)—cos(16mt)+ 2sin (207 ¢)
a) Le signal x est-il a énergie finie ? A puissance moyenne finie ? Si oui, les déterminer.
b) Donner l'expression de la sortie  y (t) . Comment se comporte le systéme vis a vis de
X (t) ?
¢) Comment aurait-il fallu choisir v, pour que le systéme conserve toutes les harmoniques
du signal x(¢) 2
4) Dans cette question, V,=20 et on considére l'entrée  x(¢)=e ' U(t).

a) Donner une expressionde Y (V) , latransformée de Fourier de la sortie y (t) .
X
b) Prouver que VX =0, f !

0 1+4 TCZVZ
¢) En déduire alors la valeur de I'énergie de (t) .

dvzzl—narctan(2ﬂX).

5) Dans cette question, v,> 0 est quelconque et on considére toujours l'entrée  x (t) =e 'U ( t )
Comment choisir Vv, pour que I'énergie de y(t) soit inférieure a 0,01 ?
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(*)Exercice 7
Soit £ x (t) un signal continu par morceaux a valeurs complexes et soient deux nombres réels

vV, et v, telsque Vv,>Vv,>0. On considére le signal modulé en amplitude

> y(t):COS(2IE v, t)x(t). On suppose que, V= X(V) , la transformée de Fourier de 7 = x(t)
existe. On suppose enfin que le spectrede ¢ > x (t) est contenu dans l'intervalle [— Vot V| ,clesta
dire que VVER, wvi>v,=>X (V) =0 (signal a bande de fréquences limitée).

1) a) Exprimer Y (V) , la transformée de Fourierde 7= y( t) en fonction de X (V)
b) Montrer que VVER, X (v+v,)#0=>v<0.
¢) En déduire que Y (v)U (v)= % X (v=v,) (on rappelle que U est la fonction échelon).

2) Application On suppose que
VVvER, Y(v)=38(v+50)+ 88(v+ 45)+ 38 (v+ 40)+ 38(v—40)+ 85 (v—45)+ 38(v—>50)
a) Calculer lI'expression de X (V—Vl) en utilisant le 1)c).
b) En déduire l'expression de X (V+ Vl) a l'aide de l'expression donnée de Y (V)
c¢) Retrouver alors la valeur de v, et l'expression du signal = x (t) . Vérifier que

¢t x(¢) vérifie bien la condition de bande de fréquence limitée et donner une valeur
convenable pour V.

A partir de maintenant, on suppose que > x (l‘) est a énergie finie.
3) Montrer que ¢ > y(l‘) est aussi a énergie finie, et d'énergie inférieure ou égale acellede 7> x (l‘)

4) a) Prouver que VVER, Re(X(v—vl)X(v+ vl))ZO.
1
Y()P={1X (v=v ) P+ [ (v v ).

b) En déduire que VVER,

¢) En déduire que f ly ()] dt:% f |x(z)[’dt ;interpréter.

(*)Exercice 8

Soit f€L*(R)NL'(IR) continue par morceaux.

On s'intéresse a 1'équation différentielle (E ) y'+ y=f etasessolutions éventuelles a énergie finie et
absolument intégrables sur IR , c'est a dire telles que  ye€L*(R)NL'(R).

1) Dans cette question, on suppose que y est une solutionde  (E) avec yeLz(IR)ﬁL1 (R).
a) Montrer que y ' est continue par morceaux et que y'€L*(R)NL'(R).
F(v)
b) En déduire que Y (v)=—F—"—
) d (v) I+2jmv
¢) Montrer alors que nécessairement,  y(¢)=(f*h)(¢) ou h(t)=e ' U(¢) (on vérifiera
d'abord que le produit de convolution est bien défini et donne une fonction dans

L*(R)NL'(R). )

2) Réciproquement, on définit z (t ):( f* h) (t) . Le raisonnement de la question 1)c) permet de dire que

zeLl’(R)NL'(R).

t

a) Vérifier que VZ€R, z(t)zeflf f(s)e’ds.

—00
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b) En déduire que z (l‘ ) est continue sur IR, dérivable sur tout intervalle ou f* est continue et
que z est solution de  (E)

3) Conclure sur 1 'ensemble des solutions dans L*(R)NL'(R) de (E)

4) Application 1. Déterminer l'unique solution dans L*(R)NL'(R) de (E) dans le cas ou
f(t):H—l,l(t)'

—2¢l

5) Application 2. On suppose ici que  f (I)Z e
Onpose g(t)=e 2U(t).
a) Trouver une relationen  f° (t) , g (l‘) et g (— t) valable pour tout réel ¢ non nul.
b) En déduire une expression de £ (V).

¢)Montrerque Y (v)=T(jmv) ou T(X) estlafraction rationnelle

~ 1
T(X>_(1+ 2x)(1-x?)

d) En déduire une expression de l'unique solution dans L*(R)NL'(R) de (E)

(*)Exercice 9

Le but de cet exercice est de montrer le résultat suivant : si ¢ = x (t) est un signal continu par morceaux a

durée finie et a spectre limité, alors 7= x (t) est le signal nul .

Autrement dit, soit > x (t) un signal continu par morceaux. On suppose qu'il existe 7> 0 tel que
VteR, |t}> T,=x(t)=0 etquilexiste Vv,>0 telque VVER, vi>v,=X(v)=0. Onva

montrer que  VZ€R, x(¢)=0.

1) Justifier, pour tout signal x a durée finie, l'existence de la fonction v=> X (v ) Etablir quelques
propriétés de cette fonction (régularité, absolue intégrabilité,a énergie finie ou pas etc...).

n=N
2)Soit ®>0 et P(t)= c,e’”" un polynome trigonométrique de degré N avec Vn c¢,€C

-N
.On suppose que la fonction ¢=> P ( t) n'est pas la fonction identiquement nulle.
_ —jNot

a) Justifier I'existence d'un polynome Q€C[X] telque P(t)=e (e’
b) Déterminer en fonction des données de 1'exercice le nombre maximal de racines de

0(X)
¢) En déduire que I'équation P (t): 0 n'a qu'un nombre fini de solutions sur l'intervalle
27
[0, ]

Soit T=2T,+2. Ondéfinit ¢->X(¢) lafonction T-périodique continue par morceaux par la relation
-T T, . . o .
V't 6[7 ; 5] , X ([): X (t) (ce qui revient & périodiser la fonction 7 =>x (t) ).

3) Justifier que V7 €] To,g[: %(¢)=0.

n=+oo

4) On pose U’:%- Soit S (¢)= Z c,e™”" lasérie de Fourier de ¢ = x(¢)
1 nw
Vérifi YneZ, c=—X|—|.
a) Vérifier que =T (23‘5)
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b) En déduire que =X (l‘ ) est un polynéme trigonométrique . Conclure.

Exercice 10

Soit / une fonction continue par morceaux et admettant une transformée de Fourier v = H (V) . On
considére le systéme défini par y=h*x ou x est un signal d'entrée, et y est le signal de sortie
correspondant (sous réserve que le produit de convolution y=h*x ait un sens).

)Si vy>0 etsi x (t) vav( t)Zerm“t, montrer que y=H (VO) x,, (onsuppose H continue en
Vo- )
. sin (7w v, 1) o
Soit  v,>0. On suppose dorénavant que 4 ( t)z — (prolongé par continuité en 7=0).
T

2) a) Donner l'expression de v H (v).
b) On considére le cas  v,=3 etlentrée x(¢)=x,(¢t)=e”™". Pour quelles valeurs du
paramétre Vv, la sortie correspondante y est-elle nulle ? Vérifier que si y n'est pas la

fonction nulle, alors y = x.
On considére dorénavant l'entrée  x (¢)=—sin (7 ¢)+ 3cos(2m¢)—5sin(5m¢)

3) a) Donner une expression de la densité spectrale d'énergie de 4 et en déduire son énergie.
b) Dans le cas o v,=4 trouver l'expression de la sortie ¥ (l‘ ) .

c) Pour quelles valeursde v, a-t-on Y (l‘):—sin(ﬂ: t) ?

Exercice 11

)sin(nt)

Soit 2 la fonction continue sur R par /(z)=2sin(107¢ pour ¢#0. On considére le

systéme défini par y=h*Xx ou x est un signal d'entrée, et y est le signal de sortie correspondant (sous
réserve que le produit de convolution y=A*Xx ait un sens).

1) Déterminer h(0). Justifier.
2) Montrer que / est a énergie finie.

3) Montrer que H(V)Z%(Hl 1(\/—5)—1]711(\/+ 5)).

2°2 2°2
4) Donner l'expression du spectre d'amplitude de 4.
+00

5) Déterminer _[ h(t)dr.

6) Dans cette question, on suppose que l'entrée est x (t) =1+ cos (5 T t)+ %Sin( 107 t) . Déterminer une

expression de la sortie y(t) associée.

7) Dans cette question on considére z=h*h.
a) Justifier que z est bien définie. On admet que Z (V) , la transformée de Fourier de z, est

bien définie et vérifie Z(v)=H (v )2 (on fait comme si A était absolument intégrable sur IR ,ce
qu'elle n'est pas).
b) Prouver que VVER, T | (v-5). I, (v+5)=0 (on pourra démontrer l'implication

S]]
S]]
0

5)
I, ,(v=5)#0=>11 ,  (v+5)=0. )
) )
¢) En déduire une expression de  Z(v) puis de Z(t).
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(*)Exercice 12 (Théoréme de Shannon)

Soit #>x (t ) un signal continu appartenant a L' (IR) a spectre limité, c'est a dire qu'il existe
ve> 0 telque VVER, vi>v,= X (v)=0.

Soit O unréel vérifiant 0< O<——. On échantillonne le signal ¢ -> x (t) sur IR avec un pas de
Vo
O ;autrement dit, on considére la suite (x (n 6))n€Z
On veut montrer dans cet exercice que le signal ¢ = x (t ) peut étre déterminé par la seule connaissance

des termes de la suite (x (n 6>)n€Z . Autrement dit, si 7= x, (¢) et t= X, (¢) sont deux signaux

continus et appartenant & L' (R) telsque VVER, ivi>v,= X, (v):Xz(v): 0, etsi les suites
(xl (né))nez et (xz(né))nez sont égales, alors  V¢ER, x,(¢)=x,(¢).

Cette propriété, connue sous le nom de Théoréme de Shannon, est remarquable au sens ou la connaissance

d'un signal ¢=>x (t ) (a spectre limité) pour un ensemble dénombrable de valeurs de ¢ implique la
connaissance du signal tout entier.

Pour i entier égal a 1 ou 2, on définit sur IR la fonction v=> X i(\/) la fonction périodique de période

-1 1

% par larelation VveE 55" 38

[, X (v)=X,(v).

1) Etude d'un exemple.

sin(me) |
nt ’
a) Montrer que les réels v, et 0 et le signal x, vérifient les conditions imposées dans

. 1 . . .
On suppose ici que  v,=1 et 625. On définit le signal x, par l'expression xl(t)Z(

1'énoncé.
b) Expliciter la suite (xl (n 6))nez.

¢) Représenter graphiquement les fonctions v-=> X 1(\/) et v=>X 1(V) sur l'intervalle

[—3,3].

2) Etude d'un contre-exemple.

. 1 . . .
On suppose encore icique V,=1 et 625. On définit le signal x, par I'expression
sin(27z) | sin (47z)\’
)=l et X\t )=|—F——
/(1) ( 2wt ) 2(¢) 4t

a) Vérifier que x, etne Xx, ne vérifient pas les conditions imposées par 1'énoncé.
b) Expliciter les suites (xl (n 6))n <z ©t (xz(n 6));1 <z- Que remarque-t-on ?

On revient au cas général.

~ ~

3) Justifier que les fonctions v X ,(v) et v- X,(v) sont continues .

n=+ oo n=+ oo

Soient  §,(v)= Y, Vel" et S, (v)= > M"Y les séries de Fourierde v X ,(v) et

v X ) (V) respectivement.

4) a) Montrer que dans les définitions de S,(v) et S,(v) ci-dessus,ona w=2mJ.
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b) Vérifier que VVER, |V|>2—16=>X (v)=X,(v)=0.

¢) En déduire que VneZ, c =8 f X,(v)e 7™ d v

d) A l'aide de la formule de réciprocité (dont on Justiﬁera la validité ici), en déduire que
VneZ, c(n’):&xi(—n §).

e) Conclure que x,=x,.

(*)Exercice 13
On considére un systéme défini par y=h*x ou

heL'(R)NL*(IR) etk est continue par morceaux

x est un signal d'entrée continue par morceaux tel que xe€ L' (IR)ﬁL2 (R)
y est le signal de sortie correspondant

1) Vérifier que y est un signal continu tel que y€ L' (R). En déduire qu'elle admet une transformée de
Fourier.

2) Montrer que f y(t)dt= (f x dt)( f h(t dt) (on pourra utiliser la transformée de Fourier).

+ 0

)< [ |n(t)|dt.

— 00

3) a) Montrer que

+ 0

Y(vF s|x<v>|2(f o) lar|

b) Montrer que
24+
¢) En déduire que f y( dt<(f 1263 |dt) f x*(t)dt
4) Application : on suppose que M A(¢)=TI 11 (¢). Montrer que pour obtenir une sortie d'énergie

égaleal (ie f y(t) de=1 ), il est nécessaire que 1'entrée ait une énergie minimale de 0,25 ( i.e

fx ) dt=0,25 )

(*)Exercice 14
Dans cet exercice, on suppose que f est une fonction continue sur R, telle que I'on ait la relation :

L1
"3

(1) VieR, [ f(s)ds=fl(1).
Cette relation peut s'interpréter de la fagon suivante : pour chaque réel z, £ (¢) est égal a la valeur

moyenne de f sur l'intervalle de longueur 1 centré en ¢.

Pour les questions qui suivent, on rappelle que VX€R, (sin(X )=X)= X =0.
1) Montrer que toute fonction affine vérifie (1).

2) On suppose dans cette question que f est périodique de période 7> 0.

a) Montrer que VveER, (1—% F(v)=0

b) En déduire une expression de £ (¢)

3) On suppose dans cette question que f eL'(R).
a) Montrer que la fonction ¢ ->( L *f)(t) estbien définie, et est continue

N\
Wl —
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et appartienta L'(R).
b) Prouver que fest la fonction nulle.
Exercice 15
On considére le systéme défini par y=h*x . Calculer l'expression de la sortie associée a la fonction
échelon ¢t=>U (t) dans les cas suivants :

D h(e)=00_,(¢). 2 h(t)=e™

(*) Exercice 16 (autour du principe d'incertitude temps-fréquence).
Soit 7>0 et soit 4 une impulsion de durée 7, c'est a dire une fonction continue sur IR vérifiant les trois
propriétés suivantes :

(i) VteR, h(t)=0 (ii) Vte[0;T], h(t)=0 (iii) | h(t)dt=1.

© N

On considére enfin le systéme (S) de réponse impulsionnelle 4.

1) Montrer que le systéme est défini pour toute entrée  xEL” bornée, et que la sortie correspondante
y=h*Xx estune fonction continue vérifiant la condition ~y€L”
2) Montrer que H (V) , la transformée de Fourier de /4, est bien définie et vérifie la relation
VveR, |H(v)|<H(0)=1.
3) On considére une entrée  xE L™ égale a un polyndme trigonométrique (c'est a dire dont la série de
Fourier est finie). Soit y=h*x la sortie correspondante.
Montrer que y est un polyndme trigonométrique et que < y2> <<x’>.

Le but des questions suivantes est de montrer que si toutes les fréquences des harmoniques contenues dans le
A . o g ] 2 2 g
polynéme trigonométrique x sont inférieures a AT alorsona <y > ZE <x">, Cc'estadire qu'au

moins la moitié de la puissance moyenne de l'entrée est conservée.

Remarques:
(a) plus la réponse impulsionnelle est courte (c'est a dire T petit) et moins la condition sur les fréquences des

- A . ‘s . . 1
harmoniques contenues dans le polyndme trigonométrique x est restrictive (I' intervalle [0 ; ﬁ]

devenant de plus en plus grand)
(b) Cette condition est indépendante de la réponse impulsionnelle 4 du systéme, pourvu qu'elle vérifie bien
les conditions (i) (ii) et (iii).

Notons A(v)=Re(H (v)] et B(v)=Im(H(v)|

4) a)Montrer que VvER, H(—v)=H (V)
b) Conclure quant a la parité de la fonction v=> |H (V ) |

2
5) Montrer les relations :  (iv) Va€R, VbER, a’+ bZZ@
(v) VGG[O;%],COS(BH sin(0)>1.
6) a) Démontrer que VVE[O,‘%], A(v)-B(v)=1
b) Montrer alors que VVE[_—I;L], H(V)|>\/—2.
4T 4T 2

7) Conclure.
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VI) Corrigés

Exercice 1

1)2

15 | _
1k ? 4
05 F -

0

05 - -

-1 I 1 I ! 1 !
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

2) La fonction ¢ x(¢) est discontinue en 0. Elle est continue ailleurs.On a
1

j|x |dt——<+oo, j|x () di= f|x |dt—f(1—t)2dt:%<+oo donc  xeL'(R) et

0

x€L*(R)

3) x€L'(R) donc v- X (V) estcontinue (propriété 2). Ona X &L'(R). En effet, si
Xel' (R), vuque xel' (R) ,lapropriété 7 impliquerait que X=X et la propriété 2 que ¥
serait continue, et donc x aussi, ce qui n'est pas vrai. Donc, X gL' (IR). Enfin, puisque alors que

x€L*(R) et que X est continue , alors X €L*(IR) (on est dans le cadre de la transformation de
Plancherel).

4) On a par la définition 4 et une 1ntegrat10n par parties :

Vv#0, X (v fx 2Jmsds—f(l—s) AT
0
1

1
—1 —2jmtv 1 —2jmv.
— 1_ jvs | jTT sd
2jaw( s)e o 2j5w‘0[e >
1 1 —2jmv 1 1 =2 jmv
2jnv 4x’v ;e ) 2jmv 4752\/2(6 )
1 - v
_43_52\/2( Y +2 jmv— 1)

et X(O)Zf x(s)dszi .On a donc :

L (l—e_2j”—2jrcv si v#0

1 .
- =0
) S1 Vv

En remarquant que —e =2 juv+ 1 =1—cos(2mv)+ j(sin(2%V)—2ﬂ\/)~2n2v2—§ﬂ3v3j si
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—2jmv . 1 1 . .
v=>0 d'apres les rappels de 1'énonce, cela implique que R l—e/™=2 J TW)N 5—575 VJ si
TV
v=>0 dou lim X(V)=%=X(O) et la continuité de la fonction v-=> X (v) eno0.
v=2>0,v#0

Exercice 2

1)Ona lim x(¢)=lim sin(¢)=0=x(0) et lim x(z)=1lim 0=0 d'ou la continuité de la fonction
t>¥nmw t¥nm t>nn tdnw

t>x (t ) en ni. Meéme raisonnement pour prouver la continuit¢é en —n. La fonction
t x(t) est clairement continue en les autres points, et elle est clairement impaire.

2) Lafonction ¢->x(¢) étanta durée finie et continue, elle vitdans L'(IR) ce qui assure l'existence de
la transformée de Fourierde ¢ x (t) . On peut procéder comme dans le 5) du III) du cours ou faire un
calcul direct :

X(V)Zf x(s)e 3™ ds= f sin(s)e 7™ ds

nw

=
a

=% e/ A _ /12T e (formule d'Euler )
-]—ﬂf[

1 ej(l—va)s . ej(—1—2nv)s nm

“oj | j(1—2av)” (i 2mv) |,

_L enj(172nv)n_ 7nj(172nv)n+ nj(flfznv)n_efnj(fl7211\/)1'[
2 j(1-2mv) j(1+2mv)

—
I
N
N
+
—_

—2njn’v 2n v —2njn’v 2njn’v
e V=™ e V=™

(1-2mv) ¥ (1+ 2mv)

) 1 1
_1 n . 2 2
(=1) ]sm( e V)((1—2nv)+ (1+ 27:\/))
_(_1),, 5 _sin(2nnzv)
' 1—47°v?
+1

3) La fonction v = |X (V)| , pour n grand, présente deux picsen V= o

: cela est di au fait que pour

. L , 1
n grand, le signal > x (t) se rapproche d'une vraie sinusoide de fréquence V=—— ., donc son spectre

27

d'amplitude se concentre autour de ces deux valeurs (voir la partie 5 du III) du cours).
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Exercice 3

Y
_4 -2 o] 2 4
2) On utilise la formule X(V)ZZ Cnf)nvn(\/)zzcnén(v) ou COZ% et
—o0 —o0 P}
C,=— ! (1—(—1)) pour n#0. On obtient que X(V):l—z ! (1—(—1)")6n(v) En
n’w’ 2 =200 2
0 si n estpair
remarquant que C, = -2 . , on arrive a l'expression
S— sinon
Tn
x(v=t2S L5 ).
2 S e i)
3)
a)
3 T T | T T
25 1 i
2 - . -
15 b
:
05 - |
-1 1 L i 1 L
4 2 0 2 4

b) On remarque que X, (t)= IT_, ,~1(t>_A71,1 ( t) donc d'apres le formulaire, on a

v 20, Xl(v)=2.SC(2JIV)—(SC(JW))2= sin grzvn V)_sinz(n V) _ rcvsin(2nv)—sin2(rc V)

2.2 2.2
TV TV

nvsin(2xv)—sin’(mv) S Va0

On a donc Xl(v)z R
1 si v=0

4)
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25 - ; 4

15| : B

1 : =
"ol W\/\/l_
07

05 | : -

b) Puisque x,(¢)=x,(t—=2)+ x,(¢)+ x,(z+ 2), la propriété 5 nous dit que

. . . 12jmtv
Xov)=le ™ e e X (v)me T 1 e ST (v)ze T S ()

6j 1

_ ot 2je” Vsin(6nv)X _sin(6nv)

- 2je2jmsin(2n\/) 1<V)—WX1<V)-

En utilisant I'expression

nvsin(2mv )—sin’(nv)

) 2mveos(mv)—sin(mv)

X,(v)= o si v#0|_|sin(mv). o si v£0
1 si v=0 1 si v=0
1 tan(rw) .
on obtient X ,(v)= Sm(6nv)(ﬂ_ Y ) si v#0 '
3 st v=0
5)

Un raisonnement similaire & celui de la question précédente conduit a
sin(2(2n—1)mv)
X 2(V) =

- X, (v). On aboutit cette fois  :
sm(va)

: 1 tan(mv)| .
X,(v)= sin(2(2n— l)nv)(TW P ) st v#0

2n—1 si v=0

Exercice 4

1) 1 suffit de remarquer x est paire , que f e(2)]dt=1 et f b (2)[ dt— —

0
2)Ona Vt#0, x(t)= y(l‘)+ y(—t) , et en prenant la transformee de Fourier et en utilisant la propriété
2
4,ona X(v)=Y(v)J+Y(-Vv)=—"—
(V=Y (v ¥ ()=t

3)Ona xel' et, d'apreésle 2), X el (critére de I'équivalent et de Riemannen + 00 ) donc la
propriété 8 nous dit que x est la transformée de Fourier de X (remarquer que X est paire).
Puisque V¢€R, z(¢t)=2X(2mt), ona parla propriété 4 :
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VveR, Z(v):2.2—TF(X)

4)
Ona zeIl' (critére de l'équivalent et de Riemann en +o )et Z el (car xel' ). Alors, par

le Théoréme de Plancherel, f |Z | dt= f |Z(V) |2 dV ce qui donne :

+o0 1 + |v| o) + _M 2
———dt=— | e "dv== ] e dv— U=
‘[o(1+t T e n’ ”or T
Exercice 5
1) Posons f(t)ze_mz et g(t)ze_wz. Alors  feL' ( |f(¢ )|<— en oo et
t’

g (t ) =f (\/ %t) donc la formule de concentration-dilution nous dit que g admet une transformée de
Fourier égale a G(V)= \/gF (\/gv):v - \/ge%vl. Enposant o=1 ,ona

+ 00

[ e a=G(0)=vm.

2)Ona VxeR, |x (t) |<1 donc Xx€L”. Onaaussi xeL' donc les points (ii) et (iii) du Théoréme
1 disent que la fonction 7= (x*x)(¢) est bien définie , continue, et que x *x ELI(IR) .

3)a) Puisque xE€L” et x€ L', le Théoréeme 2) nous dit que :
TF(x*x)(v)=X (v). X (v)=n e ™" grace a la question précédente ( aa=1 ).

b) On a prouvé que x*x€& L' (IR) et I'expression obtenue a la question précédente montre que
TF(x*x)€L'. Lapropriété 7 dit alors que (x*x)(—¢)=TF(TF(x*x))(¢). Grace a la question 1 (

0.=2m" ) on obtient (x*x)(—t)ZTF(TF(x*x))(z):n\/ZL—ze“zv :\/ge 2
T

Exercice 6
. . C sin (7 Vot>
Soit  v,> 0. On définit pour ¢€IR la distribution : hvo(t) 26(1)—7t de sorte que pour
TT

toute fonction ¢ a support compact et continue sur IR on ait
sin(mv,¢)
h (et dt=¢(0)- [ ———"q¢(t)dr.

Soit H, satransformée de Fourier ; on considere le systéme qui a tout signal ~ x (t ) fait correspondre le
signal y=x* hvo (sous réserve que ce produit de convolution soit défini).

1) Si la fonction x est continue par morceaux, O*Xx est bien définiet O*x (t): x( t) pour toute valeur
de ¢ ou x est continue.
o o sin(wv,t) 2 o
On a vu en cours que la fonction sinus cardinal e estdans L"MNL . Les points (i) (ii) et (iv)
T
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sin (v, ¢)

du Théoréme 1 montrent que ( )* X (t) est bien défini, et c'est une fonction continue, qui vit

it
dans L°NL”.
On en déduit que  y=x*h, estalors bien définie et continue, et vit dans L’NL”.

(v).

2) H,(v)=1-Ty, v
272
3)

a) Le signal x est a énergie infinie eta puissance moyenne finie (c'est un polynéme

trigonométrique). Par le Théoréme de Parseval, cette puissance moyenne vaut 11.

b)Ona Y(v)=—28(v)+ %(62(\/)+ 62(V))—%(68(V)+ 678(\/)) . Cela donne
y(t)=—2+3cos(4mt)—cos(16mt). Le systéme se comporte comme un filtre passe bas parfait de

fréquence de coupure Vv,

¢) Vv,>10, 10 étant la plus grande fréquence des harmoniques de l'entrée x.
4) Dans cette question, v,=20 et on considére l'entrée x(z)=e 'U(¢).

I_Hflo;lo(\’)

A)Ona Y (v)=X(v)[1-TL . ,(v)]= TRy

b) Par le changement de variables 0=2mxv ,ona
X 2nX

1 1 1 1
VX20, | ——5dv=or =——arctan (27 X ).
’{1+43'c2\/2 b 2%{ 1+ 6 2narcan( nX)

¢) On calcule par le Théoréme 4 dans sa version générale (voir le (vi) du III)1) :

—-10 1 2 +00 1 2
di= ) |Y(v)[dv=]) |—— + , dv
““y | ‘“ | _J; I+ 2jmtv £ 1+ 2y v
=10 +00 + o
= —lzzdv+ —lzzdv: —lzzdv
o 1+ 473V 10 1+4n 10 1+4n°v
+ o0 _ B _l_L
Parleb), {W { Tt 4 }[1+4n > —4 2narctan(20n)
dou
f| )Pdr=%—Larctan(207)
yit —5 ﬁarc an JT
» r 2 11
5) En reprenant le calcul précédent, on trouve f |y(t)| dt—z—ﬁarctan(nvo).
, 1 1 1 : 1
On résout donc E—ﬁarctan(nvok 100 ce qui donne V> ﬁtan(0,49n).
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Exercice 7

1) a) y(v)%(aﬁaVI)*X(V>=%(X(V_V1)+X(V+V,)).

b)Ona VVER,v=0=v+v,>v,>v,= X (v+v,)=0 acause de la condition

VVvER, wi>v,= X(v)=0 ,donc par contraposée, VVER, X(v+v,)#0=>v<0.

¢)Ona Y(V)U(V)Z%U(V)(X(V—VIHX(\/+Vl))Z%U(V)X(V—VIH%U(V)X(\wvl).

Daprésleb),ona  U(v)X (v+v,)=0 donc Y(v) U(V):%X(V—Vl)U(V). Si v<0, ona

v—v,<—V,<—v, donc X(V—Vl):() ce qui veut dire que
VveR, X(v—v,)U(v)=X(v—-v,) .

On a donc Y(v)U(V):%X(V—vl)U(V):%X(V—vl).

2)
a)Onaparlel)c): X(v—v,)=2Y(v)U(v)=68(v—40)+ 168 (v—45)+ 65(v—50).
b) En déduire l'expression de X (V+ Vl) a l'aide de l'expression donnée de Y (V) .

Ona X(v+v,)=2Y(v)—X(v—v,)=68(v+50)+ 168(v+ 45)+ 65(v+ 40).

c)Ona v,=45 et Vi€R, X(v)=68(v+5)+168(v)+65(v—5). Cela donne
VteR, x(t)=16+3cos(10m¢).
Ona Wv>5,X(v)=0 donc - x(t) vérifie bien la condition de bande de fréquence limitée et 'on
peut prendre pour Vv, n'importe quel réel strictement plus grand que 5.

3)Ona VreR, 0<y’(t)=cos’(2mv,¢)x*(t)<x*(¢) donc puisque f x*(t)dt converge, par le
+o e
critére de comparaison pour la convergence des intégrales, _[ y2 (t)dt converge aussi et
f yz(t)dtsf x*(t)dt de par la comparaison V¢ €R, 0<y*(t)<x’(t) .
4) a) On va montrer en raisonnant par l'absurde que X(V—VI)X (v+ Vl) =0.
En effet, s'il existait vER tel que X (v—v,) X (v+v,)#0, alors X(v—v,)#0 donc
v>v,—v, et X(v+v,)#0, donc v<v,—Vv, .Onauraitalors v,—v,<V<Vv,—V, cequi est

impossible vu que  v,—Vv,>0. Onadonc VVvE€R, X(v—v,)X(v+v,)=0 donc
VveR, Re(X(v—vl)X(v+ vl))=0.

Y(v)|2:Y(v)m:%(X(v—vl)+ X(v+v,)). [ Xv=v )+ X (v vy)]
:%(X(v—vl).ﬂrvlﬁ X (v v) X v+ X (v v,). Xv=v }+ X (v=v,). X v+ v,)|
Z%(‘X(v—v1)|2+ | X (v+ V1)‘2)+ 2Re(X(v—v1)Xiv+ vli)

1
:Z(|X<V—V1) ‘2+ |X(v+ v])|2) par le 4)a).

b)Ona VveER,
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) Par le Théoréme de Plancherel pour la fonction  y€ L* ona:
fh |m—jw ) d v
——(f X (v—v,)[ dv++f0 X (v v,)f dv) (4)b)
( [|x(0) a6+ f X (¢)f 4 cp) en faisant les changements de variables 0=v—v, et
p=v+ Vi
= %_f: lx(¢)fdt enré-appliquant le Théoréme de Plancherel pour la fonction x€ L’

L'énergie du signal modulé est alors égal a la moitié de 1'énergie du signal non modulé.

Exercice 8

1)
a) Les fonctions /et y sont supposées continues par morceaux et sont dans LZ(IR)ﬁL1 (R).
Puisque y'=f—) onen déduitque y’'estcontinue par morceaux et que y'€L*(R)NL'(R).

b) On applique le 1) de la propriété 6 a y (possible car car yELl (R) et y =I5 (R) ) a
I'égalité (E) pour obtenir VVER, 2javY(v)+ Y(v)=F(v) doa Y(v)= F—V) .
I+2jnv

¢)Ona feLZ(IR)mL‘ (R) et hELz(IR)ﬁLl (IR) . Par les points (i), (iii) et (iv) du Théoréme
1 la fonction ¢ ->(f*h)(¢) estune fonction continue qui estdans L*(R)NL'(RR).
Onaaussi h€L”(R), donc le Théoréme 2 dit que
F(v)
VveR, TF|((f* =F(v).H(V)=—F—"—=Y (V).
veR. TE(F*m)v=F (). H (W= 5=y (v
En prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient V¢€R, y(¢)=(f*h)(¢).

2)Puisque  fEL'(R)NL*(R) et heL”(R)NL'(R)NL*(R) les points (ii), (iii) et (iv) du Théoréme
1 permettent de dire que z€L*(R)NL'(IR).

»Ona VieR, z(t)E(f *h)<t>g+j:f(s)h(t—s)ds

—ff h(t—s)ds carsi s>t, t—s<O etalors h(t—s)=0 carh est causale.

Onadonc
VieR, z(t)=f f(S)h(t—S)dS:ff(S)e_(t_s)dS:_[ f(s)e_’esdsze_’ff(s)esds.

b) La fonction s - f f(s)e'ds est continue et dérivable en tout point ot f est continue

(propriété 6 bis du chapitre sur l'intégration) donc il en est de méme de Z(t) :
On a enfin pour toute valeur de ¢ ou f'est continue :

z'(t)+ z(t)Z—e_tjl f(s)e'ds+e " f(t)e'+ e_tj[o f(s)e'ds=f(t)

ce qui montre que z est solution de (E ) .

3)L'équation différentielle (E) posséde une unique solution dans Lz(IR)ﬁL1 (R) donnée par
l'expression Yt€R, y(t)=(f*h)(t).
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t t

4) On calcule directement V¢ €R, y(¢)=(f*h)(t —e_t_[ f(s)e ds=e_’J'H71,1(s)eSds .
Si t<—1, alors y(¢)=(f*h)(¢) eilJ‘ I, ,(s)e'ds=0.

Si —l1<t<1, alors y(¢)=(f*h)(t)=¢ feds 1—e !

Si t>1, alors y(¢t)=(f*h)(t)=e fe ds=e' '—e ',

0 sit<—1
Onadonc y(t)={1—e """ site[-1,1]
e '—e T sir> 1
5)

a) Vt#0, f(t)=g(t)+ g(—1).

b) Par la propriété de concentration-dilution, on a
> 1 1 1 1
€ IR 5 F = G + G —V)|)=— + et
v v) v) (=v) 2\1+jav 1—jav] 1+x’v’

F(v) 1 :
0] Y(v)= = =T(jmv).
c)Ona (v) 1+2 v (1+2j5w)(1+n2v2) (jmv)
4 11
1 3 6 2
d)On a T(X)_(1+2X)(1—X2)_1+2Xl % 1+ x donc
4 1 1
3 6 2 1 8 1 3
(v)= =

1+ 2jnv+ 1—jnv 1+ jnv_6\1+2jnv 1—jnv 1+ jav)

Celadomne Vi€R’, y(t )_ge Ule)+ ; AU (—t)-eU(1).

Exercice 9

1) La fonction ¢->x(¢) étant a durée finie,ona xe&L' dou l'existence de de la fonction

v X (\/) On a pour les mémes raisons Vn€IN, ¢"x (t) eL' donc par le (i) de la propriété 6, la
fonction v=> X (V) est indéfiniment dérivable.
Toujours par la durée finiede ¢=>x (t) ,onaaussi x€L’ donc X€L® .lln'ya par contre aucune
garantie que X eL' (si t=2>x (t) est une fonction porte, X est un sinus cardinal qui n'est pas dans

L'(R).

2) a)
n=N ] ) n=N n=2N )
P(t): Cne/nmt ef_]Nmt Z Cne j(n+ N) u)t 7/N0Jtz ¢, e 1nc0t 7/N(x)tQ(e_](x)t)
n=—N n=—N
avec Q(X )ZZ e, yX"=cy XY+ ey X'+ 4+,

n=0
b) Il y en a au plus 2N, qui est le degré de Q.
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¢) Puisque P(t)=e'"'Q(e’") , tE[O;zwn] est une solution de I'équation P (¢)=0 si

T . . 2n
etseulementsi e’“’ est une racine de Q. Or, pour z€C ,iln'yaauplus quunréel 7€[0; OB | tel

que e’"'=z, donc puisque le nombre de racines de Q est fini, (Q n'est pas le polynéme nul car P n'est pas
la fonction nulle), il n'y a qu'un nombre fini de solutions a l'équation P (Z)Z 0

T

3)Ona VtE]TO’i[, 7(t)=x(t) (car t<% )=0 (car t> T, ).

4)
: )
1 1 +o0 o nw t_ 1 +o0 o
VneZ, - T (275) wx —T_wx(t)e dt
r
2
1 —jnot r T
7_’;)6( t)e """ dt (car Vig[— 53] x(£)=0).
2
. 1 1 n
A E f— = — [— .
On reconnait alors la formule qui donne ¢, .D'ou Vn€Z, c, TX ( 23‘5) TX (T)

b) Puisque VVER, wvi>v,=>X (v)=0, on déduit de la question précédente que si
n|>T v, alors ¢,=0, ce quiprouve que la série de Fourierde =X (t) est finie, autrement dit,
t>Xx (t) est un polyndme trigonométrique . Or, on a vu que cette fonction est nulle sur tout l'intervalle
T 1
]TO,E[:]TO,TO"' 2
implique que la fonction ¢=>X (t) estnulle sur IR. La fonction x est donc nulle.

[ ,donc t=% (t) a une infinité de racines, ce qui, d'aprés la question 2)c),

Exercice 10

Si vy>0 etsi x(t)zxvo(t)zezjm“[, montrer que y(t)ZH(VO)xVO(t) (on suppose H continue
en V,. )
Ona

y(t)=h* xvn(t) = f h(s) ™ s sous réserve que l'intégrale converge (par exemple si heL' )
Ainsi,

y(t)Zh*xvﬂ t):f h(s)ezj””(t_s)dsz f h(s)ezj”“.e_zj”“gds:ezjm“tf h(s).e_zj””sds
y(t)=H(vy)x, (1) .

i . 63

22
v,< 6. Pour les autres valeurs de Vv, Y(V) H; v (v
22

Vi Ny
b)On a Y(V):H(V)XVU(V)ZHw] v (V) . Le résultat est nul ssi 3>7 c'est a dire

(v).8,=8, doncy=x.
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3) a) La densité spectrale d'énergie de 4 est |H (V) |2= I1-v, (V) . Son énergie vaut

Vi
272

J |H (v)| dv=v,.

b)Ona y (t)Z—sin(J'c t)+ 3cos (2 T t) le systeme jouant le role de filtre passe-bas parfait de
fréquence de coupure 2.

¢) On doit avoir v,;> 1.

Exercice 11

1) On a par continuité de & 4(0)=lim %(¢)=0.SC(0)=0x1=0.
t=>0
4

2.,2°
Tt

h(t)[<

intégrales assure que f |h(t) |2 dt converge.

00

2)Ona V¢eR',

Le critére de comparaison et de Riemann pour la convergence des

3) Onécritque V?¢€ER, h (t):% (elOJ”t—e_Iij) .SC(m¢) donc par passage a la transformée de Fourier,
VveR, H(V>:L(65_675)*H 1 1(\’)21-85*1I 1 1(\’)_1-675*H 1 1(V)
J 22 22 22

d'ou par les propriétés de convolution par un Dirac :

H(v)=§<n L (v=5)-T1 | (v+5)).

272 272

1
J 22 2 77 2

2°2 272

N

4ona |H(v)|=|=(II 1,l(v—s)—n (v 5))‘211 Calv=SH (v 5),

+ o0 + o0

5) Par I'égalité de Plancherel, f hz(l‘)dt:f |H (v)|d V:f

— 00 — 00

I, (v=5)+I1 , (v+5)|dv=2.

22 22

6)On a
Y(v):H(v)X(v):§(H i (v=5)=T0 (v 5))(6+%(6§+ 55)+4lj(65—55))

22 22 2
1
y RIS

11 (=g 1
=T g T 0O,

= (H 1 1<V_5)_H

la fonction H V):_-(H_1_1<V_5)_H_11(V+ 5)) agissant comme une multiplication par —— sur

272 22

lintervalle [—5,5;—4,5[ , par % sur l'intervalle [4,5;5,5[ et par 0 ailleurs.

189



De l'expression Y(V)Z—%(f)ﬁé_s), on déduit que y(z‘)=_71cos(10nt).

7) Dans cette question on considére z=h*h.

a) La fonction 4 étant dans L*, le point (i) du Théoréme 1 permet de dire que z est une fonction
continue sur IR.
b) Il suffit, plus simplement que par l'indication proposée, de remarquer que les deux fonctions
v=>11 (V—S) et v=>1II, (V+ 5) sont deux fonctions portes a supports disjoints (car
2°2 2°2

[—5,5,—4,5[N[4,5;5,5[=#8. ) Leur produit est donc la fonction nulle.

=—(I0 , (v=5)-T1 , | (v+5)]=I1 ; ,(v=5+10 | ,(v+5)'=201 , ,(v=5).00 11(\”‘ 5)

272 22 2°2 22 2'2 272
=11, ,(v=5)+TII , ,(v+5)® parla question précédente
22 232
=II | 1(\/—5)+H ' 1(V+ 5) car une fonction porte vaut 0 ou 1.
22 22
sin (rt¢)

On en déduit par transformation de Fourier inverse que  z(7)=2cos(10m¢) ;
T

Exercice 12 (Théoréme de Shannon)

1) Etude d'un exemple.

a)Ona x,€L' (car V¢€ER’,

X, (t) |S et le critére de comparaison et de Riemann pour

22
Tt

la convergence des intégrales assure que f |xl (t )‘ dt converge)et X, (V): A, (V) (on rappelle

T+t si te[—T ;0]
que A_T,T(t)z T—t si t€[0;T[ ).Onadonc VVER, vi>1=X(v)=0. Onaaussi

0 sinon

bien 0< 6SL.
2v,
b)

0 si n est pair et non nul

Ona x,(nd)={—5— si n est impair.
nm
1 si n=0
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0.4

-3 -2

v Xl(v)

2) Etude d'un contre-exemple.

a) Le support de la fonction v=> X, (V) est égal a l'intervalle [—2,2] quin'est pas inclus dans
lintervalle [—Vv,, V]
De méme, le support de la fonction v-=> X 2(\/) est égal a l'intervalle [—4,4] quin'est pas inclus dans
lintervalle [—v,, V]

b)Ona (xl(”6)),,622(xz(”E’))nez:(E’(”))nez alors que les fonctions x, et x, sont
différentes.

Les suites échantillonnées ne peuvent donc pas nous permettre de retrouver la fonction x , car les conditions
du Théoréme de Shannon ne sont pas remplies.
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3) Les fonctions  x, et Xx, appartenanta (IR , leurs transforrnees de Fourier sont continues sur

IR (Théoréme 1), et en particulier ( ) =0 et X, ((%) )ZXI(%)ZO
car 216 >v, etque VVER, vi>v,= X,(v)=0 .Par périodisation des fonctions v=>X (v) et,

v= X,(v) ,onen déduit que V')Xl(\/) et V')XZ(V) sont continues partout.

. . . . 1
4) a) Puisque les fonctions v-=>X 1(V) et v>X 2(\/) sont périodiques de période 5 ona

0022%:2756.
S
b) Cela découle du fait que L2\/0 etque VVER, |V|>V0:>Xi(v)=0 pour i=1 ou i=2.

298

¢) On a par définition des c(,f) la relation :

+1

VI’ZEZ, C(ni): _[X —2jrnnvf>dV
BE

=5 [ X, (v)e "™
1

car les fonctions v=>X ](V) et v=>X 2(\/) sont nulles en dehors de l'intervalle [— % ,+ %] par

le 4)b) .

d) Les deux fonctions ¢ = x[(t ) sont L' par hypothése et les deux fonctions v-=> X i(V) étant

continues et a support compact, elles le sont aussi. Le Théoréme de réciprocité implique donc que la
transformée de Fourierde v=> X t(V ) est la fonction 7= x [(—t) ce qui s'écrit :

:f X.(v)e?™dv dou VnezZ, cii):éf X.(v)e ™ dv=58x,(-nd).

e) Les suites (xl (n 6))n oz Ct (xz(n 6))n <z ¢tant égales, on déduit de la question précédente que les

fonctions v-=>X 1(\/) et v X z(v) ont les mémes séries de Fourier. Etant continues, elles sont donc
1 1
2 6 2 )

Les fonctions v-= X ,(v) et v X,(v) étant nulles en dehors de I'intervalle [—

égales, donc en particulier, Vve&[— [, X,(v)=X,(v)=X,(v)=X,(v).

_'+_
25+ 251 parle

4)b), on déduit donc que VVER=X, (V):Xz(v). Dot Xx,=X,.

Exercice 13

1)En utilisant les points 1 et 3 du Théoréme 1, on prouve que y est un signal continu tel que ~ y€ L' (R).
On peut donc considérer sa transformée de Fourier.

2) On peut appliquer le Théoréme 2 qui dit que  VVER, Y (v)=H (v).X(v). Enprenant v=0,
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+ o0

on obtient la relation f y(t)dt :( x(¢)dt )( f h(t)dt ) (remarquer que chaque intégrale converge car
y,x,heL'(R).
3)a)Ona VVER, |H(v)|=

—00

S)e—zjnvs ‘ f|h ‘2“”* f|h(s)|ds (cette derniére

intégrale converge car  heL'(R). ).

Y(v)[=lx (V)P H (v)P<|X (v)]

+ 0

2
f (2] dt) par la question précédente.

— 00

b)Ona VveR,

¢) D'aprés les points (i) et (iv) du Théoréme 1,ona ye€L*(R) ce qui permet d'appliquer
legahte de Plancherel

fy dt—f|Y )P dv
2+

S(f |h(t) |dt) f X (v)" d'apres le résultat du 3)b.
On applique maintenant I'égalit¢ de Plancherel & xe L*(R) pour dire que

_fx dt—f|X )| dv<+oo
2+ o

d'ou I'on tire l'inégalité f »( dt<(f |h(t) |dt) f x°(t)dt :1'énergie de la sortie est majorée

2
par celle de I'entrée avec un facteur égal a f |h(2)|dt

2
4) On a ici (_f |h(t)|dt) =4 d'ou la relation f ( dt<4f x*(¢)dt .On en déduit

fx )dt=— L 2(t)dt=Z=0,25.

Exercice 14

DSi f(t)=at+b alors

1 1

i+ i+5 > 2
VieR, f f(s)ds= f (as+ b)ds:%a((ﬁ %) —(l‘—%) )"‘ b=at+b=f (1)
1
I—E =5

donc toute fonction affine vérifie (1).

2)

+ 0

a) Considérons  S(f)(t)= D C,e™™" la série de Fourier de favec VOZ% .Ona

F()ZC6()-

nonv,

1
l‘+2

Remarquons maintenant que f f (s)dSZ(H LS )(t) donc la relation (1) peut s'écrire
1 R
2

I, \*f=s

27 2
d'ou, en prenant la transformée de Fourier des deux membres de cette relation :
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sin(mv)

VYveR, —Fw5—=F(v)=F(v)
c'est a dire
wveRr, STV o) py)

+ o0

b) En utilisant I'expression F(v)= z C, 8, (v) lerésultat trouvé ci dessus se réécrit :

. CH(I_M)%(V):O

= n{V,
sin(mtnv
ce qui implique que VneZ, C, I—M =
nIV,
sin(mtnv
Or Vn#0, 1—M¢0 donc Vn#0, C,=0.
NIV,
_ sin(mnv,) X
Si Vn=0, l—n—=0 donc C, peut étre quelconque.
ATV,

La fonction f'est donc constante (ce qui est un cas particulier du résultat du 1) ).

3)
a)Ona feL'(R) et IT, ,€L'(R)NL”(R). Les points (ii) et (iii) du Théoréme 1

22
impliquent alors que la fonction - (H_1 * £)(¢) estbien définie, est continue et appartient &

N
SIS

L'(R).
On peut alors appliquer le Théoréme 2 pour dire que sa transformée de Fourier est la fonction

sin(mv) sin(mtv)

v ——=5—F(v) etlarelation (1) équivaut a ce que VVER, —v—F(v)=F(v)

sin(mv)

Sln(ﬂv))F(\/):F(V) , donc, puisque  Vv#0, 1——F7—+#0

b)Ona VveR, (1 ——Fv
, on en déduit que Vv#0, F(v)=0.
Puisque f€L'(R) ,F est continue donc par ce qui précéde, elle est identiquement nulle.
Donc f'est nulle.

Exercice 15

+o0 t+ 1

) y(t)=(h*x)(t)= f h(s)U(t—s) a’s=j~ Ul(t—s)ds= f Ul(o)d o en faisant le changement de

- t—1
variables o=f—s .
Ontrouve que  y(¢)=(t+ 1)U (¢t+ 1)—(t=1)U (t—1).

2 y()=(h*x)(0)= [ h(s)U(i—s) ds:te-'s'z](t—s) dszioe-'s ds |

—00

e si t<0

On trouve que t)=
a y( ) 2—e¢ si =0
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Exercice 16

o0

1) Il s'agit d'une conséquence directe du (ii) du Théoréme 1 . puisque hel' ,alorssi x€L” |
y=h*x€L” et estune fonction continue.

2) Puisque hel' , H(V) estbien définie par la relation
T

)= f h(s)eizjmsdszvr h(s)e ™ *ds par la condition (ii)

T

donc  VVER, |H(v )|<f h(s)e @™ | ds fh e 3™ |ds par la condition (i)
0

dou VveER, |<f (s =1 par la condition (iii).

’ . 2i . . . ’
3) Onpeut écrire  x(t)= Z C,e”™"" pour un certain entier N, un certain réel  v,> 0 et

n=—N
C,€C pour —N<n<N .
N N
Ona y=h*x= Z Cn(h*ezjmv”t)z Z CHH(nVO)eZJ”V“t (voir IT) 1), ce qui constitue bien
n=—N n=—N

l'expression d'un polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a celui de x et ou le coefficient C,
a été formellement remplacé par C,.H ( n VO).
Par le Theoreme de Parseval apphqué ay,ona
<y’>= Z |H nv,).C ‘ z an car, d'apres le 2), on a ‘H(n\/o)‘zél
n=—N ==N

d'ou, par le Théoréeme de Parseval appliqué a x, on déduit < y2> <<x’>.

4) ayOna H(v)= f h(s h(s)e 3™ ds= f h(s)e”™ ™ ds car hest a valeurs réelles

d'ot 'on déduit que  H (v ):f h(s)e 3™ gs=H(—v).

b)On a |H( )| = ( ) (v) H(\/) .H(—V) par la question précédente.
On en déduit que  |H (— )| =H(-v).H(+ )=|H(V)|2 donc |H(—v)|=|H (v)|: Ia fonction
v |H(V)| est paire.

(a=b)_a’+b’+2ab_(a+b)
2 2
Pour O€[0;Z] ona 1>cos(0)>0 et 1>sin(0)>0 donc cos(0)=cos’() et

5) Ona a’+b'— >0 d'ou l'inégalité (iv).

2
sin(0)>sin’(0). Celaaboutita cos(0)+ sin(6)=>cos’(0)+ sin*(0)=1.
T T
)=

6) ayOna H (v

Oh;\]

h(s) _2jmsds:fh(s)cos(2nvs)ds—jfh(s)sin(2nvs)ds . Puisque &
0 0

T

est a valeurs réelles, on a fh(S)COS(ZJIVS)dSEIR et fh(s)sin(?_rcvs)dSEIR. Puisque
0 0
A( )= Re(H(V)) et B(V)Zlm(H(V)) on en déduit par identification que

fh Jcos(2mvs)ds=A(v) fh )sin(2nvs)=—B(v).
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Soit maintenant VE[O;%] fixé . Alors Vs€[0;T], 0<2nvs<2an<% donc par la relation

(ona Vs€[0;T], cos(2mvs)+sin(2nvs|>1 |, dou, par multiplication par 4(s)>0 ona:
Vse[0,T], (cos(vas)+ sin(2nvs))h( =h(s)
T

Par intégration entre O et 7, on obtient : f h(s)cos 275 Vs ds+ fh sm(2nvs)d >_f h(s)ds=1
0

cestadire A(v)—B(v)=1.

b) Soit v€E[0; L] .On applique la relation (iv)a ~ A(v) et B(v) :on obtient alors

4T

|H(V)|2:A2(V)+ BZ(V)> (A(V)—B(V))2>% par le résultat du a).

N | —

2 " . s :
Cela donne |H (V) | 27 et par parité de la fonction v - |H (V ) | , on en déduit que cette relation reste

vraie aussi si —VE[O; L]

AT

N

1 . : 2j7 . . .
7) On considére une entrée d'expression x(t) = Z C,e A pour un certain entier N, un certain
n=—N
réel v>0 et C,€C pour —N<nsN

N N
Ona y=h*x= Y, C, (h*e?™™)= > C, H(nv,)e?™

n=—N n=—N
On remarque que puisque toutes les fréquences des harmoniques contenues dans le polynome

trigonométrique x sont inférieuresa — ,ona n VO<E donc par le 6), il vient que

4T
1 . . .
|H (nv0)|2>§ pour tout entier relatif » compris entre — N et +N .
Par le Théoréme de Parseval appliqué a y ona
< y2> = Z |H (n VO ‘C | =— Z C d'ou, par le Théoréme de Parseval appliqué a x, on déduit
n=—N n =—N
<y’> >% <x’>.
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D - TRANSFORMATION EN Z ET APPLICATIONS

I) Signaux discrets

Un signal analogique est une fonction de la variable réelle ¢. Dans la pratique, ce signal est échantillonné
avec un pas 2 > 0 pour devenir un signal discret.
Plus précisément : soit f :IR=>IR une fonction continue et % > 0. On considére alors la suite

(x (n))nEZ définie par I'expression X (n) =f (h n) . Cela revient a ne regarder que les valeurs de la

fonction f prises a des instants multiples de 4. Une telle opération est appelée échantillonnage de la fonction
favec un pas de 4.

Par exemple, si  f (t)=cos(mt) et h 25 , on obtient, si I'on ne considére que les termes d'indice

positifs ounul :  (x(1)),en=(1,0,—1,0,1;0,-1;0;......)

Dans ce cours, on ne s'intéressera qu'a des suites (x (n))nez causales a valeurs réelles ou plus
généralement complexes, c'est a dire telles que  Vn< 0, x (n)= 0 . On ne travaillera donc effectivement
que sur les termes d'indice positif ou nul , ce qui revient a considérer des suites de la forme

(x (n))nEIN =( x( O) ;X ( 1 ) ;X (2) ; ) , étant sous-entendu que les termes d'indices négatifs sont nuls. De
telles suites seront appelées ici signaux numériques.

Les deux suites définies ci-dessous seront d'une importance capitale dans ce chapitre :

Définition 1 On définit la suite (6(11)) comme la suite causale (6 (n))n€|N=( 1;,0,0;...... ) . Cette
suite est appelée_Dirac discret.
De méme, on définit la suite échelon discret comme la suite causale (U ( n))ne|N=( 1,115...)

Remarques :

(i)Si  k€IN, le Dirac discret retardé de k est la suite (6(11—/( ))ne,N dont tous les termes sont nuls sauf

celui de rang £ qui vaut 1. De méme, I'échelon discret retardé de & est la suite (U (n—k ))nG,N dont tous

les termes de rang inférieur a £ sont nuls et tous les autres égaux a 1. Par exemple :
(U(n=2)),en=(0,0;1;1;1;......) .

(ii) On remarquera que (U(n—(k+1 ))— U(n—k))HE,NZ(é(n—k))ne,N.

On utilisera la notation (6k (n) )neIN = (6 (n _k))nEIN

Définition 2 On dit qu'une suite causale (x (n ))nGZ est finie si il existe un rang N tel que

Y n>N, x(n)=0.

On remarque que toute suite finie s'exprime comme une somme finie de Diracs discrets retardés.
Eneffet,si  (x(7)),c; estfinie,alors (x(n)],cn=(x(0);x(1); x(2);...;x(N);0,0;..) pourun
certain N. On a alors de fagon claire :

YV neN, x(n)=x(0)8(n)+x(1)d(n—1)+x(2)8(n—2)+..x(N)d(n—N) (1)

cette relation restant évidemment valable pour 71<0.

b

Remarquons que dans le membre de droite de (1), il n'y a au maximum qu'un seul terme non nul, et que la
relation (1) peut s'écrire
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+ 00

(2) (x(n)),cn= Z

k=0
la série du membre de droite calculée au rang n étant finie car il n'y a qu'un terme éventuellement non nul

dans Z x ( , celui qui correspond a k=n. Cela montre en fait que 'écriture (2) reste valable

méme si la suite (x (n))nez n'est pas finie.

Proprieté 1
Soit (x (n))nelN une suite causale et (S (n))nGIN la suite de ses sommes partielles (on rappelle que
Vn=0, S,=x(0)+ x(1)+ ...+ x(n)).

Alors, on a les relations

(1) x=x*d

(2) S=x*U.
ou * désigne le produit de convolution des suites numériques (voir chapitre correspondant).
Preuve :
Si n€N, x* 6 = Z n k (par définition du produit de convolution) donc :

(x%8)(n)=x(n)8(n—n)=x(n) ,carsi k#n,é(n—k)zo et §(0)=

D'autre part,si n€N,  (x*U)( Z x( (n—k)zz x(k)=S(n), carpour tous les termes de
lasomme, n—k=0 donc (n k )
Propriété 2

Soit (x(n))nE,N, (y(n))ne,N et (Z(n))nGIN trois suites causales et soit AEC . Alorsona:
(x+ y)*z=x*z+ y*z

)
g x*(Ay)=r(x*y)
)

Preuve :

(1) : Pour tout entier » positif ou nul, on a
n n n

((x+ y)*z)(n)=;)(x(k)+ y(k))z(n—k)=];x(k)z(n—k)+ y(k)z(n—k)
=(x*z)(n)+ (y*z)(n)

(2) : Pour tout entier 7 positif ou nul, on a

(x*Ay)( Zx INy(n—k) kéx(k)y(n—k)ZK(x*y)(n).

(3) : Pour tout entier z positif ou nul, on a

n)=§x(k)y(n—k)=x(0)y(n)+ x(1)y(n—1)+ ..+ x(n—1) y(1)+ x(n) y(0)

tandis que

n):gy(k>x<n—k):y(o)x(n)+ YD) x(n=1)+ .+ y(n=1)x(1)+ y(n)x(0)

On voit que les deux sommes ci-dessus sont égales : I'ordre des termes est seulement inverseé.
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(*) (4) La démonstration est plus technique que celle des autres points, mais présente des idées intéressantes
et utiles a retenir concernant la manipulation des sommes. On a

Vel ((x*y)*2)n)= 3] (x*2) (k)= z(z ) (nk)

k=0

= > x()ylk=1)z(n—k).

(k;1)eN

0<I<k<n
S 2 o 1z
Pour décrire I'ensemble des couples {(k,;/)€IN* / 0</<k<n| , on peut commencer par considérer tous
les entiers / compris entre 0 et # , puis, pour chaque entier / fixé, regarder tous les entiers £ compris entre / et
n, ce qui revient a transformer I'égalité ci-dessus en :

VneN, ((x*y)*z>(n):iix(z>y(k—z)z(n—k):§x (zyk )z (n— k))

1=0 k=1
On remarque ensuite que si k vadelan, alors n—k vade0a n—/ dou

Zy k—1)z Zz (n—I—i)=(y*z)(n—1) enposant i=n—k
d'ou, par le calcul precedent

VnelN, ((x* Zx (n=0)=(x*(y*z))(n) .
Définition 3

Soit x= (x (n ))neZ une suite causale et kK €IN. On définit la suite x retardée de k comme étant la suite
(x (n— k ))neZ . De méme, on définit la suite x avancée de k comme étant la suite

(0 k).Uln)), oy -

Remarques :
(i) La suite x:(x(”))nez étant causale, il en est de méme de la suite (x (n— k))neZ . Par exemple, si
x:(x(n))ne,N (1;2;3;4;5;....) alors, x=(x(n—3))ne,N (0,0,0;1;2;....) ettous les termes
de rang négatifs de la suite (x (n 3 ))nEZ sont nuls.
(i1) Méme si la suite x:('x<n))n€Z est causale, il n'en est, en général, pas de méme de la suite
(x (n+k ))neZ ! En effet, les termes de cette suite de rang, -1, -2, ..., -k qui sont égaux respectivement a
X (k— 1) , X (k—2), v X (0) n'ont aucune raison d'étre nuls. Par contre, la suite avancée
(x (n+k). Ul n))nEZ est, elle, bien causale grace a la multiplication par U (n) qui annule les termes de

rang négatifs. Par contre, on « perd » les premiers termes de la suite. Par exemple, si
x=(x(n)),en=(1,2;3;4,5;...) alors, (x(n+3)U(n)),cn=(4,5,6;7,8;....) ,les termes de

rang négatifs sont nuls grace au facteur U (n> . On a par contre « perdu » les termes 1, 2 et 3 de la suite.
Terminons cette section par deux notions qui nous seront trés utiles par la suite de ce chapitre :

Définition 4
On définit [/ (IN) comme |'ensemble des suites x=(x(n))ne|N de série absolument convergente, c'est a

defz|x

On définit [” (|N) comme l'ensemble des suites x—(x(n))nelN bornées, c'est a dire pour lesquelles il

dire que Z |x(n)| converge. On notera | x
n=0

existe une constante M telle que X ( n) |SM . La plus petite de ces constantes M sera notée
|x|l,, et appelée borne supérieure de la suite (|x (n)| LN -
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Remarque : on vérifie facilement que /'(IN)S/”(IN) car toute suite de série convergente est bornée.

Exemples:

(i)si x= ,alors  x&['(IN) car Z |x(n) |=Z 1 diverge. Cependant x€l”(N) et
n+1/),.cn = —on+ 1

on peut voir que  ||x[|,=1 car x (0)2 1 et la suite x décroit vers 0.

(i) si x= in , alors xell(IN) et ||x||1=z %:2.
2 n€N n=0

(i) si x= , alors X€!/ “(IN) et |x[|.=1 carlasuite x= est positive,

n+1Jen n+1).en

croissante et tend vers 1. Remarquer que si, pour I'exemple du (i), la valeur de  |x|, correspondait au
module d'une valeur de la suite (celle pour 7=0 en l'occurrence) , dans cet exemple, le module de la suite
ne prend jamais la valeur de [ x|, .

Il) Systemes discrets

Pour expliquer l'intérét des systemes discrets, on peut s'intéresser au systéme analogique qui, a tout signal
causal f (l‘) fait correspondre la sortie causale g(t) vérifiant sur [0+ oo 1'équation
différentielle :

(1) Tg'(¢t)+ g(t)=f(t) ( ©>0 )avec lacondition initiale g(0)=0.
On reconnait un systéme du premier ordre bien connu.
Supposons que I'entrée ne soit connue que par un échantillonnage de pas # >0 : on forme donc la suite
causale (x (n))ne,N avec Vn=>0, x(n)=f(nh) .Considérons la suite (y (n))nGIN avec

Vn=0, y (n)z g(n h) . En remarquant que si % est « assez petit » , on a , par la définition d'une dérivée:

g ,(nh)wg(nh)—g((n—l)h)_ y(n)—y(n—1)

h h
La relation (1) appliquée & ¢=nh donne
—y(n—1 —y(n—1
T y(n) ;:<n ) + y(n)z x(n) moyennant l'approximation g '(nh)z y(n) }):(n )

On obtient donc la relation :
h
I _ = =
(2) y(m)==Ty(n=1p —x(n) e p(0)=g(0h)=0 |

ce qui fournit une relation de récurrence permettant de calculer les termes de la suite ( y (n))nEIN

On obtient 1a un exemple de systéme discret : la formule (2) donne un moyen récursif de calculer la sortie
discréte ( y (”))new en fonction de I'entrée discréte (x (n))nelN

La discrétisation obtenue par la formule (2) permet d'obtenir une approximation de la solution g de (1)
d'autant plus précise que le pas de discrétisation 4 est petit (voir exercice 20).

Nous définissons maintenant plus généralement le concept de systéme discret :
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Définition 5
On appelle systeme discret une transformation (S ) qui a toute suite causale x (appelée entrée ) associe
une suite causale (appelée sortie) y=35 (x) telle que :

@) S(Ax)=AS(x) pour toute suite x=(x(n))nE,N et tout nombre complexe A.

(i) S(x+ y)=S(x)+ S(y) pour toute suite x:(x(n))nE,N et y:(y(n))nelN.

(iii) Pour toute suite x= (x ( n ))ne,N de sortie associée y=|y (n) .en €t tout entier naturel &, la
sortie correspondant a la suite retardée (x (n— k))nE,N est la suite ( y(n—k ))ne,N. Autrement dit,

S((x(.—k)))(n):(S(x))(n—k).

Les propriétés (i) et (ii) constituent ce que 1'on appelle « propriété de linéarité » tandis que la propriété (iii)
est celle de « l'invariance dans le temps » .

Le Théoréme suivant permet de décrire tous les systémes discrets. L'analogie avec les systémes causaux
définis dans le chapitre sur la transformation de Laplace est remarquable.

Théoréme 1
Les systemes discrets sont de la forme suivante :
y=h*x ,
ou
h Z(h(n))nE,N est une suite causale telle que 4 soit la sortie associée a 0

x:(x(n))n on st une entrée et y:( ¥y (n))nEIN est la sortie correspondante.

Preuve :

A) Soit A Z(h ( n))ne"\, une suite causale. Définissons la transformation (S) qui 4 toute suite causale x

associe la suite y causale telle que l'on ait  V#=>0; y(n)=(h*x)(n). Montrons que la transformation
(S) vérifie bien les points (i) (ii) et (iii) de la définition.

Avec les notations de la définition précédente, on a :

(i) Pour tout entier n positifounul, ona S (Ax)(n)=(A*Ax)(n)=A(h*x)(n)=AS(x)(n), grace au
point (2) de la propriété 2.
(i1) Pour tout entier z positif ou nul, on a

S(x+ y)(n)=(n*(x+ y))(n)=(h*x)(n)+ (h* y)(n)=S(x)(n)+ S (y)(n) grice au point (1) dela
propriété 2.

n

(iif) S((x(.—k)))(n)Z(h*x(.—k))(n):;;h(l)x(n—l—k).
On a deux cas : )

Si n<k: alors quel que soit l'entier / compris entre 0 et n, ona n—[—k<—/<0 donc par causalité de
lasuitex, x(n—/—k)=0 donc par larelation ci-dessus, S((x(.—k)))(n)ZO. Or, la suite  S(x)
étant par définition causale et puisque n<k ,onaaussi S(x)(n—k)=0 dou

S((x(.—k)))(n)ZS(x)(n—k).
Si n>k: alors dans la somme Zh(l)x(n—l—k) , tous les termes pour  />n—k sont nuls car

1=0
x(n—I—k)=0 par causalité de la suite x, donc on a

S((x(.—k)))(n):g h(z)x(n—l—k):gf h(1)x(n—k—1)=8(x)(n—k).

(*) B) Soit maintenant  (S) un systéme discret .
On prouve un premier résultat intermédiaire :
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Lemme : Soit une suite causale x. Alors pour tout entier naturel p , on a

S((x(n)U (n=p=1)),en)(p)=0 .

En effet, on a (x(n)U(n—p—l))”G,N:(O;0;....;0;x(p+ 1);x(p+ 2);x(p+ 3),‘ ..... ) avec p+1 « 0 »

en début de suite. On reconnait ici la suite (x (p+ 1 ),‘ X (p+ 2),‘ x(p+ 3) Y eeees ) retardée de p+/, c'est a dire la

suite (x(n+ pt+ I)U(”))new retardée de p+1. Posons y=S((x(n+ pt I)U(n))nE,N). Alors, par le point

(iii) de la définition d'un systéme discret, ona S ((x(n) U(n—p— 1)),1E|N)(n)=y(n—p— 1). Enposant
n=p, on obtient S((x(n)U(n—p—l))nelN (p)=y(-1)=0.

Revenons a la preuve du Théoréme. Soit x une suite causale quelconque. On a pour tout entier naturel p la
relation (x(n))nelN:(x(n) U(n_p_l))nelN+ (x(n)(l_U(n_p_l)))nelN .
Par le point (i) de la définition d'un systéme discret, on a
S(x)ZS((x(n) U(n—p—l))nG,N)+ S((x(n)(l—U(n—p—l )))HE,N), donc par le lemme :
S(x)(p)=0+ S((x(n)(1=U (n=p=1))],cn)(p)
c'est a dire
(1) $(x)(p)=S((x(n)(1=U (n=p=1))},a(p)-
Orona:
(x(n)(l—U(n—p—l)))nelNZ(x(O);x(l);x(2);....;x(p);O;O;....)
c'est a dire
(x(n)(l—U(n—p—l)))nelN:x(O)6+ x(l)61+ et x(p)f)p.
Posons h=S (6) Par le point (iii) de la définition d'un systéme discret, on a pour tout entier naturel £,
h,=S(3,) (ou h , désigne la suite 4 retardée de k) donc la relation ci-dessus donne

S((x(n)(1=U (n=p=1))},en/=5 (x(0)8+ x(1)8,+ ...+ x(p)5,

=S(x(0)6)+ S(x(1)61)+ et S(x(p)f)p)

par le point (ii) de la définition d'un systeme discret,
=x(0)S(8)+ x(1)S(d, )+ ...+ x(p)S(d,]

par le point (i) de la définition d'un systéme discret
=x(0)h,+ x(1)h+ ..+ x(p)hp.

La relation (1) donne alors (en adoptant la notation /(& )%

S(x)(p)=x(0)h(p)+ x(1)h(p)+ ...+ x(p)h,(p)
S (x)(p)=x(0)h(p)+ x(1)h(p=1)+ ...t x(p)h,(0)=2 x(k)h( p—k)=(h*x)(p)

ce qui prouve le Théoréme.

Byl
~
~

Exemple : si (h (n))nzoz (1,2;-3;0,0;.....) ,etsil'on consideére l'entrée x de terme général
1 . . .
x(n) :§ U(n) . Calculons I'expression de la sortie associée . Remarquons que h=0+ 28,—39, ,

donc la sortie y associée a x a pour expression :
y(n)=(h*x)(n)=((0+28,-30,)*x(n))=(5*x)(n)+ 2(8,*x)(n)=3(5,*x)(n) (propriete2)
y(n)=x(n)+ 2x(n—1)-3x(n—2) (point (iii) de la définition 5). On obtient aprés calculs :

_ o7 i e (1.2 1. _T._T._T.
y(n)=88(n)+68(n—1) 2nU(n), cestadire: (y(n)),., (1,2, 273 16 32,....)
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Définition 6 Etant donné un systéme discret d'écriture y=h*x |, la suite (h (n))nEZ est appelée

réponse impulsionnelle du systéme : c'est la réponse a l'entrée  x=9.
On appellera réponse indicielle du systeme laréponse y,, alentré¢e x=U. Ona

Vn=0, y,,(n)=> h(k).
k=0

n

Remarque : I'expression  y,, d(n)z Z h(k) est une conséquence directe du (2) de la propriété 1.
k=0

Les systémes dont la réponse impulsionnelle ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls (comme
celui donné en exemple du Théoréme 1) sont particulierement intéressants, car la sortie devient simple a
calculer.

En effet, si (h(n))nelNZ (£(0),A(1);.....;k(N),;0,0;...) pour un certain entier naturel N, alors on peut

N
écrire h= Z h(k) 9, donc la sortie y associée a une entrée x quelconque a pour expression
k=0

N
y(n)=(h *x)(n):((z h (k)f)k)*x)(n)=z h(k)x(n—k) ce quipeut se calculer en un nombre
k=0 k=0
limité d'opérations.

Définition 7 Un systéme discret d'écriture y=h*x sera dit a réponse impulsionnelle finie (RIF) si la
suite (h <n>)nEZ n'a qu'un nombre fini de termes non nuls.
Il sera dit a a réponse impulsionnelle infinie (RII) sinon.

D'une certaine fagon, si I'on se place du point de vue d'un numéricien, tous les systémes numériques

« concrets » sont RIF : on ne peut calculer 1'expression de la sortie qu'en utilisant un nombre fini de termes
de la suite (4 (n))nelN . Cependant, les modélisations mathématiques de systémes numériques utilisés en
physique nous aménent a travailler avec des systémes théoriquement RII ; ainsi, pour les traiter
numériquement, on doit tronquer la suite (h (n))new en faisant comme si elle était nulle a partir d'un
certain rang. La question que 1'on se pose alors naturellement est la suivante : peut-on obtenir une bonne
approximation numérique de la sortie en tronquant la suite (h (n))naN a partir d'un rang élevé ? La
réponse est affirmative pour les systémes dits « stables » (voir exercice 15):

Définition 8 Un systéme discret est dit stable si il existe une constante C> 0 telle que pour toute entrée x
bornée vérifiant Vn€EN, |x(n)|<M | la sortie vérifie la condition Vn€N, |y(n)|<C. M

Autrement dit, nous avons | y| . <C|x||,. La plus petite constante C vérifiant cette propriété est appelée
constante de stabilité du systéme.

Par exemple, pour un systéme stable de constante de stabilité égalea C=2, on peut dire que pour toute
entrée x vérifiant  Vn€N, |x(n)|<1, lasortic associée vérifiera VneN, [y (n)|<2.

Pourquoi parle-t-on de stabilité ? Pour simplifier, on pourrait dire que c'est parce que pour un tel systéme, on
peut assurer que la sortie est aussi petite que 1'on veut pourvu que l'entrée soit assez petite. Ainsi, par
linéarité, pour un systéme stable de constante de stabilité C> 0 , si I'on connait I'entrée x avec une précision
de €, lasortie sera connue avec une précisionde CXe.

Prenons par exemple le cas d'un systéme stable avec C=10 et une entrée dont on sait qu'elle est
constante égale a 1 avec une précisionde  0,001. Cela signifie que  VrEN, x(n)=U (n)+ X(n) ou
% est une suite telle que V€N, |%(n)]|<0,001.
On a alors, par linéarité du systéme :
VneN, y(n)=y,,(n)+ 3(n) ou:
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y est la sortie associée a x
Vi.a estlaréponse indicielle, c'est a dire la réponse associée a U (n)

¥y estlaréponse associéea X

Puisque le systéme est stable de constante de stabilit¢t C=10 , on peut assurer que
VneN, |7(n)|<0,001.C=0,01,

ce qui veut dire que y est environ égalea y,,, avec une précision de 0,01.

Voici un premier lien entre les deux définitions précédentes :
Propriété 3 Un systéme RIF est stable.
Remarque : la réciproque est fausse ! Un systéme stable n'a aucune raison d'étre RIF comme on verra

ultérieurement sur des exemples.

Preuve : Considérons un systéme discret d'écriture y=h*x . Si ce systéme est RIF, c'est que
(h(n))”E,NZ (7(0);A(1);....;h(N);0,0;...) pour un certain entier naturel N. On peut alors écrire
N

h= z h(k) 9, donc la sortie y associée a une entrée x quelconque a pour expression

N N
y(n):(h*X)(n)=((Zh(k)f)k)*x)(n)zzh(k)x(n—k) comme on I'a vu plus haut.
=0 =0
Maintenant, si 3IM :VneIN,
N

X (n) |SM aiors pour tout entier naturel # on a
=

—kzz;)h(k)x(n—k) sgwk) n—k |—Z|h ).Jx(n—k |<M2|h

ce qui prouve que la sortie y est bornée. Le systéme est stable et la constante de stab111te C est telle que

N
C<. |n(k
k=0

Si I'on essaye d'adapter cette preuve au cas d'un systeme RII, c'est la quantité Z |h (k )| qui intervient.
k=0
Cela nous amene a considérer le :

Théoréme 2 Un systéme discret d'écriture y=h* x est stable si, et seulementsi s €/ ! (IN) . De plus,

+0
la constante de stabilité du systéme est égale a  ||A |, = Z |h(n)
n=0

Remarque : on retrouve directement par ce théoréme qu'un systeme RIF est stable.

Preuve :

(1) On prouve tout d'abord que si la série Z |h(n)| converge, alors le systéme est stable.

n=0
Soit x=(x (n>)nEIN une suite telle que M :VneN, |x(n)|<M , alors on a, pour tout entier naturel

)= W) (n=k) <32 [ Rk < 32 ()< 3 ()

ce qui prouve que la sortie est bornee. Cela étant vraie pour toute suite x bornee, le systéme est stable et la

constante de stabilité C est telle que C Sz |h(k
k=0
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+ 0
(*)(i1) Prouvons maintenant que si le systeme est stable, alors la série Z |h(n)| converge.

Soit C la constante de stabilité du systeme.
On définit la suite causale 1) constituée de nombres complexes de module 1 en posant pour tout entier

h(n)
naturel . M(n)= |h( | Al
0 si h(n)

entier fixé, on définit l'entrée x\? ),,>0— (p)im(p—1);...;.m(0);0,0;...) .Autrement dit,

(1) x"'(n)=n(p-n)

et on remarquera que par causalité de lasuite M ona V> p, x'7) (n)=n(p—n)=0. Remarquons

aussi que les termes de la suite 1 , donc aussi ceux de la suite X7 , sont soit nuls, soit de module égal a

1.
Soitenfin y

avec donc bien sir M ( n):() si n est strictement négatif. Pour p

(p)

la sortie associée a x”)

D'une part, pulsque Vn €N, | r )(n) |S 1 alors on a par définition de C :
(2) VneN, [y (n)|=cC.

D'autre part, onaaussi  y”'=h*x'"” ce qui signifie que VneN, y'7(n)= > x(p)(k)h (n—k) eten
k=0
faisant n=p cela donne :

p p
P p)=2 x(k)h(p—k)= 2 n(p—k)h(p—Fk) dapres (1)
k=0 k=0
Remarquons dans la somme ci-dessus que si ( k) , alors n( p—k)ZO et donc
n(p—k)h(p—k)=0=|h(p—k)| ,etsi h(p—k)#0, alors T](p—k):| (P—k))| e

h(p—k
nlp= k1 p=k) = = =)= LR i)

Dans tous les cas, M(p—k)h(p—k)=|h(p—k)| et(3)devient
Zlhp k) =lr(p)l+ b (p=1)l+ ...+ [1(0)]
|h( )|+ +|p(p=1)[+|r(p)|

c'est a dire que :

2 p>:§ h(k)

En utilisant (2) avec n=p on déduit que

Z|h k)lC ,

et ce, quel que soit l'entier naturel p.

>

+ 00 Ix
On en déduit d'une part la convergence de la série Z |h(p)| et d'autre part que Z lh(p)|=C.
p=0 p=0

+ ©
En reprenant alors le calcul fait au (i), on en déduit que C< Z |h (p) | soit finalement la relation
p=0

+
8

c=2 ln(p)l.

<
1l
o
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lll) Transformation en Z

ll1.1) Généralités.

Rappelons la propriété vue dans le chapitre sur les séries entiéres :

+00 + o0
Propriété (produit de Cauchy) On considere deux séries entiéres z u,x" et Z v, x" derayons de
n=0 n=0

+ 0

convergence respectifs R, et R,. Alors, la série enticre Z [u* v]n x" aunrayon de convergence au
n=0
minimum égal 2 Min (RI,R2) et pour tout complexe x tel que  |x|< Min(Rl,Rz) ona:

(zunx")(zvnx")=+zw [u*v], x"

n=0

Cette propriété est trés intéressante car si on l'utilise pour étudier un systéme discret d'écriture  y=h*x

alors on a sous certaines conditions : (Z x(n)X ")(Z h(n)X ”): D y(n) X" pour tout complexe X
n=0 n=0

n=0
de module assez petit pour avoir convergence des séries. Cela permet d'obtenir une expression de la sortie y.
Pour certaines raisons, on préférera travailler avec la variable z= Y

Cela aboutit a la définition suivante :

Définition — propriété 9 Soit une suite x=(x(n))n€|N a valeurs complexes. Alors :

AN e 5 2)
(1) soit il existe R>0 tel que la série — converge absolument pour tout nombre complexe z tel
n=0 z

que |z|> R et diverge pour tout nombre complexe z tel que  |z|[< R |
(ii) soit elle diverge pour tout nombre complexe z .

x(n)
0 z
suite x. Elle est définie sur {z€C\ |z|[> R} .Le nombre R sera appelé rayon de convergence de

z|> R est appelée_transformée en z de la

’

+ o0
Dans le premier cas, la fonction z = TZ(x)(z)% Z
n=0

TZ(x) et clest I'inverse de celui de la série entiére Z x(n)X".

n=0
Preuve :
Remarquons tout d'abord que z=0 est toujours une valeur interdite.
+ o0

Soit R, lerayon de convergence de la série entiére Z x(n)X".
n=0

. o . o S x(n)
Si  R,=0 , la série entiére ne peut converger que pour X=0 : on voit que la série — ne
n=0 Z
converge pour aucune valeur de z.
o . _ 1 . . S x(n)
Si R,=+ o , avec le changement de variable z= Y on voit que la série — converge
z

n=0
absolument pour toute valeur non nulle de z, ce qui prouve la propriété avec R=0 .
Si ROE] 0,+ o[ alors en utilisant les propriétés du rayon de convergence d'une série entiére, la propriété

est prouvée en prenant R:% car |z|> Re|X|<R,.
0
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La preuve ci-dessus nous montre que la fonction TZ (x) est définie sur un domaine non videde C si
+ 0

et seulement si la série entiére Z x(n) X" aunrayon de convergence non nul. Une condition nécessaire
n=0

et suffisante pour cela est que la suite x= (x (n ))ne"\, soit a croissance au plus exponentielle, c'est a dire

qu'on ait la condition :

AMeR,JA€R : VneN, |x(n)|<M 4"

+ o0
En effet, si la condition ci -dessus est vérifiée, alors la série entic¢re Z x(n)X" converge absolument
n=0
pour tout nombre complexe X de module strictement inférieur a  |4| , et réciproquement, s'il existe
+ 0
X,eC | X,#0 |, tel que la série entiere Z x(n) X} converge, alors la suite (x(n)Xg)n est
n=0

(n)| <-4

bornée donc IAM €R tq VnelN,

Nous supposerons cette condition vérifiée pour tout signal discret dans ce cours.

La principale propriété de la transformation en z (et la plus intéressante) est la suivante :

Théoréme 3. Etant données deux suites x et y & croissance au plus exponentielle, la suite  x *y I'est aussi,
etona TZ (x * y) (Z)ZTZ ( x) (z) TZ ( y) (Z) pour tout nombre complexe z de module supérieur aux
rayons de convergence de  TZ(x)(z) et TZ(y)(z)

Preuve : Soient M, N, A et B quatre réels strictement positifs tels que  Vn€IN, |x (n) |SM A" et
VneN, |y(n)|<N B"

Cette derniere inégalité restant vraie si I'on remplace B par tout nombre qui lui est supérieur, on peut

supposer que A< B.

Alors, pour tout entier naturel 7 on a :

Zx (n—k <Z|x Ny (n—k |<MNZA B"*

k=0

n n k
<MN)Y A'B'B™* MNB"ZA B M.NB”.Z(%)
k=0

k=0

|x* y(n)|=

+ 0 k n
<MN|B[".2 Al=pn 8L |B| —MNB p» (la série converge car 0< £ 1)
k=0 B l_é B A B
B

ce qui prouve que la suite x *) esta croissance au plus exponentielle.

On utilise maintenant la propriété du produit de Cauchy rappelée ci-dessus.
+ 0
n

Soit R, le plus petit des deux rayons de convergence des deux séries de la variable ¢ z u,t et

n=0
+ 0

Z v,t" .Alorsona Ry>0 sinon le domaine de convergence de TZ (x) oude TZ(y) serait
n=0
vide ce qui est impossible vu que les suites x et y sont a croissance au plus exponentielle. D'apres la propriété
du produit de Cauchy rappelée ci-dessus, pour tout complexe ¢ tel que [t |< R, , la série entiére

O e (z< )(zy )Z<x y)m)e

n=0 n=0
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. 1 .
En considérant z= ? , on obtient que

VZEth|z|>— (+Zo-;‘x )(i y(n) ZM c'est a dire que

n
n=0 n=0 z

=0 Z

=

TZ (x *y ) (Z) ( )(z TZ(y )(z pour tout nombre complexe z appartenant a 1'ensemble

(zeC /|z|> R=—-1)
R

0

Cette propriété est bien sir trés intéressante pour I'étude des systémes discrets puisqu'ils sont
mathématiquement définis via un produit de convolution. Cela sera étudié¢ dans la prochaine partie de ce
cours.

lll.2) Cas particuliers importants.

Commengons par la propriété suivante qui découle directement de la définition de la transformée en z :

Propriété 4 TZ(S) estdéfinisur € par l'expression TZ(d)(z)=1.
Plus généralement, si £ est un entier naturel, alors TZ(f) k) est défini sur € par l'expression

TZ(5,)(z)=L.

k
4

De méme, si x est une suite finie, elle est de la forme
(x(n))nE,NZ( x(0);x(1),x(2);...;x(N);0,0;...) pour un certain entier naturel N, donc ~ TZ(x)

(o) 201, X(2), x(W)

1 b1 M
5 t..+ —5— clestadire que

estdéfinisur € parl'expression TZ(x)(z)=x

z z z
P
TZ(x) admet une expression de la forme TZ(x)(z)= (5 ) ou P est le polyndome
z
N
z)zz x(N—k)z"*
k=0

Considérons maintenant la cas de la transformée en Z d'une suite géométrique.

Propriété 5 Soit a€C et x=(a"U(n))neZ . Alors TZ(x)(z) estdéfiniesur (z€C /|z|>|a]

z . i
et TZ (x ) (Z)Z —~ pour tout nombre complexe de module strictement supérieur & |a|.
z—a

Corollaire Soient >0 et 0€EC et xZ(r"COS(nB)U(n))nGZ .Alors TZ(x)(z) estdéfinie sur
z’—(rcos(0))z

[zeC /|z|>r et TZ(X)<Z):Z2—2(rcos(6))Z+ 2

pour tout nombre complexe z de module

strictement supérieur a 7.
Soient 7>0 et 6€C et x—(r sin(n0)U )neZ Alors TZ(x)(z) estdéfinie sur

(n)
A il gz

( ( ) 5 pour tout nombre complexe z de module
7 COS z+r

strictement supérieur a 7
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00 n

Lo a 2.9 . & Zed : .
Preuve : La série Z —, estune serie geometrique convergente si et seulement si
n=0 Z

a .
—I<1 c'estadire si
z

etseulementsi |z |>|a| et sa somme vaut Z a_n: ! ==

n=0 Z 1_2 z—a
7

. o n 1 n _jn 1 n _—jn
Pour la preuve du corollaire : en écrivant que Cos(n G)ZEF e+ Er e " (formule d'Euler) on

obtient pour tout nornbre complexe z de module strictement supérieur a 7 :
n _jn® —jnb

Zrcosn@ 1 r e 1 e

0 g -
ce qui donne en posant a=re’ pUIS a=re " dans le résultat précédemment obtenu :

ir"cos(n@):l z .,z __ z'—(rcos(6))z
= z" 2\ z—re’’ z—re”’’| Z2=2(rcos(8))z+ s’
en utilisant encore les formules d'Euler.
Cela donne donc que si x:(r"cos(nﬂ))new alors TZ(x)(z) estdéfiniesur (z€C /|z|>r et
2
T7 ()2 )= —Z —(rcos(0)) z
(x)(z) 22—2(rcos(8))z+ r

La démonstration est similaire pour le cas ou  x= ( r"sin(n 6)),,€,N

pour tout nombre complexe z de module strictement supérieur a 7.

l1.3) Propriétés importantes

On retrouve des propriétés similaires a celles de la transformation de Laplace.
La premicre d'entre elle découle directement de la définition de la transformée en Z et des propriétés
¢élémentaires sur les séries vues dans les chapitres précédents :

Propriété 6 La transformation en Z est linéaire, c'est a dire que pour toutes suites causales x et y et pour tout
MEC ona:

TZ(Ax)=ATZ(x) et TZ(Ax) aleméme rayon de convergence que TZ(x)
TZ (x+ y)= TZ (x)+ TZ ( y) et la rayon de convergence de TZ (x+ y) est égal au plus grand des
rayons de convergence de  TZ(x) et TZ(y).

Exemple : si x(n):(1+ %)U(n) alors TZ(x) ( + 3TZ(( ) ) . Les transformées en Z
1
2

1
TZ ( 1 ) et TZ ((?) ) ont pour rayons de convergence respectifs 1 et donc le rayon de

422—%z
convergence de  TZ(x) vautlet Vz€R tq|z|>1, TZ(x)(z)= i1+ 3 Zl = T
} ) (2—1)(2_5)

Concernant les signaux retardés ou avancés nous avons les deux propriétés suivantes.
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Propriété 7 Soit x= (x ( n))nEZ une suite causale et k£ €IN. On considére la suite x retardée de k
(x (n - k ) )nEZ o
Alors si TZ(x) a pour rayon de convergence R, il en est de méme de TZ (( x(n—k ))neZ) et

T2(( 1k ) 2)= )

Preuve : On a x=(x(0);x(1);x(2); ..... ) donc ((x(n—k))nez)=(0;...;O;x(O);x(l);x(Z);...)
avec k « 0 » au début donc TZ((x(n—k))neZ)(z):0+g+ ot ,?71+ x(?)_}_ x£}1)+ x£32)+

c'est a dire que TZ((x(n—k ))nez)(z):
et les séries ont bien stir le méme domaine de convergence.

Cette propriété permet de calculer la transformée en Z d'une suite périodique. Plutot que de donner une
formule générale, donnons la marche a suivre sur un exemple (voir aussi l'exercice 16).

Soit la suite x=( 1;2;3;1;2;3;1;2;3,..... ) . Cette suite est bornée donc la transformée en Z de la
suite est bien définie et posséde un rayon de convergence au maximum égal a 1 :

VzeR tq lzl> 1, TZ(x)(z)=5 =)

n=0 Z
La propriété 7 nous dit que TZ (( x(n-3) )neZ) a un rayon de convergence au maximum égal a 1 et
TZ\x)(z

T2 x(1-3)), ) 2)=2220E)
Considérant cette fois la suite (x(n)—x (”_3))nez:< 1;,2;3,0,0,0, )= 0+ 20,+ 30, nous avons,
en calculant leurs transformées en Z :

12(x)(s)- 1202 g, 2,3

z Z z

pour tout nombre complexe z de module strictement plus grand que 1, c'est a dire

(1—%)Tz(x)(z):1+3+i2
z z z
2.3
L=t
z
dou TZ(x)(z)= 1Z z+322+3
1__ Z_l
i

La propriété suivante est assez similaire pour des suites avancées et tronquées avant 0 :

Propriété 8

(i) Soit x= (x (n))nGZ une suite causale. On considere la suite x avancée de 1, c'est a dire la suite
(x(n+ U (n))ez -

Alorssi TZ(x) apour rayon de convergence R, il en est de méme de TZ(( x(n+ 1)U (n)),,ez) et
TZ((x(n+ 1)U (n)),e2)(z)=2TZ(x)(z)—zx(0).

(i1) Plus généralement, soit Xx= (x ( n))nEZ une suite causale. On considere la suite x avancée de £, c'est a

dire la suite (x(n+ k)U(”))nez .

Alorssi TZ(x) a pour rayon de convergence R, il en est de méme de  TZ (( x(n+ k)U (n))nGZ) et
TZ((x(n+ k) U(n)),,ez)(z): 21z (x)(z)—x(O)zk—x(l)zk_l—...—x(k— 1)z .
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Preuve : nous ne prouvons que le point (i), la démonstration du cas général s'en déduisant par récurrence .
Ona x=(x(0); x(1);x(2);..... ) donc ((x(n+ I)U(n))nEZ)Z(x( 1), x(2);...)

On a d'une part

Vze€ tqlzl> R, TZ(x)(z) +°°X(”>:x(o)+ x(1) Xi) el

n

4

=x(0)+ iy x(1)+ +..2 + .. 0)+ — TZ((x n+ 1)U ))nez)(z)

z z

c'est a dire que
1
TZ(x)(z)=x(0)+ ;.TZ((x(n+ I)U(n))nez)(z)
d'ou I'on déduit

TZ((x(n+ 1)U (n)),e)(z)=2 TZ(x)(z)—z x(0)

et I'égalité des domaines de convergence des deux transformées en Z ci-dessus.

Exemple : calcul de la transformée en Z de la suite causale x de terme général x (n) =n pour tout entier
naturel 7.

Nousavons x=(0;1;2;3;....) et ((x(n+1)U( )),,EZ)—(l,-z,-3,-....) .

Le rayon de convergence de la série entiere Z x X Z nX" vautl car
n=0 n=0

i Xt D nt ]
n=>+ X ( l’l) n=>+w n
bien définie et a pour rayon de convergence 1.
On remarque que V7€EN, x(n+ 1)U (n)—x(n)=(1,1;1;...)=U(n) donc en prenant les
transformées en Z des deux membres de cette égalité et en utilisant la propriété 8, il vient :

zTZ(x)(z)—x(O)—TZ(x)(z): TZ(U)(Z):ﬁ (propriété 5 avec a=1)

=1 (cfpropriété 1 du chapitre sur les séries entiéres), donc TZ (x) est

ce qui donne :
(z=1)TZ[x)(z)=

plus grand que 1.

d'ou TZ(x)(z)—

z-1 (z-1)

pour tout nombre complexe de module strictement

Plus généralement, nous serons capables de déterminer une expression de la transformée en Z de n'importe
quelle suite causale x de terme général x ( n)="P (n) Ul n) pour n'importe quelle fonction polynomiale P
grace a la propriété suivante :

Propriété 9

Soit x= (x (n ))neZ une suite causale et X ETZ (x) sa transformée en Z, de rayon de convergence
R> 0.

Alors,

(i) la fonction X :]—o0,—R[U]+ R;+ o[> C estdérivable

(i1) la suite (n X ( n))nEZ admet une transformée en Z de méme rayon R que X

(ili) Vz€]—oo,—R[U]+ R+ o[, —z%=TZ((M(H))nez)(z)

a5

Preuve : On considére la série entiére de la variable réelle S (¢)=)_ x(n)t" : sonrayon de

n

8

I}
=}

convergence vaut donc R On sait (propriété 7 du chapitre sur les séries entieres) que la fonction S est
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. 1 1 ) _ N e
dérivable sur ]_E 5 E[ , que la série entiere S, (t)= E nx(n)t ' a pour rayon de convergence
n=0

1 . : . : . .
R (propriété 5 du chapitre sur les séries entiéres) et que S '(t)z S (t) (propriété 7 du chapitre sur les

+ 0

séries entiéres) . La série entiére £.5,(¢)= z nx(n)t" adonc aussi pour rayon de convergence R
n=0

: 1 . .
donc, par le changement de variables = A on voit que la suite (n x(n ))nEZ admet une transformée
en Z de rayon R ce qui prouve le point (ii).
Ona Vz€|-w;—R[UJ+R;+ o[, X(z)=S§ l).
z

Par composée de fonction dérivables, cela prouve que X : ]—oo ,‘—R[U]+ R+ oo[ > C est dérivable (ce
qui prouve le point (i) ) et par le théoréme de dérivation des fonctions composées on a :

VZE]—@;—R[U]+ R+ oo[, X '(Z):_—IS'(l):_—l Sl(%):__zli I’l)i(_l;l)

2 2
z z Z n=0 Z

dX (z)
dz

ce quidonne Vz€|—o0;—R[U]+ R;+ o[, —z :TZ((nx(n))neZ)(z) : le point (ii) est

prouvé..

Exemple : retrouvons a l'aide de cette propriété le calcul de la transformée en Z de la suite causale y de
terme général y (n): n . On applique la propriété 9 avec la suite x=U et R=1, ce qui donne que la
suite (n U (n))nGZ admet une transformée en Z de rayon 1 et que

TZ((nwn))nez)(z):—de—(Z):—zd( : ):—z( = ): :

dz dz\ z—1 (z=17] (z=1)"

Remarque : si I'on reprend la preuve ci-dessus, la relation :

Vz€|—oo,;—R[U]+ R;+ o, X(z):S(%)

et le corollaire 2 de la propriété 7 du chapitre sur les séries entiéres, qui dit que la fonction S est
indéfiniment dérivable, on peut prouver que la fonction X est indéfiniment dérivable sur
|—o0;—R[U]+ R;+ o[. Ainsi, une transformée en Z est une fonction indéfiniment dérivable.

La propriété suivante est utile pour calculer la transformée en Z de suites de la forme x= (a". by (n))nez

Propriété 10
Soit x= (x (n ))n <7 une suite causale et X ETZ (x) sa transformée en Z, de rayon de convergence

R> 0. Soit @ un nombre complexe non nul. Alors la transformée en Z de la suite (a" X (”))nez a pour

rayon de convergence |a|.R et TZ((a”.x(n))nez)(z):X (é)
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. N4 hY Z
Preuve : pour tout nombre complexe de module strictement supérieura  |a|.R ,ona ‘— >R et
a
z|_X& x(n) _X& a"x(n) . , : .
X| == Z — = Z ——,— ce qui montre que la transformée en Z de (a X (n))nez est définie
a n=0[Z n=0 Z
a
au moins pour tout nombre complexe de de module strictement supérieur a |a|.R . Le calcul ci-dessus
. Ba'x(n) .
montre que la série Z ——,— ne peut pas converger pour lz|<|a|.R ce qui montre que la rayon de
n=0

convergence de la transformée en Z de (a" X (n))nez est exactement |a|.R et que
z z . Bferen &
TZ((a .x(n))nez)(z) =X (— pour tout nombre complexe de module strictement supérieur a
a

la|.R

Terminons par une derniere propriété qui permet de relier les valeurs de x (O) etde Xx (+ oo) (sous
réserve d'existence et de finitude de cette limite ) a des propriétés asymptotiques de la transformée en Z de la
suite.

Théoréme 4 (« de la valeur initiale et finale ») .

Soit x= (x ( n))nez une suite causale et X ETZ (x) sa transformée en Z, de rayon de convergence
R>0. Alors

() Alorssi |z|>+0©, X(z) tendvers x(0).

(ii) Supposons de plus que /= lim x(n) existe et soit finie. Alors R<1 etona:

n-=>+w
lim (z—1)X(z)=I.
z€R,z> 1
Preuve :
(i) On considére la série entiére de la variable complexe £ - S(¢)= Z x(n)t" Son rayon de convergence

n=0
vaut E et
+ o0
> x(n)t"

n=1

la série du membre de droite étant bien convergente pour tout nombre complexe ¢ de module strictement

(1) : Is(2)—x(0)|=

+00
<2 e(m) ",
n=1

. 1 . + o0
plus petit que R car la série E x( n) " converge absolument.
n=0

+ ©
L'application de la propriété 6 du chapitre sur les séries enticres a la série entiere Z |x(n)|f" , dontle

n=1
rayon de convergence est aussi ¢gal a % et qui est nulle pour =0 montre que lim z |x (n) | ‘t n| =0
t>0 ;=1
donc \1|im S(t)=x(0) gracea(l).
t|>0

Il suffit enfin de remarquer que X ( Z) =S ( ) pour en déduire, par composition de limites, que si

:ﬁ ) et X(z) tend vers X(O)-

N = N =

1
|z| >+ o, alors — tend vers 0 (car
Z
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(*) (i1) La preuve de ce point la est plus difficile car il nous faut revenir a la définition d'une limite et
procéder par des inégalités assez subtiles.
Puisque /= lim x(n) existe et est finie, la suite x=(x (n))nez est bornée et le rayon de convergence

n=>+w

de la série entiére S (t) = Z X (n)t" est donc supérieur ou égal a 1. On en déduit que le rayon de

n=0
Saxln) o
convergence de Z —— est inférieur ou égal a 1.
n=0 Z

Supposons dans un premier temps que  lim x (n) =0. Nous avons pour tout réel z strictement plus grand

n>+ o

que 1 larelation (z—1)X Z X

L'idée ici est de découper cette somme en deux avec :

. \ A 0 0 . o
une somme finie ou chaque terme peut étre rendu aussi petit que I'on veutsi z=> 1" avec z€R
une somme infinie que I'on peut rendre aussi petite que 'on veut.

Soit &€>0. On veut démontrer qu'il existe 0> 0 telque Vz€]1,;1+38[, |(z—1)X (z) |<e.

Le découpage de la série en deux nous invite a diviser € par deux.

Puisque lim x(n)=0, ilexiste N€N telque Vn=N onait |x(n) |<%
n=>+ o
Soit z€|1;+ o[ . Alors la série Z _n converge et la relation Vn=N, x(n) |<§ montre que
n=0 Z
1
+ 0 _ + 0 _ _ + _ N
anzn x(n)znl <i—:(z 1) L? e(z—1) z _ Ezzv—1
n=N z n=N z 2 n=N Z’ 2 l_l 2z
z
d'ou l'on tire, :
(2) : Vz€]l;+ o], x(n)@ <&
n=N z 2
On a alors
+00 . + 0 . N-1 _ + 0
(3) : Vzelt i+ oof, D x(n)Z=L <X x(n)Z2L [+[X x(n) 22t |<E4 (z=1) D x(n) |
n=0 z N z = z 2 N

Puisque lim (z— 1 ) Z |x (n) |=O (on rappelle que N a été fixé) , on peut dire qu' il existe 0> 0
N
(z—

zeR,z> 1"
S leln) <5
) |<E.

(z-1)X (z) |<e

telque Vze]l,1+39],

On déduit alors de (3) que  Vz€] 1 1+6],
Celaprouve que  lim (z— I)X(Z)ZO.

zeR,z>1"

On revient maintenant au cas général ou  lim x(n)ZZ €R. Puisque lim (x(n)—l U (n))ZO le point

n>+ o n+ oo
précédent montre que lim (Z—l)TZ((x(n)—lU(n)))n(z)ZO c'est a dire
ze€R,z>1"
0= lim (z—1)|X(z2)——Z=|= tim (z=1)X(z)~1
z€R,z> 1" -1 zER,z> 1"
dou lim (z—1)X(z)=I.

zeR,z>1"
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Remarque_: pour le point (ii) de ce théoréme, I'hypothése de savoir a priori que la suite (x (n))nez
converge vers une limite fini si 7 >+ o0 est indispensable. On ne peut donc pas utiliser cette propriété
pour démontrer la convergence d'une suite, mais seulement pour savoir la valeur de la limite quand on sait
qu' elle existe.

Par exemple, si (x(n)),,eZZ(Z" U (n)),,ez , Nous avons

lim (z—1)X(z)= lim (z-1). =0 etpourtant lim x(n)=+ow |
z€R,z>1" z€ER,z>1" Z_2 n->+ oo

V4

1V) Application de la transformation en Z aux systéemes

IV.1) Transformation en Z inverse

On considére un systéme discret d'écriture ¥y =/ *Xx ou A est une suite causale a croissance au plus

exponentielle et x est une entrée quelconque a croissance au plus exponentielle. D'aprées le Théoréme 3, la

suite  y=x*h estaussia croissance exponentielle , et nous pouvons calculer TZ ( y ) (Z) qui est égal a
TZ (x ) (Z ) TZ ( h ) (Z) pour tout nombre complexe z de module supérieur aux rayons de convergence de

TZ(x)(z) et TZ(h)(z).

Notre probléme revient donc a retrouver la suite y a partir de la connaissance de  TZ ( y ) (Z) Si nous

arrivions  écrire la fonction TZ(y)(z) souslaforme TZ(y)(z)= Z ﬂd=EfTZ ((an)nelN)(Z) , nous
Zl’l

n=0
serions tentés d' identifier la suite y a (an)n oy Mmais pour cela, il faudrait étre capable de justifier que si

nelN*

TZ ( y)(z)ZTZ((an)nelN) (Z) pour tout nombre complexe de module assez grand, alors y= (a n)

Cela est rendu possible grace au

Théoréeme 5 Supposons que 'on ait deux suites causales x et y a croissance au plus exponentielle telles que
Vz€]-ow ;—R[U]+ R;+ 0], TZ(x)(z)=TZ(y)(z) pouruncertain R> 0, alors les suites x et
y sont égales.

Preuve :Ona Vz€|—oo;—R[UJ+ R;+ o], Zx Zy(”)in donc en posant tzl, on
n= O n=0 V4 z

. 1 1 5 n
obtient Vt€]——;0[U]0+—], D x(n)t ZZy n)t
R R n=0 n=0
En faisant tendre ¢ vers O et en ut111sant la propriété 6 du chapitre sur les séries entieres, on en déduit que

1 1 . . . .
V't E]—E;+ E] , Z X Z ( ) . La propriété 8 du chapitre sur les séries entiéres permet

n=0

alors d'affirmer que VnGIN x( )=y(n).
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Exemple : Considérons une suite causale x dont on sait que la transformée en Z a pour expression

1 . . .
X (z) =——_ pour tout nombre complexe z de module assez grand. Si on arrive a trouver une suite

zZ —z—
(an)nEIN telle que TZ((an)nelN)(z)z -
7 =z=2

xZ(an)nE,N . Il reste a trouver la suite (an)

, alors le Théoréme 5 permettra d'affirmer que

n€eN
Xz
Une fagon de faire est de chercher la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle z( )
En effet, on a pour tout nombre complexe de module assez grand :
—1 1 1
X (z) 1 1 2 6 3
=— = =—+ +
z z(z*—z-2) z(z=2)(z+1) z z-2 =z+1

d'ou

X(R)=—mm =gl -3 e 25 |

Z(Z —2—2) 6 z—2 z+1

c'est a dire, par linéarité de la transformation en Z et en utilisant les propriétés 4 et 5:
1 n n
X (2)=2TZ[=38(n)+ 2'U (1) 2(=1)'U (1) ez ) (2)
On déduit alors du Théoréme 5 que  Vn€eN, x(n)=—38(n)+ 2"+ 2(—1)"

Définition 10 Etant donnée une fonction F définie sur € ou sur une partiede € , on appelle 1"
original de F (par la transformation en Z) une suite causale x telle que TZ (x ) (Z)=F (z) pour tout
nombre complexe z de module assez grand. Une telle suite x est unique d'apres le théoréme ci-dessus, ce qui
permet de parler de I' original de ' et non pas d'un original de F.

Remarque importante : Beaucoup de fonctions F n'ont pas d'original. Une condition nécessaire (mais non

suffisante) pour qu'une fonction F admette un original est que si |z|2?+ 0, F ( Z) tende vers une

valeur finie (voir Théoréme 4 (i)). Par exemple, une fonction aussi simple que celle définie par I'expression
F(z)=z n'apas doriginal.

En revanche, on a la

(*)Propriété 11 Soit F(z) une fraction rationnelle de la variable z telle que  deg (F)<0 etsoit R

le plus grand module de ses pdles (on pose R=0si F ( Z) n'a pas de pole, ce qui ne peut arriver que dans le
casou F ( Z) est une constante).

Alors, F posséde un original x tel que TZ (x ) (Z)ZF (Z) pour tout nombre complexe z de module
strictement plus grand que R .

Remarque : la propriété dit deux choses différentes :

l'existence de l'original x de F (z)

et le fait que la relation ~ TZ (x ) (Z)Z F (Z) est vraie pour tout nombre complexe z de module strictement
plus grand que R, ce qui est plus précis que « pour |z | assez grand ».

I
—z=2

méthode générale qui permet de trouver explicitement 'original d'une fraction rationnelle de degré négatif.

L'exemple qui suit le Théoréme 5 avec F(z)= deg(F)=—2<0 et R=2 ,montrela
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Flz
Preuve : Considérons la fraction rationnelle G(Z)Z i ) .Ona deg(G)< 0 donc sa décomposition

en éléments simples dans C [Z] est de la forme :

p
G(z):zi on pelN , o, a,€C et p,eN’

k=1 (Z_ak)pk

p
On a ainsi : Z ou chaque @, estsoit nul, soit un péle de £ ( Z)

Par linéarité de la transformation en Z, il suffit de prouver que chaque fonction de la forme

z i . z N
z= — admet un original dont la transformée en Z est égale a 5
k k
(z=a,) z—a,)
complexe de module strictement supérieur a ‘a r |

pour tout nombre

On est donc amené a prouver le résultat suivant :

. , z
Pour tout nombre complexe a et pour tout entier naturel non nul p, la fonction z = ——— admet un

(z=a)

original dont la transformée en Z est égale a pour tout nombre complexe de module strictement

(z—a)”

supérieur @ |a|.

On procede par récurrence sur p. Pour p=I, le résultat correspond exactement a la propriété 5.

. z .. . . :
Supposons que la fonction z > W admette un original x dont la transformée en Z est égale a
z—a
z : Berfeeren &
W pour tout nombre complexe de module strictement supérieura  |a|.
z—a

Définissons la suite y par I'expression  y(n)=a""' U (n—1).

Alors, d'aprés la propriété 5 combinée au Théoréme du retard (propriété 7), TZ ( y ) (Z)Z pour tout

—a
nombre complexe de module strictement supéricur @ |a|. Le Théoréme 3 dit alors que  TZ(x*y)(z)
est aussi définie pour tout nombre complexe de module strictement supérieur 2 |a| etona

TZ(x*y)(z)=TZ(x)(2) . TZ(p)(z)=—2— L =2 donc x*y estloriginal de
(z=a)f z=@ (z-a)
ﬁ et sa transformée en Z est définie pour tout nombre complexe de module strictement
z—a

supérieur a |a | . Cela prouve la propriété au rang p+/ et achéve la récurrence.

IV.2) Application aux systémes discrets.

On considére un systéme discret d'écriture  y=h*Xx ou & est une suite causale a croissance au plus
exponentielle et x est une entrée quelconque a croissance au plus exponentielle.

Définition 11 On appelle_fonction de transfert du systéme la fonction z=> H (Z)d:“TZ (h) (z)

Le r6le important de cette fonction, qui est en quelque sorte la « carte d'identité » du systéme, est donnée
par la propriété suivante qui est une conséquence directe du Théoréme 3 :

Propriété 12 Pour toute entrée causale, la transformée en Z de la sortie y est donnée par la relation
Y ( z)=H ( z ) X (Z) pour tout nombre complexe de module assez grand.
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L'intérét de cette formule est bien slir de pouvoir trouver la sortie y en calculant I'original de la fonction
H(z)X(z).

Reprenons l'exemple qui suit le Théoréme 1. Considérons donc le cas d'un systéme de réponse
impulsionnelle h(n)),@O: (1,2,-3,0,0;.....) ,clestadire h=0+28,—39, ,considérons l'entrée

n

1 . . .
X (n) =2— U (n) . Calculons l'expression de y, la sortie associée . On a pour tout nombre complexe de

module strictement supérieura 2 X (z)= z I et H(z)=1+ %——2 donc
L z
72
Y(z) _H(z)X(z)_ 1 1423 _Z+22-3_8.6 7
z z z—l z Z? 5 1 z 2 z—l
z'|z > 5
. o, 0 7z : .
d'ou Y(z)—8+ PR ce qui permet de trouver y l'original de Y(z):
z
=3
VneN, y(n)=88(n)+68(n— 1)—% , ce qui correspond bien a ce que 'on avait précédemment
trouvé dans l'exemple suivant le Théoréme 1.

IV.3) Systémes définis par des équations aux différences.

On se place das le cas trés fréquent ou la fonction de transfert H (Z) est une fraction rationnelle, c'est a

dire que H (Z) admet une expression de la forme H (Z)Z 253 avec P,Q€C|[z]

Par le Théoréme 4(i), il est nécessaire que si |z |2+, H (Z ) tende vers une valeur finie (voir

Théoréme 4 (i)). Cela implique que ~ deg (H (z))SO. Et, réciproquement, par la propriété 11,on peut

affirmer que H (Z ) peut étre égale a n'importe quelle fraction rationnelle de degré négatif ou nul et
H (z):TZ ( h) (Z) pour tout nombre complexe z dont le module est strictement plus grand que R, ou
R est le plus grand module des pdles de H (Z)

Nous allons voir que dans ce cas, le systéme peut s'écrire sous une forme particuliére, appelée équation aux
différences, qui est particulierement bien adaptée aux calculs numériques.
Si H (Z) est une fraction rationnelle de degré négatif ou nul, alors

a,z’+ ap_lzp_1+ et a, .
H(z)= = ou p est un entier naturel et les a, et b, sontdes nombres
P P J
z'+ b, 2" +...+ D
complexes .
Bien sir, si le degré de H (Z) n'est pas nul, c'est a dire si  deg (H (z))< 0 nécessairement a, =0.

Nous avons donc, pour tout nombre complexe de module assez grand : Y (z)=H (z) X (z)
ou X (Z) et Y (Z) sont les transformées en Z des suites x et y. Cela donne :

p p—1
a,z’+a, z° +..+a,

Y(z)=X(z)H(z)=X(z2). 2P+b 2P 4D

d'ou
Y(z)(zp+ b, z' '+ ..+ bO)ZX(z).(apzp+ a, 2" '+ ..+ a

soit, aprés division par  z”:
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Y(z)| 1+ £+ ot ﬁ):X(z).(a ¢ Loy ....+ﬁ)
z Zp p z Zp
c'est a dire
b b
Y(2)+ 22 Y (2)4 ot 0¥ (2)=a X (2)+ 221 X ()4 ot 2 x(2),.
z Zp r z Zp

En utilisant la propriété 7 on obtient que les suites de terme général :

y(n)+ bp_ly(n—l )+ ...+ boy(n—p), ne”Z
et

apx(n)+ apflx(n— 1)+ ..+a,x(n—p), nezZ
ont les mémes transformées en Z (toujours pour tout nombre complexe de module assez grand) ce qui
implique, via le Théoréme 5 que

(E) : Vnez, y(n)+ bpfly(n—l )+ ...+ boy(n—p)=apx(n)+ a,, x(n—=1)+ ...+ a,x(n—p)
Cette équation est appelée équation aux différences associée au systéme. Elle constitue un procédé
commode (c'est a dire facilement programmable) permettant de calculer la sortie connaissant 1'entrée et la
fonction de transfert.

On pourrait démontrer, en remontant les calculs ci-dessus, que réciproquement, la relation (E) permet de

-1
a,z'+a, 1z +..+a,

P
+b,  z" + ..+ b,

définir un systéme de fonction de transfert H (z)=

Remarque : Expliquons la terminologie « équation aux différences ». L'origine de cette expression vient du
fait que ce type d'équation est souvent obtenu par discrétisation d'une équation différentielle. Reprenons
l'exemple donné en introduction de la section II ou l'on a discrétisé I'équation différentielle
Tg ’(t)+ g(l) =f (t ) , en gardant les mémes notations. La quantit¢ g '(t ) calculée au point
y(n)=y(n—1)
h

entre deux valeurs consécutives de la suite y. On avait alors obtenu 1'équation aux différences

t=nh avait alors été approximée par la quantité qui correspond bien a la différence

y (n)— 1:-: 7 y (n— 1 ): 'cf ; X (n) qui définit bien un systéme discret de fonction de transfert

hz
T+ h hz
Hlz)= =
(2) _h (t+ h)z—h
T+h
. . s . _ 2z+3
Exemple : considérons le systéme défini par la fonction de transfert (Z)— 271 .On a donc
z+ z+

p=2, a,=0, a,=2, a,=3 et b,=b,=1. L'équation aux différences est donnée par
VnezZ, y(n)+y(n—1)+y(n—2)=2x(n—1)+3x(n—2) ce qui donne la relation

(1) : Vaez, y(n)=2x(n—1)+3x(n-2)—y(n—1)—y(n-2)

Cette formule constitue un procédé récursif permettant de calculer une réponse a un systéme. Par exemple,
calculons les premiers termes de sa réponse indicielle (c'est a dire avec x(n) =U (n) ) : on utilise (1)
successivement avec n=0,1,2,3,.... et on utilise le fait que les suites x et y sont causales :

y(0)=2U(=1)+3U(=2)-y(-1)-y(-2)=0
y(1)=2U(0)+3U(-1)- y( J=y(=1)=
y(2)=2U(1)+3U(0)-y(1)-»(0
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On peut conjecturer que ( y (n))nEIN =(0,2,3;0,2,3;0,2,3,.....) ce quipourra étre démontré en
exercice (voir par exemple le raisonnement utilisé dans 1'exercice 16).

Nous avons deux cas particuliers importants de systemes définis par des équations aux différences,
correspondant aux cas p=1 etp=2:

Définition 12.
_az+ b
z+ c

On appelle systéme d'ordre 1 tout systéme dont la fonction de transfert est de la forme H (Z)

avec a,b,ceR.
On appelle systéme d'ordre 2 tout systeme dont la fonction de transfert est de la forme

2
H(Z):w avec a,b,c,d,e€R.
Z+dz+e
Ces systémes sont de premicre importance car ils sont facilement réalisables, et peuvent étre associés pour
réaliser des systémes plus complexes, tant que la fonction de transfert H (Z) reste rationnelle de degré
inférieur ou égal a 0, ce qui est quasiment toujours le cas en pratique. Cela résulte du Théoréme de
décomposition d'un polyndme en produit de polynémes irréductibles.

Par exemple, considérons le cas ot I'on a un systéme (S ) défini par la fonction de transfert

z(z—1)(z+2)

H(Z):(z—2)2(zz+z+ 1) . On peut écrire (par exemple) H(Z):HI(Z).H2(Z).H3(Z) avec
—1 z+ 2
H,(z)=-2 H,(z)=2— et H,(z)=—"22—
1(2) PR 2(2) ~—0 et 3(Z) 2t ot 1

Les fonctions H, et H, définissent les fonctions de transfert de deux systémes d'ordre 1 (qu'on appellera
(S 1) et (S 2) ) tandis que la fonction A ; définit un systéme d'ordre 2 (disons (S 3) ). Alors, le
systéme (S ) est la composée des trois systémes (S 1) , (Sz) et (53) c'est a dire que si
(s) () (S,) (85)
x(n) :;y(n) et si x(n) 33‘1(”) :;xz(”) st(”) alors y=x;.
En effet, pour tout nombre complexe de module assez grand on a :
Xs(z):Ha(Z)Xz(Z):Ha(Z)(Hz(Z)Xl(Z)):H3(Z)(Hz(Z)(Hl(Z)X(Z)))
X,(2)=(H,(2). H,(2). H\(2)) X (2)=H (2) X (z)=Y (z)

On comprend alors aisément que 1'on peut construire tout systéme de fonction de transfert rationnelle, aussi
complexe soit-il, par composition de systémes d'ordre 1 ou d'ordre 2. La regle étant alors que lorsqu'on
compose des systémes, leurs fonctions de transfert se multiplient. On remarquera aussi que cela est toujours
possible grace au théoréme de factorisation des polyndmes a coefficients réels en produit de polynomes de
degré 1 ou de degré 2 avec discriminant négatif.

On termine cette section par une caractérisation (trés importante en pratique) des systémes stables via 1'étude
de la fonction de transfert, qui est beaucoup plus facilement utilisable et pratique que celle donnée par le
théoréme 2.

Théoréme 6 On considere un systéme (S ) de fonction de transfert rationnelle (z )G C (z ) Alors le

systeme (S ) est stable si et seulement si tous les poles de  H (Z) sont de module strictement inférieur a
1.
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Remarque :
Une conséquence utile qui découle directement de ce Théoréme et du Théoréme 2 est que l'original x d'une

fraction rationnelle dont tous les péles sont de module strictement inférieur a 1 vérifie x€/' (IN) :en
particulier, lim x(n)=0.

n->+ o

Exemples :
(1) Si I'on considére le systeme défini par l'équation aux différences

VneZ, y(n)+%y(n—1)+ iy(n—2)=x(n—2)

alors sa fonction de transfert vaut (Z): ;1 . Les poles de cette derniére sont solutions de
2+ =+ =
2 4
S > 1 1 —1_ .43 1 ‘
I'équation z"+ 5 z+ 1 =0 etvalentdonc ——=j—— :leur module vaut 5< 1 donc le systéme

est stable .

(2) Si I'on considére le systeme défini par l'équation aux différences

VneZ, y(n)+%y(n—l)+y(n—3)=x(n) alors sa fonction de transfert vaut

3
. . . 1 .
H(z)= 1Z . Les poles de cette derniere sont solutions de I'équation 2+ 5 2+ 1=0. Si
2+ =7+ 1
2
. . . 1
l'on considére @, a, et a; les trois racines complexes du polynome P (X ): X+ EX + 1 (c'est a

. . 1
dire les poles de la fonction de transfert), on a X+ 5 X+ 1= (X—a,)(X—a,)(X—a,) doncen
posant X =0 ,onobtient a,a,a;=—1 dou |a1 Ha2Ha3 |= 1 :au moins un des modules des trois
poles n'est pas strictement inférieur a 1 donc le systéme n'est pas stable.

(*) Preuve du Théoréme 6 :
(1) Supposons que tous les poles de H (Z) soient de module strictement inférieur a 1. Si I'on
considére R le plus grand module de ses pdles, alors R<1 et d'aprés la propriété 11, la
transformée en Z de la réponse impulsionnelle 4 est égalea  H (Z) pour tout nombre complexe de

& h(n)

n=0 Z

module strictement plus grand que R. Puisque R<1 , alors la série converge

+ 0
absolument pour z=1 (par définition du rayon de convergence), donc Z |h(n)| converge et le
n=0
systeme est stable par le Théoreme 2.

+ 00
(i) Supposons que le systeme soit stable. Alors, la série Z |h(n)| converge (Théoréme 2) ce qui
n=0
implique que la suite (h ( n))nE,N est bornée et tend vers 0. Il vient alors que pour tout nombre
= h (I’l)

n

n=0 Z
R, le rayon de convergence de la transformée en Z de s est tel que R<1. La propriété 11
implique alors que tous les poles de H (Z) ont un module inférieur ou égal a 1.
Il reste a démontrer que (Z ) n'a pas de pdle de module €gal a 1. On raisonne par 1'absurde et

complexe z de module strictement plus grand que 1, la série converge. On en déduit que

l'on suppose que (Z ) possede un pole de la forme z= e’’ . Considérons alors la suite gde
terme général g (n)=e ’ " h (n). Alors d'aprés la propriété 10, la suite g admet une transformée
en Z, définie pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1 et l'on a :
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G(z)=H(e’"z) .Ona clairement GEC(z) etadmet 1 comme pole, donc G(z) estde

K R

ﬁ ol k€N et KEC(z) n'admet pas 1 comme pole et est tel que
e
K(1)#0 (k est l'ordre du pole 1).

Puisque lim A(n)=0 ,alors lim g(n)=0 et le Théoréme 4 implique que

n->+ o n=+ o

laforme G(z)=

. . Kz
0= lim (z—1)G(z)= lim #k_] , d'ou, puisque k=1,
zeR,z> 1 :eR, o1 (z—1)
0= lim K(z)=K(1) par continuité de la fonction K en z= 1 , ce qui contredit la relation
z€ER,z> 1"

K ( 1)#0. On en déduit que tous les poles de  H (Z ) ont un module strictement plus petit que
1.



V) Exercices

Exercice 1

2
Soit OE€R. On considére la suite x=[—F——
n + n+ 1 nelN
1) Pour quelles valeurs du paramétre 0. a-t-on x€['(IN} 2

2) Pour quelles valeurs du paramétre o a-t-on XE!/ w(“\” ?

Exercice 2

On considére la suite  x= ( 2"U ( n))nez . Trouver trois constantes réelles telles que

VneZ, x(n=2)+3x(n—1)=ad(n)+ bd(n—1)+cx(n).
Exercice 3

1) Démontrer que la suite x= (n U(n—1)U( 5_”)),162 est une suite causale finie et 1'exprimer comme
une somme de Diracs.
2) Méme question pour la suite xz(n U(n)+2nU(n—2)-3nU (n_5>)n€Z

Exercice 4
On considére deux suites causales x et y de longueurs finies respectives N et M (c'est a dire que

Vn=N,x(n)=0 et Vn=M,y(n)=0 ).

1) Soit 7 un entier naturel et soit un entier & vérifiant 0<k <n. Montrer que
x(k)y(n—k)#0=>n—M< k<N

2) En déduire que pour tout entier naturel n vérifiant n=N+ M et pour tout entier k£ vérifiant
0<k<n, ona x(k)y(n—k)=0.

3) En déduire que la suite x *y est de longueur finie.

Exercice 5
Ecrire les 6 premiers termes de chacune des suites suivantes :

2 [2'U(n=3)),en
b) (2n_3 U<n_3))nEIN
c) (2n_3 U(n))nelN

Exercice 6
Expliquer pourquoi les procédés ci-dessous ne définissent pas un systéme discret remplissant toutes les
conditions de la définition 5 du cours.

1) Pour toute entrée causale x, on définit la suite y par la relation :
VnezZ, y(n—1)=x(n)+x(n-1).

2) Pour toute entrée causale x, on définit la suite y par la relation :
VnezZ, y(n) :%(x(n))z

3) Pour toute entrée causale x, on définit la suite y par la relation :
YnezZ, y(n)=2"x(n)
(pour ce dernier cas, on pourra comparer les suites y obtenues quand

x:(U(n))neZ et x:(U(n_l))neZ' )
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Exercice 7
Calculer directement a partir de la définition du produit de convolution une expression de  x * y ( n) ou

x=(3"U(n))neZ et yZ(iU(n))

nez

Exercice 8
On considére un systéme stable de réponse impulsionnelle /.
1) Démontrer que lim A(n)=0.

n>+ o0

2) Onconsidere y,, laréponse impulsionnelle du systéme.

a) Rappeler la relation entre  y,,, eth.
b) Démontrer que  lim y, ,(n) existe est finie

n=>+ oo
¢) On suppose que H (Z ) , la fonction de transfert du systéme, est une fraction rationnelle.
Justifier que  lim y, (n)=H(1).

n=>+ o

Exercice 9
On considére un systéme de réponse impulsionnelle % et de fonction de transfert égale a H (Z)
Démontrer que le systéme est RIF si et seulement si la fonction de transfert est de la forme

H(z)

Pz
= z(k ) ou P est un polynéme que I'on explicitera a l'aide de 4.

Exercice 10
Calculer les transformées en Z des suites X suivantes :

1y

2)
3)

4)
5)

6)

7)

x(n)=(1+(%)n U(n)
x(n)=nU(n)
x(n):sin(n%)U(n)
x(n)=(1;2,;1,;2;1;2,1,2;........ )
x(n)= 2U (n)

1+3U(n-3)
x(n)in(n)

21’!
x(n)=$cos(n8)U(n), 0elR

Exercice 11

Soit x=(x (n))n <z une suite causaleet X =TZ (x) sa transformée en Z, de rayon de convergence

R>0. Onpose yZ(nzx(n))nez .
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1)

2)

3)

Montrer que la suite y admet une transformée en Z (que 1'on notera Y) de rayon de convergence R et
d’ X
== (2)

2
z

montrer que  Vz€|—oo;—R[U]+ R+ o], Y(Z>:Ziz’£(z)+z
z

En déduire une expression de la transformée en Z de la suite y= (nz U ( n)),,ez pour tout nombre

complexe de module strictement plus grand que 1.

+o0 2
Déduire des questions précédentes la valeur de Z — .
n=0



Exercice 12
Trouver les originaux des fonctions suivantes et déterminer leur rayon de convergence.

1
D F(Z>:z+l
2) F(z)= z 5
(z—1)|z+ =
3
1
3 Flz)=——, €N
) F(z) o F
- 1
4) F(Z):Z 2n
n=0 Z
5 Flz)= z+ 3
) (Z> =47+ 3
o ot
2
7 Flz)=—2%2
) (Z> Z—z+ 1
2z
8 Flz)=
) (Z) 2+ 1
4
9 F(z)= z +1
) (Z) =47
3
10) F(z)= z

Exercice 13

. . . . 1
Le but de cet exercice est de prouver qu'il n'existe pas de suite causale x telle que X ( z) =—= pour tout
z

nombre réel z assez grand.
On raisonne par l'absurde en supposant qu'il existe une suite causale x= (x (n))n ez etunréel R>0

telsque X (z), latransformée en Z de x, vérifie Vz€]R;+ o[, X(Z>:\/L_ .
z

Onpose y=x*x

1) Calculer une expression de Y (Z) , latransformée en Z de'y, pour z€]|R,;+ [. En déduire
une expression de y.

2) Aboutir a une contradiction en calculant y (0) et y (1 )

3) Adapter la méthode précédente pour prouver qu'il n'existe pas de suite causale x telle que

1
X(z)=—=pour tout nombre réel z assez grand.
zZVz

Exercice 14
On considére la suite ©u= (un)n on définiepar  u,=1,u,=4 etlarelation de récurrence

u, ,==u, +—=u, pourtoutentier naturel .

n+2 3 3
1) Calculer u, u, et u,.
2) Montrer que Vn€N, 1<u <4.

n
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On définit la suite causale x par I'expression X (n) =u,U (n) et la suite y par I'expression

y(n)zx(n)—gx(n—l)—%x(n—Z).

3) Déduire du?2) que X ( Z) , la transformée en Z de x, est définie pour tout nombre complexe de
module strictement plus grand que 1.

4) Montrer que y est une suite finie que I'on exprimera comme une somme de Diracs retardés.
5) Exprimer Y (Z) , la transformée en Z de y, en fonction de X (z)
6) En déduire une expression de X ( Z) , puis celle de x(n)

Exercice 15
On considére un systéme discret (S ) stable de réponse impulsionnelle /. Pour tout entier naturel non

nul p, on définit le signal /2, par I'expression 7 p(n) =( 1-U(n— p)) h(n) etle systéme discret
(S p) de réponse impulsionnelle 4 »
Soit xE€[”(IN) etsoit y lasortie dex viale systtme (S) et y , lasortie de x via le systéme

(s,)

1) Montrerque yEI”(IN) et que pour tout entier naturel pona y L€l “(IN)
2) Montrer que pour tout entier naturel » et tout entier naturel p on a

|y<n>—yp<n>|<(§ |h<k>|).||xuw.

En déduire qu'un systéme stable peut étre approximé aussi précisément que 1'on veut par un systéme RIF.
3) Application : soit un systéme (S ) 1 x>y deréponse impulsionnelle /4 telle que

YneNN,

h ( n) |<% . Trouver et décrire un systéme RIF (S' ) : x= Y tel que pour toute entrée

1

Aol

x€l”(N) ,Tonait [y—yl,<

Exercice 16

Le but de cet exercice est de trouver une expression de l'original de ( z

oul p est un entier naturel non nul et @, a, ...,a, €C.

Soit x l'original de  F(z)

1) Montrer que x existe bien et que la transformée en Z de x est définie pour tout nombre complexe de
module strictement plus grand que 1.

2) Montrer que la suite (x (n)—x (n— p))nez est finie, et I'exprimer comme une somme de Diracs
retardés .

3) En déduire que la suite x est périodique de période p a partir du rang n = 0 et déterminer ses p
premiers termes.

4) En utilisant la formule de la somme des termes d'une suite géométrique, montrer que 'original de
4
z +3z o . . . . -
F ( z)z >—— 7 est périodique a partir du rang n = 0 et déterminer sa période p et ses
l+z+z+z+2
p premiers termes.
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Exercice 17

P x
Soit XEC(Z) d'écriture irréductible X(Z)Zﬁ avec deg(X(Z))SO. Soitenfin p€IN et
x l'original de X (z)

On veut démontrer 1'équivalence :

x(0)=x(1)=..=x(p—1) et x(p)#£0=0e=deg(X (z))=—p.

1) Supposons que x(O)zx(l)Z...zx(p— 1)20 et x(p);tO. Soit y le signal x avancé de p et
Y ( z) sa transformée en Z.
a) Exprimer X (z) en fonctionde Y (Z)
b) Démontrer alors a l'aide du théoréme de la valeur initiale que deg (X ( Z)): —-p.
2) Supposons que  deg (X (z))=—p.
a) Montrer que la fraction rationnelle Y ( z) =z'X (z) possede un original y.
b) Démontrer que y(0)#0.
¢) En déduire enfin que  x(0)=x(1)=...=x(p—1)=0 et x(p)#0.

(*)Exercice 18

On considére une suite x . On dira que x est inversible par rapport au produit de convolution, ou plus
briévement, inversible, s'il existe une suite y telle que  x * y=9.

1) On considere une suite x inversible. Supposons que l'on ait deux suites y, €t y, telles que
X*y=x*y,=0.
En calculant de deux fagons différentes y,*x*y, , démontrer que y,=y,.

Le résultat prouvé montre que si s'il existe une suite y telle que  x *y =90, il n'en n'existe qu'une seule. La
. r -1 r .
suite y seranotée x et appelée l'inverse de x.

2) a) Vérifier que U est inversible et que U~ '=§—39,.
b) (i) Montrer que pour toute suite , (6 Ky ) (0)=0.
(i) En déduire que O, n'est pas inversible.

3) Montrer que si x est inversible, alors  x(0)#0.

4) Réciproquement, on suppose que la suite x est telle que x (O)¢0. Montrer que x est

. . . . : 1 :
inversible d'inverse la suite y définie par y (0)2 (— et la relation de récurrence :

x(0)
vneN’, y(n)z—zn:%y(n—k)

:%)(xu)y(n—m x(2) p(n=2)+ .+ x(n) y(0)).

5) Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que x est inversible et que
x '=x.
a) Montrer que  (x—98)*(x+ 8)=0.
b) Démontrer qu'au moins une des deux suites x—98 ou x+ 0 est inversible.
¢) En déduire que x=90 ou x=-90

6) On suppose maintenant que x admet une transforméeen Z X ( Z) telle que X ( Z) €R (z )
a) A l'aide du Théoréme de la valeur initiale, démontrer que x est inversible si, et seulement si,

deg(X(z))=0.
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b) On suppose que x est inversible. Démontrer que x~' admet une transformée en Z égale a

1 : .
m (« la transformée en Z de l'inverse est l'inverse de la transformée en Z »).
z
7) Application : on suppose que x est la suite définie par x (n) =(2+ 3") U (n) Montrer que x
est inversible et déterminer une expression de son inverse.

(*)Exercice 19
P(z)

0(z)

On considére un systéme stable de fonction de transfert H (Z)EIR (Z ) . Soit H (Z )Z une

écriture irréductible de  H (z).
Soit  un réel strictement positif. On considére l'entrée  x,, d'expression x,(n)=e”" U(n). Soit
V. lasortie associéea x, et Y, (Z) sa transformée en Z.
1) Vérifier que x =X,

w+2x

On considérera donc par la suite que  W€[0 ;2|

2) a) Prouver que Q(e'j(°)¢0

b) Montrer que le polynéme en z : Z(P (Z)—H(ejw) Q(Z)) est divisible par z—e’” dans
C[z].
¢) En déduire que pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1 on a :

A f
Y,(z)= QEZ + H(e" ) z 75 Ou A(z)€C[z] estun polyndme de degré inférieur ou égal

aceluide QO(z)

3) Déduire de la question précédente que :

yoln)=e,(n)+ Hle' )™ ou lim e, (n)=0.
n=>+ o«
On peut donc considérer que la sortie associée a une sinusoide de pulsation ®> 0 et d'amplitude 1 est une
sinusoide de méme pulsation et d'amplitude complexe H (ej (”) , donc d'amplitude réelle |H (e" m) |

La fonction G(w)%

H e’ ) ‘ sera appelée fonction gain du systéme.

4) a) On considére le casou  H (Z)Z avec a€|—1;1[ .Montrer que

G(o) !

Va’-2a cos(m)+ 1

zZ—a

_ z—2
2z—1

b) Calculer I'expression de la fonction de gain dans le cas ou  H (z) . La connaissance

de la fonction de gain suffit-elle pour caractériser un systéme ?

Exercice 20

2
. . +
On considére un systéme de fonction de transfert H (z)= 21—421
2
I+ —z——
2 2

1) Etudier la stabilité du systéme.
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2) Ecrire I'équation aux différences associée au systéme.
3) Donner une expression de la réponse impulsionnelle et de la réponse indicielle du systéme.
4) Trouver l'expression de l'entrée qui donne y=U en sortie.

(*)Exercice 21

On considére le systéme analogique qui, a tout signal causal  f (l‘ ) fait correspondre la sortie causale
g(t ) vérifiant sur [0+ oo I'équation différentielle :
(l) Tg ’(Z)+ g (t):f(t) ( ©™ 0 )avec la condition initiale g(0)=0.
Avec un procédé de discrétisation avec un pas égal a /2, on modélise ce systéme analogique par un systéme
discret d'équation aux différences :

h
yu(n=1)+ mxh(”) et yh(o):()'

| S : .
On suppose 4 de la forme h= N ou N est un entier naturel grand. On est sensé avoir

T
T+ h

yh(”):

Vn>0, y,(n)~g(nh) pour h petit, donc en prenant n=N, ondoitavoir y,(N)~g(1).
Clest ce que l'on va vérifier dans cet exercice dans le cas ou  f (¢£)=1.

-1
1) Montrerque g(1)=1—e™ danslecasou f(z)=1.
2) Calculer la fonction de transfert du systéme discret qui a toute entrée X,  causale fait

correspondre la sortie  y, définie par yh(n) =ﬁ yh(n—l)+ TLxh(n) . Vérifier que

+h
1 hz
H, (z)= .
il2) T+h -2
T+ h
3) On considére le cas x,=U . Montrer que Yh(z): Zl_r-;-ch' Zr . En déduire une
z— z—
T+ h
expression de yh(n).
4) Vérifierque y,(N)=1- Nt (- L) (on rappelle que h:L )
Nt+1 Nt+1 N
1 1
Nln(1- >—= si >+ 0.
5) a) Montrer que n( N‘c+1) T si N 00
b) En déduire  lim y,(N) . Que remarque-t-on ?
N>+

Exercice 22

Soit la suite ~ u= (un )neIN définie par u,=0, u,=1 et larelation de récurrence u,,,= 3 u,, .t ou,

pour tout entier naturel n, o @ est un réel quelconque.

On définit la suite x par l'expression X ( n) =u, U (n) . On admet que la suite x est a croissance au plus
exponentielle ce qui assure I'existence de X ( Z) pour tout nombre complexe z de module assez grand.

1) Calculer X(z)
2) Trouver toutes les valeurs de o pour lesquellesona lim u,=0.
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(*)Exercice 23
On rappelle la propriété suivante (Propriété 6 du chapitre sur les séries enticres) :

+ o0

La fonction x> S(x z x"  définie sur l'ensemble {xE€C/|x|< R} estcontinue, ou R est le
- + 0
rayon de convergence de la série enticre Z u,x".
n=0

On considére une suite x admettant une transformée en Z de rayon de convergence R< 1. On notera
X ( Z) cette transformée en Z.

1) a) Démontrer que la fonction z=> X (z) estcontinuesur (z€C/|z[> R}
b) En déduire que la fonction 0= @(0)ZX (eij 9)2 Z x(n)e™ est continue et
271 -périodique. i

c) Démontrer que la série Z x(n) converge absolument.

n=0
2) Pour nE€Z, onconsidére ¢, lecoefficient de Fourier complexe d'indice n de la fonction
1 25 n .
¢ (onrappelle que c, —% o @(8)e"’°do. )Soit peN.

a) Montrer que pour tout entier relatif # inférieur ou égal 4 p on a

szn i x(k)ekjaef"jedezx(n).
2n 70 5

b) Montrer alors que ‘cn—x(n) |S z [x(k)| .En déduire que c,=x(n).
k=p+1

La suite x est donc la suite des coefficients de Fourier de la fonction 2m—périodique 0> X (e_j e)
On remarquera que pour cette fonction, tous les coefficients de Fourier d'indice négatif sont nuls.

z—

3
3z—1

3) Application 1 . On considére le systéme de fonction de transfert (Z): . Soit x une

entrée admettant une transformée en Z de rayon de convergence R< 1.
a) Montrer que la transformée en Z de y admet un rayon de convergence strictement plus petit que 1.
b) Prouver que pour tout nombre complexe z,ona lz|=1= |H (z) |= 1

c¢) En déduire que les deux séries z |x(n |2 et Z ly(n 2 convergent et sont égales. On dit que
n=0 n=0

le systéme conserve 1'énergie.

z

4) Application 2 . On considére le systéme de fonction de transfert (Z)Z ou

z—a
€]—1,1[. Soitx une entrée admettant une transformée en Z de rayon de convergence
R<'1. Montrer que la transforrnée en Z de y admet un rayon de convergence strictement plus
+

petit que 1 et que Z:|y(n)|2 | | Z|x
a

n=0
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(*) Exercice 24

Partie A

Dans cette partie on s’intéresse au probléme suivant : caractériser les fonctions rationnelles z = X (Z)

dont l'original est une suite bornée, c'est a dire une suite X€ I” “N)~

1)

Démontrer que si  deg(X(z))>0 ,alors z= X(z) n' pas d'original.

Soit  x€/”(IN]. Posons M =|x||,

2)

3)

4)

a) Montrer X ( Z) , la transformée en Z de x, existe et que son rayon de convergence R vérifie
R<I.
b) Que peut-on dire des poles de la fraction rationnelle X (z) ?

Soit A(z)= a,z’+a, 27 ....ady€C[z] un polynome de degré p€E€IN. On définit la suite
causale y de terme général y(n)zapx(n)+ ap_lx(n—l )+ ....aox(n—p).
p
a) Montrer que y€l°°(|N) et que ||y||wSM Z |ak|.
k=0
Alz)X
b) Montrer que Y ( Z) , la transformée en Z de y, a pour expression Y (Z ) ZM pour
z
tout nombre complexe z tel que |z [> 1.
. P(z) L . .
Soit X(Z) Z@ une écriture irréductible de X(Z). Soit z, unpoblede X(Z) de

module 1. Le but de cette question est de prouver par l'absurde que z, est un pdle simple. On
suppose donc que z, estun pole multiple.
a) Montrer que  Q(z)=(z—2z,)°0,(z) avec O, (z)eC[z]. Soit p=deg(Q,(z)).
Pz
b) En utilisant le résultat de la question 3), prouver que l'original y de Y ( z ) Zp(#))z est une
z'\z—z,

suite bornée.
A

k B + C

+
7% (Z_Zo)

c) Justifier que Y ( Z) peut s'écrire sous la forme Y ( Z) = z
k=0 Z

5 avece

A,,B,CeC et C#0.
d) En déduire que Vn> p,

y(n)|=|B+Cn |. Conclure.

Réciproquement, on suppose que  F(z)EC(z) avec deg(F)<O0 et on suppose également que les
polesde F (Z ) sont soit de module strictement inférieurs a 1, soit de module 1 mais simples.
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5) a) En considérant la décomposition en éléments simples formelle dans C [z] de

2, A
F(z) , prouver que F(Z) peut s'écrire sous la forme : F(z):Fl(z)+ Z k
k=0 27 Z

avece

(i) F,(z)€C(z) avec deg(F,)<0 etde poles éventuels de module
strictement inférieur a 1.

(i) zy,z;,...,z, sontleséventuels poles de F(Z) de module égal a 1

(i) A4y 4,,...., 4,€C.



b) Soit f, loriginalde F,(z). Montrer que f,€/'(INJ<I”(IN).
¢) Exprimer l'original de  F(z) alaidede f, et des suites (zz U (n)) .En

déduire que cet original appartient a [ w( IN)
Partie B

On considére un systéme (S ) de fonction de transfert H (Z )GC(Z) . On suppose que pour toute

entrée bornée XE/ w“N) on a une sortie bornée S (X )El OO(|N) . Il est clair qu'un systéme stable vérifie

cette condition, et nous prouverons la réciproque dans la question 2.
On définit  E=| xel”(N)/TZ(x)(z)eC(z)]

1) Montrerque Vx€E, S(x)€E.
On peut donc considérer que (S ) définit une transformation de E dans E.
2) a) En travaillant sur la réponse impulsionnelle, montrer que ~ deg (H (z))SO et que les poles de

H (Z) sont soit de module strictement inférieurs a 1, soit de module égal a 1 mais simples (on
devra se servir des résultats de la partie A).

b) En considérant l'entrée  x= (Zg U (n)) pour z,€C, |z, |: 1, montrer que le systéme
(S ) est stable . (on devra également se servir des résultats de la partie A). Reformuler alors de
fagon plus simple la définition 8 dans le cas ou la fonction de transfert d'un systéme est une fraction

rationnelle.

On dit que la transformation (S ) est inversible si, pour toute suite yE€E, il existe une unique
suite x€EE telleque y=S(x).

3) Dans cette question, on veut démontrer que pour toute suite Y€ E, il existe au maximum une
seule suite xEE telleque y=S ( x) . On raisonne par l'absurde en supposant qu'il existe deux
suites différentes x,€E et x,€EE tellesque S (x1 ):S (xz). On suppose aussi que (S) n'est
pas le systéme nul (c'est a dire que H (Z) n'est pas la fonction nulle).

a) Montrer que IM>1:Vz€C, |z|> M = H (z)#0.

b) En déduire que pour tout nombre complexe z de module assez grandona X (Z)Z X, (z) .
Conclure.

Supposons que (S ) soit inversible.

4) Enconsidérant x€FE telleque S (x):6 , prouver que deg (H (z)) =0 et que toutes les
racines complexes éventuelles de  H (Z) sont de module strictement inférieur a 1 ou de module 1
mais simples.

(N.B:si H(z):gtg

une racine de 4(z)).

est une écriture irréductible de  H (z) ,une racine de  H (Z) est exactement

5) Soit z,€C, avec ‘Zo|:1~ En considérant x€E telle que S(x)Z(ng(n)) prouver que
toutes les racines complexes éventuelles de (Z ) sont de module strictement inférieur a 1 .

6) On suppose maintenant que, réciproquement,  deg (H (Z)) =0 et que toutes les racines
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7)

complexes éventuelles de A (Z ) sont de module strictement inférieur a 1.Démontrer que le
systtme () est inversible.

Application : on définit le spectre de (S ) comme étant l'ensemble des nombres complexes A
tels que le systéme de fonction de transfert H (z)—A  soit non inversible.

Dans le casou H (Z)Z ou a est un nombre complexe non nul et de module strictement

inférieur a 1, montrer que le spectre de (S ) est un disque de € dont on déterminera le centre et
le rayon.

(*)Exercice 25
Soit PE IN' avec p=2. Dans cet exercice, on s'intéresse au systéme (S p) linéaire et causal d'ordre

p—1 quiatoute entrée causale x (n) fait correspondre la sortie causale y (n) définie par la relation :
py(n)+(p=1)y(n=1)+ ..+ y(n—(p—1))=px(n),

ce que l'on peut écrire aussi :

p—1

Y. (p=k)y(n—k)=px(n).

k=0

Soit H p(z) la fonction de transfert de ce systéme.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Etudier complétement (S 2) (fonction de transfert, réponses impulsionnelles et indicielles,
stabilité et type) .

Supposons  p=2.

a) Donner une expression de p(z)

b) Montrer que Vz€C, (z—1)
=1

p
> kzkl):pzp—(l+ z+ .+ 277,

pz"(z=1)
pzl —(p+1)z"+ 1
Soit z, un pole de Hp(z)

¢) En déduire que H » ( Z)= , mais que cette écriture n'est pas irréductible.

1 2 -1
a) Montrer que  zJ=—(1+ z,+ zg+ ..+ zI ).

b) En déduire par 'absurde que |ZO |< 1.
Dans cette question, on va montrer par l'absurde que ~ H p(z ) n'a pas de pole de module 1.
Supposons que  z,= e’ soitun pole de Hp(z)
a) Montrer a l'aide du 3)a) que  cos(0)+ cos(20)+ ...+ cos(p0)=p.
b) En déduire que z,=1 et aboutir & une contradiction.
Que peut-on dire de la stabilité de (S p) ?
a) Montrer que toutes les racines différentes de 1 de P (X )=p X”*'—(p+1) X’+ 1 sont
simples.
b) En déduire que les poles de H p(z) sont tous simples.
Fixons p=2. Onconsidére y,, laréponse indicielle du systéme (S p)
n(n+1)
2

a) Montrer que Y, 4 ( Z) , la transformée en Zde y,,; admet une expression de la forme

On admettra dans cette question la formule 1+ 2+ 3+ ..+ n=

A . . .
Y. ( z)=;+ F 0(2) ou F O(Z) est une fraction rationnelle dont tous les pdles sont simples et de

module strictement inférieur a 1.
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b) En déduire que  lim y,,(n)= 2
n>+ o p+ 1

A partir de maintenant, fixons p=2. On considére une suite (un)nEIN vérifiant la relation de récurrence

+u + +un)

_1
u ——(u it poat e

n+ p
p

n+ p—1

8) Dans cette question, on suppose que  p=3 etque u,=1, u;=3 et wu,=—2 .On définit
le signal causal y par y(n)= u, si n=0.
a) Calculer les valeurs de  u; u, et us

b) Calculer l'expression de Y (z)
¢) En déduire la limite de (un) apres avoir prouvé la convergence de cette suite.

On revient au cas général . On définit le signal causal y par y (n)z u, si n=0, eton définit le signal

causal x par l'expression x(n):y(n)—%(y(n—lﬁ y(n—2)+ ot y(n—p)).

9) a) Prouver que x est un signal fini.
a

a _
b) Montrer que X(z) , la transformée en Z de x, est de la forme X(z) =0t —Ls o+ 1’:_11 ,
z z

, 1
ou o,=u, etpour 1<k<p—1, o,=u,——(ugtu+..+u, ).

10) a) Démontrer que VnelN, |u, |<M ou MZMaX(|uk ‘ \ 0<k<p-—1).
b) En déduire que Y( Z) , la transformée en Z de y, est bien définie pour tout nombre complexe

Zz_pl (é kzk_l) Y(z).

. 1
de module strictement plus grand que 1 et que X (z)=—
p

11) Déduire de la question précédente que
Vnez, y(”):ao yind(n>+ oy yind(n_l )"' et o, yind(n_(p_l )) ’
ou );4 estlaréponse indicielle du systéme (S p) introduite a la question 7).

12) Montrer alors que la suite (u n)new converge et prouver que

lim u, = (u+2u+...+ u, |,
n p( I 1) 0 1 pu, 1)
c'est a dire que (un .eNn converge vers la moyenne des p premiers termes de la suite, pondérée par les

coefficients  (1,2,..., p).

13) Application : on déplace un pion sur un axe gradué de 1 en 1 a I'aide d'un dé a 6 faces bien équilibré. Il
est situé au départ sur le point d'abscisse 0. A chaque étape, on lance le dé et on avance le pion du nombre
d'unités indiqué par le dé.

On appelle u, la probabilité que le pion s'arréte & un moment donné sur le point d'abscisse n. On a bien

n

sir n<0=u,=0 et wu,=1 carle pion est situé au départ sur le pont d'abscisse 0, et on remarquera que
l'arrét du pion sur le point d'abscisse 7 ne peut se faire qu'en au plus n étapes. Calculer lim u,.

n->+©
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VI) Corrigés

Exercice 1
1) Onatrois cas :
o
. . n+n+l : L
Si a<l1, n"+n+1~n car lim ————=1 donc par quotient d'équivalents,
n

x(n)~n>0 et par le critére d'équivalence pour les séries, x&!' (IN]
Si a=1, n“+ n+ 1~2n et par le critére d'équivalence, x&/'(IN)

o
) . n+n+l
Si a>1, n® n+ 1~n" car lim————=1 donc x(n)~
n

>0 et par le critére

a—2

1

a—2

d'équivalence pour les séries, X€/ '(IN) @( )El "(IN) ce qui équivaut par le critére de Riemann a

o> 3.
Conclusion : x€!'(N)=a> 3.

2) Onreprend le travail fait au 1) :

Si a<l1, x(n)~n donc limx(n)=+c: x&I"(NJ.
Si a=l1, x(n)N%n donc lim x(n)=+ oo: x&I”(IN).
Si a>1, x(n)~ (}72 donc :
n
soit a>2 et ( 3_2)90 donc lim x(n)=0 dou x€I”(N)

soit =2 ,et limx(n)=1 dou x€I”(N]

— |2+ % donc limx(n)=+c dou x&/"(NJ.

soit a<2 et
n

Conclusion : X€I”(INJe<a=>2.
Exercice 2

Méthode 1 : avec la transformation en Z .

. , Z
Le signal x admet comme transformée enZ X ( Z) =—2 pour tout nombre complexe de module

strictement plus grand que 2, et la relation

VneZ, x(n—2)+3x(n—1)=ad(n)+bd(n—1)+ cx(n)

équivaut a :
1 3| z b cz
—+ = —a+—+
2 z|z=2 z z—2

c'est a dire apres calculs, toujours pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 2 :

3z+41 _(a+c¢)z’+(b—2a)z—2b

z(z=2) z(z—2)
o e A e | i
ce qui, par identification, donne : a= 1 b= > et ¢= 1
Onadonc Vne€Z, x(n—2)+ 3x(n—l):_T76(n)—%6(n—l)+—x(n).

235



Méthode 2 : sans la transformation en Z.
Par causalité, larelation  x(n—2)+3x(n—1)=ad(n)+ bd(n—1)+ cx(n) est vraie pour tout entier
strictement négatif.

Si n=2, ona x(n—2)+3x(n—1)=2""+ 3.2”71:%2,’:%)6(71) donc, pour tout entier relatif

différent de 0 et de 1, larelation x(n—2)+3x(n—1)=ad(n)+ bd(n—1)+ %x(n) est vraie pour tout
réel a et b, les deux Dirac étant alors nuls.
Larelation Vn€Z, x(n—2)+3x(n—1)=ad(n)+bd(n—1)+ % x(n) est donc vraie si et seulement

si elle est vraie pour n=0 et n=1 c'esta dire:

7
O=a+ L
a+
7
3=b+ —
T2
d'ou a=_T7 et b= 21
Onadonc VneZ, x(n—2)+3x(n—l):_T76(n)—%6(n—l)+%x(n).

Exercice 3

1) Onremarque que U (n—1)U(5—n)=0 désque n=>6 doulona:
=(0,1,2,3;4,5;0,0,...)
cestadire x=0,+29,+30d,+49,+59;

4
2) On remarque que  Vn=5, x(n)=n+ 2n—3n=0 donc : x:Z x(k)d,=8,+68,+98,+129,.

k=0

Exercice 4
1) On apar la finitude des deux suites x et y :
x(k)y(n—k)¢0=>(x(k)¢0 et y(n—k))¢0=>(k< N et n—k< M)
d'ou I'implication :
x(k)y(n—k)#0=>n—M< k<N

2) Si 0<k<n et n=N+ M , onanécessairement l'assertion (k< N et n—k< M) fausse,
sinon on aurait n=k+ n—k< N+ M . On en déduit par contraposition de I'assertion établie au

)que x(k)y(n—k)=0.
3) Onapour n=N+M x y) Zx =0 car d'apres le 2), tous les termes de

la somme sont nuls. La suite  x*y est donc de longueur finie.

Exercice 5
) (2'U(n-3)),cn=(0,0;0:8,16:32;...)
b) (277U (n=3)),en=(0:0,0,1;2:4,...)

o 1.1.1
o (277U ()] = gigigi iz
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Exercice 6
1) La sortie correspondant & l'entrée  x=0 estlasuite y(n)=8(n)+ 8(n+1) quin'est pas
causale car  y(—1)=1.

2) Le systéme n'est pas linéaire :on a S(@)Z%é alors que  S(28)=206#25(9).

3) Le systéme ne vérifie par la propriété d'invariance dans le temps. On considére les entrées
xlz(U(n))nez et x2:(U(n—l))n€Z etsoient y, et y, les sorties correspondantes.
On a alors :

(yl( )),,>0 (1;2,4,8,...) et (J/z( )),,>0 (0,2;4;8;...) donc l'assertion
VneZ, y,(n )—yl(”—l) est fausse.

Exercice 7
Ona,pour n€IN,

_n kln—k_n kl ln
(x*y)( Zx y(n—k)=),3 —232 13

i 2
n+1 n

Z —1_6 1[1
— = 6k: 1 :_311__ - .
(2) = (2) 5 75 5(2)

Conclusion: VneZ (x*y)(n)zg(6.3"—(—) Ul(n)..

Exercice 8

1) Parle Théoréme 2, on a la convergence de la série Z |h(n)| dou lim A(n)=0.

n=0 n=>+ o

2) ayOna Vn=0, y, d(n) = Z h(k) , ce qui est une conséquence directe du (2) de la propriété 1.

b) Puisque la série Z h(k) est absolument convergente, elle est convergente, et l'existence et la
k=0

finitude de  lim y,,(n) résulte de la relation Vn>0, y, (n Z h(k

n=>+ o
¢) On a, par ce qui précéde, lim y, (n)= Z h(k)
n=>+ o k=0
Le systéme étant stable, sil'onpose R le plus grand module de ses pdles, on a
R<1 (Théoréme 6)et H (Z ) est la transformée en z de / pour tout nombre complexe z

+ 0

h(k
de module strictement plus grand que R (propriété 11), c'est a dire H (Z)Z Z (—k)

k=0 z
On peut alors poser z=1 ce quidonne H (1)=) h(k) dou lim y,,(n)=H(1).
n->+ o

k=

(=}

Exercice 9

N
Supposons le systéme RIF. Alors, il existe un entier N tel que /A= Z h(n)d, dou
n=0

n N
Sy dalim P pe)= X kv
n=0 Z z z =0
L . . P(Z) : i
Réciproquement, si la fonction de transfert est de la forme (Z)Z T ou P(z)zz a,z ,alors
z i=0
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k

k

H(z)= z % dou A ZZ a,0,_, ce quiprouve que A est bien une suite finie, avec
i=0 Z i=0

(1(n)),en=a sy, oer @900 ... ).

Exercice 10
1) Parla propriété 5 et la linéarité de la transformation en Z, on a :

222—12
z z 4

M z—%:(z—l)(z—%),

z—1
2) L'application de la propriété 9 montre que X (z ) existe pour tout nombre complexe de module
strictement plus grand que 1 et que I'on a :

Vze]—oo,;—1[U]+ 1+ o], X(Z):_Z%(zil ):

z> 1.

(z=1)*

posséde un original y tel que  TZ(y)(z)=F (z) pour tout

Par la propriété 11, F(z):#2
(z—1)
nombre complexe z de module strictement plus grand quel . On a donc

Vz€]-ow;—1[U]+ 1+ o[, X(z)=TZ(y)(z)

L 'application du Théoréme 5 donne que x=y donc X ( Z) =F ( z) = ( 1>2 , pour tout nombre complexe
Z—

ztelque |z[> 1.

Remarque : remarquer la nécessité d'utiliser le Théoréme 5 et la propriété 11 pour obtenir I'égalité

Sy

pour des valeurs réelles de z.

pour des z non réels, la propriété 9 ne donnant une expression de la transformée en Z que

3) Par le corollaire de la propriété 5, TZ(x)(z) estdéfiniesur {z€C /[z|>1 et
T

sm(g z _\/_§ .

Tzlx){z)= 22—2(005(%))z+ R

4) On peut remarquer que VneZ, x(n)Z% U(n)—%(— 1)"U(n) dou lexistence de X (z)
. 2’+ 2z
pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1 et X ( Z) = 1
22—
5) On peut remarquer que X (7) 2(2,2 ,2% % S ) c'est a dire que
3 42’3
x(n)=2U0(n)—ZU(n-3) dou X(z)=———
=20 (-3 U 3] o x(2)=5 2

6) On utilise la propriété 9 montre que X ( Z) existe pour tout nombre complexe de module

. 1
strictement plus grand que ) etl'ona:
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+ 1 d z 1 z
Vz€|-wo,—=|U 7,"‘00[, X(z)=- a1z 1 _E 1}
2 )
Par la propriété 11, F(z):#2 posséde un original y tel que  TZ(y)(z)=F(z) pour tout
3]

. 1
nombre complexe z de module strictement plus grand que 5 On a donc

V:ze —oo;—% U +—21;+ ool, X(z)=TZ(y)(z)
L 'application du Théoréme 5 donne que x=y donc X ( Z) =F ( Z) :;2 pour tout nombre
3]

1
complexe z tel que ~ |z[> 7

7) Par le corollaire de la propriété 5, TZ(x)(z) est définiesur [z€C / |z|> % et

2
TZ()C)(Z): 252Z —SCOS(6>Z
25z°—10cos(0)z+ 1

pour tout nombre complexe z de module strictement

. 1
supérieur a 5

Exercice 11
1) On notera tout d'abord que la fonction z=> X (Z ) est indéfiniment dérivable sur
|—o00;—R[U]+ R;+ o[ par laremarque qui suit la propriété 9.
En appliquant deux fois le point (ii) de la propriété¢ 9, on montre que Y a pour rayon de convergence R et par
le point (iii) appliqué lui aussi deux fois :
Vz€]—o0:— R[U]+ R+ co|, TZ((nx(n))nEZ)(z)Z—zcjl—)Z((z).

Vz€]—w,;~R[UJ+ R, + o], Y<z>=—Z%(Tz((nxw)nez)(z))(z):—zi(‘zﬂ)(z)

|y d ) e aat
e 2 oo e L ) e e 2L )

2) On applique ce qui précedea x=U .
2
Onaslors R=T et Vz€]-oo ~1[UJ+ 14 o], ¥ ()= d( : )(z>+/ ’ ( : )<z>

_ZE z—1

z 277 :Z<Z+1)
(z=17 (z=1)" (z-1)

+o0 2
3) En reprenant les notations de la question 2 on obtient Z % =Y (2)26 .
n=0

Exercice 12
) x(n)=(-1)"'U(n-1), R=1.
2) Par la propriété 11, cette fonction poss€de un original et le rayon de convergence est é¢gal a 1. On a
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ce qui donne

N
I
—_
N
|
[S—
SN—
—_
N
+
I
S~——
|
| W
N
|
—_
|
o
o
-
B
—
N
S—
I
| W
N
|
—_
w [N

2
3
o3

Remarque : une autre méthode consiste a décomposer directement ( Z) en éléments simples :

32
F ( z)z z > = Zil + > 3 pour en déduire par la propriété du retard (propriété 7) que
(z—1) (z+ 3 z+ 3

n—1
) U(n—1). Cerésultat est bien égal au précédent car les deux donnent 0

1 21" 1 —3\[-2\"|_3 -2\
<0 et, =1, =|3+2|— =—(3+2.|—||— | |I==[1—-|—| |.
pour n et,pour n 5(+(3) )5(+ (2)(3)) 5( (3))

3) Ona F (z)=+ ce qui donne par la propriété 7, R=2 et
27" (z=2)

x(n)=2"""U(n—p—1).

4) On reconnait directement 1'écriture de la transformée en Z de

(x(n)},2=(1,0,1,0,1,0; ...) cestadireR=1 et x(n):%(H (=1)")U (n).
_ z+3 _y . . ..
5) Ona F ( Z)— m Par la propriété 11, cette fonction posseéde un original et le rayon de
F
convergence est égal 3. On a (Z) = 3 -1 2 + ! ce qui donne

z z(z—=1)(z=3) z z—-1 z-3
F2)=1-22 42 qou x(n)=5(n)—(2=3")U ().

z—1 z-3
6) F (z): 2f+ ! Ona F (Z)=A Par la propriété 11, cette fonction possede un
24 1 (z=j)(z+ j)

original et le rayon de convergence est égal a 1.
On remarque, en utilisant le développement en série entiere de Z > —— que

1+ Z
2z+1 _ (2 1 1 2 1\ (—1)
F(z)=% _(_+_2)—1:(_+_2)2%'
1+ =

> =
zZ'+ 1 zZ z zZ 7z |i=0 z

z

La fonction z - z (_zln) est, par définition, la transformée en Z de la suite
n=0 Z
(x5(n))0e=(1,0,=1;0, ...)
donc par la propriété 7, F(Z) est la transformée en Z de la suite X (n) =2x0(n— 1 )+ xo(n—Z) ,

dot (x(n)),2,=(0,2,0,-2;0;2,0,—2; ... )+(0,0,1,0,—1;0, ...)

(x(n))nZOZ(O,Q ;1,=2;-1;2;1;-2;—1;...) avec répétition des termes sur une période de 4 a
partir du rang n=1.
Autre méthode : utiliser directement le corollaire de la propriété 5 . On a alors

240



12z+z 1 z z
F(z)= =—|2. 55—+
z 2241 z z+1 z°+1

d'ou l'on déduit l'original de  F (Z) sous la forme
x(n)Z(Zcos (n— 1)2 + s1n((n—1)%))U(n—l)

On obtient alors une suite 4-périodique retardée de 1. On calcule
x(1)=2, x(2)=1, x(3)=—2, x(4)=—1 et ainsi de suite, ce qui confirme le résultat trouvé par la
méthode précédente, bien que la suite soit exprimée de fagon tres différente.

2

7) O Flz)= z ec r=letf=2
) Ona Flz)= i 3
7-Z = \/—32
En écrivant que  F(z)= 3 2 >+ \/—3 5 2 >, on reconnait I'écriture
22=2(r cos_(G))z+r 3 z*=2(rcos(0))z+ r
(z)= z°—rcos(0)z N V3 rsin(0)z

Z2=2(rcos(0))z+r* 3 Z—2(rcos(0))z+
et le corollaire de la propriété 5 nous dit que R= 1 et que l'original de F (z) est

x(n):(cos( 3 V3 3))U(n)

+ —=sin
On remarque que cette suite est 6-périodique, et on a tout simplement :

3
(x(n)),5,=(1,1,;0,—1,-1,0,...)

8) Par la propriété 11, F ( Z) posséde un original et le rayon de convergence est égal a 1 car les
polesde F (Z) sont —1,j et —j ,tous de module 1. On peut procéder comme pour les
exemples précédents, mais le plus rapide est de remarquer que (en utilisant le développement en

JoR LY Z
série enticre de 1+ 7 Z ):
2z 2 2 & & 2.(-1)
F(Z): 3+1:_2' __22 3n = (3n+2)
z z 1+_3 n=0 n=0 Z
z

ce qui permettre de reconnaitre directement la transformée en Z de la suite 6-périodique :

(x(n)),29=(0,0,2,0,0,-2,0,0,2;0,0,-2; ...

4
9) Ona F (Z)Z 3Z *t1 =2 4 % I ce qui, par la propriété 5 et la propriété 7 donne R=4
z (z—4) z—4 7 z—4
etloriginalde F(z) vaut x(n)=4"U(n)+4">U(n-3).
1 9| 1, 9
2 4 2 2 4z 2
10 F(z)= — + = + . Parl iéte 11, F
)Ona (z) z 1 22 3T 223 ar la propriété 11, (z)

possede un original et le rayon de convergence est égal a 3 , et la propriété 5 donne
1 n+2 1 n+2
x(n)=<z—-2""+=-.3 Uln
(n) (2 ! ) (n)
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Exercice 13

1) OnaparleThéoréme3 Vz€E€|R;+ [, ¥ (z)=X (2)221. On en déduit alors du Théoréme 5
z

que y=9,.

2) On a par définition du produit de convolution : Vn=0, y(n )— x(k)x(n—k) dou:
=0
y(O):x(O)2 et y(1)=2x(0)x(1). Parle 1, on déduit que (O)ZO et 2x(0)x(1)=1 ,
cestadire x(0)=0 et 0=1: clestabsurde !

. . 1 . .
On en déduit que la fonction F ( Z)= —= n'a pas d'original par la transformation en Z.
z

3) On raisonne par l'absurde en supposant qu'il existe une suite causale x=(x (”))nez et un réel

1
zVz’
Onpose y=x*x .Onaalors parle Théoréme3 Vz€|R; + oo, Y(z):X(z)zzL. On en déduit

3
z

R>0 telsque X(z), latransformée enZ dex, vérifie Vz€|R;+ o[, X (z)=

par le Théoréme 5 que y=9_;. On a par la définition du produit de convolution, y(O)Zx(O)2 donc
x(0)=0, et y(2)=2x(0)x(2)+x(1)=x(1)" donc x(1)=0.
Onaalors 1=y(3)=2(x(0)x(3)+ x(1)x(2))=0 ce qui est encore absurde.....

Exercice 14
10 29
1 u,=3, u,=— et u,=—.
) 2 3 3 4 9
2) Montrons par récurrence sur 7 la propriété : (P") : Vkel0;...;n), 1<u,<4.

n

La propriét¢ (P,) est vraie car u,=1 et u,=4.

Si I'on a pour un certain entier n:  Vk€{0,...;n}, 1<u,<4, alors OS%un<§ et
Oélu ,ISE dou O<u,, ,==u,+— ! | 8 =4 ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
3773 ! 3773 Ha- 3 3
. . S5 x(n)
3) Pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1, la série z T est
n=0 Z

absolument convergente car VnelN, |x ( 71) |< 4 donc X ( Z) est définie pour tout nombre
complexe de module strictement plus grand que 1.

. . . 2 1 .
4) Pour tout entier strictement négatif n on a x(n)—gx(n— 1)—§ x(n—2)=0 car la suite x est

. . 1
causale et pour tout entier naturel 7>2, onaaussi x(n)—Zx(n—1)—=

3 3
relation sur la suite #. On en déduit que y admet une expression de la forme  y=oad,+ 9,

Ona 7(0)=x(0)=u,=1 et y(1)=4-2=22.

x(n—2)=0 acausedela
Cela donne y=60+¥61.

3
2
5) Par la propriété 7,ona Y (z)= l—g.l L iz X(z)=3z_7222_1X(z)
3z 32 3z
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6) On déduit du 4) que Y (z)=1+ ;—0 donc, par le 5) :
zZ

3z+ 10 377 z(3z+10) z(3z+ 10)
X(Z): : 2 2 = 2 2 =
3z 37-27-1 (3z°—2z°-1) 1
3(z—1) 7+ 3
13 9 13 9
4 4 |_a° 4 13 9 (=1Y
Onaalors X(z)=z o o e E— dou x(n)= ——Z(T) Ul(n)
Z+§ Z+§

. . 13
On remarque aussi que  lim x <n):T
n=>+ o

Exercice 15

1) Lesysttme (S) étant stable et puisque X€!”(IN) |, la définition 8 implique que  y€I”(IN) .

Le signal & , ¢tant a durée finie, le systeme (S p) est RIF donc stable et le méme argument s'applique

pour montrer que ¥ ,E/ “(N) .

2) On remarque d'abord que hp(n)z(l—U(n—p))h(n)Z h((l)l)sslil(’:l:p . Ainsi :

sin<p,ona yp(n)zkz:‘)hp(k)x(n—k)zgh(k)x(n—k)zy(n) et dans ce cas
ly(n)=y,(n)[|=0 .
si n=p, yp(n)Zth(k)x(n—k):zh(k)x(n—k) et dans ce cas

k=0 k=0

y(n)=y,(n)=2 h(k)x(n—k)- h(k)x(n—k)=k:Z h(k)x(n—k)

w(n)=y,(n)l< |h(k)x(n—k)|<||x||w-§ Ih(k)|<(§ |h(k)|).||x||m.

3) D'apres la question précédente, et en gardant les mémes notations, il suffit de prendre (S’ ):(S p) ou

p est un entier tel que z \h(k)|< L
= 100
On a +Zoo:|h(k)|<3Jrzo.iL]€=i.£=;_l donc il suffit de prendre p=3.
i=» i=» 10° 10" 9 3.10”

On choisit donc de prendre le systéme RIF (3’ ) x> avec
$(n)=h(0)x(n)+h(1)x(n—1)+h(2)x(n—2).

Exercice 16

1) Lespolesde X ( Z) sont des (mais pas nécessairement « toutes les ») racines du polynéme
X”—1 donc sont des nombres complexes de module 1 : la propriété 11 assure 'existence de
l'original x et assure que X ( Z) =F ( z ) pour tout nombre complexe z de module strictement plus
grand que 1.

1

a a,
2) Ona (1——p) X(Z): a,+ L+ iii (pour tout nombre complexe de module assez grand)
z z z
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d'ou I'on déduit, par le Théoréme 5 et la propriété 7 que
VneZ, x(n)—x(n—p)=a,d(n)+ a,8(n—1)+ ...+ ap_]f)(n—p—l) ,

ce qui montre que la suite (x(n)—x(n—p))nez est finie.

3) Par larelation obtenue au 2),ona Vn=p, x (n)—x ( n— p) =0 , ce qui montre que la suite x est
périodique de période p a partir du rang n = 0.
D'autre part, toujours par la relation obtenue au 2) et la causalité de la suite x :
Vnel0,1, ... p—1}, x(n)—0=a,8(n)+ a,8(n—1)+ ...+ a, 0 (n—p—1)=a, .On en déduit

que (x(n))nelN (agra,; ... A, Ay, Ay .. A, 00,a; ..d,; ... )
_ z'+3z _ (z4+ 3z)(z—1) -+ 377-32
4) Ona F(Z)_ 2. 3. 4 N = 3 .On
l+z+ 2+ 22+ 2° (14 z+ 27+ 22+ %) (2= 1) z—1
. . apz’+ a 2"+ a, .z
reconnait une expression de la forme " avec p=5 et
ZP—

(ay;a,;a,,a,;a,)=(1;,—1,0,3;-3) donc par le résultat du 3) :
(x(n)],en=(1,-1;0,3;,-3;1;-1;0,3,-3,1,-1,0,3;-3, ... )

Exercice 17

1)
a) D'aprés le (ii) de la propriété 8, on a
TZ{[x(n+ p)U (n))ez)(2)=2"TZ[x)(2) - (0) —x(1)z" 7~ =x(p=1)=2"12lx](2)
ce qui donne tout simplement dans notre cas Y (z)=z" X (z).

b) On a, par ce qui précede, deg(X(z))=deg(Y (z))—p. Or, par le Théoreme 4)(i), si
|z| >+, Y(z) tendvers y(0)=x(p)#0 ce quine peutarriver quesi deg(Y(z))=0. En

effet, en considérant >0 et >+, Y ( ) est équivalent au quotient des termes de plus haut
degré de son écriture en fraction rationnelle et lim y (I)Z X ( p)¢0 implique que ces termes de plus haut
>+

degré sont de méme degré, c'est a dire que  deg (Y (z))=0. On en déduit que deg(X(z))=—p.

2)
a)La fraction rationnelle Y ( z) =z'X (z) étant de degré nul, la propriété 11 implique I'existence
d'un un original y.

b) Par le Théoréme 4)(i), si |z|2+ o, Y (z) tend vers y(O). En considérant ¢>0 et
>+, Y (t ) est équivalent au quotient des termes de plus haut degré de son écriture en fraction
rationnelle : puisque deg ( Y ( z ))20 , ce quotient est une constante non nulle vers laquelle tend Y (t )

On en déduit que  y(0)#0.

¢) Par la propriété 7, on a VnelZ, x(n)—y (”_P) , donc par causalité de y, on a
x(0)=x(1)=..=x(p—1)=0 et parleb), x(p)=y(0)=0.

Exercice 18

1) Parle4) de la propriété 2 , on a d'une part :
yz*x*ylzyz*(X*yl):yz*6:y2
et d'autre part,
v x*y =(y,%x)*y,=8*y, =y, (noter que I'on a utilisé le 3) de la propriété 2 )
dot y,=y,.
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2) aOna U*(0—0,)]=U—-U*9, donc (U*(6—61))(n)=U(n)—U(n—1)26(11) donc
U est inversible et que U~ '=8—39,.

b) (Ona (8,*y)(0)=8(—1)Y(0)=0.
(i) Si 9, était inversible d'inverse y, on aurait (6 ¥ y)(O)Z 8(0)=1 ce qui contredit le
(@)

3) Ona (x*x')(0)=8(0)=1 donc x(0).x '(0)=1 :nécessairement, x(0)#0 .
4) Ona (x*y)(0)=x(0)y(0)=1 etpour n positif :

(x *y)(n)=§x(k)y(n—k)=x(0)x(n)+kZZ; x(k)y(n—k)=0 par la relation de

récurrence qui définit y.
On en déduit que x*y=3 doncx est inversibleet x '=y.

5)
a) L'hypothése x '=x signifie que x*x=J§. En développant le produit de convolution
(x—8)*(x+9d) (propriété 2 1)) on obtient (x—8)*(x+8)=0—x+x—8*5=0 .
b) On a nécessairement X (0)731 ou x(O);ﬁ— 1 donc, par la question 4), une des deux suites
x—0 ou x+Qd estinversible.
c)Si x—9 estinversible, alors
(x=8)*(x+8)=0=20=(x—8) " *(x—8)*(x+8)=x+d dou x=-3.
Si x+8 estinversible, alors (x—8)*(x+ 8)=0=0=(x—8)*(x+8)*(x+9) '=x—0 dou
x=9.
Onadonc x=98 ou x=—90 .

6)
a) Par les questions 3) et4, on a x inversible si et seulement si x(O);ﬁO , c'est a dire par le
Théoréme de la valeur initiale (Th. 4), lim X (z)#0 .Puisque X (z)eR(z), cette

zinR,z>+ o
derniére condition équivaut a ce que deg (X ( Z))ZO.
1
b) D'aprés la question précédente, deg(X(z))=0. La fraction rationnelle m est donc
z

aussi de degré nul, et par la propriété 11, elle admet un original y. Par le Théoréme 3, la
transformée en Zde x*yp vautldonc x*y=9. Onendéduitque x '=y admetune

transformée en Z égalea —— .

X(z)

Z(?)Z—g)
7) Ona X(z)= 2z + 2=

1 1 " donc deg(X(z))=0: la suite x est
zZ—— —1  —
(=11
1
z—1)|z—=
. . . .. _( )( 3)_322—4Z+1
inversible d'inverse l'original de = = .
X(z) 5 5
z|3z—= 9z| z—=
9
ona 1 _3Z-4z+1_11 1 _8 1 done Lot 1 8 =z oL
X(z) o[ 5\ 25z 52 715 5 X(z) 25 5z 75 5 o4
97" z—— z=g -3
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donne  x~'(n)=L8(n)— L+ 8(n— )—i.(i)nU(n) :

Exercice 19 ' ' . ' ‘
DOna x,,,.(n)=e""**""U(n)=e"">’""U(n)=e""U(n)=x,(n).
On considérera donc par la suite que  ©€[0;2x[ .

. P(z : . .
2) a) L'écriture H (Z )= T) étant supposée irréductible, les poles de (z) sont les racines

Olz
de Q. Puisque le systéme est stable, les poles de  H (Z) sont de module strictement plus petit que
1 donc Q(ejw);ﬁo car |’ |=1.

b) Si z=e’® ,ona: z P(Z)—H(e‘/m)Q(Z)):O :le complexe e’® étant une racine du
J

polynome z(P(z)—H(ejw)Q(z)) , ce dernier est divisible par z—e’® dans C[z].

):ZH(;): zP(z)
z—e'” Q(z)(z—ejm)
D'aprés la question précédente, il existe 4 (z)EC|[z] tel que
2[P(z)-H[e"|0(z))=lz—¢"") A(z)
Qe [z=e)a()_Al), w2
0(z)lz—e"] 0(z) e
Enfin, de la relation z( P(z)-H ( (”)Q(z)):(z—ejm)A(z) on tire que
deg(A(z))=deg(P(z)~H|e'*|0(z))<deg(P(z)) car deg(O(z))<deg(P(z)).

¢)Ona Y(‘,(Z):H(Z>X(U(Z

ce qui donne Yw(z)z

A(z2)

0(z)
remarque qui suit le Théoréme 6 son original ¢, vérifie lim 8(1,(11):0. L'original de
n=>+ o

3) La fraction rationnelle a tous ses poles de module strictement inférieur a 1. Par la

Z-)H(ejw)L
z—e’”
Vn=0, y,(n)=¢,(n)+ H(e"‘”)ej”‘” ou lim g,(n)=0.

n->+ o

est H (ej m) e””U(n) donc la question précédente montre bien que

4)a)On a
1 1 1

w)=|H(") |= e7"—a | Ncos(w)—1)+ jsin(0) | V{cos(m)—1)+ sin’(e)

_ I
Va’=2acos(w)+ 1

=2 \/(cos( )—

‘2 e 1| \/(2cos

-1
C'est la méme fonction de gain que 1'on obtiendrait si l'on avait /1 ( )=1
de gain ne suffit pas pour caractériser un systéme.

2)’+ sin’ (u)) V5—4cos(w)
)+4sm - V5—4cos (o)

. La connaissance de la fonction

b) On a G((x))=|H(ejw =1

Exercice 20

1 .
1) Les poles sont ) et — 1. Par le Théoréme 6, le systéme est instable.
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2) Siy est la sortie correspondant a une entrée x, on obtient en appliquant la méthode du IV) 3) :

VneZ, y(n)+ %y(n—l)—%y(n—2)=x(n)+ 4x(n—1).

_ z+4 | =2 3
3) H(z)—z. 1 l_Z Z+1+ 1 donc
'+ —z—— z——
22 2
h<n>=Tz-l<H<z>>=(;—z <—1>")U<n>
2
Onaaussi Y, ,(z) zH(z): 24z - 3 d'ou
z—1 (+1)( _1) 1 z+1 z-—1 Z_l
z z z > >
n 3
yi,,d<n>=(s—<—1> ——,,) ()
2
(z+1) z—— (z+1) z——1 lz lz 22
_Y(z) _ _ 2) 87 5 0 .
4) Ona X(z)= = = + ce qui donne

(z) (z=1)(z+4) - z(z—1)(z+ 4) =z Yo v a

Exercice 21

1) La fonction constante 1 est une solution particuliére de I'équation Tg ’(t)+ g(t) =1 etlasolution
—t
de I'équation homogéne associée est ¢=>Ce ™ . Le Théoréme de structure des solutions montre

—t
que g a une expression de la forme  g(#)=1+ Ce™ et la condition initiale g(0)=0 aboutita

;1
C=-1dou g(l)=1-e™ .

h
—z
+ 1
2) On reconnait un systéme du premier ordre et [ ,(z)= k& h-c =T+ i hZ-C
— z—
T+ h T+ h
3 Ona ¥,(z)=—toH,(z)=— —_hZ
z—1 T+h (z—1)[z——F
T+ h
On a par une décomposition en ¢léments simples :
Y (Z): z hz =2z _=* z en remarquant que les pdles sont simples vu
" T+h (z—1)[z——= z—1 T+ h z——Z2 anantd P P
T+ h T+h
que T:h?ﬁl car h>0.
n+ 1
On en déduit 'expression de l'original  y,(n) :( 1 —( T: ; ) Ul(n).
4) On a, en utilisant la relation A= %
N+1 N ho WV Nt 1 N
N)=1—(—F =1-———[——) =1-——[1- =1- 1-
»ilN) t+h) T+h T+ i\ T+ Nt+1'| Nt+l
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5) a)Si N>+, ona er+l_)0 donc ln(l_N‘cl+l)N_N‘cl+1N_Nl‘c d'ou
1 1
N In 1—NT+1)->—?
b)Ona lim (1— ! )N: lim exp(Nln(l— I ))Ze_l? d'ou
N+ NT+1 N3+w Nt+1
. . Nt 1 N 1 . .
Nh->r?w yh(N):Nlier(l_Nr+I(I_Nr+1) ):1—e T (attention , & dépend de N).
On retrouve comme pressenti le fait que A}im y,(N )ZNlim vy, (N)=g(1).
S+ It

Exercice 22

1) On a par la propriété 8 , pour tout nombre complexe de module assez grand :

Z2X(z)—z=%zX(z)+ aX(z)

d'ou
X(z)= z
2-1z4a
3
) _ 1 . 1 n—1 )
2) Si a=0, ona X(Z)——1 dou x(n)= 3 U(n—1) et limu,=0.
273
Supposons maintenant a#0. L'écriture de la fraction rationnelle — % estalors irréductible, et

2
zZ —=zz+ o
3
A . 2 1
les poles sont les racines de  z 3 z+ o

Si OL:L, A=0 et X(z):#)2 d'ou, par la propriété 9, x(n)Z(i)U(n—l) et

36 ( 1 "
R
6

Si a>—, A<O etlesdeux polesde X ( Z) sont deux nombres complexes de module égal a

36

lim u,=0.

V3671
—.

d'ou x:(r" sin(n@)U(n))neZ et

r=va. etdargument =0 avec COS(O)ZL et sin(0) Ona

z _ 1 rsin(0)z

X(z)= " rsin(0) z2=2(rcos (0)) z+ 1

limu,=0er<lea<l.

Si a<%, A>0 etlesdeux polesde X(z) sontdeux nombres a:%(l—\/1—36a) et

1 — z 3 z z
b=—(1+V1-36a) .Ona X(z)= = 7( - ) d'ou
6 Zz_%zﬂx V1-36a\z=b z-a

x= ;(b"—a")U(n) et limu,=0elal<1et|b|<l. Vuque a<b celasignifie
V1-360 ey
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L . —4 -2 -2
que a>—1 et b<1 | c'esta dire respectivement OL>T et G>T , C'est a dire a>T

Conclusion :  lim u, =0 @0&6]—%; 1.

Exercice 23

1) a) Le plus rigoureux est de revenir a la définition de continuité d'une fonction sur C donnéeala
propriété 6 du chapitre sur les séries enticres.

+ 00
. o 1
La série entiere S (Z)z Z X (l’l) Zn a pour rayon de convergence E . Ona pour tout nombre complexe
n=0

1 . . . .
ztelque |z|>R, X(z)=S (—) La fonction X est alors continue comme composée de fonctions
z

continues sur € . Démontrons le.
Soit z,€C avec |Z0|> R. Soit €>0. Alors, par continuité de la fonction S, il existe 0> 0 tel que

: U |
pour tout nombre complexe & de module strictement inférieura —,

F—l—<&{S@%S-L <e.
Zy Zy
Soit ZE€C avec [z[> R Alors, ’l—LZ‘Z_ZO‘<|Z_jO| doncsi |z—z,|< R’S, ona
z z, |z|.‘zo‘
1 1 . 1 1 <y S
———1[<d d'ou S(—)—S(—) <¢ cestadire ‘X(Z)—X<ZO) |<s : cela prouve la continuité
z z, z Z,

de la fonction X en z,.
b) Puisque R< 1, la fonction ¢ est définie sur IR. Ona
o0+ ZR)ZX(e_j(6+ Zn))ZX(e_j(a)) =@(0) donclafonction ¢ est 2m -périodique.
Si (Gn)n est une suite convergente vers 0€R, alors (eij e,,)n Z(Cos(en)— jsin (Gn))n converge vers

e /" et, par la question précédente, cp(e_je”)ZX(e_je”) tend vers X(eije)ch(efje) . Parla

propriété 14 du chapitre sur les fonctions élémentaires, la fonction ¢ est continue.

1, R donc la série Z x(n)(%) converge (vers X (

2 = R+
2 n
xbﬁ(R+1)

R+ 1

O
¢)On a 5

) ) : la suite

est donc bornée, c'est a dire qu'il existe une constante C telle que

n

VnelN, x(n)|<C(R; 1) :
. R+1 . R+1) I -
Puisque 0< <1, lasérie Z 7 converge donc la série Z x(n) converge
n=0 n=0
absolument.
2)
a) Par linéarité de l'intégrale, on a
1 21 & ki0 —nio 1 2 21 (k=n) j0
— x(k)e™ e " do=—) x(k e "7de.
5= 2; (k) 2n2§ (k)J,
Si n est strictement négatif, ona Vk€({0;1; ... pl,k—n>0 donc
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2n —n)j 1 n 2n
fo e )"edBZ—[e<k )’9] =0 donc par causalité de la suite x, on a

(k=n)j
(k)e"’e*do=0=x(n).

|._‘
o 0

a
DM
=

2n k=0

Si O<n<p ,alors

1 o < kjo -njo ;o 1 2 1 2 (k=)0 gy
7d0 kzz(:)x(k)e e de_2n f do+ 2750;}7 (k)fo e de—x(n)

k#n
L T (k 0
carpour k#n, onmontre comme précédemment que f 0 e( "de=0.

b) On considére toujours que #<p. On a alors par la question précédente

¢ —x( lJ‘ @(0)e ™" d0— _J‘“z k]ﬂe—njede

T P . .
_ L (0)- 3 x(k)e e .
2x Y0 k=0

p .
On a alors ‘cp(@)—z x(k)e" |= x(k)e'? |< Z Ix(k) |
= k=p+1 k=p+1
d'ou
1 2n L . Cni 1 2n 2
e,—x(n) [=5= . (cp<e)—zx<k>ekf“)e a0 |5 [7lpl0)- 2 x(k) a0
k=0 k=0

20 [ Z e )ao= 8 et

+ o0
On a alors pour tout entier naturel p supérieur a » la relation : |c —x(n) ‘S Z lx(k) | . Puisquela

k=p+1
série Zx(n) converge absolument, ona  lim Z |x(k)|=0 doncen faisant p=>+00, on
n=0 PA+® f=p+
obtient |¢c,—x(n) |<O dou c,=x(n).
3)
e 81} - ' :
a) Soit 4 l'original de  H (z) (ona h(n):36(n)—§(§) U(n) mais nous n'avons pas besoin
1

de cette expression ici). Le rayon de convergence de  H (z) vaut Onaalors y=h*x et

3

par le Théoréme 3, la transformée en Z de y existe et vaut (Z)X (Z) pour tout nombre
: 1 o

complexe de module strictement plus grand que R et 3 Cela implique que la rayon de

convergence de la transformée en Z de y est strictement plus petit que 1.

b) On a pour tout nombre complexe de module 1 :
|H(Z)|2= z=3 z-3 _ |z]’~6Re(z)+9 :10—6Re(2)=
3z—1'3z=1 9|zf—6Re(z)+ 1 10—6Re(z)

c) Par le Theoreme de Parseval, on déduit de la question 3) que les deux séries

Z |x |2 et Z | yin convergent et

+ 0 + 00 27

z |x(n) |2:ﬁf ‘X(eije)rd 0, Z |y(n)|2:ﬁf |Y( 7/6)‘ d 0 . Puisque pour tout
n=0 0 n=0 0
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b

nombre complexe z de module strictement plus grand que R et % ona Y (Z) =H (Z)X (z)

il vient que |Y(e7‘/e) ‘ZZ‘X(efje) ‘2 ‘H(eije)|2=‘X(efje)|2 par le b), donc

;)|x(n)|2=;0|y(n)|2 :

4) On reprend le méme raisonnement qu'au 3) pour montrer que la transformée en Z de y existe et vaut
Y ( z) =H (Z)X (Z) pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que R et
la|. On remarque aussi que pour tout nombre complexe z de module 1 on a par inégalité

2_ |Z|2 < 1 1

vient que |Y(ei‘je) ‘ZZ‘X(eije) ‘2 ‘H(ej9)|2<(l 1| |)2 ‘X(eije) |2 , donc
—la
+ 0 1 allc]
2 y(n)f< s 2 lx(n)f
n=0 (1_|a|) n=0

Exercice 24
Partie A

1) Parle Théoréme 4 1), si la fonction z=>X (z) possédait un original x, on aurait
lim X (z)=x(0) ,ce qui est impossible si deg(X(z))>0 .

zZ+ 0
z€ER

+ 0

2) a)Si |z|>1, lasérie .

n=0

x(n)

: M
converge car le terme général est majoré par |—n dont la
z
série converge. Cela signifie que X ( z ) existe et que son rayon de convergence R vérifie
R<1.

z

b) La propriété 11 implique que le rayon de convergence de X ( Z) est le plus grand module de
ses poles. On déduit du a) que tous les poles de X ( Z) ont un module inférieur ou égal a 1.

3) a)On a par inégalité triangulaire :
y(n)l<fa [ () [+ a, - [be(n=1) [+ g e (= p)|<locl [, [ [

p p
dou  YEI'(N] et que Iy l=n D Ja, |=lxl. 20 ay -
=0 k=0

b) La suite y étant bornée, Y ( Z) posséde un rayon de convergence inférieur ou égal a 1 et par la
propriété 7, pour tout nombre complexe z tel que |z [> 1

Y(z)=a,X(z)+ ap1¥+ ....ao¥:¥(%z”+ a, 2"+ ... +a
_Al)x(e)

4) a) Cela découle de la définition du fait que z, est une racine multiple de Q (z) .
b) On applique le résultat de la question 3) avec A4 (Z ) =0, (Z ) En définissant la suite causale y
de terme général y(n)zapx(n)+ ap_lx(n—l )+ aox(n—p), on obtient une suite bornée
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):QI(Z)Z,X(Z): P(Z) pour tout nombre

( voir 3)a) ) de transformée en Z égalea Y ( z 3
z z"(z—z,)

complexe z tel que |z [> 1.
¢) Puisque z,#0 1'écriture demandée découle directement de la décomposition en éléments

P
simples de Y(Z)=% dans C(Z>- Il reste a vérifierque C= (ZO>¢O car
' (z—z,) zy
oo Plz) e . .
I'écriture 0 (z) étant supposée irréductible, les polyndmes P(Z) et Q(Z) n'ont pas de racine
en commun,

d) Par I'expression trouvée ci-dessus, nous avons

p
VneZ, y(n)=) A,8(n—k)+ Bzi+ Cnz, .Onadonc ¥n>p, y(n)=zi(B+ Cn)
s

=0

don Vn>p, |y (n) | =|B+Cn | car z, estdemodule 1. Puisque C#0 on en déduit que
lim | y ( n) |=+ oo donc la suite y n'est pas bornée, ce qui contredit le résultat du 4)b). On en
n=>+ o

déduit que I'hypothése que z, estun pole multiple est absurde.

5) a)La fraction F, (Z ) est égale a la somme de la partie entiére (qui est une constante

éventuellement égale 4 0 car  deg (F )SO ) et de tous les éléments simples associés aux pdles de
module strictement plus petits que 1. Le reste de la décomposition en éléments simples est constitué
par les éléments simples associés aux éventuels poles de module égal a 1 . Ces derniers étant

simples, les éléments simples associés sont d'ordre 1, donc de la forme Enfin, le fait que

Z_Zk
2, A
deg(F,)<0 découle du fait que Fl(z):F(Z)—z £

k=0 £ 2

est une somme de fractions

rationnelles de degrés négatifs ou nuls.

b) Par la propriété 11, la transformée en Z de f, aun rayon de convergence égal au plus grand des
modules des pdles de  F, (z) . Ce rayon de convergence est donc strictement inférieur a 1, ce qui implique

par le (i) de la définition-propriété 9 , en considérant le cas z=1, que f €l 1 (IN). L'inclusion

I' (IN )Cl ” ( IN) découle du fait que le terme général d'une série absolument convergente tend vers 0, donc
forme une suite bornée.

D
¢) L'original de  F(z) estégal a fi(n)+ Z A,z U (n) , qui est une somme de suites bornées,
k=0
donc est une suite bornée.

Partie B

1) Si x€E, alors y=S ( x) est une suite bornée par hypothése sur (S ) . On a d'autre part

pour tout nombre complexe z de module assez grand ¥ ( z ) =H ( z )X (Z )EC (Z ) comme produit
de fractions rationnelles. On en déduit que y€EFE.
On peut donc considérer que (S ) définit une transformation de £ dans E.

2) a)Ona O€E donc h€EE. Parlesrésultats de la partie A (questions 1) 24) ), on a
deg (H (z))SO et les pdlesde H (Z) sont soit de module strictement inférieur a 1, soit de

module égal a 1 et simple.

b) Montrons par l'absurde que H (Z) n'a pas de pole de module égala 1. Si z, estun pdle de
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H (Z) de module égal a 1, alors la sortie associée a l'entrée xZ(Zg U ( n)) a pour transformée

. . z .\ ”
en Z la fraction rationnelle Y ( Z) =H ( z ) .— . Cette dernicre admet alors z, comme pole
z—2z,

double, et les résultats de la partic A montrent alors que Y€ E. Cela rentre en contradiction avec
le fait que x€/ w(lN) et que pour toute entrée bornée on a une sortie bornée.
On en déduit que tous les poles de  H (Z) sont de module strictement inférieurs a 1, donc par le Théoréme
6, (S) est stable.
On peut alors dire que si la fonction de transfert d'un systéme est une fraction rationnelle, la stabilité est
équivalente a ce que la sortie associée a une entrée bornée soit bornée. Il n'est alors plus question de faire
intervenir de constante de stabilité.

z
3) a) Soit ﬁ une écriture irréductible de  H (z). Les solutions de I'équation H (z)=0

Olz
étant les racines de P (z) , sont en nombre fini car H #0= P#0. Vu qu'il n'y a qu'un nombre
fini de solutions a cette équation, on déduit I'existence d'un nombre M tel que
V:zeC, |z|> M= H(z)#0
b) Puisque S (xl )= S (xz) , on a pour tout nombre complexe z de module assez grand
H(z)X,(z)=H(z)X,(z) .Sideplus |z|>M on déduit de la question précédente que
X, (z)=X2(z) dou x,=x,.

. o : . 1
4) Par inversibilité de (S ) , la suite x existe, et sa transformée en Z vaut X ( Z) :m pour
z

tout nombre complexe z de module assez grand. On déduit du 1) de la partie A que
deg(X(z))<O0 donc deg(H (z))>0 .Parle2)a) de cette partic B, on sait que
deg(H (z))<0 d'ou l'on déduit que deg(H (z))=0 . Puisque la suite x est bornée, les
résultats de la partie A montrent que les poles de X ( Z) , donc les racines de (z) , sont de
module strictement inférieur a 1 ou de module égal a 1 mais simples.

5) On raisonne par l'absurde et on suppose que z,EC, avec |Zo ‘ =1, estuneracinede H (Z)

Alors la suite  y= (zg U (n)) appartient a £ (elle est bornée et sa transformée en Z vaut
z

Y(z)=

€C(z)). Nexistedonc x€E telleque S(x)=y etl'ona pour tout nombre
z

0
Y(z
complexe z de module assez grand, X (Z) = ( ) = = .81z, estune racine de

H(z) (z=z,)H(z)
H (Z) , alors l'écriture ci-dessus montre que c'est un pole multiple de X ( Z) (car z,#0 )

ce qui contredit le résultat du 4) de la partie A) et le fait que x soit bornée.
On déduit alors que toutes les racines complexes éventuelles de (Z ) sont de module strictement
inférieur a 1 .

Y(z)

6) Considérons x 'original de la fraction rationnelle m .Puisque y€FE, ona

Alz
Y ( Z) :% (‘écriture irréductible) et les racines de B ( Z) sont de module strictement

Clz
inférieur a 1 ou de module 1 mais simples. En écrivant 1 (Z )=L ( écriture irréductible) , on

D(z)

peut dire que les racines de  C (Z ) sont de module strictement inférieur a 1. On a ainsi
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(z)D(z)

(z)C(z) donc les poéles de la fraction rationnelle font partie des racines de

B ( z) C (Z) Par ce qui précéde, les racines de B (Z) C (z) sont de module strictement

z
inférieur a 1 ou de module 1 mais simples : cela induit que les pdles de W sont de module

| o . o iy Y(z)
strictement inférieur a 1 ou de module 1 mais simples. On en déduit que 1'original de m est

une suite XEFE par les résultats de la partie A.
On vérifie par la transformation en Z que  y=3S ( x) donc que le systéme (S) estinversible.

7) Le systéme de fonction de transfert /4 (Z>—>\. est inversible si et seulement si ses poles et ses
racines sont de module strictement plus petit que 1. Donc, le systéme de fonction de transfert

(1=A)z+al . o . . o
H (Z )—7\2—2 p est inversible si et seulement si ses poles et ses racines éventuelles
sont de module strictement inférieur a 1.
Puisque a#0, le nombre a n'est pas racine du polyndme (1—A)z+aA donc la fraction
(1-A)z+ah
z—a
unique pole.
Si A=1, deg(H(z)—1)=—1 donc le systéme de fonction de transfert H (z)—1 n'est pas
inversible par le 4) de la partie B.
Si A#l, ona deg(H(z)—A)=—0 etl'équation H(z)—A=0 admet comme unique solution

est écrite sous forme irréductible. La fraction rationnelle (z)—?x admet @ comme

Z:ﬁ donc, par le 6), le syst¢tme de fonction de transfert H (z)—?» est inversible si et seulement
si ka—}\l <1. Onendéduit que A appartient au spectre de (S ) si et seulement si
ah
>1 ou A=1.
r—1
A . .
Ona )fl—l ‘21 ou h=loaf(x*+y*)=(x—1)+ y> ou x+ jy estlaforme algébrique de A.
2 2
On a donc ‘)\a—k >1 ou A=l ex’+ y'— 2 > X+ 1 2<0®(x— 1 2) + y2<L2
—1 I=laf " 1-|al 1-a| [1-|aP)
Nous reconnaissons la 1'équation du disque complexe fermé de centre - |2 et de rayon . |a| | |2 . Un
—la —la
de ses diametres est le segment formé par les points d'affixes ! et .
1+ |a| 1—|a|
Exercice 25
1) Ona H, (Z)Z Ll La réponse impulsionnelle vaut h2(n)=(_71) U(n) et la réponse
+ J—
2
: : 2 1 1Y :
impulsionnelle vaut  y. ,z(n)z §+ 3172 U (n) . Le systéme est stable et RII.
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p
2) a)Ona HP(Z): Pz - = - 2=
pzl'+(p—1)z""+ ..+z pz’
b) On a pour tout réel z différent de 1 :

)
(z—l)(é kal):(Z_l)i(i Zk):(z_l)i(zpﬂ_l ):p2p+l_(p+ l)zp+ 1 |

dz \i=, dz\ z—1 z—1
et

pP__ p+l p

z—1 z—1

=pz’—(1+ z+ ..+ z"™") pour tout réel z différent de 1.

p
ce qui prouve que  (z—1) (Z kz*!
k=1

-1 . .
—pzl+ (1+ z+ ..+ 2" ) ne peut donc pas avoir qu'un nombre fini de

P
Le polynéme (z— 1)(2 kz*!
k=1

racines, il est identiquement nul sur C par le Théoreme de D'Allembert.

c)Ona
_ pz"”! _ plz=1)z""
Hp(Z)_ p—1 _ p—2 - p—1 ( p>2 2
pzl + (p—1)2" 7+ L+ 1 (pz +(p—1)z +,.,.+1)(z—1)
_ plz—1) 2" __plz=12"  p (1)

- - - 1 .
(pzp—(1+ z+ ..+ z0 1))(2—1) pzp(z—l)—(zp—l) pz’ ' =(p+1)z"+ 1
Cette écriture n'est pas irréductible car 1 est une racine commune entre le numérateur et le dénominateur.

1

—
3) a)L'écriture H p( z) = — Pz - . estirréductible car 0 n'est pas une racine du
pzl H (p—1)z" "+ .+ 1

"+ (p—1)zf7+ ...+ 1=0. Onaalors par le 2)b) :
O:(zo—l)(pzé’_1+ (p—1)zE7+ ..+ 1):p 22 —(14 zg+ zo# ..+ zl7 ') don

dénominateur, doncona pzf

1 2 -1
P P
b= (14 zp+ zo# .+ 27 ).
k e .
ZO‘ < ‘zo|p donc par inégalité triangulaire

p—1 p—1 ‘ p—1
<z ‘zé‘zz |Zo| < Z |ZO|p=p.|z0 |p ce qui est absurde.
k=0 k=0 k=0

b) Supposons que ‘ZO |> 1. Onaalors Vk<p-—1,

p—1

2 %
Zy

k=0

etle 3)a): p.‘zg ‘:

Cela signifie que |Z0 ‘S 1.

4) a)Ona Z§=%(l+zo+ Zot .+ zl7) don

2

1 —jo, -2/0 —j(p-1)8 . .
p=—* St .+ —=e 4 e % .+ e/"°  En prenant la partie réelle de cette relation
ZO ZO ZO

, on obtient I'égalité demandée.

b) Le résultat précédent peut se réécrire  (1—cos(0))+ (1—cos(20))+ ...+ (1—cos(p0))=0
Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chacun de ces termes est nul : on a donc en

p—1
particulier cos(0)=1 donc z,=1. L'écriture H p(z) = — Pz — est

pz + (p—1)z" 7+ .+ 1
irréductible donc  z,=1 doit étre une racine de  p z”~ '+ (p—1)z" 7+ ...+ 1 ce qui est
impossible car  p+ (p—1)+ ...+ 1> 0.

La fraction rationnelle p( Z) n'a pas de pole de module 1.
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5) Par les deux questions précédentes, tous les poles de  H p( z ) sont de module strictement inférieur
1:lesysttme (S p) est stable.

6) a) Soit z une racine différente de 1 du polynome P (X)=p X" '—(p+1)X’+1 .Ona
P'(z)=p(p+ 1)(Zp—zp_l)=p(p+ 1)z (z—1) Si z était une racine multiple de P (X),
on aurait P'(z)=0 ,doncz=0(car z#1 ) ce quirend impossible l'égalit¢ P (z)=0.
b) Les polesde H (X)) sontlesracinesde pX” '+(p—1)X” "+ ...+ 1. Puisque parle 2),

P

p X" —(p+ 1) X7+ 1:()(—1)2(po_1+ (p—1) X"+ .+ 1), et que les racines
différentes de 1 du polynéme p X”*'—(p+ 1) X"+ 1 sont toutes simples, on en déduit que les
racines du polynéme p X’ ™'+ (p—1) X" >+ ..+ 1 sont toutes simples car le nombre 1 n'est
pas racine de ce dernier. Les poles de  H p(z) sont donc tous simples.

7) a)Ona Y,4(z)= pz .
" (z=1)(pz" "+ (p=1)z"+ .+ 1)
Puisque les poles de  H p(Z) sont tous simples et de module strictement plus petit que 1, il en est de

méme des racines du polynome  p z*~'+(p—1)z"+ ...+ 1 .On en déduit que les poles de la fraction

rationnelle = P ) , qui est clairement écrite sous forme irréductible, sont
(z=1)(pz" '+ (p=1)z" "+ ..+ 1)

1, simple, et des nombres complexes de module strictement inférieurs a 1, simples également. En

considérant la décomposition en éléments simples de cette fraction, on obtient que Y, 4 ( Z) admet une

A
expression de la forme Y ind(z)z —1+ F O(Z) ou F O(Z ) est une fraction rationnelle dont tous les
z—

poles sont simples et de module strictement inférieur a 1.

A= p = 2
pt(p—1)+..+1 p+l

b) Avec les notations de la question précédente, on a

On a donc ymd( ) i I U(n)+ yo(n) ou Y, estl'original de FO(Z) . Les poles de cette dernicre
p
fraction sont tous de module strictement inférieur a 1 donc  lim yo(n)z 0 par la remarque qui suit le
n=>+ o
Théoréme 6. On en déduit que  lim y, ,(n)= 2
n=>+ o p+ 1
. 1 2
8)a)Ona Vn=0, u, ( un) .1l vient alors que  u;= 3( 243+ 1)= 3
12 1 =7
u,=—(=—-2+3 =— ——2
AEsfs e ( ) >

b)Ona Vn=0, u, ( un) donc

1
y(n+ 3)U(n)=§(y(n+ 2)+ y(n+ 1)+ y(n)|U(n)
Par la propriété 8, et les conditions initiales données, cela aboutit a :
Z3Y(Z)—Z3—3 2+ 222%(22Y(Z)—22—3 z+ zY (z)—z+ Y(Z))

d'ou
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z 3 2 2
3 37 3z+8z2-10z_  z(3z°+8z-10)
2 ) 32— —z—1 (z—1)(3z2°+22°+ 1)

z 1[15z*+61z

_1
“6z—1 18| 2 2 1

¢) Une décomposition en éléments simples donne Y (z)

4 Sz -
3 3
2
Le degré de la fraction rationnelle % % est nul et ses poles sont Tli j Tz de module
22 + E z+ g

égal a T< 1. Par laremarque suivant le Théoréme 6, son original est une suite y, vérifiant

2

lim y,(n)=0 et larelation Y(z):l z +i 1527 +612 entraine que
>+ oo 6z—1 18| », 2 1
z +§Z+§

VneZ, y(n)=%U(n)+ ¥o(n) doul'on déduit que  lim y(n)=% cestadire lim un:é.

n=>+ © n=>+ ©

=0 de par la définition par récurrence

9)a)Ona Vn=p, x(n)zun—l(un_l+un_2+....+un_p)

de la suite (un) . La suite x est donc finie de longueur au plus égale a p.
p—1

b) La suite x étant finie de longueur au plus égale a p,ona Vn€Z, x(n)= Z x(k)d,(n)

k=0
1 -1
donc X (z)=x(0)+ #+ ot % pour tout nombre complexe non nul..
z
Par définition de la suite x on a :
1
Ynel0;1;... p—1}, x(n)zy(n)—;(y(n—l)+ y(n=2)+ ...+ y(n—p)|
1 n—1 l n—1
=u,~— >, y(k)=u——=2 y(k),
pk:nfp Pi=o
car n—p<0 etlasuite y est causale, d'ou, par définition de y(k ):
n—1
Vne(0,1;... p—1}, x(n)=u”—lz u,=a,.
P k=0
: ) ) a, o,
En reportant dans l'expression de X (Z) trouvée ci-dessus, on obtient X (z) =+ —+ ...+ 5 —
z z

10) a) On montre par récurrence sur # la propriété : (P ,1) : VkeIN, k<n= |U k KM .
Par définition de M, la propriété est (Pn) automatiquement vraie si n<p—1
. . . 1 .
Soit n=p telque (P,) soitvraie. Onaalors u,, IZZ(u,ﬁ u, +..+ un,(p,l)) d'ou par

I'hypothese de récurrence et I'inégalité triangulaire :

15 1
U, Fotu, |<;1§ ‘un_k |<;.Mp:M

|un+ 1 |:i
p

On a donc Vk€|N,k<n2 ‘uk|<M et |un+1‘<M donc Vk€|N,k<n+l=> ‘uk‘SM Cequi
prouve (P, )
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b) La suite (un) étant bornée, il en est de méme de la suite y donc sa transformée en Z est
définie pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1.

D'autre part, par la propriété 7 et la relation x(n)zy(n)—ip(y(n—l)+ y(n=2)+ ..+ y(n—p)), ona

pour tout nombre complexe de module strictement plus grand que 1 :

p_p-l_ p=2_ _
X(z)= -1 l+L2+...+L y(z)=£2 22 =2~ lY(z).
pP\zZ z ZP pr

p
Par la question 2)b), ona Vz€C, (z—1) Z k! =pz’—(1+z+ ..+ z""), dou
k=1

p
(z—1) Z kzt!
X(z)= =l Y(z), cequ'il fallait démontrer.
pz’
11) En utilisant le résultat du 9)b), on déduit que pour tout nombre complexe de module strictement plus
grand que 1 :
y4
(z—1) Z kzk_l)
oy Ay _ k=1
Ot ot = e Y(z),
d'ou l'on tire :
P a o
Y(z)= Pz Ot —+ .+ —
N k-1 z z”
(z—1) Z kz
k=1

On a alors par par l'expressionde Y, , ( Z) trouvée au 7) :

o o
Y (2)=Yialz) e oot 225 )

et la propriété 7 permet de conclure que
Vnez, y(”):aoyind(”l)"' alyind(n_l)"' ot ap*lyind(n_(p_l))

12) On a prouvé au 7) by que lim y, , (n)z i1 donc pour tout entier naturel £ fixé on
n>+w P
. 2 - .
lim y,,(n—k)= i1 et un passage a la limite dans le résultat du 11) permet de conclure que la suite
n+ o P
. . 2 C e
(un)ne"\, converge et lim u, =lim y(n):Tl(a0+ o+ ..+ ocp,]). Il nous reste a simplifier cette
p
derniére expression.
P9y = Puy
Py - pu,—u,
Ona (P* - pu,"u,—u
PO, - pusTuyTU, U,
pOLp_l = pup_l_uo_ul_..._up_z

En additionnant toutes les lignes, et en regroupant correctement les termes, il vient :
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p—1

p2 o =pu,—(p—1)ug+ pu,—(p=2)u;+ pu,—(p—3)uy+ ...+ pu, —0.u,_,
k=0

c'est a dire

p—1
pz o =ugt2u+3u,t .o+ pu,
k=0

: : . 2
On déduit de la relation  1im u Z—(OL0+ o+ ...+o, | que
n p+ 1 p

2

lim un:m(u0+ 2u+ ..+ pup_l) .

13)Pour k€[1;2,;3,4,5,6} ondéfinit1’événement A, : le premier lancer donne k. Pour
n=k, laprobabilit¢ que le pion s'arréte a un moment donné sur le point d'abscisse n sachant que
est vraie est égale a

u, , .Puisque lesévénements A4, pour k€[{1,2,3;4;5,6} formentun
systéme complet d’événements de probabilité égale a

A,

5 on en déduit que

u,=g (un_l+ U, ,+ ..+ un_é).

A : 1 1 7
Par le méme raisonnement, on calcule :  u;=— , uZZE I+ —

_ 1 - u :l 1+ l+l :ﬂ
6/ 36 ° "6l 6 36/ 216 °
7 49 343)_2401
+ —+ + =

6
yllypl, 7,49 343 o _1f 1
46 6 36 216 ¢* > 6

6
D'aprés les résultats de la question 12, on a

L(u+2u +..+ pu )zL 1+ 24
plp+1) ! 6

36 216 6 6

. 3 21 196 1715 2401\ 2
Iimu = 4 + + ==
! 6> 6 6 6 7
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