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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons a une étude du modele déterministe SIR (Susceptibles-Infectés-Rétablis) de
Kermack & McKendrick. Le modeele est étudié en détails afin de construire des outils intéressants comme le nombre
de reproduction base et la relation de la taille finale de I’épidémie. Nous utilisons ensuite ce modele et les résultats de
ses propriétés pour simuler de maniére qualitative et quantitative la propagation de I'épidémie de Covid-19 en milieu
insulaire, notamment dans les régions de la Guadeloupe et de la Martinique. Des simulations numériques en lien avec,
I'instant et du pic épidémique, la taille finale de I'épidémie, le déclenchement de I'épidémie, I'évolution de I'épidémie
permettent d’illustrer le modele SIR de Kermack & McKendrick et, dans certains cas, d’en mesurer I'efficacité malgré
leur extréme simplicité.

Mots clés

Modele SIR, population, force d’infection, nombre de reproduction de base, taille finale, épidémie de Covid-19, évo-
lution, simulations numériques.

1 Introduction

Depuis plusieurs années, les problemes d’infection sont de plus en plus présents dans notre quotidien. Ces fléaux
épidémiques entrainent une augmentation de la mortalité, ce qui peut étre parfois catastrophique. Cela peut s’illustrer
par:

o l'apparition de la peste, a Londres (en Angleterre) entre 1665 et 1666, qui a fait des ravages;

« le désastre causé par la pandémie grippale de 1918 a 1919 (entre 40 et 100 millions de morts), appelée « grippe
espagnole » en France, issue d'une souche HIN1 particulierement virulente et contagieuse;

 l'apparition du SRAS (syndrome respiratoire aigu sévere), en Chine en novembre 2002, une maladie infectieuse
des poumons due a un coronavirus, le SARS-CoV;

« la grippe saisonniére que I'on observe chaque année, est la cause d'une mortalité importante selon 'OMS, est
évaluée a presque 250 000 a 500 000 morts et entre 3 et 5 millions de cas graves par an dans le monde;

¢ la pandémie de la maladie Covid-19 causée par le virus SARS-Cov-2 que nous subissons actuellement.

Toutes ces épidémies voire pandémies autant dévastatrices les unes que les autres ont conduit a de nombreuses re-
cherches dans le but de comprendre le phénomene, de réduire la mortalité ou d’éradiquer la maladie.

Dans cette article, on étudie le modele SIR de Kermack & McKendrick qui comptent parmi les modeles les plus simples
et les plus appropriés pour I'étude de la propagation de certaines épidémies. Ce modele a déja été I'objet d' importants
travaux par des spécialistes en épidémiologie mathématique. Notre objectif est de :

¢ donner un apercu historique des des travaux de Kermack & McKendrick de 1927;
o de présenter la version déterministe du modele SIR de Kermack & McKendrick;

o étudier des parametres du modele SIR de Kermack & McKendrick;

o faire une analyse mathématique du modele SIR de Kermack & McKendrick;

« étudier la stabilité des équilibres du modele SIR de Kermack & McKendrick;

« appliquer ces résultats pour simuler de facon qualitative et quantitative I'évolution de I'épidémie de Covid-19
en Guadeloupe et en Martinique.

Ce travail s'inscrit dans le cadre d’'une étude bibliographique sur I’état de I’art de la modélisation des pandémies en
partant des travaux de Mc-Kendrick et Kermack de 1927 dans le cadre de ma thése de doctorat.



2 Apercu historique des travaux de Kermack & McKendrick

La pesteE] bubonique apparut a Bombayﬁ désormais Mumbai, en aott 1896 mais la premiere vraie épidémie com-
menca au printemps 1897 [10]. Elle devint endémique en réapparaissant les années suivantes avec un fort caractére
saisonnier. La peste se répandit aussi a travers 'Inde, ce qui causa plus de dix millions de morts entre 1898 et 1918.
Elle demeura fréquente a Bombay jusqu’en 1923.

En janvier 1905, le secrétaire d’état aux Indes, la Royal Society et I'institut Lister créérent une commission de travail
basée a Bombay [10]. La commission fit de nombreuses expériences de laboratoire et études de terrain pour étudier
tous les aspects de la maladie. L'épidémie saisonniére de peste de 1906, qui dura de janvier a juillet 1906, fut la pre-
miere épidémie que la commission étudia. La commission fut capable d’établir définitivement le rdle des rats et de
leurs puces dans la propagation de la peste. M. Kesava Pai, avec lequel A. G. McKendrick allait écrire un article en
1911, et le directeur de I'Institut Pasteur de I'Inde a Kasauli, ou McKendrick allait travailler entre 1905 et 1920, étaient
membres de la commission.

En 1911, les britanniques Anderson Gray McKendrick, biochimiste, et William Ogilvy Kermack, médecin de santé
publique, publiérent un modele simple de la propagation des épidémies par contact direct [24]. Ils ont, a I'époque,
confronté ce modeéle avec les données réelles de la propagation de la peste bubonique de Bombay du 17 décembre
1905 au 21 juillet 1906 [23]. C’est en 1927 qu’ils proposent le modéle complet pour modéliser une épidémie [25]. Lidée
principale vient du fait qu’en temps discret, le nombre de nouveaux cas atteints par I'infection est proportionnel au
produit du nombre d’infectés et de susceptibles.

3 Le modele SIR de Kermack & McKendrick

3.1 Présentation du modele SIR de Kermack & McKendrick

Le modele compartimental de A. G. McKendrick et W. O. Kermack est considéré comme un modele fondamental en
épidémiologie, de par sa robustesse et sa simplicité. Ils ont réparti les individus de la population dans trois catégories,
appelées compartiments, représentant leur état face a la maladie :

¢ S, pour les individus sains et susceptibles d’étre infectés;
¢ [, pour les individus infectés;

e R, pour les individus retirés de la chaine de transmission car rétablis et immunisés ou décédés.

§ —2—~ +—1+R

FIGURE 1 — Diagramme de flux du modele SIR

Dans ce modele, le parametre :
» A e R} estle taux d'infection ou taux de transmission par une unité de temps ou facteur de proportionnalité;

e y e R} estle taux de récupération ou taux de guérison par une unité de temps.

Ils supposent que la taille de la population totale N, avec N € N*, est constante[’ﬂé chaque instant ¢ :
VteRy, N=S8(t)+1(t) + R(1).

La propagation d'une épidémie résulte des contacts contaminants entre les individus infectés et les individus suscep-
tibles. Les contacts se produisent de maniére homogene, on en déduit une action de masse ou1 le nombre de nouveaux
cas pendant 'intervalle de temps dt est proportionnel au nombre de contacts entre les individus susceptibles et les
individus infectés. Soit :

AS(HI(1).

Pendant une unité de temps, AS(¢)1(¢) individus quittent le compartiment S pour celui de I. Donc, I'évolution de la
population dans le compartiment S est :

as
T -AS(O)I(1).

1. La peste, que 'on doit a Yersinia pestis, bactérie, découverte par le médecin et bactériologiste franco-suisse Yersin, en 1894, est une zoonose
des rongeurs, transmise a 'homme principalement par des puces [10].
2. Bombay, désormais Mumbai, est la plus grande ville d’'Inde et la capitale de 'Etat du Maharashtra.
3. Ce modele considere que :
— la population est constante du fait que relativement a la durée de vie d'un individu, la durée d’'une épidémie est courte;
— iln'y a pas de changements démographiques.




Pendant ce méme intervalle de temps, yI(¢) individus quittent le compartiment I pour celui de R, sans possibilité de
retour dans celui de S en raison d'une immunité permanente acquise :

9R 1w
ar T

Dongc, la dynamique régissant I’évolution de la population dans le compartiment I est :
dl—/lS(t)I(t) I(7)
dt yRe

En additionnant membre a membre les équations, on obtient :
as N dal . dR 0
dt dt dt
Ce qui est conforme au fait que la taille N de la population totale est constante, donc de dérivée nulle :

dS+dI+dR _d(S+I+R) dN _

dt dt dt  dt  dt
Un systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO) non linéaires décrivant I’évolution de la taille des comparti-
ments par unité de temps est :

ds

= = -ASI)

dl

ar_ _ 1
= ASOI0) = Y1) ()
4R 1

ar "V

La propagation de I'épidémie est régie par les conditions initiales suivantes :

S(0)=8,>0
I0)=1>0
R(0)=0
So+Ip=N
. dS dI dR R . . coe s . . . )
Puisque N est constante P + R + i 0], le systeme d’équations différentielles a pour domaine I'intersection de

I'hyperplan affine {(S,I) € [Ri |0<S< N et 0< 1< N}, déquation S+ I+ R = N, avec 'orthant positif. Létude de
ce systéme peut donc se réduire a I'étude du systeme plan (S, I) suivant, muni de ses conditions initiales, car si 'on
connait (S, /) on connait R :

as =-AS(I(1)

dt

2

ﬂ =AS)I(t) —yI(t)

dt Y
Le modele SIR a entre autre été utilisé afin d’expliquer la dynamique des épidémies de peste, comme celle de Londres
en 1665 ou encore de choléra en 1865. Il peut cependant aider a d’autres maladies comme la rougeole ou la rubéole. Ce
modele considére que le virus ne tue pas et que la population totale est donc constante. Méme pour la pandémie de
Covid-19, cette approximation reste valable a I’échelle mondiale. En effet, le nombre de déces actuel étant négligeable
devant la taille de la population mondiale.

3.2 Propriétés des fonctions S, [ et R

Dans toute la suite, nous notons Sy, = tlim S(1), Io = [lim I(t) et Ryo = tlim R(1), avec Sy < 00, I, <00 et Ry < 00.
—00 —00 —00

Proposition 3.1 Pour tout t e R4, S(t) =0, I(£) =0 et R(£) = 0.

Preuve Par l'absurde, supposons qu'il existe un instant t' € R} tel que S(t') < 0.
Alors, puisque les fonctions S et I sont continues sur R, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un instant
1 €]0; ¢'[ tel que S(1) = 0.

das S(HI(r)
Or, toutteR,, — =— .
1, pour tout t € Ry i B N

Donc, pour tout t = T, par intégration entre les instantst et t,ona:

‘B t
-— | I(wdu
S(t) = S(1)e Nfr )




Comme S(t) = 0 donc, pour tout t =T, S(t) = 0 et en particulier S(¢') = 0.
Ce qui est absurde, car S(t') < 0.

Par conséquent, pour tout t € Ry, S(t) = 0.

De facon analogue, on montre que, pour tout t e Ry, I(t) =0 et R(¢) = 0.

Proposition 3.2 Pour tout t e Ry, S(£) +I(t) < N etO< R(t) < N.

Preuve Ona:

I
%z—ﬁ%S(I)
VieR?E,
oY ar I(1)

EZﬁTS(t)—YI(t)

Donc, La fonction S + I est décroissante sur R, et S(0) + I(0) = N.
Ainsi, pour toutteRy,ona:S(t)+I(f) < N.

Il suit alors, pour toutte Ry, ona:
R(t)=N-[S()+1()]=0.

D'apres la proposition[3.1}, pour tout t € Ry, S(t) + I(t) = 0.
Donc, pour tout t e Ry, ona:R(t)=N-[S(f)+I(f)]< N.

Proposition 3.3 Pour tout t e R}, 0 < S(f) < Sp.

Preuve Ona:

as I()

— =—-p—=5(1)
ds
vier:,{ 4 N —veer, Bo_F gy
R 0 dR YN
ar
das(t
@VtERi,Jz—idR(t)
S(1) YN
S(t
@VteRi,ln(ﬁ)z h
So
—iR([)
< VieR,S() =Spe YN
Or, par la proposition|3.2, pour tout t e Ry, ona0 < R(t) < N.
Donc, ona:
* . R(1)
VIERL0SRSN < VieR],0< ——<1
(:)VtERj,—Es—iR(t)SO
Y YN

= VieRy, % SO+1()=-yI(1) <O.

_y_N (R(2) = R(0)) (parintégration entreQ et t)

—=VieR,e Y <e YN <1 (carx— e est croissante surR)

B

< VieR:, Soe V <S(1)<Sy (carSp>0)

= VreR*,0< S(1) < So.

Proposition3.4 Ona: lim S(f) =S, lim R(#) =Ry et lim I(#)=0.
t—+o0o t—+o00 t—+o00

Preuve D’apres la proposition|3.1, ona:

VteR as__b S(HI(t) <0
+ dt - N < V.
De plus, d’apres la proposition[3.3, pour tout t e Ry, ona:0< S(t) < Sp.
Donc, la fonction S est décroissante sur R, et minorée par 0.
On en déduit, par le théoreme de la limite monotone, que : tlilgl S(t) = Seo.
—+00



D’apres la proposition|3.1, ona :

VieR R _ I(n=0
+» dt—Y = Y.

De plus, d’apres la proposition[3.2, pour tout t e R, ona:0 < R(f) < N.

Donc, la fonction R est croissante sur R, et majorée par N.

On en déduit, par le théoréme de la limite monotone, que : tlir+n R(f) = Ro.-
—+00

Ona:
dR t t
Vte[RJr,E:}/I(t) (:)Vt€R+,/ R'(u)du:y[ I(w)du
0 0

¢
(:)VtER+,R(t)=yf I(w)du
0
t
<~ lim R(f)=v lim [ I(w)du
—+o0o t—+o00 Jg
r
=y limfl(u)dquw<m
I—+oo 0

+00
< lintégrale impropre f I(w)du converge
0

= lim I(t)=0.
t—+oo

4 Quelques parametres du modéle SIR de Kermack & McKendrick

4.1 Laforce d’infection

Le parametre A, appelé en épidémiologie « force d’infection », peut s’écrire de deux maniéres différentes et dépend du
taux de transmission f € R’ (qui est supposé varier avec le temps mais fixé) :

e A = BI, si la transmission augmente avec la densité de la population (transmission densité dépendante ot
la force d’infection est proportionnelle au nombre de malades dans la population), comme c’est le cas par
exemple pour le virus de la grippe ou toutes les maladies a transmission environnementale comme le choléra
et le paludisme;

I
¢ A =f—, silatransmission ne dépend pas de la densité de la population (transmission fréquence dépendante

ol la force d’infection est proportionnelle a la proportion de malades dans la population), comme c’est le cas
par exemple pour le VIH et la rougeole.

En utilisant la transmission fréquence dépendante, le systéme d’équations (1) peut s’écrire comme suit :

ds 1)

T B N S0

dl I(t

P =,3%S(t)—}/1(t) 3)
dR _ 1)

ar 7

La taille de la population étant constante, c’est-a-dire S+ I+ R = N, nous pouvons alors omettre I'’équation des rétablis
et le systéme d’équations plan (2) devient :

s 1)
a- PN S0
dl @

I(1)
T A

La force d’infection rend compte du processus de contamination en exprimant la probabilité qu'un individu suscep-

tible contracte la maladie. C’est cette force d’'infection qui fait passer les individus du compartiment S au comparti-
ment [.

Il existe de nombreuses expressions différentes permettant de déterminer le taux de contact infectieux . Une com-
munément utilisée est celle de Keeling et Rohani [68] :

B=-cln(1-p),
ol c est le taux de contact entre individus (propriété intrinseque de la population) et p |= N est la probabilité d’'in-

fection au cours d'un contact infectieux (propriété intrinseque de la maladie).



4.2 Letauxde guérison

Le taux de guérison, noté y, mesure la vitesse de guérison des infectés. On suppose que y est constant dans le temps

et pour tous les individus. Son inverse, —, détermine la durée d’infection moyenne ol1 'on peut transmettre le virus.
Y

Chaque jour, y infectés deviennent rétablis apres avoir passé — jours infecté précédemment.
Y

4.3 Le nombre de reproduction de base

La premieére question que I'on se pose est de savoir s’il y a possibilité de voir apparaitre une épidémie d'une infection
modélisée par ce modele, dans une population constituée entierement de susceptibles. La réponse a cette question
peut étre trouvée de la maniere suivante :

une épidémie —> le nombre des infectés croit

dali(r)

— VteR,, >0

= VieRy,I(?) [ﬁ%sm—y >0

BS(1)
N

— VteR,, >1.

Pour tout t € R, , nous notons R(t) =

et nous I'appelons le nombre de reproduction au temps .

BS(1)
N

Nous avons donc une épidémie si, pour tout temps ¢ € Ry, R(¢) > 1.
Alinstant £ = 0, le nombre de susceptibles S(0) = Sy représente la taille N de la population :

R(0) = é
Y

Ce que nous appelons le nombre de reproduction de base, noté Ry. Soit :

P 1
Etant le produit du taux de transmission § et de la durée moyenne d’infection —, Ry s'interpréte comme le nombre

moyen de nouveaux cas d’infection engendrés par un individu infecté dans une population entiérement constituée
de susceptibles. Comme f dépend de la maladie et de la population, Ry peut ne pas étre constant pour une maladie
et pour les individus d'une méme population.

D’un point de vue mathématique, ce nombre permet, sous certaines conditions, d’établir la stabilité des points d’équi-
libres d'un systeme dynamique (voir chapitre ?2). On peut aussi le calculer par la méthode dite « next generation ma-
trix » de Van den Driessche et Watmough [11].

Théoreme du seuil (Kermack et McKendrick, 1927)

Il ne peut y avoir épidémie que si I'effectif des susceptibles est supérieur a un seuil déterminer par deux parametres :
le taux d’infection et la durée de la phase infectieuse.

4.4 Letauxde transmission temporel a partir de 'TEDO

En général, les taux de mortalité et de guérison sont plus faciles a estimer. En revanche, les taux de contact ou de
transmission sont plus difficiles a estimer a partir de mesures directes. Pour estimer le taux de transmission le long
d’une période allant de fy a t, avec ¢ = fy, on peut procéder de la fagon suivante :

as I(1) S'(®) I(1)

VIER-HE:_ﬁTS(t) @VteR_H%:—ﬁT

= VteRy,InS(t) —InS(f) = - U(t) — I(tp)) (par intégration entre f et t)

InS(t) —InS(ty)

= VteR,,f=- 100 = 1(t0)

Dans [36], Petrova et al. proposent une approche utilisant la méthode des moindre carrés pour estimer le taux de
transmission sur une période de 7 jours.



4.5 Le tauxde transmission temporel par la méthode d’Euler

Durant la propagation de I'épidémie, le taux de transmission évolue au cours du temps, en fonction du compor-
tement des individus : application ou pas des gestes barriéres, masque ou pas masque, confinement, distanciation
sociale volontaire ou obligatoire, température, manque de tests, etc. Puisque étudier une évolution revient a étudier
une variation, on présente alors une estimation du taux de transmission f de la fagon suivante :

Pendant un intervalle de temps At, le nombre d’'individus susceptibles passe de S(#) a S(¢+At) et le taux de variations
des susceptibles S(f + At) — S(¢) vérifie :

Vie R%ds S(t+Ar)—S(1) <=>Vte[R{+,S(t+At)_Sm:—ﬁs(t)lm
dt At At N

S(t+ A1) - S(1)

= VieR,,fx- AtS(DI(D)

On ne connait pas I(t), le nombre d’infectés au temps . On ne connait pas non plus S(¢) mais on peut le déduire si
on connait I(f).

Le parametre y, I'inverse de la durée moyenne d’incubation jusqu’au rétablissement, est plus ou moins connu. De 13,
on peut alors obtenir une sorte de f dépendant du temps ¢ :

S(t)—S(t+At)
)= N————,
AtS(t)I(t)

ol S(#) — S(¢+ A1) correspond au nombre de cas enregistrés entre les instants ¢ et At.
C’est-a-dire, pour tout f € Ry, de:

R(t+At)—R(#) = yI(1)
on obtient :
Bt ~ YNAt S(t) - S(t+ A1)

T S(t) RU+AD-R(@)

Puis, pour tout f € R, par passage au logarithme et en prenant At =1,0ona:

In[B()] =In(y) +In(N) +In[S(?) = S(t + D] =In[S(£) - S(t - 1)+ S(t — D] —In[R(£ + 1) — R(9)].

Il'y a deux inconnues, In[B(#)] —In(y) (que I'on suppose constant pendant la période) et S(z —1).
En étudiant I'évolution sur quelques jours, on peut alors écrire :

{ In[B()] —In(y) = In(N) +In[S(#) = S(t+ D] —In[S(r) = S(t - 1) + S(t - 1)] —In[R(z + 1) — R(?)]
)

In[B(H)] —In(y) = In(N) +In[S(t+1) = S(t+2)] = In[S(t+ 1) = S() + S(O] —In[R(¢ +2) — R(t + 1)]

Dans [29], Jesus et Charles proposent une approche directe pour estimer le taux de transmission variable dans le
temps, sur un modele SIRD (Susceptible-Infectious—Resolving-Dead) avec distance sociale.

4.6 Lepicépidémique

Du point de vue de santé publique, il est utile de connaitre le nombre maximal d’individus infectés lors d'une épidé-
mie. Cette recherche peut se faire en examinant les deux premiére équations du systéme de la facon suivante :

di I dl_(p
Vte [Rz+, —ﬁ—S(t)— I(8) (:»VtE[RJ,,—:(NS(t)—)/)I(t)

dt
<=>\ﬁeﬂ1{+,ﬂ=(ﬁ5(t)—y)(—ﬁxl)
dr N dr . BS()
(:)VtE[RJ,,ﬂ:ﬁ(ﬂ—l)
dr~ dr\Bs(
!
<:>Vte[R+,f I'(wdu Y;V oti((Z))d —f S'(wdu

(car les fonctions sont continues sur R; et donc intégrables sur tout

compact de R, puis par linéarité de I'intégrale)

)/N S(t))
— VteR,,I(t)-1(0) = ﬁ (S(O) +S(0)—S(1)
— VteR,,S()+I(t) = Y n(@)+N.

i So



Puisque I est positive, alorson a :

I est strictement croissante sur R, <= VreR,, R >0

SI(1)

—=VteR,,p -yI(®)>0
YN
<:>Vt€[R+,S>? (car I(t) #0)

et
dl
I est strictement décroissante sur R, <= VreR,, PP <0

—Vite R+,ﬁs(t])\§(t)

—yI(H) <0

YN
—=VteR,,S< F (car I(r) #0).

N N
Puisque I est (strictement) croissante pour S(¢) > % et (strictement) décroissante dés que S(#) < %, alorsle nombre

maximal d’'individus infectés I;,,« est atteint.

Or,ona:
Imax est atteint = le nombre des infectés ne croit plus

dl
— AreRy, R =0 (car I estlocalement concave)
1
<« 3teR,,I(1) [,BNS(t)—y] =0

<=>EIt€IR+,ﬁ%S(t)—y=O (car I(t) #0)

YN
— 3dteR,,S(t) = —

N
Dong, il existe un instant ¢ € R, tel que si S(¢) = % alors le nombre maximal des infectés est atteint et vaut :

g3l

4.7 Linstant du pic épidémique

Lors de la propagation d'une épidémie, il est utile de connaitre le temps que met cette épidémie pour atteindre son
pic. On présente ici une étude du comportement asymptotique de 'instant pour lequel le pic épidémique est atteint,
lorsque la taille de la population totale N est grande.

Ona: s o
ds I(1) — g2
— = —p— S Swdr b~
VieR,, — VreR,, AR

R
_ B
ar /1o yar 10

ds B dR
=VieR,, —— =-L 22
S(ndt  yN dt
tS/ t
<=>Vt€|R+,f (u)duz—ﬁf R'(wdu
o S(u) YN Jo

S(t)) B
S(0) YN
I, (50)

So

<:>Vte|R+,ln( R(1)

— VteR,,R(t)=—

Par ailleurs, pour tout e R;,ona:

.
a p—=S(1)
()

=~p= (N=S(1)=R(1)

_—ﬁ@ N-sm+ I n(@)]
So



D’oty, pour tout f€ Ry, ona:
ds

S(1) yN (S(t))] )
-B— |N-S(t) + —
ﬁ B So

On note 7, avec T € R, fixé, I'instant du pic épidémique. Alors, on a:

dt=

I(t) =maxI(t).
teR,

Onadonc:

T
[
0
N

_ das
So _ﬁS(t) [N S+ YN n(@)]
N So
[ (en utilisant la proportion s = %
'B [ -5+ = Y In(s)
B
S -
pJx Y

B s|1—s+—=In(s)
B

:%fyl ds

B s l—s+%ln[l+(s—l)]]

~1f1 ds
pJx Y

B s 1—s+—(s—1)]
B

(par développement limité de In(1 + x) en 0 a 'ordre 1 et en considérant Ry = é > 1)
Y

1! ds o . tatr
~—| ———— |quand s — 1, par intégrale de Riemann: a > 1= rr diverge
0

B3 (l—s)(l—%)

1y d
o N 48 (pour N assez grand)

T

1 Y
In(N) +ln(1 - —)
"By [ B
~ IEYV) (pour N assez grand),

ol f—y représente le taux de croissance de I'épidémie a ses débuts.

4.8 Lataille finale de I'épidémie

Une fois le taux de reproduction de base R déterminé, si rien n’est fait pour diminuer ce taux de reproduction, on
peut prédire 'ampleur de I'épidémie. Cette prédiction peut se faire de la facon suivante :

Ona: S 0 S
t t
VtEIR-Hd Z—,B—S(t) <:>VI€R+,WZ—£I(”
t
<:>Vt€[|%+,ln(s(t)) ﬁf I(wdu
S(0) N
N_ (S ¢
— VteR,, — ﬁln(S(O)) fol(u)du.



De plus,ona:

s I
gremd @ PN s ar
Y ar 1w var ar ¥

ar ~ Py SO0

t t
@VteRJr,f (S’(u)+I’(u))du=—y/ I(wdu
0 0

t
= VieR,,S(H)—-S00)+1()-1(0) = —Yf I(wdu
0

B _10=YN ﬂ)
VRS0 =S0)+ 1)~ 10) = l“(S(o) '

Par passage a la limite et par continuité des applications, d’aprés la proposition[3.4} on a:

Soo— SO — 1) = 1N 1n(5°°)
* B So )’
Au début de I'épidémie, la population totale est entierement constituée de susceptibles et de quelques infectés :

S(0)+I1(0)=N.

Dongc, le nombre des individus qui ont échappé a I'épidémie vérifie I’équation :

YN Soo)
Seo—N=LY1n[2=).
* B n(so
Soit : 6(s
Seo = Soexp ;(%—1) )

Ainsi, le nombre d’individus susceptibles n’ayant pas été touchés par I’épidémie dans la population se stabilise a la fin
de I'épidémie a une valeur S, vérifiant I’équation implicite :

)

Soo = Spexp

0ﬂR0=E>1.
Y

Ona:
dR t t
VieRs, — =yI(0) <=>Vt€IR+,f R’(u)duz)ff I(wdu
0 0

t
= VteRy,R(H) ZYf I(wdu
0

N (S(t
< VteRy,R(1) :-% n(%) (par le calcul précédent).

Donc, le nombre cumulé de cas signalés au temps ¢ est :

__YN ﬂ)
R() = ﬁln( s )

Par passage a la limite et par continuité des applications, d’aprés la proposition[3.4} on a:

YN (Soo)
Ryo=——In|—|.
B So

En supposant que I'épidémie demeure sur un temps suffisamment long, a long terme, il ne reste que les individus qui
ont échappé a I’épidémie et ceux qui ont été infectés mais qui sont passés dans le compartiment R :

Soo + Rso = N.

Donc, le nombre total cumulé de cas signalés a la fin de I'épidémie est donné par :
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OflR()ZE > 1.
. Y
Soit :

Roo
Roo = N—Soexp —ROW .

Puisqu’au début de I'épidémie la population totale est constituée de susceptibles et de quelques infectés, alors on
suppose que I est négligeable devant S au voisinage de 0 :

I()

im——-=0.

—0 S(t)
Par suite, par passage a la limite en 0, on a:

N =Sp.
Dongc, I’équation implicite de la taille finale de I’épidémie peut s’écrire :
R
Roo=N|[1-exp _ROW . (6)

Remarque 4.1 Si on connait la taille finale de I'épidémie Ry, = N — Soo = S(0) + 1(0) — S et la taille de la population
N, on peut alors estimer Ry :

Ry=——In
0 Re

N ( N—-Ry ) ‘ @
5 Analyse mathématique du modéle SIR de Kermack & McKendrick

5.1 Existence et unicité de solutions du modele de Kermack & McKendrick

Nous utilisons I'écriture ot la force d’infection est proportionnelle au nombre de malades dans la population :

ds
—— ==BSWI®

dt

dl

E=,55(I)I(f)—)’1(t) (8)
L

T

Tout d’abord, il s’agit de voir si le probleme est mathématiquement bien posé, c’est-a-dire s’il existe bien une solution
au systeme (8).

Théoréme 5.1 Pour toute condition initiale, il existe une unique solution maximale globale du systeme (§), dans le
premier cadran, définie pour tout t € R, .
S(1)
x(=1 I |.
R(D)

x'(0) = fx(0)
x(0) e RS fixé

-B 0
fa@)=| p |SOIO+| -y [1®.
0 Y

o La fonction f est de classe C' surR3, elle y est donc localement lipschitzienne.
Ainsi, par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe T € Ry tel qu'une unique solution existe sur [0; T'[.

Preuve PourtoutteR,, on pose:

Alors,ona:

o, pour tout t € Ry,

o Montrons que la solution est maximale.
1l s'agit de montrer que les solutions restent dans le premier cadran.
En effet, en considérant le systéeme plan (S, I) (car si on connait (S,I) on cannait R), pour tout t € R, on a les
solutions triviales suivantes :

{ S()=0 t{ S()=K KEeR,

I() =1(0)e™ ! I()=0
La premiere de ces solutions vit sur l'axe des ordonnées et en chaque point de l'axe des abscisses vit une solution.
Or, pour un systéeme autonome, les trajectoires ne se coupent pas.
Donc, pour les conditions initiales du probleme strictement positive, la solution associée au probléme de Cauchy
restera dans le premier cadran.
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o Montrons que la solution est globale.
1l s'agit de montrer que la solution est définie sur R,..
Par l'absurde, supposons que T < +oo.
Alors, pour toutteRy, ona:

das
= ==SMIW diS+1
=, = BSOI0-yI(1)
as+1
o <Y1 +yS(0)+2y1()

= Ve [0; TS +1(1) < (So+ Ip)e'T.

Donc, S+ I est bornée sur [0; T[ avec S et I positives sur [0; T'[.
On en déduit que S et I sont toutes deux bornées sur [0; T| : ce qui est absurde par le théoreme des bouts.
Ce qui prouve que la solution est définie pour tout t e R. O

5.2 Résolution numérique du modele de Kermack & McKendrick

Nous choisissons d’utiliser ici la méthode d’Euler explicite pour définir les fonctions S, I et R.
En étudiant I'évolution entre les instants ¢ et ¢ + A¢, nous pouvons décrire I’évolution de la population dans chaque

compartiment de la facon suivante :
as _St+An-38()

dt At
vier, { 4 1u+AD-1@)

dt At

dR _R(t+AD-R()

dtr At

11 suit alors que, pour tout temps f € R, :

S(t+At) = S(1) — At[BS(DI(1)]
I(t+ A0 = I(1) + MBS I(2) — yI(D)] €)
R(t+AD) = R(1) + AtlyI(1)]

_ﬁ 0
( ; )S(m(t)+( 5 )m].
0 Y

x(t+ A1) = x(8) + At[f(x(D)].

Ce que 'on peut réécrire, pour tout temps ¢ €R; :

S(t+At) S(¥)
I(t+At) |=| I(t) |+At

R(t+ A1) R(1)

Soit, pour tout temps £ €Ry :

Nous connaissons la proportion de susceptibles, d’infectés et de retirés (rétablis et immunisés ou morts) a I'instant
t = tp. Ce qui nous permettra d’obtenir une solution approchée du systeme d’équations (8) sur 'intervalle de temps
[to; 1o+ T1.

6 Stabilité des équilibres du modéele SIR de Kermack & McKendrick

6.1 DFE du modele SIR de Kermack & McKendrick

Par soucis de simplicité, nous considérons les prévalences Nous notons S et I les proportions respectives de suscep-
tibles et d’infectieux.

Lensemble Q ={(S,])| $=0,1>0 et S+ <1} estun compact positivement invariant pour le systeme (4).

Les points d’équilibres du systeme d’équations (4) sont de la forme (S*;0) et obtenus en résolvant le systeme d’équa-
tions :

dt
dl _
E—O

1l existe deux points d’équilibres pour ce systeme :

4. En médecine, la prévalence d’'une maladie correspond a la proportion de personnes atteintes dans une population donnée.
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o extinction de la maladie : I = 0 (DFE);

o persistance de la maladie : S* = Y_ L (EE).
B Ro
Le point d’équilibre sans maladie est obtenu en ajoutant la condition I = 0 et le point d’équilibre endémique est
obtenu avec la condition I # 0.
On a une variété de points d’équilibre {(S*,0) | 0 < S* < N} sur I’axe des S.
Le systeme (4) a un équilibre sans maladie, qui est donné par (S*; I*) = (Sp; 0) ou encore (N;0).
Un équilibre pour le systéeme , différent du DFE, est donné par (S*;I*), ou S* = % = Ri etI* =0.
0

6.2 Calcul de Ry du modele SIR de Kermack & McKendrick

Nous considérons le systeme d’équations différentielles (3) de ce modéle.
Alors, le domaine biologique de ce systéme est I’ensemble :

(S, DeR2|0<S<N et 0<I<Nj}.

On a donc une variété de points d’équilibres {(S, I) | 0 < S < N} sur I'axe des S.
On considere le point d’équilibre (Sy, 0,0), avec Sy = S(0).

On écrit :
S(HI(r)

FU)=p etV (1) =—yI(D).

Alors,ona:

S(0)
F(DFE) = [ﬁT et V(DFE) = [~y].

Au DFE, la population totale est entiérement constituée de susceptibles. Donc, on a:
F(DFE) =[f] et V(DFE) = [-Yl.

Ainsi,ona:
-FVvl= [E] )
Y
On en déduit que :
Ro=b.
Y

6.3 Stabilité globale de DFE du modéle Kermack & McKendrick

Théoréme 6.1 Si Ry <1, le DFE est globalement asymptotiquement stable sur Q).

Preuve On considere la fonction de Lyapounov V définie sur Q ={(S; ) € IR_%; S=S8" et S+I1<1}par:
V(S;I)=I(t).

Alors, Pour tout (S; I) € Q, sa dérivée le long de la trajectoire du systeme est donnée par :

Yy =4

de 70 T dre
= BS(I(1) —yI()
=y (RoS(8) —1)I(1)

<O (car Ry<1).

Deplus:

R av
I=0ou (S=S etRO:I)mmzo.

Donc, le plus grand ensemble invariant contenu dans cet ensemble est :
E= {(S'I) eQ; dV(S'I) = 0}
- ) ) dt ’ - .

E est réduit au point DFE.
Puisque Q est un compact positivement invariant alors, par le principe d’invariance de LaSalle, DFE est globalement
asymptotiquement stable sur Q). (]
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6.4 Stabilité globale de EE du modeéle Kermack & McKendrick

Théoréme 6.2 Si Ry > 1, le DFE est instable et il existe un unique EE qui est globalement asymptotiquement stable sur
Q.

Preuve On considere la fonction de Lyapounov V définie sur Q= {(S;1) e R%;S+ 1< 1} par:

V(§D=(S-8)-8 log(§)+(1—1 )—1 10g(1_*)_

Par souci de simplicité, nous omettons la dépendance temporelle dans les notations.
V est définie positive, c’est-a-dire, pour tout (S;I) € [Ri :

V(S; D=0 et V(S;) =0« (S;1) =(S*;I").

Pour tout (S;I) € Q, sa dérivée le long de la trajectoire du systéeme est donnée par :

d—V(S'I) —(1—5—* S + 1—1—*)1’
dr S I
S* I*
_(1—?)(—ﬁsn+ 1—7)(ﬁ51—y1)

=B I-SI)+y(I*-D
<0.

Donc, V est semi-définie négative.

Ainsi, le EE est stable par les théoremes de Lyapunov.

d
De plus, I'ensemble sur lequel T (S;1) =0 est donné par :

E={S;DeQ; S=S*.

Sur cet ensemble, ona:S' =-BSI1=0. Doit,ona:I=1"=0.
. . dv o
Donc, le plus grand ensemble invariant contenu dans{(S; I) € Q; a7 =0} est réduit au EE.

Donc, EE est attractif.
Finalement, EE est globalement asymptotiquement stable sur Q). (]

7 Simulations numériques du modele SIR de Kermack & McKendrick

7.1 Lesvaleurs des parametres

Rappelons-le, ce modele SIR, présenté dans la section[3.1]et étudié dans la section[6} suppose que I'épidémie propage
dans la population sans prendre en compte la mortalité liée ou pas a la maladie et la natalité. Pour la résolution nu-
mérique de ce modeéle, nous avons utilisé la fonction « odeint » de la librairie « scipy.integrate » de Python.

Nous utilisons 400 jours avec 1000 incréments de temps par jours, spécifié dans le parametre temps du champ de vec-
1

teurs. Nous avons considéré que la maladie a une période infectieuse de — = 14 jours et un taux de contact infectieux
Y

B =0,5. Pour calibrer les conditions initiales du modele, nous avons supposé que seulement 5% de la population sont
infectées au début de I'épidémie et que la fraction restante est susceptible de contracter le virus.
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7.2 Simulation numérique de 'instant et du pic épidémique

Les résultats des simulations du modeéle indiquent qu’au bout d'une dizaine de jours, 57,3% de la population ont été
infectées.

104

08 4

044

Pourcentage d'individus

02

ol N

o 50 100 150 200 250 300 330 400
Nombre de jours

FIGURE 2 — L'évolution en pourcentage d’'individus dans chaque compartiment au bout de 400 jours.

Nous avons montré précédemment que, si la taille de la population N est suffisamment grande, le le pic épidémique

N

1- % + %ln (%)] Les simulations numériques indique aussi
0

que le pic épidémique est atteint au bout d'une trentaine de jours et que la proportion maximale des infectés est d’en-
viron 58,6%. Comme les susceptibles sont épuisés (0,1% des individus susceptibles semble échapper totalement a
I'infection), la croissance exponentielle de 1'épidémie s’est vite décélérée pour finalement s’éteindre lorsque le nombre
de susceptibles est trop faible pour maintenir la propagation de I'épidémie.

. . In(
est atteint au bout d’environ

jours et vaut N

7.3 Simulation numérique de la taille finale de 'épidmie

Nous avons montré que la taille finale de I'épidmie est donnée par I'’équation implicite R, = 1 — Sgexp(—RoRw), avec
Ry > 1. Nous savons que I'équation x+ Sp exp(—Rpx) —1 = 0 admet une solution dans l'intervalle [0; 1]. Il est néanmoins
utile d’envisager des moyens de résolutions numériques pour estimer la taille finale de I'épidmie en 'absence de so-
lutions exactes. En utilisant la fonction « runsteady » du langage R, nous estimons que 99,9% ont été infectés au cours
de I'épidémie de Covid-19, soit la taille finale de I'épidmie.

1
Nous avons également montré que le taux de reproduction de base de I'épidémie est Ry = E, ol — = 14 est la période

infectieuse de la maladie. Maintenant, simulons numériquement la relation entre la taille finale de I’épidémie R, et
le taux de reproduction de base Ry.
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Pour un Ry modéré a important, on a Ry, = 1 — Spexp(—Ry) + 0(Rso). Soit 'approximation Ry, = 1 — Spexp(—Rp). En
faisant varier 8 de sorte que Ry varie de 0 a 5, nous obtenons une bonne approximation si Ry = 3; sinon, 'estimation
est fausse.

=
_

08

Tf

04

FIGURE 3 - La taille finale de I'épidémie en fonction du taux de reproduction de base Ry.

Sur la figure ci-dessus, la courbe bleue représente la solution par intégration numérique et la courbe rouge représente
I'approximation de la taille finale de 1'épidémie pour un Ry modéré a important. Nous remarquons, comme prévu,
que plus Ry est élevé, plus I'épidémie est importante. En dessous de Ry = 1, il y a trés peu d’individus contaminés.

Par ailleurs, nous pouvons également estimer la taille finale de1'épidémie, en utilisant la fonction « uniroot» du logiciel
R, par résolution numériques de I'’équation x + Sp exp(—Rpx) — 1 = 0. Ainsi, si Ry = 2, alors la taille finale de 'épidémie
est d’environ 81, 32%. Cette estimation est fausse.

7.4 Remarque préalable

Nous avons vu que le systéme d’équations différentielles ordinaires modélisant ce modele épidémiologique admet
deux états d’équilibre : (1;0;0) et un autre état d’équilibre (S*;I*; R*) o1 S* est la proportion des individus échappant
totalement a l'infection, I* = 0 (car I'épidémie finit par s’éteindre d’elle-méme en I'absence de nouveaux individus
sensibles) et R* est la proportion de cas avant que I'épidémie s'éteigne d’elle-méme.

Nous présentons ici une étude numérique tres partielle de la stabilité des états déquilibre du systeme. Les figures ci-
apres ont été obtenus par un programme Python de l'interface de développement « Spyder ». Nous faisons varier les
parametres pour visualiser les différents comportements possibles des solutions.

Puisque les individus rétablis n’ont pas d’influence sur le comportement du modele, nous faisons alors ’hypothese
que, sans perdre de généralité, R = 0.

Dans ce qui suit, la partie gauche des figures montre 1'évolution des trois variables détats S, R et I en fonction du
temps et celle de droite montre la trajectoire dans I’espace d’états (S; I). Le point bleu correspond au point initial et les
points rouges correspondent aux états d’équilibres du systéme. Lorsqu’on dessine le portrait de phase, on perd toute
information sur la facon dont sont parcourues les trajectoires.
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7.5 Déclenchement de I'épidémie de Covid-19 en Guadeloupe et Martinique

Nous supposons que I'épidémie de Covid-19 a démarré avec 5% d’individus infectés de la population totale des deux
régions. Nous considérons un taux de contact infectieux de 0,5 individu par jours et une durée moyenne d’infection
de 14 jours.

10

0.8 1

06 -

.= R Y|

0.4

Proportion d'individus
Proportion d'individus infectés

02 1

______________________________ 0o+

D 50 100 150 200 250 300 350 400 0.0 02 04 06 08 10
Nombre de jours Proportion d'individus susceptibles

FIGURE 4 - De gauche a droite, I'évolution en proportion d’'individus dans chaque compartiment et la trajectoire dans
le plan de phase (S; I) au bout de 400 jours pour =0,5ety =1/14.

Nous constatons que I'épidémie a pris tres vide I'ampleur et qu’elle a duré environ 75 jours dans ces régions.

Puisque ce modele suppose que 'immunité acquise est permanente, alors tous les états de la forme (S*;0) sont des
équilibres du systeme. Nous avons ainsi une variété de points d’équilibre {(S*,0) | 0 < S* < N} sur I'axe des S.

Prenons un point d’équilibre (Sy;0), ou encore (IV;0) avec Sy = N. Alors, nous avons bien en ce DFE Ry > 1; et doncle
DFE est instable comme prédit le théoreme.

Par ailleurs, tous les points d’équilibre {(S*,O) | $* < %} sont stables et non asymptotiquement stable. Nous somme

dans le cas ol la matrice jacobienne a des valeurs propres négatives ou nulles.
En supposant que I'intervalle de temps considéré est suffisamment long, le compartiment R nous donne la proportion

totale d’'individus qui a été infecté dans la population sur cet intervalle de temps. Nous observons donc qu’au bout de
75 jours environ, 99% de la population de ces deux régions a été inffectée.
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7.6 Evolution de Pépidémie de Covid-19 dansle cas 5 =y

Nous supposons ici que I'épidémie a démarré avec 60% d’individus infectés dans la population. Nous considérons
ensuite un taux de contact infectieux égal a la durée moyenne de l'infection.
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FIGURE 5 - De gauche a droite, 'évolution en proportion d’'individus dans chaque compartiment et la trajectoire dans
le plan de phase (S; I) au bout de 400 jours pour f =7y =1/8.

Dans ces conditions, la stabilité asymptotique globale de I'état d’équilibre (S*; I*) = (1;0) semble vraie. Nous obser-
vons un retour vers 'équilibre qui semble étre assez rapide.
7.7 Extinction de I'épidémie de Covid-19 d’'une force modérée

Nous supposons que la moitié des individus de la population est infectée au début de I'épidémie de Covid-19. Puis,
nous considérons un taux de contact infectieux de 0,3 individu par jour et une durée moyenne d’infection de 7 jours.

]
i
1 1 i
i
1
1
1
0.8 na{ |
] 1
i 1
g o |
E E 1
Z 06 5 06 H
g —s| 2 i
= [ g i
—rl s,
] 1
5 0.4 |5 0.4 :
£ H !
3] 1
& 1
02 0.2 A !
]
1
o ]
1
1
L e — 0.0 T==t
1

o 50 100 150 200 250 300 300 400 0.0 0z 0.4 0.6 0.8 10

Nombre de jours Proportion d'individus susceptibles

FIGURE 6 — De gauche a droite, 'évolution en proportion d’'individus dans chaque compartiment et la trajectoire dans
le plan de phase (S; ) au bout de 400 jours pour §=0,3 ety =1/7.

Sur la base de ces hypothéses, nous constatons que I’épidémie ne se propage pas et qu’elle finisse par s’éteindre au
bout d'une cinquantaine de jours. Cela correspond a la stabilité asymptotique du point d’équilibre (S*; I*) = (1;0). Ce
résultat est épidémiologiquement raisonnable car 'infection diminue et il n'y a pas d’épidémie si beaucoup d’indivi-
dus sont déja immunisés.
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8 Conclusion

Dans ce travail, on a calculé le nombre de reproduction de base Ry, décrivant le nombre moyen de cas secondaires
produits par un individu infectieux typique placé dans une population constituée entierement d’individus suscep-
tibles, durant sa période d’infection. On a déterminé I'instant du pic épidémique et la taille finale de I'épidémie. Nous
avons présenté une étude détaillée des principales propriétés du modele SIR de Kermack & McKendrick que I'on peut
trouver dans la littérature de 1'épidémiologie mathématique. Certains de ces résultats que nous avons présenté n’ont
pas été utilisées dans nos simulations numériques. Mais il était utile de mentionner leur existence dans la littérature.

Ce travail a consisté également a appliquer le modele SIR de Kermack & McKendrick a la propagation de I'épidémie
de Covid-19 dans les régions de la Guadeloupe et de la Martinique. Nous avons simulé I'instant du pic épidémique
qui a montré que la croissance exponentielle de I'épidémie s’est vite décélérée pour finalement s’éteindre lorsque le
nombre de susceptibles est trop faible pour maintenir la propagation de I'épidémie. Nous avons vu que plus Ry est
élevé, plus I'épidémie est importante et qu’'a terme, la population de ces deux régions finissent par contracter le virus.
Puis I'épidémie finit par s’éteindre au bout d’un certains temps.

Au passage, le modele de Kermack & McKendrick permet de mettre en avant que le nombre initial d’'individus infectés
n'influence le déroulement d'une épidémie ni sa taille finale.

9 Déclaration de conflits d’intéréts
Les auteurs ne déclarent aucun conflit d’intérét. Les bailleurs de fonds n’ont joué aucun réle dans la conception de

I'étude; dans la collecte, I'analyse ou I'interprétation des données; dans la rédaction du manuscrit, ou dans la dcision
de publier les résultats.
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