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Resumen

Se plantean dos variantes del tipo compartimental basadas en un esquema del tipo
Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado (SEIR) para describir la dindmica de
contagio por la Covid-19 en Venezuela. Se analizan dichas variantes tanto analitica
como numéricamente. Las dos variantes planteadas en el trabajo reproducen el
registro de casos infectados en Venezuela a diferencia del modelo tradicional.

Palabras clave: Covid-19, dinamica de contagio, SARS-CoV-2, SEIR, Venezuela.

Abstract
Two  variants are proposed based on a scheme of the type
Susceptible-Exposed-Infected-Recovered (SEIR) to describe the dynamics spread
of Covid-19 in Venezuela. = These models are analyzed both analytically and
numerically. The two variants proposed in the work reproduce the cumulative number
of confirmed cases in Venezuela.

Key words: Covid-19, dynamics spread, SARS-CoV-2, SEIR, Venezuela.
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Introduccion

Un sindrome grave respiratorio de etiologia desconocida proveniente en Wuhan (provincia
de Hubei) en China fue notificada a la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS) en diciembre
de 2019, y posteriormente se indicé que es un [-Coronavirus tras secuenciarlo los primeros
dias de enero de 2020 (L. Chen et al., 2020). Originalmente lo denominaron 2019-nCoV,
pero transcurrido un mes se rebautizé como Sindrome Respiratorio Agudo Severo del tipo 2
(conocido mejor por sus siglas en inglés como SARS-CoV-2), y la enfermedad trasmitida es
denominada Covid-19.

La OMS lo declarard un problema de emergencia en salud publica internacional a poco
mé&s de un mes de ser notificada (30 de enero de 2020) por el incremento exponencial de casos,
hasta que el 11 de marzo es una pandemia (Biao y Xia, 2020). Hasta la fecha se han contagiado
488.405.398 millones de personas y superan los 6 millones de muertos de acuerdo al registro
realizado por la Universidad Johns Hopkins hasta el 31 de marzo de 2022.

Recordemos que la Covid-19 es el tercer episodio de contagio por Coronavirus que afronta
la humanidad. El primer incidente fue conocido como SARS-CoV-1, originandose en la
provincia de Cantéon en China donde se confirmaron més de ocho mil casos con un poco
menos de ochocientos fallecidos en 2002 (afectando 29 paises hasta enero de 2004) (S. Chen
et al., 2006). El segundo episodio comenzé en junio de 2012 en Arabia Saudita, razén por
la cual fue nombrado MERS-CoV (siglas que significan Middle East Respiratory Syndrome)
llegandose a contabilizar 2.494 casos en 27 paises hasta noviembre de 2018 (Cotten et al., 2013).

De hecho, todos los continentes han notificado incidentes por esta enfermedad, incluyendo
la Antartida cuando comunicé un brote en el centro de investigacion chileno ubicado en la
base General Bernardo O’Higgins el 21 de diciembre de 2020 (Frame y Hemmings, 2020).

Tras observar los incidentes registrados en el mundo, se aprecia que no existe una
distribucién uniforme de los casos por la Covid-19, y para visualizar este ultimo comentario,
a modo de ejemplo, consideremos los casos notificados en Venezuela y China hasta el 31
de marzo de 2022. En Venezuela se han registrado 520.373 casos, mientras que en China se
contabilizaron 227.998 de acuerdo a los registros de la Universidad John Hopkins.

Tras visualizar los brotes epidémicos acontecidos en ambos paises con ayuda del calculo
de la mantisa, se aprecia cuan contagioso fueron los brotes iniciales en ambos paises, y sobre
todo, la duracién de los mismos que se van incrementando con el tiempo (detalles en Isea
(2020d); Isea (2020c); Isea (2020a); Isea (2022)). Recordemos que el célculo de la mantisa solo
requiere el registro diario de casos por la Covid-19. Mas atin, reciente se puntualizé que dicho
calculo se puede asociar como una tasa de infeccion dando una idea general de la severidad y
durabilidad en dichos brotes epidémicos.
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Por lo que es necesario desarrollar modelos matematicos que nos permitan monitorear,
predecir y sobre todo, disenar politicas publicas que permitan controlar y finalmente erradicar
la Covid-19 en el mundo. En tal sentido, se han desarrollado multiples modelos matematicos
(algunos ejemplos Ahmad et al. (2020); Isea y Lonngren (2015); Isea (2020b); Isea (2020¢)).
Sin embargo, la mayoria de ellos se centran en particularizar la dindmica de contagio en paises
puntuales. Por ello, se desarrolla y se analiza tanto analitica como numéricamente dos variantes
basadas en un modelo compartimental del tipo Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado
(abreviado como SEIR) que se validara originalmente con el registro de los casos acumulados
en Venezuela, y en un futuro inmediato, se analizaran en el mundo gracias al diseno e
implementacién de flujos de trabajo bajo la filosofia de computacién Grid (Isea et al. (2009);
Isea et al. (2015)).
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Figura 1: Cédlculo de la mantisa (naranja) y el registro acumulado diario de los casos por
Covid-19 (azul) desde el primer incidente registrado ocurrido en (a) Venezuela y (b) China
Fuente: detalles de los célculos en Isea et al. (2009); Isea et al. (2015).

Modelos matematicos

Las dos variantes que se proponen en el trabajo estan basadas en el modelo del tipo
Susceptible- Expuesto-Infectado-Recuperado (Piccirillo, 2021). Recordemos que este modelo
consta de cuatro compartimientos dénde la poblacién (generalmente abreviado como N) se
divide de la siguiente manera:

e S(t) representa la poblacién susceptible que puede contraer la enfermedad.

e FE(t) corresponde con la poblacién expuesta al cirus, pero ain no estan infectadas por
Covid-19.
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e [(t) son las personas que estan infectadas por el virus, y finalmente,

e R(t) aquellas que se han recuperado del contagio.
Este modelo esta basado en las siguientes suposiciones:

e La poblacién permanece constante en el tiempo y es igual a N = S(t) + E(t) + I(t) + R(t).
e Existe una mezcla homogénea de la poblacién, y todos se enferman al mismo tiempo.

e La poblacién susceptible a contraer la enfermedad decrece mondétonamente en el tiempo.
e No existe distincion entre las personas infectadas que presentan o no sintomas.

e La tasa de mortalidad es la misma para toda la poblacion, independientemente de la edad.
Asimismo, se considera un valor fijo de la tasa media de fallecidos en el modelo.

e Todas las personas estan expuestas inmediatamente al virus, y no existe inmunidad innata.
e Todas las personas se recuperan en el mismo periodo de tiempo.
e No se considera la propagacién del virus en el medio ambiente.

e Las personas recuperadas no pueden volverse a contagiar por la Covid-19.

Por lo dicho anteriormente, las cuatro ecuaciones diferenciales que describen la dindmica de
contagio por la Covid-19 son las siguientes:

%@ = Ap — BrE(1)S(t) — uS(1)
%ﬁt) — BRE()S(t) — (wp + w)E(t)
% — wpE(t) — (kp + u)I(1)
dR(1)

- kpl(t) — pR(t)

donde las constantes se definen méds adelante.
En la figura 2 se visualiza el diagrama donde se observa el modelo clasico que describe
la propagacion de la Covid-19, donde Ap y p son las tasas de nacimientos y de fallecidos,

respectivamente (mds adelante se indican mas detalles en la definicién de los pardametros
descritos en la figura).
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Figura 2: Esquema del modelo clasico SEIR que describe la dindmica de contagio por la
Covid-19.
Fuente: Elaboracion propia (2022)

En vista que el modelo considera que las personas no pueden volverse a contagiar, y teniendo
presente que R(t) = N — I(t) — S(t) — E(t), es posible reducir el sistema a solo tres ecuaciones
diferenciales descritas de la siguiente manera (este modelo serd denominado el modelo Clésico):

%5@ — Ap — BpE()S(t) — uS(1) (1.1)
%E(t) = BpE(t)S(t) — (wp + ) E(t) (1.2)
%J(t) = wpE(t) — (rp + p)I(t) (1.3)

donde Ap representa tanto la tasa de nacimientos como de migracion, por lo que dicho
valor se debe obtener a partir del registro de casos de un pais tras un ajuste por minimos
cuadrados. El valor Sp es la tasa de contagios por contacto, y el mismo se debe calcular para
cada pais. El valor u es la tasa de muerte natural, el cual es un valor fijo en todos los paises,
igual a 0,01667 (correspondiente a una vida media de 60 anos). Aqui wp es la tasa de contagios
provenientes de las personas expuestas, mientras que xp es la tasa proveniente de las personas
infectadas (ambas constantes deben determinarse por ajustes de minimos cuadrados). Todas
las constantes indicadas deben ser positivas.

En vista de ello, se proponen y se analizan dos variantes de este modelo. La primera se
denominara Variante 1, donde se considera un factor de correccién para describir la poblacién
expuesta que sera directamente proporcional a la tasa de contagio Sp , mientras que la segunda
variante (llamada Variante 2) considera ademads dos tasas diferentes para cuantificar las personas
infectadas provenientes del grupo expuesto y el de las personas infectadas, como se explicara
en la proxima seccion.
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Variante 1

Esta variante considera una perturbaciéon puntual (cuantificada con la letra d) en la
proporcion de personas expuestas al virus, y ademas se contabiliza de la siguiente manera:

C8(t) = Ap — (50 (1) + dIS(1) — uS(1) (2.1)
%E(t) = BpE)S(t) — (wp + p)E(t) (2.2)
C10) = wpB() — (s + w)I() (2:3)

Donde se ha resaltado en color rojo las diferencias con el modelo tradicional para su facil
identificacién.

Variante 2

Considera la misma modificaciéon anterior, y adicionalmente toma en cuenta que las tasas
de contagios provenientes de la poblacién expuesta e infectadas son diferentes entre si, es decir:

d

50 = Ap = [BpE(t) + d]S(t) = pS(t) (3.1)
%E(t) — BpE)S(t) — (wp + W E(t) (3.2)
%I(t) = npE(t) — (kp + p)I(t) (3:3)

Curiosamente, al realizar una busqueda de los modelos mateméaticos publicados en la
literatura cientifica, una vez terminado los calculos en el presente trabajo, se encontré un
modelo publicado por Youssef et al. (2020) similar a la segunda variante sin explicar las
razones del mismo.

En la préxima seccién se realizan los analisis de los modelos mateméticos para determinar
las condiciones de equilibrio, y posteriormente se realizard un estudio numérico para corroborar
los mismos, empleando para ello, los registros de los casos acontecidos en Venezuela desde el
28 de enero de 2022 hasta el 10 de abril de 2022.
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Analisis matematico

El primer paso es determinar los puntos de equilibrio o puntos criticos (abreviado como
PC). Este procedimiento ha sido descrito en anteriores trabajos publicados en la literatura
cientifica (Isea y Lonngren (2013b); Isea y Lonngren (2013a); Isea y Mayo-Garcia (2013);
Isea y Lonngren (2015); Isea (2018)), donde se hace cero cada una de las expresiones de las
ecuaciones diferenciales, razén por la cual las coordenadas suelen representarse con un asterisco
para su facil identificacién (S*, E*, I*).

Es necesario definir una nomenclatura para identificar los resultados y evitar confusiones
con los resultados, tal que se utilizara un superindice para indicar el modelo que se estudia, es
decir, 1, 2 y 3 correspondientes al modelo Cléasico SEIR, y las dos variantes etiquetadas como
1 y 2, respectivamente; mientras que las distintas soluciones encontradas en cada modelo se
enumeran con un subindice. Por ejemplo, PC} corresponde al segundo punto critico obtenido
en el primer modelo.

A modo de ejemplo, se calculan los puntos de equilibrio de la Variante 2, y dicho
procedimiento es idéntico al resto de los modelos. Para ello, es necesario igualar a cero las
ecuaciones diferenciales, de manera que tenemos:

Ap — [BpE* +d|S* — pS* =0
’r]pE* — (/ip + /L)I* =0

donde se ha suprimido la dependencia del tiempo por comodidad en el manejo de las
ecuaciones.

El primer punto de equilibrio se determina cuando no hay casos infectados (I* = 0),
conocido como el punto de equilibrio libre de enfermedad, mientras que el segundo punto
ocurre cuando circula el virus (I* # 0), razén por la cual es denominado punto endémico.

En el caso que I'* = 0, es decir, no esta presente el virus en la poblacién, entonces tampoco
puede existir alguna persona expuesta al virus, y por ende E* = 0. Solo resta deducir la
expresion para S* la cual se obtiene de la ecuacién (3.1), tal que:

Ap
Ap—(d+p)S* =0= 5" =
p—( D) d+
Por lo que:
A
3. * P * *
PCI.[S = oo E =0l _0]
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El punto de equilibro endémico, es decir cuando I* # 0, implica que deben existir personas

que estaran expuestas al virus, de manera que partimos de la ecuacién (3.3) e igualamos a cero

la misma, obteniendo:

(kp+p)I*
np
En paralelo, cuando se hace cero la ecuacién (3.2), se obtiene una expresién para S*:

npE* — (kp + p)[* =0 = E* =

(4)

(wp + 1)
Bp

Al reemplazar las ecuaciones (4) y (5) en la ecuacién (3.1), e igualando a cero, obtenemos
lo siguiente:

Ap—[BpE+d]S — 1S =0

kp+ p)I* wp + wp +
:AP_{@PC P+ ) )er}( P M)_M( p M):O
np Bp Bp
Tras realizar algunas manipulaciones algebraicas, se deduce la expresion para I*, obtenido:
I — P B
Kp+ [
Por lo que:
Ap — d)S*
pes . [ge = Wt s e _ Ar (u+d) P g
Bp wp + U Kp+ 1

En la Tabla 1 se indican todos los valores obtenidos de los puntos de equilibrio en los tres
modelos estudiados en el trabajo.

Tabla 1: Los puntos criticos o de equilibrio calculados para cada uno de los modelos propuestos
en el trabajo identificados con la letra 7.

Modelo PC; PC;
_ £l * _ Ap % __ * x __ wp+pu x _ Ap—pS* 1« _ wpE*
1 =1 | Clasico SEIR | |S* = m JE*=0,I"=0 S* = 5 B = o 1 = wE
s : * A * * __ * _ wptp « _ Ap—(d+p)S* r+« _ wpE*
1 Variante 1 St =B E*=0,I"=0 S* = SpEh B = SRt I = e
N 3 * _ Ap * * * _ wptp * AP*(IH*d)S* *x _ .M *
1= Variante 2 S* =15 E*0,I*=0 S* = ML B = SRS T =

Fuente: Elaboracién propia (2022).

El préoximo paso es calcular los autovalores que nos permitiran conocer las condiciones
de equilibrio en dichos puntos de equilibrio, es decir, si es 0 no estable. Para realizar ello, es
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necesario calcular la matriz Jacobiana (J) para cada modelo, y evaluarlo posteriormente en
dicha posicién. La matriz Jacobiana evaluada en el PC' se identifica como .J; , mientras que
para el segundo punto se representa como Js.

A modo de ejemplo, la matriz Jacobiana de la Variante 1 es igual a:

—(BpE +d +u) —BpS 0
J = BPE BPS — (wp + M) 0
0 wp —(kp + 1)

Al evaluar la matriz J en el primer punto critico obtenido en la Variante 1 (ver Tabla 2) se
obtiene:

BpA
aed :
J1§J|p01: 0 ”Bdfjr—lf—(wp+u) 0
0 wp —(kp + 1)

El resto de los resultados estédn indicados en la Tabla 2.

Tabla 2: El resultado tras evaluar la matriz Jacobiana en el punto critico 1 (J;) y el segundo
punto critico (J;) para cada uno de los modelos considerados en el trabajo.

Modelo J1 J2
—K BpA _% 0 B A*ff{jﬁi ) e .
. @ BrAp—(wptp)p
Clésico SEIR 0 FERE —(wp+p) 0 BT 0 0
0 wp —(kp + 1) wp (ke +p)
Brk
7 . 0 S (wptg) 0
Variante 1 0 ﬁ;ﬁf — (wp +p) 0 MW 0 0
L L wP
0 we  lwptp) 0 (I LT

Fuente: Elaboracién propia (2022).

A partir de dicho céalculo es posible determinar la ecuacion caracteristica la cual se van a
derivar las expresiones analiticas de los autovalores para cada uno de los modelos, y dichos
resultados se indican en la Tabla 3.

Finalmente, al igualar a cero cada una de las ecuaciones indicadas en la tabla 3, es facil
obtener las expresiones de los autovalores, es decir:

Autovalores del modelo clasico

Se derivan tres expresiones de los autovalores tras una simple inspeccion en la tabla 4. Los
autovalores para el primer punto critico son:

/\%1 = T )\%2 =

— i My
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Tabla 3: Ecuacién caracteristica para cada uno de los modelos considerados en el trabajo.

Modelo Ecuacién caracteristica deducida para el PC;
Clasico SEIR | LC1 Ot e )+ i) (P55 = A~ (wp + )
PC} (:‘iP""M"")‘)(wP'i‘UIQBEZ/P'f‘N)N_/BPAP] DY (gl;/}ri + )\) (kp+ 1+ )
Ap—A(d+p)—(w d
Variante 1| PO (At kp + ) (A d -+ p) (PR e sl )
K M) [(w d —BpA A
pey | L llentfldan Behel )\ (8282 4 3) (kp + i+ M)
Ap—A(d+p)—(w d
Variante 2| PCY (At kp + ) (A d + ) (PR e sl )
K A)(w w d —BpA
PC3 (kp+putA)( P+M1)11[§3+Pu+u)( +tu)=BpAp] (il;[-\i—]; + /\> (kp 4+ A)

Fuente: Elaboracién propia (2022).

Los dos primeros autovalores no dan informacién relevante. El tltimo valor, A{;, nos
permite deducir una condicién de equilibrio que se alcanza cuando SpAp < p(wp + p), para
que dicho término sea negativo.

Los autovalores para el segundo punto critico son:

)‘él = —(kp +p)
_ BpAp +2(wp + 1) Vi(wp + p) — BpAp

1

>\22 - 2(wP + ,u)

v 2we )y pwe + ) — BpAp = BpAp
23 2(wp + )

donde el primer autovalor no da informacion relevante. En vista de la presencia de raices,
es posible que las soluciones sean niimeros complejos.

Autovalores de la variante 1

Reproduciendo el mismo procedimiento descrito anterior, tenemos tres diferentes autovalores
tales que anulan la ecuacién caracteristica para el primer punto critico:

A= —p
)\Yzl = —(wp + 1)
BpAp — (d+ p)(wp + )

)\Vlz
13 d+,u/

Para que este valor sea estable, se deberia cumplir que (d + p)(wp + p) > SpAp, mientras
que los dos primeros autovalores no aportan nada de informacion.
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Los autovalores para el segundo punto critico son:

_ BeAp +2(wp + p)/(wp + p)(d + p) — BpAp

A=
2(wp + p)
A2 — 2(wp + )/ (wp + p)(d + p) — BrAp — BpAp
> 2(wp + 1)

Aoy = —(kp + 1)
El ultimo autovalor siempre sera negativo, y por ende no aporta informacion relevante.

Autovalores de la variante 2

Finalmente, las expresiones analiticas de los autovalores de la variante 2 son los siguientes:

Para el primer punto critico:

NE2=—p—d

N3 = —(kp + 1)

BrAp — (d+ p)(wp + p)
d+p

V2 _
Az =

Para que este valor sea estable, se deberia cumplir que (d + p)(wp + ) > BpAp, mientras
que los dos primeros autovalores no aportan nada de informacion.

Los autovalores para el segundo punto critico son:

_ BeAp +2(wp + p)/(wp + p)(d + p) — BpAp

Ay =
2(wp + 1)
Nes 2(wp + )/ (wp + 1) — BpAp — BpAp
* 2(wp + )

Aoi = —(kp + p)

El ultimo autovalor siempre sera negativo, y por ende no aporta informacion relevante.

Calculos numéricos

Se procedié a realizar un ajuste por minimos cuadrados para determinar los valores de los
parametros empleados en los tres modelos matematicos descritos en el presente trabajo, tal
que los ajustes se realizan con el mismo conjunto de casos acontecidos en Venezuela.
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Recordemos que el ajuste por minimos cuadrados se realiza cuando se minimiza una funcién
definida como Yy, donde se calculan las diferencias de los valores obtenidos de los resultados
derivados del modelo matemético, simbolizado como f(z,), con respecto a los datos registrados
por la Covid-19, y dichos datos son abreviados como ,; es decir, se minimiza la siguiente
funcion (Virtanen et al., 2020):

Revista Electronica Conocimiento Libre y Licenciamiento (CLIC), Mérida - Venezuela
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N )\
= Z (y UJ; ( ))
n=1

donde n es el nimero de valores observados que se van a ajustar con el modelo. Para ello,
se realizdé un programa escrito en Python para minimizar la expresién de x empleando para
ello las librerfas desarrolladas en SciPy (Rokem, 2018; Virtanen et al., 2020), tal que la funcién
x deberia ser menor o igual a 1077, que nos indica la calidad del ajuste realizado.

En la Tabla 4 se indican los distintos valores de los parametros obtenidos del sistema de
ecuaciones, y a partir de ellos se evaluaran las posiciones de equilibrio. Es de esperar que las
posiciones criticas sean similares, pero ello no ocurre como se aprecia en la Tabla 5.

Tabla 4: Valores de los parametros obtenidos tras un ajuste por minimos cuadrados en cada
uno de los modelos del trabajo, donde la poblacién de Venezuela (N) es un valor fijo e igual a
28.704.947. El valor de p es igual a 0.017. El valor final del ajuste obtenido es R?.

Modelo Bp Ap n d wp Kp R?

Clasico 0.877 | 0.035 1.649 | 0.188 | 0.9763
Variante 1 | 2.105 | 0.507 1.003 | 1.016 | 0.326 | 0.9862
Variante 2 | 1.923 | 0.892 | 1.124 | 0.656 | 2.452 | 0.033 | 0.9968

Fuente: Elaboracién propia (2022).

Tabla 5: Valores numéricos obtenidos tras evaluar las expresiones de los puntos de equilibrio
asi como los autovalores de acuerdo a los valores indicados en la Tabla 4.

Modelo pcC! pPC? Autovalores PC* Autovalores PC?
Clasico | [2.12, 0, 0] | [1.90, 0.02, 0.02] | 0.197 | -0.204 | -0.017 | -0.009* | -0.009* | -0.204
Variante 1 | [0.50, 0, 0] | [0.49, 0.01, 0.02] | 0.013 | -1.020 | -0.343 | -1.019 | -0.014 | -0.343
Variante 2 | [1.32, 0, 0] | [1.28, 0.01, 0.25] | 0.077 | -0.049 | -0.673 | -0.610 | -0.009 | -0.005
El asterisco (*) significa que el resultado es la parte real de un nimero complejo.

Fuente: Elaboracién propia (2022).

De la Tabla 5 se observa que los autovalores obtenidos para el primer punto critico son
todos ellos inestables. Para el segundo punto critico es estable el sistema como se evidencia
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en las dos variantes, con excepcion del modelo Clésico, cuya solucién es un niimero complejo
(solo se indica la parte real).

Finalmente, la figura 3 se muestra el campo de direcciones y algunas curvas iséclinas donde
se observan las soluciones de dicho sistema de ecuaciones tras los datos obtenidos en la Tabla
4, tanto para el modelo Clésico (A), asi como la Variante 2 (B). Dicha figura se comprueba
efectivamente que los valores obtenidos en el primer caso es una espiral en vista que la solucién
es compleja, mientras que la Variante 2 es un punto de equilibrio estable, cuando se visualiza
la trayectoria en color rojo.
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(a) Modelo clasico (b) Variante 2

Figura 3: El campo de direcciones y algunas curvas isiclinas para (A) el modelo clésico y el
obtenido con (B) la Variante 2.
Fuente: Elaboracion propia.

Conclusiones

El presente trabajo presenta dos variantes del tipo
Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado (SEIR). Se analizaron tanto analitica como
numéricamente de acuerdo al registro de los casos por la Covid-19 en un mismo pais. Como
se aprecia en los resultados, las dos variantes poseen un excelente ajuste en los resultados
(R? superior al 98 %). Solo resta realizar estudios de anélisis de sensibilidad para determinar
la dependencia de los parametros en los modelos descritos en el trabajo, antes de realizar un
estudio que valide el modelo con el resto de los paises del mundo.
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