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Résumé — La formation du gonflement lors de l’extrusion d’un fluide viscoélastique a fait l’objet
de nombreuses recherches. Nous proposons la modélisation de cet écoulement au moyen d’un modèle
multi-échelles. Les phases fluide et solide sont décrites, respectivement, par la méthode d’éléments finis
(FEM) et par la méthodes de éléments discrets (DEM). Des forces élastiques ainsi que la résolution des
contacts permettent de simuler les interactions entre particules. Le traitement de la surface libre ainsi que
le développement d’un modèle de force élastique nous permettent d’obtenir les résultats attendus.
Mots clés — Simulation, multi-échelles, suspension, MigFlow, gonflement retardé à l’extrusion.

1 Introduction

Lors de l’extrusion d’un fluide viscoélastique, un premier gonflement à la sortie de la conduite se
forme, il peut également être suivi d’un second gonflement lorsque le caractère hyperbolique devient
majoritaire. Notre objectif est de modéliser la formation de ces gonflements dans le cas d’une suspension
au moyen d’une approche multi-échelle. Les propriétés viscoélastiques de l’écoulement sont retrouvées
en ajoutant des liens élastiques entre les particules solides.

Une suspension est un mélange de particules solides baignant dans un fluide [12]. Ces écoulements se
rencontrent dans de nombreuses applications quotidiennes et industrielles. Dans le secteur de la géologie,
les avalanches sous-marines ainsi que les coulées volcaniques en sont des exemples bien connus. Dans le
domaine du génie civil, ils sont étudiés pour la caractérisation de ciments et de bétons. On les rencontre
également dans l’industrie agroalimentaires lors de la réalisation des engrais. Les suspensions peuvent
être supposés secs lorsque l’influence du fluide est négligeable, les interactions entre particules dirigent
alors l’écoulement. A l’inverse, lorsque les grains sont fortement dispersés les forces entre les grains
sont négligeables et la suspension se comporte comme un fluide. De nombreuses applications dérogent à
cette dichotomie et vivent dans une classe intermédiaire où les forces d’interaction entre grains et entre
les deux phases doivent être prises en compte. Cette classe de problèmes est particulièrement complexe
par la nature des interactions présentes.

Prédire les caractéristiques des suspensions est nécessaire au vue de leurs nombreuses applications et
de leurs complexités. Pour ce faire, l’utilisation de modèle numérique est souvent employée permettant
de suivre l’évolution de l’écoulement. Ces modèles diffèrent par les échelles auxquelles sont modéli-
sée les deux phases. Les grains peuvent être traités de manières discrètes ou continues. Cette dernière
considère les grains comme une phase continue sur l’ensemble du domaine, la dynamique des grains
est alors moyennée et un modèle à deux fluides est employée [18]. Cette représentation, purement eulé-
rienne, permet de traiter des problèmes denses à grande échelle. Toutefois, elle ne permet pas de rendre
compte des propriétés locaux des deux phases tels que la dynamique des contacts entre les grains. Afin
de rendre compte de ces effets, les méthodes discrètes peuvent être employées. La méthode des éléments
discrets (DEM) est communément utilisée permettant la modélisation des contacts et des interactions
locales entre particules. De plus, l’approche étant lagrangienne, le suivi des trajectoires est directement
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disponible offrant une description locale de la cinématique. La phase fluide peut, quant à elle, être résolue
finement autour des particules. Cela nécessite un remaillage fréquent augmentant considérablement les
coûts calculs. La présence des particules peut également être prise en compte par la méthode des fron-
tières fictives [19] pouvant devenir coûteuse pour de nombreux grains. Dans le but de limiter le temps
de simulation, les méthodes multi-échelles peuvent être employées [20]. Celles-ci peuvent se baser sur
une représentation plus grossière du fluide en utilisant une formulation moyennée de ce dernier. La phase
solide est suivie de manière lagrangienne par la méthode des éléments discrets. Cela permet de suivre
les effets microscopiques à l’échelle des grains tout en maintenant un coût calcul modéré. Le couplage
entre les deux phases a lieu par la paramétrisation des interactions entre le fluide et les grains. Cette
formulation permet l’étude d’écoulement denses fluidisés [16] [8].

Le problème d’extrusion a été largement étudié afin de mettre en évidence certaines propriétés visco-
élastiques [4]. Lorsqu’un fluide Newtonien est extrudé, un gonflement se forme à la sortie de la conduite.
Celui-ci est caractérisé par le nombre de Reynolds ainsi que la tension de surface [11]. Dans le cas des
fluides viscoélastiques, un second gonflement est observé et est retardé en fonction de la vitesse établie
en conduite de l’écoulement [15]. Il a été montré que le premier gonflement est lié au caractère prin-
cipalement elliptique à la jonction de sortie. Par contre, le second écoulement est, quand à lui, lié au
caractère hyperbolique devenant prépondérant du modèle viscoélastique. Le retard du gonflement a pu
être observé numériquement par l’utilisation d’un modèle d’Oldroyd-B et une résolution implicite de la
surface libre [9]. Nous proposons un modèle multi-échelle permettant de reproduire qualitativement cet
écoulement.

2 Un modèle multi-échelles

La suspension est modélisée par une approche multi-échelles implémentée dans le logiciel MigFlow
[7]. La phase fluide est résolue par la méthode des éléments finis tandis que les grains sont résolus par la
méthode des éléments discrets.

Afin de limiter le coût calcul, le fluide est résolu
à une échelle supérieure aux grains. En vue d’assu-
rer la consistance du modèle, la taille de maille doit
être au moins trois fois supérieure au diamètre d’un
grain, voir figure 1. Cette hypothèse est à la base du
modèle fluide. Les approches sous-résolues néces-
sitent la paramétrisation de la force de traînée per-
mettant le couplage entre les deux phases. Celle-ci a
été précédemment étudiée et validée par les mesures
expérimentales issues de [17].

FIGURE 1 – La taille des grains est infé-
rieure à la taille des éléments du maillage.

Les équations de Navier-Stokes sont moyennées afin de prendre en compte la présence des particules
[2]. Les variables moyennées sont obtenues en introduisant la porosité φ, une fonction de pondération
représentant la fraction volumique de fluide à l’intérieur d’un volume de contrôle. La densité de la phase
fluide ρ est supposée constante, les variables du modèle sont la vitesse moyennée du fluide u et la pression
p. Les lois de conservation sont les suivantes :

ρ

(
∂u
∂t

+∇ · uu
φ

)
= ∇ · (2µφd− pI)+ f+φρg

∂φ

∂t
+∇ ·u = 0

avec f la densité de forces issues de l’interaction des grains sur le fluide, µ la viscosité dynamique du
fluide, d le tenseur des taux de déformation. La représentation discrète des champs de vitesse et pression
est linéaire P1 −P1 afin de limiter le coût calcul, la formulation doit alors être stabilisée pour satisfaire
la condition de Brezzi-Babuska [3][5]. La stabilisation a lieu par l’introduction de deux termes, un terme
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stabilisant l’incompressibilité au moyen de la pression (pressure-stabilizing/Petrov-Galerkin) [13] et un
terme stabilisant l’advection (streamline-upwind/Petrov-Galerkin) [6].

La dynamique des particules est obtenue à partir de la méthode des éléments discrets. Les vitesses des
particules sont déduites par la seconde loi de Newton. Ensuite, la méthode de Dynamiques des contacts
(non-smooth contact dynamics)[14] permet de prendre en compte les collisions, supposées inélastiques.
L’interaction du fluide sur le grain i est décrite par la force de traînée notée fd,i et par le gradient de
pression V ∇p|xi . Pour chaque grain i, la seconde loi de Newton est donnée par :

d(mivi)

dt
=−Vi∇p|xi − fd,i + fg,i

où mi est la masse de la particule i, vi sa vitesse, Vi son volume, xi sa position et fg,i les forces d’interac-
tions entre les grains.

Afin de coupler le modèle fluide-grains, l’expression de la traînée est paramétrisée de manière adéquate
[7]. L’interaction des grains sur le fluide est obtenue à partir de la troisième loi de Newton :

f = ∑
i∈G

(Vi∇p|xi + fd,i)δ|xi

où G représente l’ensemble des grains et δ|xi la fonction de Dirac centrée à la position de la particule xi.
Pour maintenir un schéma numérique stable, une méthode semi-implicite est utilisée dans le calcul de la
traînée.

Le modèle granulaire est étendu en considérant une attrac-
tion élastique entre les grains appartenant à un même groupe.
Le but étant de proposer une méthode qualitative afin de mo-
déliser le comportement viscoélastique, une expression empi-
rique de la force d’attraction entre deux grains consécutifs est
choisie. La modélisation la plus simple de cette force est de
considérer que ces deux grains sont reliés par un ressort, illus-
trée à la figure 2. Afin de garantir une extensibilité maximale,
le modèle FENE (Finite Extensible Nonlinear Elastic)[21], fré-
quemment utilisé dans la représentation de polymères dilués,
est choisie. La force d’attraction engendrée par le grain j sur la
particule i est déterminée par :

f j
g,i =

k∆x

1−
(

∆x
Q

)2

où k est la constante de raideur, Q est l’extension maximale et
∆x est la différence entre le centre de masse des deux grains. Il
faut toutefois veiller à ne pas dépasser une valeur critique de la
force ce qui peut entraîner des instabilités numériques. La ré-
sultante des forces d’interactions entre grains pour la particule
i est donnée par :

fg,i = ∑
j∈Gi

f j
g,i

où Gi est l’ensemble des grains connectés au grain i. Afin de
ramener les particules vers une configuration dense malgré un
alignement des grains, une force de rappel vers le centre de
masse de chaque groupe est ajoutée.

1

FIGURE 2 – Modélisation de l’at-
traction entre amas de grains. La
force de rappel n’agit qu’entre des
grains d’un même groupe.
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3 Application aux problèmes d’extrusion

Le problème d’extrusion permet de mettre en évidence le comportement viscoélastique du modèle.
La géométrie, illustrée à la figure 3, consiste en un tuyau de diamètre d dans lequel un écoulement
de Poiseuille est établi. À la sortie de la conduite, le premier gonflement se forme. La concurrence
entre les effets élastiques et inertiels mènent à la formation du second gonflement en aval du premier.
L’écoulement est résolu uniquement sur une moitié de domaine et est ensuite étendu par symétrie. La
résolution de la surface libre permet le suivi des gonflements. Celle-ci étant une surface matérielle, sa
condition cinématique est donnée par :

∂h
∂t

+u
∂h
∂x

= v

où h est l’élévation et (u,v) sont les composantes de la vitesse du fluide. Cette équation est résolue discrè-
tement par un schéma de différence finie. La condition dynamique associée à cette frontière se simplifie
en supposant la tension de surface négligeable et la pression extérieure nulle. Cela se limite alors à im-
poser une pression nulle sur la surface libre. Afin de représenter le gonflement, les noeuds du maillage
associés sont déplacés verticalement. Une régularisation du maillage est alors nécessaire afin d’éviter
la dégradation de la solution numérique. Celle-ci se base sur une régularisation elliptique maintenant
le rapport entre l’élévation des noeuds et l’élévation de la surface libre. La déformation du maillage
est directement prise en compte dans la résolution du modèle en utilisant la formulation arbitraire de
Lagrange-Euler (ALE) [10]. La comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux ont permis
la validation de l’implémentation de la surface libre dans le cas du problème d’extrusion.

d
u(x)

D2

D1

L

l

u(x)

1

FIGURE 3 – Géométrie du problème d’extrusion.

Une fois l’écoulement sans grains établi, les particules sont injectées continuellement dans le domaine.
À la sortie de la conduite, les chaines de grains ont tendance à s’aligner avec les lignes de courant du
fluide. L’écoulement est dirigé par le caractère elliptique du modèle. Au fur et à mesure de l’avancée des
particules dans le domaine extrudé, les forces élastiques deviennent majoritaires dans la dynamique des
grains. Sous l’action de ces interactions, les particules se groupent jusqu’à former des amas denses. La
dynamique particulaire obtenue est illustré aux figures 4 et 5.

Le premier gonflement est due aux effets visqueux. Par conséquent, sa formation a lieu en l’absence de
grains. Suite à l’introduction des grains dans l’écoulement établi, une réduction de ce gonflement est ob-
servée. Cette diminution peut s’expliquer par l’augmentation de viscosité effective due à la phase solide.
La formation du second gonflement est observée et s’explique par l’accumulation des groupes de grains
lorsque la dynamique de ceux-ci est dominée par les forces élastiques entre particules. Nous consta-
tons que certains effets viscoélastiques peuvent donc être modélisés par notre modèle multi-échelle. Il
semblerait que le caractère elliptique puisse être représenté par le modèle fluide tandis que le caractère
hyperbolique serait décrit par la dynamique des grains. Afin d’approfondir la compréhension du mo-
dèle, il est nécessaire d’étudier les paramètres permettant la création du second gonflement. Le nombre
de Mach viscoélastique permet de caractériser l’étude de l’extrusion, il serait utile de relier ce nombre
aux paramètres du modèle multi-échelle. L’étude de la formation du gonflement retardé sous différentes
conditions pourra alors être étudiée.
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FIGURE 4 – Evolution de la dynamique des grains au cours de l’écoulement. La tracé rouge indique
la sortie de conduite. Lors du premier gonflement, les particules s’alignent avec les lignes de courant
du fluide, les effets visqueux dominent l’écoulement. Ensuite, les forces attractives entre les grains de-
viennent prépondérantes, des amas commencent alors à se former induisant le second gonflement.

FIGURE 5 – Gonflement retardé d’un fluide viscoélastique modélisé par un modèle multi-échelle pour
Re = 12. Le domaine est reconstruit par symétrie. Les particules sont visibles en blanc.

4 Conclusion et perspectives

Un modèle multi-échelles a été développé permettant de reproduire des comportements viscoélas-
tiques dans le problème d’extrusion. Nous observons la formation du gonflement retardé ainsi qu’une
augmentation de la viscosité effective par la présence des particules. Il se base sur un modèle discret
de la phase solide permettant l’introduction de forces élastiques entre les grains. Celles-ci ont été para-
métrisées sur base du modèle FENE garantissant une extension maximale entre deux particules reliées.
Le facilité de développement et d’implémentation de ces forces permet d’en ajuster les lois en fonction
des interactions considérées entre les particules. Toutefois, il est nécessaire d’étudier l’influence de ces
paramétrisations afin d’assurer la validité du modèle. L’étude du modèle sous cisaillement permettra de
le confronter à des valeurs expérimentales ainsi qu’à d’autres modèles actuelles ce qui sera conduit dans
de futurs travaux.
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