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Résumé — Cette étude porte sur l’application d’une méthode de perturbation d’ordre élevé pour l’in-
tégration numérique des équations du mouvement. La méthode repose sur l’utilisation de la Méthode
Asymptotique Numérique avec le temps comme paramètre de perturbation. Deux problèmes classiques
en calcul des structures sont étduiés. Le premier problème porte sur la propagation d’ondes dans une
barre élastique. Le second problème porte sur le flambage dynamique d’un panneau cylindrique. Une
attention particulière est portée sur la reformulation des équations nécessaire à la résolution numérique.

Mots clés — Méthode Asymptotique Numérique, Algorithme d’intégration temporelle, Propagation
d’onde, Flambage dynamique.

1 Introduction

Cette étude porte sur l’utilisation de la Méthode Asymptotique Numérique Asymptotique pour l’in-
tégration temporelle des équations du mouvement rencontrées en calcul de structures.

Il existe de nombreuses stratégies d’intégration adaptées aux équations du mouvement telles que les
méthodes implicites de Newmark [21] ou la méthode HHT établie pour améliorer la précision d’intégra-
tion et le contrôle de l’amortissement numérique [17]. Citons également la α-méthode [9] qui permet de
généraliser les méthodes précédentes par le choix adéquat du paramètre α. Les méthodes de résolution
doivent respecter les bilans énergétiques et notamment la conservation de l’énergie au cours de la trans-
formation. A cet effet, des méthodes spécifiques ont été proposées [18]. Plus récemment, des études ont
été menées sur l’utilisation de schémas implicites pour la simulation des propagations d’ondes dans les
solides [22].

Toutes ces approches conduisent à des solutions discrètes en temps. Une alternative consiste à dé-
terminer une solution continue en temps par une méthode de perturbation. Celle-ci utilise alors le temps
comme paramètre de perturbation. Cette stratégie a été utilisée, par exemple, pour résoudre les équations
différentielles ordinaires rencontrées en neutronique des coeurs nucléaires [2].

La Méthode Asymptotique Numérique (MAN) permet également d’obtenir des solutions continues
en temps. Elle a été appliquée pour la résolution des équations différentielles ordinaires qui interviennent
dans le calcul de trajectoire d’un pendule [16] ou la résolution numérique de l’équation de Duffing [25].

En calcul des structures, la MAN a permis d’étudier le flambement dynamique d’une coque cylin-
drique [4]. Dans cette étude, un intégrateur temporel implicite est associée à une technique d’homotopie
et la MAN. Cette association a pour objectif de maintenir la matrice jacobienne valide pour plusieurs pas
de temps. Cette stratégie permet de détecter parfaitement l’instant de flambement. Malheureusement, elle
échoue à calculer l’intégralité de la réponse car la matrice jacobienne devient singulière une fois le flam-
bement apparu. Les premières tentatives d’utilisation de la MAN comme intégrateur temporel explicite
sont [5, 11]. Les auteurs ont proposé l’étude d’un système discret à un degré de liberté et d’une structure
de type ossature modélisant un pont. Dans le premier cas, la sollicitation est harmonique. Dans le second
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cas, la structure est soumise à une sollicitation représentative d’un séisme. Dans ce cas, les auteurs ont
considéré la décomposition en série de Fourier du signal temporel.

Dans la présente étude, il est proposé d’appliquer la méthodologie introduite par [11, 25] pour calcu-
ler les réponses transitoires de structures déformables. Les problèmes de propagation d’ondes dans une
barre élastique et de flambement dynamique d’une coque cylindrique sont abordés. Le solveur temporel
associe la MAN à une discrétisation spatiale par éléments finis. L’objectif de cette étude est le calcul de
solutions semi-analytiques continues en temps. Ainsi, dans la section (2), les équations de mouvement
sont présentées ainsi que la méthode d’intégration temporelle basée sur la MAN. La section (3) présente
les résultats obtenus et met en évidence l’influence des paramètres numériques. Une discussion est me-
née sur la pertinence et l’efficacité de la méthode. En conclusion des recommandations sont proposées
pour enrichir la méthodologie.

2 Modélisation

2.1 Formulation du problème

Dans cette étude, t désigne la variable temporelle et q est le vecteur des inconnues nodales associées
au modèle discrétisé par éléments finis. On note d∗

dt = ∗̇ la dérivation temporelle. Pour une structure
élastique déformable, possédant un amortissement interne (viscosité,...) et soumise à une sollicitation
extérieure, les équations du mouvement s’écrivent :

Mq̈+L(q)+D(q̇)+Q(q,q)−F(t) = 0 (1)

Dans l’équation (1), L et D désignent des opérateurs linéaires associés aux propriétés élastiques et
dissipatives et M est l’opérateur de masse. L’opérateur non-linéaire Q contient les termes non-linéaires
liés aux grands déplacements. Enfin, l’opérateur F contient les sollicitations extérieures appliquée à la
structure. Les vecteurs q, q̇ et q̈ désignent, respectivement, les champs de déplacement, de vitesse et
d’accélération en tout noeud du modèle. Une méthode de résolution associant une perturbation d’ordre
élevé (appliquée au paramètre temporel t) à une technique de continuation est proposée pour l’intégration
temporelle de (1).

2.2 Méthode de résolution basée sur la MAN

L’utilisation de la MAN pour la résolution de problèmes non-linéaires quasi-statiques est bien établie.
La MAN associe une perturbation d’ordre élevé à une technique de continuation afin de déterminer une
solution semi-analytique [3, 10]. Cette procédure, également utilisée en mécanique des fluides [13],
permet de déterminer très précisément les instabilités élastiques globales et locales [6, 8] et de calculer
les solutions post-bifurquées. La MAN peut être associée à toute technique de discrétisation spatiale
comme les différences finies [20], les éléments finis [6] ou les méthodes sans maillage [26].

La perturbation temporelle est introduite selon t = t0 + t̂. Les vecteurs q et F sont cherchés comme
des séries entières du paramètre de perturbation t̂ jusqu’à l’ordre de troncature N. De plus, les solutions
q0 et F0 à l’instant t0 sont supposées connues. Ainsi, il vient :{

q(t̂) =
N
∑

i=0
t̂ iqi F(t̂) =

N
∑

i=0
t̂ iFi (2)

Les expressions (2) sont introduites dans l’équation (1). Après avoir identifié les termes selon les
puissances croissantes de t̂, un ensemble de N systèmes linéaires est obtenu. Un point essentiel dans
l’application de la MAN est la reformulation dite "quadratique" des termes non-linéaires contenus dans
l’opérateur Q (pour plus de détails, le lecteur est invité à lire [15]).

Les vecteurs q0 et q1 étant supposés connus, l’identification des termes selon les puissances crois-
santes de t̂ conduit à la définition du vecteur q2 d’ordre 2 :

2Mq2 +L(q0)+D(q1)+Q(q0,q0)−F0 = 0 (3)

De plus, en définissant l’opérateur Lq0(qk) = L(qk)+Q(q0,qk)+Q(qk,q0), les termes d’ordre su-
périeur (k = 1, ...,N−2) peuvent être calculés :
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(k+2)(k+1)Mqk+2 +Lq0(qk)+(k+1)Dqk+1 +
k−1

∑
r=1

Q(qr,qk−r)−Fk = 0 (4)

La progression temporelle s’effectue au moyen d’une technique de continuation. La validité d’un pas
MAN est évaluée selon le critère (5) adapté des travaux antérieurs [10] dans lequel δ est un paramètre
numérique défini par l’utilisateur :

t̂max = ( δ ‖q1‖/‖qN‖ )
1

N−1 (5)

Formellement, en notant X = {qnew
0 ,qnew

1 ,Fnew
0 }, un nouveau pas de continuation est initialisé à partir

de la solution obtenue au pas précédent selon la procédure (6) :

tnew
0 = t0 + t̂max Xnew

0 =
N
∑

i=0
t̂ i
maxXi (6)

La solution q reposant sur un développement en séries entières, le calcul de la vitesse et de l’accélé-
ration par différentiation s’effectue très facilement. Enfin notons que ce processus est initialisé, lors du
tout premier pas MAN avec la connaissance des conditions initiales q0 = qini et q1 = q̇ini.

2.3 Reformulation du chargement extérieur F

Dans cette étude, la structure est sollicitée par une force extérieure F(t). Les modèles de forçage
s’appuient, par exemple, sur une (ou plusieurs) fonction(s) élémentaire(s) de type Dirac ou Heaviside.
De tels modèles imposent une reformulation, dite "quadratique", pour effectuer un développement en
série de la force F et calculer les termes Fi.

Dans l’étude du panneau cylindrique, l’évolution temporelle de la sollicitation suit une rampe (Fig.3).
L’introduction d’un paramètre de régularisation η est nécessaire pour tenir compte du changement de
pente dans l’évolution temporelle. Cette procédure s’inspire de la méthodologie définie dans des travaux
antérieurs pour le calcul des contraintes lors d’un flambement plastique [1]. Dans ces conditions, le
forçage est défini par :

st = f (t)+η
f 2
c

f 2
c − f (t)

f (t) (7)

Dans l’équation (7), les paramètres s = fc/tc, tc and fc désignent, respectivement, la pente de la
rampe, la durée et la force maximale du forçage. La reformulation quadratique conduit à la définition de
la variable auxiliaire g(t) = f (t)2 et des paramètres ξ = f 2

c , ζ = sξ et γ = ηξ. Ainsi, l’expression (7) peut
s’écrire sous la forme suivante : (t0 + t̂)ζ− (ξ−g) f − γg− (t0 + t̂)sg = 0.

Dans ce cas, il est possible de procéder au développement en série des fonctions f (t) et g(t) puis
d’identifier les termes selon les puissances croissantes de t̂ :

Ordre 0 :
{

g0− f0 f0 = 0
ζt0−ξ f0 +2g0 f0− γg0− st0 = 0

(8)

Ordre 1 :
{

g1−2 f0 f1 = 0
ζ−ξ f1 +g0 f1 +g1 f0− (γ+ st0)g1− sg0 = 0

(9)

Ordre k ∈ [2,N] :
{

gk−∑
k
r=0 fr fk−r = 0

−ξ fk +∑
k
r=0 gr fk−r− (γ+ st0)gk− sgk−1 = 0

(10)

La connaissance du terme f0 permet alors la résolution des équations (8, 9, 10).
Enfin, tout développement en série entière possède un domaine de validité devant être estimé selon

(5). Deux durées de validité t̂q
max et t̂F

max peuvent être définies à partir de leur série respective et la valeur
la plus faible doit être retenue. Dans la pratique, l’évolution temporelle de F(t) présente des variations
moins marquées que celles de la réponse structurelle q(t). La valeur de t̂F

max est ainsi plus élevée que
celle de t̂q

max. Par conséquent, la continuation s’effectue en tenant compte de cette dernière valeur.
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3 Résultats numériques

Deux études sont proposées. La première étude porte sur la propagation d’ondes élastiques dans une
barre (voir, par ex., [12] pour la solution exacte). La seconde étude porte sur le flambement dynamique
d’un panneau cylindrique, étudié dans [4, 18].

(a) Comparaison avec la méthode CD (b) Comparaison avec la β-méthode de Newmark

FIGURE 1 – Problème de propagation d’ondes : comparaison du déplacement longitudinal relevé en
x = 0.5 m avec la MAN, la méthode explicite en différences finies centrées (CD) et la méthode implicite
de Newmark (β= 1/4,γ= 1/2). Les paramètres MAN sont : N = 10 et δ= 10−8. REF indique la solution
exacte [12]. Propagation d’onde dans une barre.

3.1 Propagation d’onde dans une barre

Le modèle considéré est une barre de longueur L = 1 m, encastrée en x = 0 m, dont l’extrémité
en L est soumise à une force d’intensité constante f (t) = F0 (pour t ≥ 0). Cette intensité et la section
transversale de la barre sont égales à F0 = 1 N et A = 0.01 m2, respectivement. Un matériau élastique
purement théorique est défini avec un module d’Young E = 100 Pa et une masse volumique ρ = 1 kg/m3.
Ainsi, la célérité des ondes longitudinales c0 =

√
E/ρ est égale à 10 m.s−1. La durée de la simulation,

fixée à Tmax = 0.8 s, permet aux ondes incidentes et réfléchies de parcourir une distance égale à 4L à la
vitesse c0. La discrétisation spatiale repose sur 20 éléments finis. Les éléments finis possèdent 2 noeuds
et font appel à une interpolation de Lagrange linéaire. Pour cette étude, une matrice de masse diagonale
est adoptée (lumped mass matrix).

En adoptant la notation de [12], le solveur MAN est comparé au schéma aux différences finies
centrées (schéma CD, γ = 1/2,β = 0) et le schéma de Newmark implicite à accélération constante
(γ = 1/2,β = 1/4). Le pas de temps constant ∆t est adopté et calculé en pourcentage du pas de temps cri-
tique ∆tcr. Ce dernier correspond au temps nécessaire à une onde longitudinale pour parcourir un élément
fini de longueur L/20 à la vitesse c0 et vaut ∆tcr = 5×10−3 s.

TABLE 1 – Problème de propagation d’ondes : influence de l’ordre de troncature N sur le nombre de pas
MAN et sur la valeur moyenne < t̂max > du domaine de validité. Résultats obtenus avec δ = 10−5.

Ordre N 5 10 15 20 30
Nb. de pas MAN 916 162 83 56 34

valeur moy. 0.87 4.95 9.70 1.45 2.38
< t̂max > (×10−3 s)

Pour les comparaisons, la solution MAN est obtenue avec un ordre de troncature N = 10 et un
paramètre de continuation δ = 10−8. Dans la figure 1(a), les réponses transitoires obtenues en x = 0.5 m
avec le solveur MAN et le schéma CD sont comparées à la solution exacte. La propagation et la réflexion
des ondes sont bien observées. Rappelons qu’avec la matrice de masse diagonale, le schéma CD permet
de calculer la solution exacte pour ∆t = ∆tcr. Ici, la solution CD est calculée avec ∆t = 0.99×∆tcr. Par
conséquent, cette solution ne présente ni atténuation de l’amplitude ni déphasage temporel et seuls de
petits sursauts peuvent être remarqués. La solution MAN quant à elle décrit bien la propagation des ondes
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mais présente une atténuation des amplitudes et un déphasage.

TABLE 2 – Problème de propagation d’ondes : influence du paramètre δ sur le nombre de pas de conti-
nuation et sur la valeur moyenne < t̂max > du domaine de validité. Résultats obtenus avec N = 10.

Paramètre δ 10−03 10−04 10−05 10−06 10−08 10−10

Nb. de pas MAN 86 125 162 209 348 579
valeur moy. 9.33 6.43 4.95 3.84 2.30 1.38

< t̂max > (×10−3 s)

La figure 1(b) permet de mieux appréhender le comportement de la solution MAN. Celle-ci est
comparée aux solutions implicites calculées avec cinq valeurs du pas de temps ∆t variant de 99% à
0,1% du pas de temps critique ∆tcr. La nature implicite du solveur de Newmark implique des solutions
moins influencées par la valeur du pas de temps. Ainsi, pour les valeurs inférieures à 1% de ∆tcr, aucune
différence significative entre solutions implicites et solution MAN n’est visible. Seule une observation
très fine permet de distinguer les solutions numériques. Dans cet exemple, la solution MAN correspond
à la solution de Newmark calculée avec le pas de temps le plus faible. Cette valeur de pas de temps est
alors de trois ordres de grandeur inférieure à la valeur moyenne du pas de continuation MAN < t̂max >.

Dans les tableaux 1 et 2, l’influence des paramètres N et δ est étudiée. Ainsi, la minimisation de δ et
l’augmentation de N assurent un très haut niveau de précision de la solution MAN. L’augmentation de
N entraîne une augmentation de < t̂max > et donc une diminution du nombre de pas de continuation. A
contrario, la diminution de δ entraîne une diminution de la plage de validité t̂max et une augmentation du
nombre de pas de continuation.

3.2 Flambement dynamique d’un panneau cylindrique

La géométrie du panneau et l’évolution temporelle de la force appliquée au centre de celui-ci sont
montrées sur la figure 2. Grâce aux symétries, seul un quart du panneau est discrétisé avec 16 éléments
finis EAS (Enhanced Assumed Strain). Il s’agit d’un élément fini de type "coque", à huit noeuds et six
degrés de liberté par noeud, géométriquement exact et décrivant un état de déformation supposée [7].
Cet élément fini a été utilisé par le passé [18, 4] pour traiter cet exemple. Dans ces deux études, la
GEMM (Generalized Energy-Momentum Method) est également utilisée pour l’intégration temporelle
des équations du mouvement avec un pas de temps respectif égal à 1×10−3 s et 5×10−4 s.

(a) Géométrie du panneau (b) Chargement appliqué

FIGURE 2 – Problème du panneau cylindrique : géométrie du panneau et définition du chargement. Seul
le 1/4 du panneau est discrétisé. Valeurs des paramètres : R=5m, L=2.5m, h=0.1m et θ = 30o. La force
nodale est appliquée au centre du panneau.

La figure 3 présente l’évolution temporelle du déplacement au point M obtenue avec la MAN pour
sept valeurs du paramètre de régularisation η comprises entre 10−5 et 10−15. Les résultats mettent en
évidence son influence avec la difficulté de décrire précisément la transition de la force à l’instant 0,2
s. Ces résultats indiquent qu’une valeur inférieure à 10−10 doit être adoptée pour une représentation
satisfaisante du flambage dynamique.
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La figure 3 montre que l’instant d’apparition du flambement calculé avec la MAN est inférieur à ceux
obtenus précédemment [18, 4]. Cette différence est également présente avec la solution obtenue avec le
logiciel Abaqus/Explicit [14] en utilisant 25 éléments finis S4R. Pour expliquer cette écart, plusieurs
calculs ont été effectués avec Abaqus pour un nombre croissant d’éléments finis, allant de 25 à 506.
Les solutions calculées avec Abaqus convergent vers la solution MAN lorsque le nombre d’éléments
finis est supérieur à 300. Ainsi, la solution MAN, obtenue avec 16 éléments finis EAS, semble être la
bonne. Remarquons qu’il s’agit du même nombre d’éléments finis que celui utilisé dans l’étude [18].
Par conséquent, on en déduit que la différence entre cette solution [18] et la solution MAN obtenue dans
cette étude est uniquement due à la méthode d’intégration temporelle.
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FIGURE 3 – Problème du panneau cylindrique : influence du paramètre de régularisation η sur le dépla-
cement du point M et comparaison entre les déplacements du point M obtenus avec la MAN, Abaqus
[14] et par Kuhl & al. [18]. Les paramètres MAN sont N = 20 et δ = 10−6.

L’un des avantages de la méthode de perturbation est que la prédiction calculée est analytique en
temps. Cette propriété peut expliquer le fait que, même avec un petit nombre d’éléments, les déve-
loppements asymptotiques suivent la bonne solution. A contrario, les schémas classiques d’intégration
temporelle procèdent de manière itérative avec un très grand nombre de pas de temps, de très faibles
valeurs. A chaque itération, des erreurs sont introduites. Ceci peut expliquer l’écart qui existe entre l’ins-
tant de déclenchement du flambement prédit avec la MAN et les prédictions obtenues avec Abaqus pour
différents maillages.

On sait que les méthodes classiques d’intégration temporelle souffrent également d’une dépendance
au maillage : la condition CFL pour le schéma explicite (voir, par ex., [12]) et le conditionnement des
opérateurs algébriques obtenus après discrétisation pour le schéma implicite (voir, par ex., [27]). Ainsi,
des essais complémentaires ont été menés pour étudier la sensibilité au maillage du solveur MAN. L’évo-
lution du pas de temps MAN, quantifié par la valeur de t̂max, a été observée pour trois maillages différents
constitués de 16, 25 et 100 éléments finis EAS. Les résultats ont montré que la valeur moyenne de t̂max est
approximativement la même pour les trois maillages. Elle coïncide avec la valeur 4.5×10−5 s du pas de
temps utilisé dans les simulations Abaqus avec 100 éléments finis. Cette valeur chute à 2,8×10−5 s avec
306 éléments finis S4R. Ainsi, même si la valeur du paramètre t̂max évolue au cours de la continuation,
cette évolution ne semble pas dépendre de la taille du maillage comme peut le faire le pas de temps avec
les schémas classiques d’intégration en temps.

Enfin, l’influence de l’ordre de troncature N et du paramètre δ sur la solution MAN pour calculer
la réponse jusqu’au temps Tmax = 0.3 s a été étudiée. Le constat est similaire au précédent : une aug-
mentation de l’ordre de troncature conduit à une diminution du nombre de pas de continuation. Ceci est
principalement dû au fait que le domaine de validité t̂max dépend de l’ordre de troncature. Ainsi, plus la
valeur de N est élevée, plus celle de t̂max l’est aussi. Ainsi, pour N = 16, le nombre de pas de continua-
tion est égal à 10667. Cette valeur correspond alors au nombre d’itérations nécessaires pour effectuer la
même simulation avec 306 éléments S4R avec Abaqus/Explicit.

D’un point de vue algorithmique, comme pour un schéma d’intégration explicite classique, la MAN
ne nécessite qu’une seule triangulation de la matrice de masse par pas de continuation. Néanmoins,
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chacun de ces pas nécessite un nombre de substitutions avant/arrière égal à N-1. Plus l’ordre de troncature
est élevé, plus le temps de calcul est élevé. Or, en pratique, l’ordre de troncature N doit être supérieur à
10 pour réduire le nombre de pas de continuation. Ce qui peut entraîner une augmentation considérable
du temps de calcul, en particulier pour les modèles impliquant un nombre élevé de degrés de liberté.

4 Conclusion

Dans cette étude, une méthode de perturbation temporelle d’ordre élevé est proposée pour la ré-
solution de deux problèmes dynamiques classiquement rencontrés en calcul des structures. Le premier
problème porte sur la propagation d’ondes élastiques dans une barre. Le second problème porte sur le
flambement dynamique d’un panneau cylindrique.

Les résultats montrent que les solutions obtenues avec la MAN sont cohérentes avec les résultats
de référence. Pour le premier problème, le phénomène de propagation des ondes est bien décrit. Pour
un maillage identique, les résultats montrent que la solution MAN correspond à la solution obtenue
avec un schéma implicite de Newmark pour lequel le pas de temps est extrêmement faible. Pour le
deuxième problème, l’influence du paramètre de régularisation utilisé pour définir la sollicitation est
mise en évidence. Une valeur très faible de ce paramètre est nécessaire pour décrire convenablement le
phénomène de flambement. De plus, la solution MAN décrit convenablement la dynamique non linéaire
du panneau. En particulier, l’amplitude du déplacement post-bifurcation et l’instant où le flambement
se déclenche sont prédits correctement. Pour obtenir, avec Abaqus ([14]), des résultats similaires à ceux
obtenus avec la MAN, il est nécessaire d’utiliser un nombre d’éléments finis bien supérieur à celui utilisé
avec la MAN.

Enfin, les résultats montrent que la MAN peut être considérée comme un intégrateur temporel expli-
cite "pur" qui ne souffre pas d’un critère de stabilité de type CFL. Pour obtenir des solutions similaires,
les méthodes classiques nécessitent un maillage très fin et un pas de temps extrêmement faible.

Cependant, pour rendre le solveur MAN compétitif, des développements supplémentaires sont né-
cessaires. En effet, la solution MAN requiert un ordre de troncature élevé, ce qui nécessite un temps de
calcul important et peut devenir problématique pour les modèles à grand nombre d’inconnues.

L’utilisation d’un accélérateur de convergence peut constituer une réponse tels que les approximants
de Padé []. Malheureusement, les premiers essais ont échoué.

Ainsi, pour augmenter le domaine de validité des séries et réduire le nombre de pas de continuation,
une solution consisterait à recourir aux techniques de resommation des séries divergentes, telles que
la sommation de Borel [24, 25], les séries factorielles généralisées ou les fonctions hypergéométriques
généralisées comme la fonction Meijer-G [19].
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