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Résumé — On propose un modèle original de frottement à variable d'état permettant de décrire un 
contact lubrifié dans des conditions instationnaires de glissement. La relaxation de l’épaisseur du film 
lubrifiant, introduite comme variable d’état, est régi par une équation différentielle du premier ordre. 
Fonction de l’épaisseur instantanée, le frottement est modélisé par une loi de mélange entre la force due 
aux contacts solides et celle due au film lubrifiant. Le modèle proposé est introduit pour décrire la 
réponse libre d'un système oscillant frottant lubrifié, confrontée à des réponses expérimentales. 

 
Mots clefs — Friction, modèle, non linéaire. 

1. Introduction 

Le frottement est un phénomène physique observable dans de très nombreux systèmes mécaniques, 
notamment lorsqu’ils exploitent des contacts. C’est notamment le cas des mécanismes (transmissions 
par engrenages, systèmes came-poussoir, paliers à éléments roulants, etc.). Afin de simuler et d'analyser 
le comportement dynamique de tels systèmes, il est nécessaire de choisir une loi de frottement capable 
de le décrire et de le modéliser. Cela devient essentiel s’il s’agit de décrire les bruits de crissement 
associés à des vibrations autoentretenues qui résultent d’une instabilité de frottement. 

Une manière classique de décrire le frottement est d'utiliser les modèles de frottement de type 
Coulomb ou de type visqueux linéaire, ou la combinaison des deux [6]. Dans ce type de modèle, la force 
de frottement s’exprime selon une loi qui ne dépend que de la vitesse de glissement. De tels modèles de 
frottement sont très utiles de par leurs simplicités. Cependant, dans de nombreuses circonstances, ils ne 
permettent pas décrire avec précision les comportements tribologiques, en particulier pour les contacts 
lubrifiés. D'autres modèles ont été utilisés pour reproduire le comportement bien connu de Stribeck, 
mais ils ignorent généralement les effets dynamiques [2].  

Des modèles plus sophistiqués à variable d’état, tout en restant simples de mise en œuvre, permettent 
dans des contextes variés de capter les phénomènes physiques sous-jacents du frottement. On peut citer 
à titre d’exemple le modèle de type rate-and-state en contexte de contact rugueux et sec [1]. On peut 
également citer le modèle LuGre où le contact est modélisé telle une brosse sur un plan [5]. Les 
phénomènes sont alors pris en compte via une ou plusieurs variables dites d’état dont on écrit les 
équations d’évolution sous la forme d’un système différentiel du premier ordre. 

Par ailleurs, nous avons conçu et construit un tribomètre oscillant afin de quantifier de manière 
simple les tendances générales du frottement en fonction de la vitesse de glissement [3,6]. Ce dispositif 
expérimental, décrit Figure 1, est basé sur la mesure des réponses libres transitoires 𝑥(𝑡) d'un oscillateur 
frottant masse-ressort sous-amortie à un seul degré de liberté. Pour ce tribomètre oscillant, la masse 
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mobile 𝑚 glisse en contact via le système tribologique étudié. L'équation du mouvement s’écrit comme 
suit 

 𝑚𝑥̈ + 𝑘𝑥 = −𝑇 = −𝜇(𝑥̇)𝑁 (1) 

où 𝑘 constitue la raideur du bilame, 𝑁 la force normale au contact, 𝑇 la force de frottement et μ le 
coefficient de frottement. 

 

 

Figure 1 – Description du tribomètre oscillant 

 

Les tendances générales du frottement sont déterminées en identifiant et en analysant l'enveloppe 
décroissante (ou la courbe de décroissance de l'énergie) de la réponse transitoire oscillante. À cette fin, 
la dépendance du coefficient de frottement 𝜇 à la vitesse de glissement 𝑣 = 𝑥̇ est décrite par une fonction 
pseudo-polynomiale [4], soit 

 𝜇(𝑣) = ∑ 𝜇௣𝑣௣sgn(𝑣)௣ାଵ 
௣ୀ௡
௣ୀ଴  (2) 

où la fonction signe, sgn(𝑣), est introduite afin de préserver le coefficient de frottement comme une 
fonction impaire de la vitesse, 𝜇(−𝑣) = −𝜇(𝑣). Pour déterminer les coefficients 𝜇௣, nous avons 
développé une procédure adaptée et précise basée sur la méthode de la moyenne type Krylov-
Bogolyubov, puis démontré la capacité de cette technique originale à obtenir de manière très simple les 
tendances générales du frottement [4].  

Néanmoins, la loi introduite par l’équation (2) ne permet pas de prendre en compte les phénomènes 
physiques mis en jeu. Entre autres, des mesures expérimentales complémentaires de la résistance 
électrique du contact ont montré que les phénomènes dynamiques sont mal décrits par la loi cette loi de 
frottement. En effet, pour des contacts lubrifiés, l'épaisseur du film de lubrifiant, exclue de la loi décrite 
par l’équation (2), joue un rôle important car elle partage les forces de frottement entre celles qui 
résultent des contacts solides entre aspérités, et celles associées au lubrifiant lui-même. 

Dans ce contexte, l'objectif principal de cette étude est d'introduire un nouveau modèle de frottement 
de type modèle à variables d’état en considérant l'épaisseur du film lubrifiant comme variable d'état 
interne. 
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2. Le modèle proposé 

Pour plusieurs modèles de frottement, il est proposé d'introduire des variables internes d'état dans les 
lois constitutives. Dans cette approche, la modélisation consiste en une équation décrivant la force de 
frottement, couplée à une équation d'état décrivant l’évolution de la variable interne. Formellement, ces 
deux équations s'écrivent comme suit  

 ൜
𝑇 = ℱ(𝑣, 𝑦)
𝑦̇ = 𝒢(𝑣, 𝑦)

 (3) 

où 𝑣 constitue la vitesse de glissement instantanée, 𝑦 la variable d'état interne et ℱ(𝑣, 𝑦) et 𝒢(𝑣, 𝑦) 
deux fonctions non linéaires à préciser. A titre d’exemple, citons à nouveau la loi de frottement de type 
rate and state model [1], qui est formulée en termes de durée de vie moyenne du contact entre aspérités. 
Dans ce cas, la variable d’état représente l’âge moyen du contact entre aspérités. De même, le modèle 
LuGre [5] inclut la transition du frottement statique au frottement cinétique en introduisant, comme 
variable d'état interne, la déflexion moyenne des poils d’une brosse modélisant le contact. Dans ce 
modèle, l'effet de Stribeck pour le cas de vitesse de glissement constante est également inclus.  

Dans ce contexte et dans une approche similaire, nous proposons de construire un modèle de 
frottement pour le cas lubrifié en introduisant l'épaisseur instantanée du film lubrifiant 𝑦 comme variable 
interne d'état. En effet, cette épaisseur joue un rôle clef pour interpréter la transition entre les régimes 
limite, mixte et hydrodynamique bien connus dans le cadre de la courbe de Stribeck (voir Figure 2). 

 

 

Figure 2 – Courbe de Stribeck : évolution du coefficient de frottement 𝜇 d’une lubrification limite (𝜇஻௅), à une 
lubrification hydrodynamique ou élasto-hydrodynamique (𝜇ாு௅), en passant par une transition dite lubrification 

mixte (𝜇ெ௅) lorsque la vitesse de glissement 𝑉, ou l'épaisseur effective du film ℎ augmente. 

 

Pour l'équation d'état, nous pouvons introduire de manière heuristique l'équation différentielle 
suivante 

 𝑦̇ = (𝑌௦௦(𝑣) − 𝑦) 𝜏⁄  (4) 

où 𝜏 constitue une constante de temps, et 𝑌௦௦(𝑣) représente l'épaisseur du film à atteindre égale à 
celle obtenue en régime stationnaire pour une vitesse de glissement 𝑉 = 𝑣(𝑡). Conceptuellement, 𝑌௦௦(𝑣) 
est une fonction paire monotone qui peut être exprimée comme une puissance de la vitesse, soit sous la 
forme 

 𝑌௦௦(𝑣) = 𝑌଴ + (𝑌∗ − 𝑌଴) ቀ
|௩|

௏∗ቁ
௡

 (5) 

𝑌଴ constitue l’épaisseur minimale, 𝑌∗ l’épaisseur pour une vitesse de transition 𝑉∗ et 𝑛 un rationnel. 
Concernant la force totale de frottement, elle est introduite via une loi de mélange pour laquelle elle est 
partagée entre les forces induites par le film lubrifiant lui-même, 𝑇௅, et par les interactions solides 
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(pouvant inclure le lubrifiant confiné), 𝑇஼. Ainsi, la force totale s'écrit comme la somme pondérée 
suivante 

 𝑇 = 𝛼𝑇஼ + (1 − 𝛼)𝑇௅ (6) 

où (1 − 𝛼) est une sigmoïde monotone fonction de l'épaisseur du film, 𝑦, comprise entre 0 et 1. Sans 
perte de généralité, on suppose que 𝑇஼ est presque constant et que 𝑇௅(𝑣) est une force de type visqueuse. 
Enfin, en considérant les réponses libres oscillantes obtenues par notre tribomètre oscillant, les équations 
du mouvement s’écrivent sous la forme du système différentiel du premier ordre suivant 

 ൝

𝑥̇ = 𝑣
𝑚𝑣̇ = −𝑚𝜔ଶ𝑥 − 𝑇(𝑣, 𝑦) sign(𝑣)

𝑦̇ = (𝑌௦௦(𝑣) − 𝑦) 𝜏⁄
 (7) 

3. Résultats 

Afin de simuler la réponse dynamique libre, nous avons intégré les équations (7) en utilisant un 
schéma numérique de type Runge-Kutta d'ordre 4/5. Les résultats sont confrontés à des résultats 
expérimentaux obtenus pour un contact glissant de type bille (rayon 6 mm) - plan, lubrifié au glycérol 
et pour une température de 80°C.  

La figure (3-a) montre un exemple de réponse vitesse qui commence par une enveloppe convexe et 
se termine par une enveloppe concave. Comme on peut le constater sur la figure (3-b), ce comportement 
est bien capturé par notre modèle. Comme nous pouvons le voir sur la figure (3-d), cela peut être 
interprété par une transition d'une force de contribution majoritaire associée à la composante 
hydrodynamique 𝑇௅ à une contribution dominante de la composante solide 𝑇௖. Cette interprétation est 
confirmée par la mesure de la résistance de contact électrique (ECR) présentée figure (3-c). Au début, 
la séparation entre les solides est totale (l'ECR est très élevée) et à la fin des oscillations, un contact 
électrique complet est observé (l'ECR a une faible valeur). 

 

 

Figure 3 –Réponses expérimentales (a) et théoriques (b) de la vitesse ; résistance de contact expérimentale (c); 
contribution de la force hydrodynamique 𝑇௅ , soit le ratio (1 − 𝛼), obtenu numériquement. 
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Pour conclure, le modèle à variable d’état proposé s’avère pertinent pour la description de la réponse 
libre du système masse ressort étudié, et prometteur pour la description des réponses de systèmes plus 
complexes, et/ou d’oscillations autoentretenues induites par une instabilité de frottement (bifurcation de 
Hopf). 
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