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Résumé — Nous proposons un nouvel algorithme de résolution pour des problèmes non-linéaires dans
le contexte de la méthode Hybird High Order. Nous exploitons le caractère hybride de la méthode pour
dériver cet algorithme de résolution fondé sur un équilibrage des cellule avec les faces. Nous montrons
que cet algorithme conserve la robustesse de la méthode au verrouillage volumétrique pour des applica-
tions en mécanqiue non-linéaire et en grandes déformations.
Mots clés — Hybrid High Order, Mécanique non-linéaire, Verrouillage volumétrique.

1 Introduction

La méthode Hybrid High Order (HHO) est une méthode de résolution d’équation aux dérivées par-
tielles dite non-conforme, dérivant de la méthode Discontinuous Galerkin (DG), qui postule la disconti-
nuité du champs d’inconnue entre les éléments. En plus des inconnues de cellules classiques, la méthode
HHO introduit des inconnues de faces, portant le saut du champs d’inconnue. En particulier, les incon-
nues de cellules sont locales, et peuvent être éliminées lors de la résolution du problème par un processus
de condensation.

La méthode HHO se distingue des autres méthodes non-conformes par la définition d’opérateurs de
reconstruction locaux respectivement d’un champs de cellule d’un ordre supérieur et de son gradient, à
partir des inconnues de faces et de cellule.

La première application de la méthode HHO en mécanique des solides a été proposée dans le contexte
de l’élasticité linéaire [1, 2], puis étendue en mécanique non-linéaires en hyperélasticté [3], en petites et
en grandes déformations plastiques [4, 5]. On trouve également des applications pour des problèmes de
contact [6], ou de diffusion [7].

En mécanique des solides, la méthode HHO offre plusieurs avantages par rapport à la méthode des
éléments finis (EF) standards :

— elle est robuste au verrouillage en formulation primale
— elle assure la conservation du flux aux interfaces
— elle supporte naturellement les maillages polyédriques
— l’inconnue et son gradient ont le même ordre d’approximation
— elle bénéficie d’un ordre de convergence supérieur
Dans cet exposé, nous présentons dans une première partie le principe de la méthode HHO, puis

nous proposons un nouvel algorithme de résolution non-linéaire fondé sur la définiton d’un équilibre de
cellule. Finalement, nous proposons des cas d’application pour cet algorithme en mécanique non-linéaire
et en grandes déformations.

2 La méthode HHO

2.1 Le problème mécanique

Soit Ω ⊂ Rd un solide dans l’espace euclidien Rd avec d ∈ {1,2}, et ∂Ω ⊂ Rd−1 sa frontière. Le
solide se déforme sous l’effet de forces volumiques f v, il est soumis à des efforts imposés tn sur ∂nΩ, et
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à des déplacements imposés ud sur ∂dΩ. On note Ω0 ∈ Rd la configuration initiale du corps soumis à la
force volumique fV , et ∂NΩ (respectivement ∂DΩ) la surface soumise à des efforts tN (respectivement
déplacements uD) imposés dans la configuration initiale. Soit Φ la transformation qui pour tout point
matériel X ∈ Ω0 renvoie son image x ∈ Ω dans la configuration déformée, tel que x = Φ(X) =X+
u(X) où u(X) désigne le déplacement du point matérial. Le problème (1) de l’équilibre mécanique du
corps Ω0 consiste à trouver u tel que :

F∼ −∇Xu= 1∼ in Ω0 (1a)

P∼ −
∂ψmec

∂F∼
= 0 in Ω0 (1b)

∇X ·P∼ −fV = 0 in Ω0 (1c)

u= uD on ∂DΩ0 (1d)

P∼ ·n= tN on ∂NΩ0 (1e)

Où ψmec désigne le potentiel d’énergie mécanique du système, P∼ le premier tenseur de Piola-
Kirchoff, et F∼ le gradient de la transformation Φ. La forme faible de Hu-Washizu du problème mé-
canique (1) à trois champs est définie par le problème de minimisation de la fonctionnelle (2), consistant
à trouver u∈H1(Ω0,Rd), le gradient du champs de déplacementG∼ ∈ L2(Ω0,Rd×d) tel queG∼ :=F∼ −1∼,
et P∼ ∈ H1

div(Ω0,Rd×d) réalisant le minimum d’énergie mécanique :

J(u,G∼ ,P∼ ) =
∫

Ω0

ψmec(F∼ )+(∇Xu−G∼ ) : P∼ −
∫

Ω0

fV ·u−
∫

∂NΩ0

tN ·u (2)

2.2 Déplacement discontinu

Soit T (Ω0) une triangulation de Ω0 en éléments (ou cellules) disjoint(e)s T ⊂ Rd , où T est poly-
édrique à faces planes. On note ∂T ⊂Rd−1 l’ensemble des faces de T , et F (Ω0) le squelette du maillage
(i.e. l’ensemble des faces du maillage), tel que FD(Ω0) désigne l’ensemble des faces sur ∂DΩ0, FN(Ω0)
celui sur ∂NΩ0, et FI(Ω0) l’ensemble des faces internes du maillage, i.e. l’ensemble des faces des élé-
ments qui ne partagent pas de frontière avec celle du domaine Ω0.

La méthode HHO postule la discontinuité du déplacement entre éléments voisins, tel que ce dernier
existe dans H1(T ,Rd) = {v ∈ L2(Ω0,Rd),v|T ∈ H1(T,Rd),∀T ∈ T (Ω0)}, l’espace des fonctions H1

par éléments. Par ailleurs, on introduit le déplacement des faces du maillage dans L2(F ,Rd) , de sorte
que l’inconnue globale du problème en déplacement est la composition de l’ensemble des déplacements
de cellules et de faces : (uT ,uF ) ∈ H1(T ,Rd)×L2(F ,Rd).

FIGURE 1 – Représentation schématique du saut de déplacement dans la méthode HHO

Etant donnée la discontinuité du champs de déplacement, on considère l’équilibre mécanique dérivé
de (2) au sein de l’élément, afin de trouver les champs discrets de déplacement de celluleuT ∈H1(T,Rd),
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de faces u∂T ∈ L2(∂T,Rd), du gradient du déplacement G∼ T ∈ L2(T,Rd×d), et du premier tenseur de
Piola-Kirchoff P∼ T ∈H1

div(T,Rd×d) tels que pour tout élément T , la solution locale minimise la fonction-
nelle :

J(uT ,u∂T ,G∼ T ,P∼ T ) =
∫

T
ψmec(F∼ T )+

∫
T
(∇XuT −G∼ T ) : P∼ T +

∫
∂T
P∼ T ·n · (u∂T −uT )

+
∫

∂T

1
2

βmec

hT
· ‖u∂T −uT‖2−

∫
T
fV ·uT −

∫
∂T
t∂T ·u∂T

(3)

où on a introduit le paramètre βmec > 0 homogène à une pression et hT le diamètre de l’élément. Le
troisième terme assure la continuité du flux sur les faces de l’élement, et le quatrième terme pénalise
les sauts de déplacements afin de rétablir une forme faible de continuité aux interfaces. Par ailleurs,
on introduit θ∂T la force de traction sur l’interface telle que θ∂T = P∼ T ·n+(βmec/hT )(u∂T −uT ). Par
dérivation de (3) par rapport à chaque variable, on obtient le problème couplé (4) :

∫
T
(
∂ψmec

∂F∼ T
−P∼ T ) : s∼= 0 ∀s∼ ∈ L2(T,Rd×d) (4a)∫

T
(∇XuT −G∼ T ) : τ∼+

∫
∂T
(u∂T −uT ) ·τ∼ ·n= 0 ∀τ∼ ∈ H1

div(T,Rd×d) (4b)∫
T
P∼ T : ∇XvT −

∫
∂T

θ∂T ·vT −
∫

T
fV ·vT = 0 ∀vT ∈ H1(T,Rd) (4c)∫

∂T
(θ∂T − t∂T ) ·v∂T = 0 ∀v∂T ∈ L2(∂T,Rd) (4d)

où t∂T désigne la force de traction sur le bord de l’élément, i.e. t∂T est égale à tN sur FN , à la force de
traction θ∂T ′ de l’élément voisin T ′ sur FI , et à la force de traction correspondant au déplacement imposé
sur FD.

2.3 Discrétisation

Le problème (4) discrétisé consiste à chercher l’inconnue (ul
T ,u

k
∂T ) dans l’espace des polynômes

Pl(T,Rd)×Pk(∂T,Rd) d’ordre respectivement l et k tels que k > 0 avec k−1≤ l ≤ k+1, et les champs
de gradients de déplacement G∼

k
T et de contraintes P∼

k
T dans Pk(T,Rd×d). On définit la force de traction

discrète θHHO
∂T =P∼

k
T ·n+(βmec/hT )S

k∗
∂T telle que Sk∗

∂T est l’opérateur adjoint de l’opérateur de stabilisa-
tion Sk

∂T définit par :
Sk

∂T (v
l
T ,v

k
∂T ) = Π

k
∂T (v

k
∂T −v

l
T − (1−Π

k
T )D

k+1
T ) (5)

où Πk
∂T et Πk

T sont les projecteurs orthogonaux au sens L2 sur Pk(∂T ,Rd) et Pk(T,Rd) respectivement,
et le champ de déplacementDk+1

T ∈ Pk+1(T,Rd) est solution du problème (6) :∫
T
(∇XD

k+1
T −∇Xu

l
T ) : ∇Xw

k+1 =
∫

∂T
(uk

∂T −u
l
T ) ·∇Xw

k+1n ∀wk+1 ∈ Pk+1(T,Rd)∫
T
Dk+1

T =
∫

T
ul

T

(6)

D’un point de vue numérique, on calcule dans une étape de pré-traitement l’opérateur de stabilisation
[S] : (vl

T ,v
k
∂T )→ Sk

∂T défini par (5) et l’opérateur de dérivation [B] : (vl
T ,v

k
∂T )→G∼

k
T défini par la for-

mulation discrète de (4b), de sorte que le problème discrétisé local (4) ne dépend plus que de l’inconnue
primale (ul

T ,u
k
∂T ) vérifiant ∀(vl

T ,v
k
∂T ) ∈ Pl(T,Rd)×Pk(∂T,Rd) :∫

T
P∼

k
T :G∼

k
T +

∫
∂T

βmec

hT
Sk

∂T (u
l
T ,u

k
∂T ) ·S

k
∂T (v

l
T ,v

k
∂T ) =

∫
Ω

fV ·vl
T +

∫
∂T

tN ·vk
∂T (7)

où les contraintes P∼
k
T sont calculées aux points de quadrature par intégration de la loi de comportement.

Le principe des travaux virtuels discret à l’échelle de la structure vérifie donc ∀(vl
T ,v

k
F ) ∈ Pl(T ,Rd)×

Pk(F ,Rd) :
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∑
T∈T (Ω0)

∫
T
P∼

k
T :G∼

k
T +

∫
∂T

βmec

hT
Sk

∂T (u
l
T ,u

k
∂T ) ·S

k
∂T (v

l
T ,v

k
∂T ) = ∑

T∈T (Ω0)

∫
Ω

fV ·vl
T

+ ∑
∂T∈FN(Ω0)

∫
∂T

tN ·vk
∂T

(8)

2.4 Forme algébrique

La résolution du problème local (7) sous forme incrémentale s’exprime par le système matriciel (9) :[
KT T KT ∂T
K∂T T K∂T ∂T

]
·
[

δUT

δU∂T

]
=−

[
RT

R∂T

]
tel que

[
RT

R∂T

]
=

[
Fext

T
Fext

∂T

]
−
[

F int
T

F int
∂T

]
(9)

où on définit l’incrément de déplacement δU la matrice de raideur K, le résidu R, les forces internes F int

et externes Fext , et on décompose le système élémentaire par blocs de faces et de cellule, avec la notation
[·] pour désigner une représentation vectorielle ou matricielle ; les forces internes vérifient (10) :[

F int
T

F int
∂T

]
= ∑

(xQ,wT
Q)

(wT
Q · [B(xQ)]

t · [P∼
k
T (xQ)])+

βmec

hT
([S]t · [S]) ·

[
UT

U∂T

]
(10)

où on note xQ (respectivement wT
Q) un point (respectivement un poids) de quadrature de cellule, et

[UT ,U∂T ] le vecteur d’inconnue élémentaire. Comme pour les éléments finis strandards, l’opérateur [B]
est la matrice qui à [UT ,U∂T ] assoscie le gradient d’inconnue [G∼

k
T ], et le superscript t désigne l’opérateur

de transposition. Les forces externes vérifient (11) :[
Fext

T
Fext

∂T

]
=

[
∑(xQ,wT

Q)
wT

Q · [φ(xQ)]
t ·fV (xQ)

∑(sQ,w∂T
Q ) w∂T

Q · [ω(sQ)]
t · tN(sQ)

]
(11)

avec sQ (respectivement w∂T
Q ) un point (respectivement poids) de quadrature de face, et φ (respectivement

ω) le vecteur de fonctions de bases dans T (respectivement ∂T ). Finalement la matrice de raideur vérifie
(12) : [

KT T KT ∂T
K∂T T K∂T ∂T

]
= ∑

(xQ,wT
Q)

(wT
Q · [B(xQ)]

t · [C≈ (xQ)] · [B(xQ)])+
βmec

hT
([S]t · [S]) (12)

où on a introduit C≈ l’opérateur tangent cohérent. En particulier, on peut exprimer (9) sous la forme
condensée (13) par réalsation d’un complément de Schur :

[Kcond ] · [δU∂T ] =−[Rcond ] (13)

2.5 Résolution par condensation statique

Le problème global incrémental (8) est alors l’assemblage des systèmes élémentaires condensés (13),
dont la résolution consiste en un algorithme de Newton sur l’incrément des inconnues de faces unique-
ment. Ce schéma de résolution par condensation statique dont on donne le principe Figure 2 exploite la
relation linéaire entre l’incrément des inconnues de cellules et celui des faces.
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FIGURE 2 – Description schématique de l’algorithme de condensation statique

2.6 Résolution par équilibre de cellule

Nous proposons une alternative à l’algorithme de résolution par condensation statique, postulant une
relation implicite entre l’incrément des inconnues de cellule est celui des faces et consistant à résoudre
localement un système non-linéaire sur l’incrément de cellule à incrément de faces fixé, afin de vérifier
l’équilibre de la cellule avec ses faces à chaque itération du problème global. Ce nouveau schéma de
résolution est décrit Figure 3, où on note i une itération de Newton pour la résolution du problème global
sur l’ensemble des inconnues de faces, et j une itération de Newton pour la résolution du problème local
sur les inconnues de cellule dans un élément T :

FIGURE 3 – Description schématique de l’algorithme d’équilibre de cellule

2.7 Implémentations

L’implémentation de référence pour la méthode HHO est la bibliothèque Disk++ [8], proposée en
langage C++. Dans le cadre des travaux du CEA, nous avons développé une implémentation de la méthode
HHO en langage python (projet h2O [9]), ainsi qu’une bibliothèque en C++ [10], destinée à étendre un
code élément fini existant. Cette bibliothèque fournit des fonctions construisant les opérateurs discrets de
la méthode HHO (l’opérateur de dérivation, l’opérateur de stabilisation) pour un ordre polynomial donné
en cellule et sur les faces, pour des éléments génériques (éléments standards et polygones/polyèdres). Elle
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permet ainsi au code appelant de construire les problèmes élémentaires discrétisés par la méthode HHO,
et lui délègue la tâche d’assemblage et de résolution du système. Une interface permet de communiquer
avec le code appelant, de sorte qu’elle est en principe adaptée à tout type de code élément finis. En outre,
c’est cette bibliothèque qui est utilisée par Cast3M, le code éléments finis du CEA. L’implémentation
des opérateurs HHO pour les deux implémentations du CEA (en python et en C++) a été validée par
comparaison avec Disk++.

2.8 Résultats numériques en mécanique non-linéaire en grandes déformations

On évalue la performance de l’algorithme de résolution d’équilibre de cellule par rapport à celui de
condensation statique dans le contexte des grandes transformations en comportement plastique à écrouis-
sage non-linéaire, et on compare les résultats obtenus en terme de robustesse au verrouillage à ceux issus
de méthodes EF standards linéaires et quadratiques.

2.8.1 Membrane de Cook

On montre dans cet exemple les résultats obtenus sur le test de la membrane de Cook, consistant à
imposer une force verticale sur un panneau quadrilatéral dont les dimensions en mm sont données Figure
4.

FIGURE 4 – Dimensions et chargement pour le cas test de la membrane de Cook

Le calcul est mené sous l’hypothèse des déformations planes, et les résultats obtenus montrent l’ab-
sence de verrouillage par rapport aux méthodes EF standards.

FIGURE 5 – Champs de pression aux points de quadrature pour le dernier pas de temps

Avec l’algorithme de résolution d’équilibre de cellule, les résultats HHO sur des maillages réguliers
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comme sur des maillages polyédriques ne présentent pas de signes de verrouillage volumétrique, au
contraire des calculs EF. Les calculs HHO sont menés avec la librairie h2O [9] en language python, et
les calculs EF sont réalisés avec le logiciel éléments finis Cast3M [11].

2.8.2 Eprouvette entaillée

On montre dans cet exemple les résultats obtenus pour un test de traction uniaxiale sur une éprouvette
entaillée en déformations planes, dont les dimensions en mm sont données Figure 6. On donne par
ailleurs la courbe force déplacement obtenue avec les élements quadratiques standards et les éléments
HHO linéaires.

FIGURE 6 – Dimensions, chargement et courbe force-déplacement (EF et HHO) pour le cas test de
l’éprouvette entaillée

FIGURE 7 – Champs de pression aux points de quadrature pour le dernier pas de temps

Comme pour le cas test précédent, les résultats HHO ne présentent pas de signes de verrouillage
volumétrique, au contraire des calculs EF.

3 Conclusion

Nous avons proposé une interprétation mécanqiue de la méthode HHO par dérivation d’une fonctio-
nelle de Hu-Washizu, afin de la rendre plus accessible pour un public issu du monde de la mécanqiue
des solides. Cette approche nous a permis de décrire un algorithme de résolution locale pour la méthode
HHO, dont nous avons validé l’implémentation sur des cas tests en grandes déformations plastiques, et
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évalué sa performance par rapport aux méthodes EF standards en terme de robustesse au verrouillage
volumétrique. Cet algorithme conserve les propriétés de robustesse au verrouillage de l’algorithme de
condensation statique, qui est celui utilisé dans la litérature, et permet d’assurer l’équilibre de la cellule
avec ses faces.
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