
Régularisation de Lipschitz pour la modélisation de
l’endommagement

N. Chevaugeon 1, N. Moës 1,2
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Introduction

Dans la présente contribution, nous nous plaçons dans le cadre des modèles d’endommagement diffus régularisés. Ces modèles ont l’avantage de permettre des schémas de fissuration complexes, comprenant la nucléation, le branchement
et la coalescence tout en fournissant des résultats dépendant faiblement de l’orientation des éléments du maillage utilisé pour discrétiser le problème. Les modèles d’endommagement diffus considèrent une relation contrainte-déformation
locale, affectée d’une variable d’endommagement d en chaque point, modélisant la perte de raideur du matériau. Le modèle local doit ensuite être régularisé pour éviter une localisation ”parasite” de l’endommagement, rendant les résultats
sensibles au maillage et qui, à la limite où la taille de maille tend vers zéro, prédisent la rupture complète sans dissipation d’énergie.
Plutôt que de suivre les approches non-locales qui proposent de moyenner d sur des zones [10, 7], ou d’ajouter à l’énergie un terme dépendant du laplacien de d comme dans les approches phase-field [2, 8, 6, 1], nous proposons ici de
régulariser le problème en imposant une contrainte de Lipschitz sur le champ d’endommagement [9, 4]. Nous appelons ce modèle Lip-field. La formulation et les exemples sont traités dans le cadre des déformations planes par soucis de
simplicité, sans perte de généralité.

Formulation Non-régularisée

A l’instant t+ ∆t, on cherche les champs de déplacement un+1 et d’endommagement dn+1, définis sur le domaine Ω
minimisant une fonctionnelle F :

(un+1, dn+1) = arg min
u′∈Ut+∆t
d′∈An

F (u′, d′) (1)

avec U(t) l’espace des déplacements cinématiquement admissibles et An l’espace de l’endommagement:
U(t) = {u ∈ H1(Ω) : u = ud(t) sur Γu} (2)
An = {d ∈ L∞(Ω) : dn ≤ d ≤ 1} (3)

F (u, d) =
∫
Ω
ϕ(ε(u), d) + Ych(d)dΩ (4)

où ϕ(ε, d), la densité d’énergie de déformation, est une fonction convexe de ε et d séparément. Yc est l’énergie critique
d’endommagement. h(d) est une fonction croissante et convexe pour 0 ≤ d ≤ 1.
Cette formulation de l’élasticité endommageable en petites perturbations est classique, et n’est pour l’instant
pas régularisée. Comme tous les modèles d’endommagement locaux, elle est sujette à une sur-localisation de
l’endommagement, pouvant conduire à une rupture complète sans dissipation d’énergie (localisation parasite).

Regularisation de Lipschitz

Pour un champ d sur Ω, la constante de Lipschitz associée est la valeur minimum de M telle que :
|d(x)− d(y)| ≤M dist(x,y), ∀x,y ∈ Ω (5)

où dist(x,y) est la longueur minimale des chemins dans Ω joignant x et y. La valeur M dépend de d et est notée
lip(d). Nous définissons ensuite l’espace régularisant pour d comme :

L = {d ∈ L∞(Ω) : lip(d) ≤ 1/l} (6)
Où l est la longueur de régularisation. On note que l’ensemble L est convexe. Sous cette contrainte, l’équation 1
devient :

(un+1, dn+1) = arg min
u′∈Ut+∆t
d′∈An∩L

F (u′, d′) (7)

La fonction à minimiser, avec les choix que l’on a faits pour le modèle local, est convexe en u et en d séparément.
L’ensemble An ∩ L dans lequel on cherche d est convexe.

Discretisation et résolution numérique
Le champ u est discrétisé par élément finis et d est défini au point de gauss,
de manière classique, à l’aide d’un maillage Ωh. Pour discrétiser la contrainte
de Lipschitz, nous construisons un nouveau maillage ∆h, dont les nœuds sont les
points de Gauss de Ωh (figure 1). Les ensembles des nœuds (vertex), arêtes (edge)
et triangles du maillage ∆h sont notés respectivement V , E et T . Dh(∆h) est
l’espace élément fini linéaire par morceaux sur ∆h. On définit alors les espaces de
Lipschitz discrets suivant.

Lh = {d ∈ Dh(∆h) : |d(x)− d(y)| ≤ 1
l

dist∆h(x,y), ∀x,y ∈ V } (8)

Lh− = {d ∈ Dh(∆h) : ‖∇d‖ |t≤
1
l
, ∀t ∈ T} (9)

Lh+ = {d ∈ Dh(∆h) : |d(x)− d(y)| ≤ 1
l
‖x− y‖, ∀(x,y) ∈ E} (10)

Figure 1. Maillage classique (bleu),
Lip-Mesh (rouge)

Les espaces Lh, Lh+, et Lh− sont convexes. Soit nv, ne et nt, respectivement les nombres de nœuds, d’arêtes et
de triangles du maillage. Si Lh est une définition naturelle de la discrétisation de L, elle est trop coûteuse à appliquer
puisqu’elle contient nv2 inégalités, au contraire de Lh− et Lh+ qui ne contiennent respectivement que nt et ne
contraintes. On montre que :

Lh− ⊂ Lh ⊂ Lh+ (11)
Et on utilisera donc Lh− pour construire les contraintes discrètes sur la variable d’endommagement.
Résolution alternée
Pour un déplacement donné sur le bord, on cherche donc u et d, soumis à un ensemble convexe de contraintes,
minimisant F (u, d). De plus, F (u, d) est convexe en u et d séparément, ce qui suggère une minimisation alternée.
On est alors ramené à une suite de résolution de problèmes de minimisation convexe sous contraintes convexes que
l’on peut résoudre à l’aide de méthodes standards :

La minimisation sur u se ramène à la résolution de l’équilibre à d fixé et donc à un problème élément fini
standard.
La minimisation sur d à u fixé, se ramène à la minimisation d’une fonction convexe séparable sous contraintes
coniques linéaires et du second ordre. Notre implémentation, disponible sur https://gitlab.com/c4506/lipfield
utilise cvxopt [3] pour la résolution du problème en d.

Optimisation
La résolution du problème en d peut être grandement accéléré. En effet, on peut montrer que la solution cöıncide avec
la solution sans contrainte de Lipschitz sur une grande partie du domaine Ω. Le problème sans contrainte de Lipschitz
(le problème local) se ramène à une série de problèmes à une seule variable, complètement découplés. La détermination
des zones où les solutions diffèrent peut se faire très rapidement à l’aide d’une variante de l’algorithme de Dijkstra [5],
calculant un majorant et un minorant de d dans Lh+ à partir de la solution du problème local en d. Le problème de
minimisation sous contraintes peut alors être séparé et résolu indépendamment sur chaque zone. Dans la pratique,
chaque zone contient un faible nombre d’éléments, proportionnel à l/h, où h est la taille caractéristique des éléments.

Résultats

Initiation et propagation autour d’un
trou

Une plaque trouée est soumise à un déplacement nul sur
le bord de gauche et imposé sur le bord de droite, dans
la direction horizontale. La figure 2 montre l’initiation
puis la propagation de la zone d’endommagement, calculée
sur un maillage grossier. La figure 3 présente une étude
qualitative de convergence en maillage.
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Figure 2. Initiation puis propagation d’une fissure autour d’un trou.
En haut à gauche, courbe réaction en fonction du déplacement
imposé. De gauche à droite, le champ d’endommagement pour les
différents points de chargement marqués sur la courbe.

Figure 3. Convergence et profil d’endommagement. En haut, le champ
d. En bas, son profile le long d’une ligne perpendiculaire à la fissure.
De gauche à droite : de maillage grossier à fin.

Comparaison avec Griffith sur éprouvette
TDCB

On modélise ici la propagation d’une fissure dans une
éprouvette TDCB pré-entaillée (figure 4). Les deux trous
sont écartés progressivement, provoquant une propagation
stable de la fissure. Nous comparons les résultats entre un
modèle Lip-field et un modèle élément fini classique où
la fissure est représentée explicitement dans le maillage
et suit un modèle de propagation de Griffith. Nous com-
parons, pour différents déplacements imposés, le charge-
ment nécessaire, la longueur de fissure et les champs de
contrainte et de déplacement.
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Figure 4. Comparaison avec Griffith, en haut à gauche, réaction et
longueur de fissure en fonction du déplacement imposé. A droite, la
déformée et le champ de contrainte σyy, en haut pour le modèle
de Griffith, en bas pour Lip-field. En bas à gauche, le champ
d’endommagement pour le modèle Lip-field.

Propagation d’une fissure en cisaillement

Partant d’une éprouvette pré-fissurée jusqu’à son milieu,
on impose un déplacement horizontal sur le bord du haut
pour provoquer du cisaillement en pointe de la fissure.
Pour le premier modèle (figure 5), la densité d’énergie
de déformation est symétrique en traction/compression.
Deux fissures se développent symétriquement. Si celle du
bas est en traction, celle du haut est en compression. Tout
se passe pour celle en compression comme si il y avait in-
terpénétration de ses lèvres. Pour obtenir un modèle plus
réaliste, on construit une densité d’énergie de déformation
asymétrique, telle que la variable d’endommagement
n’affecte la raideur que dans les directions où le matériau
est en traction. Les résultats sont reportés sur la fig-
ure 6. Une seule fissure se développe alors, en ouver-
ture essentiellement, jusqu’à ce qu’elle atteigne le bord de
l’éprouvette.
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Figure 5. Fissure en cisaillement : comportement symétrique en
traction/compression
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Figure 6. Fissure en cisaillement : comportement asymétrique en
traction/compression

Esquive puis fusion de deux fissures

Pour ce dernier exemple, deux entailles initiales hori-
zontales, décalées l’une par rapport à l’autre, verticale-
ment, sont pratiquées dans l’échantillon. On applique un
déplacement vertical sur le bord supérieur alors que le bord
inférieur est fixe (figure 7). Deux fissures se développent
vers le centre de l’éprouvette, en s’écartant, avant de se
rejoindre pour fusionner.
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Figure 7. En haut à gauche: courbe réaction/déplacement, puis champ
d’endommagement à différents niveaux de chargement
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