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Résumé — Les problèmes de contact sur un quart de massif (massif présentant un bord
libre tout prés de la zone de contact) sont d’un grand intérêt tant dans le milieu industriel
qu’académique et ont de nombreuses applications utiles et pratiques partout où des bords sont
impliqués. Ainsi la résolution du problème nécessite une extension de la théorie de Hertz. Ce
papier présente un nouvel outil numérique rapide et pratique pour la résolution du problème.
Une validation de la présente méthode de résolution a été effectuée par comparaison avec la
méthode des éléments finis et la littérature.

Mots clés — Quart de massif, Bord libre, Semi-Analytique.

1 Introduction
Bien que la plupart des problèmes de contact soient correctement décrits par la théorie de

Hertz, dans certaines applications pratiques telles que les engrenages, les roulements à rouleaux
ou les mécanismes de suiveur de came..., la limite de contact est si proche du bord du corps que
les effets de bords ne peuvent être négligés ni ignorés.

Une autre situation où les effets de bords modifient la réponse des matériaux, c’est le cas des
essais de nanoindentation ou d’indentation. L’essai d’indentation consiste à faire pénétrer une
pointe dans un matériau pour en déduire ses propriétés mécaniques. Ainsi au cours de l’essai les
propriétés mécaniques sont recherchées jusqu’aux extrémités des bords libres des échantillons.
Pour ces cas de contact, les hypothèses de Hertz ne sont plus valides, ainsi un modèle du quart
de massif permet de mieux traduire la réalité physique et est plus exact.

Rappelons que le problème de quart de massif a été étudié pour la première fois par Shepherd
[6]. Ensuite Hetenyi s’est penché sur le problème en 1960 [2] où il proposa une ingénieuse méthode
de réflexion et d’itérations pour obtenir des résultats d’une précision acceptable. Plus tard en
1990, Hanson et Keer [1] ont établi une nouvelle méthode pour résoudre le problème du quart
de massif. Elle combine une résolution analytique et numérique. Cependant, l’implémentation
numérique de la méthode reste complexe.

En 2010, Guenfoud et al [3] ont utilisé la méthode de Ritz pour calculer avec une précision
sans précédent les déplacements d’un quart de massif élastique. Puis en 2011 Guibault et al [4]
ont mis en place une méthode de correction rapide ne générant pas d’augmentation du temps de
calcul. Par la suite le cas de deux quart de massif soudés ensembles, indentés par une sphère
rigide a été étudié par Wang et al [7] et résolu par la méthode des inclusions équivalentes.

Suite aux travaux de Hetenyi et Keer, en 2012 Zhang et al. [8] ont proposé une solution
explicite du problème basée sur une formulation matricielle . Récemment en 2016, Zhang et
al [9] ont étendu la formulation matricielle au problème du massif ayant deux surfaces libres
simultanément.

Dans la suite nous proposons un modèle numérique permettant de résoudre le problème
du quart de massif basée sur une nouvelle approche. Cette nouvelle approche est dérivée de
la méthode de correction de Guilbault. Ainsi le modèle utilise la technique de superposition
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2 Description Théorique

des pressions miroirs de Hetenyi ainsi que les méthodes semi-analytiques optimisés par des
Transformées de Fourier Rapides (FFT).

2 Description Théorique

2.1 Méthode de superposition des massifs semi-infini

Si nous considérons le problème du quart de massif soumis à un chargement normal. La
présence du chargement prés du bord libre va entrainer des contraintes internes dans ce dernier.

Figure 1 – Quart de massif soumis à un chargement normal

Ces contraintes internes sur le bord libre doivent théoriquement être nulles. La méthode de
correction de Hetenyi permet d’obtenir les conditions de bords libres (de libérer les bords du
massif des contraintes de cisaillement) .

Cette méthode consiste donc, pour une pression P(x,y) appliquée en −x0, à appliquer sa
pression symétrique P(-x,y) en x0. Cette superposition permettra de supprimer le cisaillement
sur le plan de chargement (x= 0) mais va engendrer sur le plan horizontal (z = 0) des contraintes
internes. La suppression du cisaillement sur le plan (x= 0) passera à son tour par la superposition
des pressions miroirs et cette nouvelle correction engendrera une contrainte résiduelle sur le plan
horizontal de chargement (z = 0).
En répétant ce processus plusieurs fois, les contraintes internes de correction vont s’éloigner du
bord et tendre vers 0.

Pour rappel cette méthode de correction ne tient pas compte de l’influence des contraintes
normales sur le bord libre. Si l’on réduit le quart de massif 3D à un quart de massif plan 2D , la
figure ci dessous illustre le processus de correction.

Figure 2 – (a) Figure 3 – (b)

Figure 4 – a) Etape 1 de la superposition b) Etape 2 de la superposition
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2 Description Théorique

Figure 5 – Etape 3 de la superposition

Pour tenir compte de l’effet du chargement normal sur le comportement du bord, le raisonne-
ment de Guilbault sera adopté. Son raisonnement consiste à compenser l’influence de la contrainte
normale sur l’amplitude de déplacement par la détermination d’un facteur de correction.

En effet lorsqu’un solide est soumis à une charge normale concentrée suivant z, le champ de
déplacements à la surface du solide est donné par :

Ux(F ) = P (1+ν)
2πE

{
xz

ρ3 − (1−2ν) x

ρ(ρ+z)

}
Uy(F ) = P (1+ν)

2πE

{
yz

ρ3 − (1−2ν) y

ρ(ρ+z)

}
Uz(F ) = P (1+ν)

2πE

{
z2

ρ3 +2(1−2ν)
ρ

} (1)

Les équations 1 écrites ci dessus seront réécrites pour quantifier l’influence des forces successives
de corrections sur le déplacement normal massif. Ainsi la nouvelle méthode de correction déployée
consiste en l’application de deux facteurs de corrections ψ1 et ψ2 respectivement associés au
champ de pression suivant les axes (ox) et (oz). Cette méthode est illustrée sur la figure ci-dessous.

Figure 6 – Nouvelle méthode de correction
en 2D

Figure 7 – Nouvelle méthode de correction
en 3D
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3 Distribution et amplitude de la pression de contact

3 Distribution et amplitude de la pression de contact
Un contact sphérique est réalisé sur un quart de massif tel que le centre de contact soit situé

à une distance d du bord libre. Les valeurs des paramètres de chargement du problème sont
récapitulées dans le tableau ci-dessous.

Table 1 – Les paramètres matériaux et conditions du contact

Paramètre Valeur

Chargement normal, P(N) 1923

Module d’Young de l’indenteur, E1(GPa) Rigide

Rayon de l’indenteur (sphère), R(mm) 20

Module d’Young du quart de massif, E2(GPa) 210

Rayon de l’indenteur (sphère), R(mm) 20

Coefficient de poisson du quart de massif, ν2 0.3

Pression maximale de contact de Hertz, P0 (MPa) 3672.76

Rayon de contact de Hertz, a (mm) 0.5

Distance d/a 0-3

La figure ci-dessous montre le profil de pression au centre du contact en fonction de la distance
d/a par rapport au bord.

(a) (b)

Figure 8 – a) Quart de massif avec le bord situé à une distance d du centre de contact b)
Champ de pression solution en fonction de la distance d
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3 Distribution et amplitude de la pression de contact

Figure 9 – Comparaison des solutions SAM avec les solutions éléments finis/abaqus

Figure 10 – Profils de pression du quart de massif en fonction de la distance d
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4 Conclusion
Une nouvelle méthode numérique de résolution du problème de contact de quart de massif a

été développée. Les résultats de cette méthode ont été validés par la méthode des éléments finis
et la littérature.
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