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Résumé — Les systèmes mécaniques tels que les freins qui présentent des instabilités vibratoires in-
duites par le frottement, sont les objets d’étude de ces travaux. Généralement, lors des phases de concep-
tion des analyses de stabilité sont réalisées sur des modèles simplifiés. Lorsque des imperfections géo-
métriques (jeux, problèmes de coaxialité et entraxes) sont pris en compte, les modèles sont complexifiés
et des phénomènes supplémentaires importants apparaissent. Ces derniers induisent des différences no-
tables dans les études de stabilité mais également dans le comportement dynamique global.
Mots clés — Vibrations induites par frottement, phénomènes non linéaires, imperfections géométriques,
stabilité de points fixes, stabilité orbitale, intégrations temporelles.

1 Introduction

Les systèmes mécaniques dont la conception inclut une partie rotative en contact avec frottement
avec une partie fixe, sont les objets d’étude de ces travaux. Il existe de nombreux exemples de systèmes
présentant ce type de conception dont les plus connues sont les systèmes de freinage (automobile [1, 2, 3],
aéronautique [4, 5, 6], ferroviaire [7]), et d’autres systèmes comme les embrayages [8, 9] ou des systèmes
mécaniques associés aux procédés de fabrication [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Ces systèmes mécaniques
présentent très souvent des instabilités vibratoires auto-entretenues induites par le frottement et il existe
dans la littérature de nombreux travaux permettant d’expliquer leur comportement dynamique. Il ressort
de ces études deux mécanismes principaux permettant d’expliquer leur apparition. Le premier, appelé
stick-slip, est lié aux caractéristiques tribologiques des matériaux en contact. Les premiers travaux fai-
sant référence au phénomène de stick-slip sont ceux de [17]. D’autres travaux de [18, 19, 20, 21] ont
également contribués à analyser ce phénomène ainsi que des études plus appliquées menées avec des
modèles associés à ce phénomène dans [10, 22, 23, 24]. Le deuxième mécanisme est nommé sprag-slip
et est lié aux caractéristiques géométriques des pièces. Il a été introduit en premier par Spurr pour expli-
quer les bruits de crissement de frein [25].
Lors de la conception de tels systèmes, les concepteurs cherchent naturellement des informations sur leur
comportement dynamique et la plupart du temps des analyses de stabilité classiques sont effectuées. Plus
précisément, dans un premier temps et pour chaque jeu de paramètres, le point fixe (point d’équilibre
statique) associé est recherché, puis sa stabilité est étudiée. Très souvent, la rotation des pièces n’est pas
prise en compte dans les modélisations. Dans cette étude, l’influence sur la stabilité des imperfections
géométriques des systèmes mécaniques, est étudiée. Il peut s’agir de jeux dans les liaisons, des pro-
blèmes de coaxialité ou d’entraxe entre les stators et rotors. Ces imperfections sont la plupart du temps
non prises en compte alors que leur couplage avec la rotation relative des pièces induit des phénomènes
dynamiques spécifiques. La maitrise de ces derniers demande l’introduction de modèles plus complexes.
En effet, l’analyse se porte sur la stabilité de solutions orbitales associées à la rotation de la partie tour-
nante.
Dans les travaux présentés, trois imperfections géométriques du système mécanique sont étudiés avec
et sans la prise en compte de la rotation. L’objectif principal est de montrer que la modélisation de ces
imperfections géométriques couplées à la rotation, est particulièrement importante dans les études des
stabilité et dans l’estimation des niveaux de vibrations atteints qui constituent un critère de dimension-
nement important.
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2 Description du modèle phénoménologique et principales hypothèses

Les travaux sont réalisés sur un modèle phénoménologique qui est représenté en figure (1). Il s’agit
d’un système mécanique en mouvement dans l’espace physique Euclidien E durant un intervalle de temps
T = [0, tmax] ⊂ R. L’encastrement est choisi comme référentiel nommé R0 qui est supposé Galiléen. Le
choix du point O auquel est ajouté la base B0 = (e1,e2,e3) de R3 (direction de E) permet de définir le
repère R0 = (O,e1,e2,e2) avec lequel le mouvement peut être mesuré. Le système mécanique associé
à ce modèle phénoménologique, est composé d’un poutre de Bernoulli nommée p encastrée sur le plan
contenant O, d’un disque rotor nommé r ainsi qu’un disque stator nommé s qui sont supposés indéfor-
mables. Chaque disque (r et s) est constitué de deux sous-disques : r1 et r2 pour r, et s1 et s2 pour s. Cette
division permet d’introduire un jeu radial ( j1 pour s et j2 pour s) existant dans de nombreux systèmes
mécaniques ayant ce type de conception. Le disque r a un mouvement de rotation à la vitesse ωr suivant
la direction x

′′
de vecteur er1

1 . De plus, une force de serrage nommé Fext lui est appliquée suivant la direc-
tion x de vecteur directeur e1 et il présente un angle d’inclinaison β. Enfin, un entraxe d peut également
exister entre les axes de révolution des disques stator s et rotor r. Pour les besoins de l’étude, quatres
référentiels supplémentaires sont définis, ce qui induit pour chacun le choix d’un repère. Les liste est la
suivante : repère R1 = (O1,e

s1
1 ,e

s1
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FIGURE 1 – Description du modèle phénoménologique. (a) Différentes pièces du modèle. (b) Mouve-
ment du système en présence des jeux j1 et j2, de l’angle d’inclinaison β et de l’entraxe d1.

3 Équations du mouvement et système dynamique

Les équations du mouvement sont établies en utilisant le formalisme de Lagrange. Par conséquent,
dans un premier temps, les énergies cinétiques et potentielles de la poutre ainsi que des disques sont
établies. Il faut préciser que la méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour approximer le champ de dé-
placement de la poutre. Ensuite, les efforts généralisés contenant des efforts de contact et de frottement à
l’interface (s2−r2) sont exprimés. Enfin, l’utilisation des équations de Lagrange donne lieu au problème
discret contenant un système d’équations différentielles non linéaires du second ordre, énoncé comme
suit :
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Trouver q : T−→ R5 tel que :

∀t ∈ T,


d
dt

(
∂L

∂q̇(t)

)
− ∂L

∂q(t)
=Q(t) (Equations de Lagrange)

q(0) = q0 (Conditions initiales en déplacements)

q̇(0) = q̇0 (Conditions initiales en vitesses)

(1)

avec :

• q(t) = [q1(t) q2(t) q3(t) q5(t) q6(t)]
T ∈ R5 (respectivement q̇(t) = [q̇1(t) q̇2(t) q̇3(t)

q̇5(t) q̇6(t)]
T ∈ R5), le vecteur contenant les coordonnées généralisées (respectivement les

dérivées temporelles des coordonnées généralisées).
• L : R5 × R5 × T −→ R , (q(t), q̇(t), t) 7−→ L (q(t), q̇(t), t) = T S

/R0
(t)−V S

/R0
(t), est le Lagran-

gien et où T S
/R0

(t) = T b
/R0

(t)+T s1
/R0

(t)+T s2
/R0

(t)+T r1
/R0

(t)+T r2
/R0

(t) est la somme de toutes les

énergies cinétiques et V S
/R0

(t) = V b
/R0

(t) est la somme de toutes les énergies potentielles.
• Q(t) =Qs2(t)+Qr2(t)+Qs1(t)+Qr1(t) ∈ R5, le vecteur contenant les efforts généralisés aux

interfaces (s2− r2), (s1− s2) and (r1− r2) où :

∀t ∈ T ∀ j ∈ {1;2;3;4;5},

Qs1
j (t) =−Fs1/s2

∂us1(xO1 , t)
∂q j

Qs2
j (t) = Fs1/s2

∂us2(xO2 , t)
∂q j

δq j(t)+
∫

Γ̄
c f
s2

φ̄r2/s2(x, t)
∂us2(x, t)

∂q j
dS

Qr1
j (t) =−

(
Fr1/r2 +Fext

) ∂ur1(xO3 , t)
∂q j

Qr2
j (t) = Fr1/r2

∂ur2(xO4 , t)
∂q j

δq j(t)−
∫

Γ̄
c f
s2

φ̄r2/s2(x, t)
∂ur2(x, t)

∂q j
dS

(2)

• Fext =−Fext e1 ∈ R3, le vecteur des forces extérieures.
• φ̄s2/r2(x, t)=−φ̄r2/s2(x, t)= ρc ∆un(x, t)e

r1
1 +µs2−r2 σn(x, t)e

c f
t (x, t)∈R3, le vecteur contrainte

à l’interface (s2− r2).

• Fs1/s2 =

{
k1 q5(t) if |q5(t)|< j1(

1.5.1021 (|q5(t)|−1.5.10−3)4
+2.106

)
q5(t) else

=−Fs2/s1 , la force simplifiée cor-

respondant à la somme de deux contributions : les forces de frottement (si |q5|< j1) et les forces
de frottement (si |q5| ≥ j1). Pour Fs1/s2 , l’expression est la même, il suffit seulement de remplacer
q5(t) par q6(t) et j1 par j2.
• Γ̄

c f
s2 (t) =

{
x ∈ Γ

c f
s2 | un(x, t)> 0

}
,∀t ∈T, la zone en contact de l’interface. La recherche de cette

zone est entièrement détaillée dans [26, 27].

Afin d’écrire le système dynamique sous forme standard, le système d’équations différentielles non
linéaires du second ordre de dimension 4 (1) est mis sous forme d’état :

TrouverX : T−→ X ⊂ R10 tel que :

∀t ∈ T,

{
Ẋ(t) = G(X(t), t)

X(0) =X0
(3)

avec :

• X(t) =
[
q(t) q̇(t)

]T ∈ X ⊂ R10, le vecteur d’état composé des coordonnées généralisées ainsi
que leurs dérivées temporelles.
• G : X×T−→ R10,X(t) 7−→AX(t)+B(t), une application non linéaire.

• A=

[
0 I

−M−1K 0

]
∈M10,10(R), la matrice associée à la partie linéaire deG.
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• B(t) =
[

0
M−1Q(t)

]
, la partie non linéaire deG.

• M ∈M5,5(R) (respectivementK ∈M5,5(R)), la matrice de masse (respectivement de raideur).

Au final, la connaissance à chaque instant t ∈ T de l’état du système mécanique contenu dans le vec-
teur X(t) est donnée au moyen d’une intégration temporelle du système d’équations différentielles (3).
Mathématiquement, c’est un système dynamique non autonome nommé S pheno =

(
X ⊂ R10,T,ϕpheno

t

)
.

ϕpheno : X×T−→ R10 est le flot défini implicitement par le système d’équations différentielles (3).

4 Étude d’influence des imperfections géométriques

Comme expliqué précédemment, l’objectif principal de ces travaux est d’analyser l’influence de trois
imperfections géométriques (jeux dans les liaisons représentés par les jeux j1 et j2, entraxe associé au
paramètre d et problème de coaxialité représenté par le paramètre β) sur la stabilité et le comportement
dynamique des types de systèmes mécaniques à l’aide du modèle phénoménologique. Pour cette étude
d’influence, seuls trois paramètres sont étudiés : le coefficient de frottement à l’interface (s2−r2), l’angle
de rotation β et l’entraxe d. La vitesse de rotation ωr est fixée à 100 rad/s et la force de serrage Fext à
2000 N.
Cette étude est divisée en deux parties en raison de la prise en compte d’un jeu radial ( j2) à l’interface
(r1− r2). En effet, la rotation du disque rotor induit des frottements sur la zone d’interface (s2− r2) en
contact. De plus, l’angle d’inclinaison β du disque rotor r accentue la distribution non homogène de la
pression à cette interface. Par conséquent, lorsqu’il existe un jeu à l’interface (r1− r2), ces deux phéno-
mènes (frottement et répartition de pression) induisent naturellement un glissement relatif périodique du
disque rotor r2 par rapport à r1. Cette périodicité est liée à la rotation du disque rotor r. En revanche, s’il
n’y a pas de jeu ( j2 = 0), ces glissements relatifs périodiques n’existent pas (q6(t) = 0, ∀t ∈T)). De plus,
s’il existe un jeu ( j1 6= 0) dans la liaison (s1− s2), un glissement relatif apparaît également et n’est pério-
dique que si le jeu j1 liaison (r1− r2) est non nul. Ces imperfections géométriques et en particulier le jeu
dans la liaison (r1− r2) ainsi que l’inclinaison β de la partie tournante sont rarement pris en compte dans
les modèles. Sans ces imperfections, l’évolution de la position angulaire θ4(t) n’apparaît pas dans les
équations et n’a donc aucun impact. Seule la vitesse de rotation apparait avec une influence importante
sur la stabilité et sur le comportement dynamique, comme le montre les travaux [26]. Il est essentiel de
comprendre que la rotation θ4(t) est encore plus importante lorsque des imperfections sont présentes, ce
qui est toujours le cas en réalité. Ce point constitue l’objectif principal des travaux de recherche présen-
tés.
La première partie de cette étude contient les cas 1 et 2 décrits dans le tableau (1) et pour lesquels le liai-
son (r1− r2) n’a pas de jeu (q6(t) = 0, ∀t ∈ T). Par conséquent, l’angle de rotation θr(t), t ∈ T du disque
rotor r1 n’apparaît pas dans les équations (3) (champ de vecteurs G), ce qui implique que le système
dynamique S pheno est autonome. Afin d’étudier ces deux premiers cas, les méthodes associées au calcul
du point fixe et à leur analyse de stabilité peuvent être utilisées. En effet, et étant donné que le système
dynamique S pheno est autonome, pour chaque ensemble de paramètres k ∈ Ip, il existe un point fixe as-
socié noté Xk

e . Dans le cas 1, il n’y a pas de jeu la liaison (s1− s2) induisant que la raideur associée k1
tend vers l’infini. Dans cas 2, c’est l’inverse : il existe un jeu dans (s1− s2) et une raideur non linéaire
k1(q5(t)) est utilisée, ce qui permet de prendre en compte le jeu j1, du contact (butée) et du frottement
dans le liaison. Le type de liaison (s1− s2) n’a aucune influence sur le système dynamique S pheno. En
effet, le système reste autonome même si le jeu dans la liaison (s1− s2) est non nul.
La seconde partie de cette étude est constituée des cas 3 et 4, également décrits dans le tableau (1),
pour lesquels il n’y a pas jeu dans (r1− r2) (q6(t) 6= 0, ∀t ∈ T). Par conséquent, le système dynamique
S pheno n’est plus autonome à cause de la présence de l’angle de rotation θr(t) dans les équations. Cela
implique qu’il n’existe plus de point fixe. En effet, il s’agit d’un système dynamique forcé où Tr =

ωr
2π

est
la période d’excitation associée à la rotation du rotor θr(t). Des méthodes incluant les calculs d’orbites
périodiques ainsi que leur stabilité (construction de la matrice de Monodromie) doivent être utilisées.
Comme pour la première partie, dans le cas 3, il n’y a pas jeu dans (s1− s2) et donc la raideur associée
k1 tend vers l’infini. Dans cas 4 c’est l’inverse, un jeu existe dans (r1− r2) et une raideur non linéaire
k2(q6(t)) est utilisée. Des comparaisons sont réalisées avec les cas 1 et 2 pour lesquelles le jeu dans la
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liaison n’est pas pris en compte. Il s’agit notamment de comparer les valeurs des paramètres pour les-
quels le système dynamique présente une bifurcation de Hopf. Un des résultats majeurs de ces travaux
concerne des différences importantes du coefficient de frottement critique pour lequel le système devient
instable. Les cas 3 et 4 sont également comparés avec le cas où la rotation est fixée à zéro pour tout
instant t ∈ T, ce qui est souvent le cas dans les modèles pour des raisons de simplification. Un exemple
de ces comparaisons est présenté sur les figures (2) et (5) et concerne l’étude de stabilité. Sur la figure
(2), il s’agit des parties réelles et imaginaires des valeurs propres λ de la matrice de l’opérateur linéaire
associé au développement limité au premier ordre du champ G. Sur la figure (5), il s’agit également
des valeurs propres, représentées dans la plan complexe C, de l’opérateur périodique à l’instant t = T
qui correspond à la période de rotation du rotor. Une différence importante du coefficient de frottement
critique peut être observée en entre les cas avec et sans rotation. D’autres comparaisons sont réalisées
sur les intégrations temporelles avec et sans la prise en compte de la rotation pour trois valeurs de l’angle
d’inclinaison β. Les figures (3)(respectivement (4)) présentent les évolutions temporelles des coordon-
nées généralisées sans (respectivement avec) la rotation. Il est possible d’observer les conséquences du
décalage du point de bifurcation. En effet, il n’y a pas d’instabilité pour β = 1.75 lorsque la rotation θ(t)
est prise en compte. Enfin, les niveaux maximums (cycles limites) sont plus faibles avec la rotation et le
mouvement périodique est bien visible sur les évolutions temporelles des coordonnées généralisées.

Cas k1 [N/m3] k2 [N/m3] µs2−r2 ωr [rad/s] β [°] d[m] Fext [N]
1 +∞ (0) +∞ (0) [0,1] 100 {0 ;1 ;1.75} {0 ;5 ;10}.10−3 2000
2 k1(q5(t)) +∞ (0) [0,1] 100 {0 ;1 ;1.75} {0 ;5 ;10}.10−3 2000
3 k1(q5(t)) k2(q6(t)) [0,1] 100 {0 ;1 ;1.75} {0 ;5 ;10}.10−3 2000
4 +∞ (0) k2(q6(t)) [0,1] 100 {0 ;1 ;1.75} {0 ;5 ;10}.10−3 2000

TABLE 1 – Différents cas testés allant de 1 à 4
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FIGURE 2 – Évolution des valeurs propres λ par rapport au coefficient de frottement µs2−r2 pour le cas 3
(k1→+∞, k2→+∞, ωr = 100 rad/s, Fext = 2000N), un entraxe d1 = 0 et 3 valeurs d’angle β (β = 0, 1
et 1.75 °). (a) Partie réelle des valeurs propres Re(λ). (b) Fréquences propres f = Im(λ)

2π
.

5 Conclusions

Cette étude a permis d’analyser l’influence de trois imperfections géométriques sur la stabilité et le
comportement dynamique d’un système rotor-stator avec frottement. Dans la première partie, les cas où
la liaison au niveau du rotor ne présente pas de jeu, ont été étudiés. Dans ce cas, le système dynamique
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FIGURE 3 – Évolution temporelle de l’état dynamique du systèmeX pour le cas 3 (k1→+∞, k2→+∞,
ωr = 100 rad/s, Fext = 2000N), un entraxe d1 = 0 et 3 valeurs d’angle β (β = 0, 1 et 1.75 °) et avec
rotation du disque rotor (θr(t) = 0 ∀t ∈T). (a) Coordonnée généralisée q1(t). (b) Coordonnée généralisée
q2(t).(c) Coordonnée généralisée q6(t).
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FIGURE 4 – Évolution temporelle de l’état dynamique du systèmeX pour le cas 3 (k1→+∞, k2→+∞,
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du disque rotor (θr(t) = ωr t). (a) Coordonnée généralisée q1(t). (b) Coordonnée généralisée q2(t). (c)
Coordonnée généralisée q6(t).

n’est pas forcé et les analyses de stabilité peuvent se faire en analysant les points fixes. En conclusion de
cette première partie de l’étude, l’entraxe des axes rotor-stator s’avère avoir peu influence sur la stabilité
des points fixes. Les intégrations temporelles initiées à partir de ces points fixes ont également montré
une très faible influence de l’entraxe sur le comportement dynamique, en particulier les amplitudes des
cycles limites. En revanche, l’angle d’inclinaison a une forte influence sur les points fixes et leur stabilité.
Les valeurs du coefficient de frottement pour lesquelles le système dynamique présente une bifurcation
de Hopf sont globalement plus faibles lorsque la liaison au niveau du stator est bloquée. Enfin, les
amplitudes des cycles limites sont plus faibles avec une augmentation de l’angle d’inclinaison. Dans la
seconde partie, les cas où il existe un jeu dans la liaison au niveau du rotor sont étudiés. Il s’avère que
ce jeu se traduit par une forte influence de la partie tournante sur la stabilité et sur le comportement du
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FIGURE 5 – Évolution des valeurs propres de la matrice de monodromie dans le plan complexe par
rapport au coefficient de frottement (µs2−r2 ∈{0;0.02; ...;1}) pour le cas 3 (k1→+∞, k2→+∞, ωr = 100
rad/s, Fext = 2000N), un entraxe d1 = 0, un angle β = 1.75°. (a) Valeurs propres de Mcycle. (b) Période
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système dynamique. En effet, étant donné que ce dernier devient non autonome, des analyses de stabilité
doivent être réalisées sur des orbites périodiques en construisant, pour plusieurs valeurs du coefficient
de frottement, la matrice de Monodromie associée. La période de ces orbites correspond à celle du
disque rotor. Cependant, afin de comparer ces analyses de stabilité orbitale, des études de points fixes,
ne prenant pas en compte l’effet de rotation, comme c’est souvent le cas, ont également été réalisées. Le
principal résultats réside dans les grandes différences des valeurs du coefficient de frottement critique
entre les analyses de point fixe et de stabilité orbitale. En particulier, il apparaît clairement que le jeu
dans les liaisons couplé à l’inclinaison de la partie tournante est responsable de ces différences. Ainsi
les travaux présentés démontrent l’importance d’introduire les imperfections géométriques ainsi que la
rotation même si les analyses de stabilité sont plus complexes à réaliser et plus couteuses en temps
de calcul. L’influence des imperfections géométriques sur la stabilité des systèmes étudiés peut aussi
expliquer le caractère non répétitif des comportements dynamiques souvent observés lors des études
expérimentales malgré le grand nombre de modélisation effectués depuis de nombreuses années.
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