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INDICES D'ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES
"QUALITATIVES" ORDINALES
par 1.C. LERMAN
Laboratoire de Statistique
Université de Rennes I - I.R.I.S.A. (L.A. 227)

I. INTRODUCTION

Pour comprendre 1'idée de ce travail et ce qui 1'a motivée, il y a lieu
de commencer par rappeler notre point de vue dans le cas de la définition
d'un coefficient d'association totale entre variables de description sta-
tistique.

Notre démarche générale dans 1'élaboration d'un indice de proximité en-—
tre variables peut &tre schématisée par le diagramme suivant (cf. figure 1)
que nous allons commenter en prenant l'exemple de la comparaison de deux
variables qualitatives nominales.

Dans ce diagramme, o« et § sont les deux structures de méme nature 2
Comparer.

(¢,B)EAx B + (R(e),R(B))E O x Q (1)
+

s = card(R(a) N R(B)) (2)
¥

h.a.l. "respectant les
caractéristiques de
cardinalité" de a et B

+
S = card(R(a')\ R(B')) (3)

Qla,8)=(s~78)) /a(8) (%)

P(a,B)=Pr {S<s} o
24(Q(a,B)).

Figure 1

Dans 1'exemple choisi o et B sont deux partitions ol nous désignons par
t(u)(resp. t(B)) le type de la partition a(resp. B) ; c'est-a-dire la suite
ordonnée des cardinaux de ses classes. Dans ces conditions A(resp. B) est



1'ensemble des partitions sur E de type t(a)(resp. t(8)). R(a)(resp.R(B))
est 1l'ensemble des paires (sous-ensemble de l'ensemble P,(E) des parties
3 deux éléments de E) dont les deux composantes sont réu%ies dans une méme
classe de la partition a(resp.3) 2 peut étre défini comme l'ensemble des
parties de P,(E) dont chacune correspond & la représentation d'une rela-

tion d'équivalence sur E.

L'hypothése d'absence de lien (h.a.l.), passage du niveau (2) au ni-
veau (3), associe au couple (a,B) un couple (a',B') d'éléments aléatoires
indépendants o a(resp. B') est un objet de méme nature que a(resp. B) qui
respecte d'une '"certaine facon" les caractéristiques cardinales de
o(resp. B). Dans 1'exemple considéré, une des formes de 1'h.a.l. consiste
4 associer & a(resp. B) un élément aléatoire dans l'ensemble A(resp. B)
des partitions sur E, muni d'une probabilité uniformément répartie.

{D(S) et 02(S) sont la moyenne et la variance de la variable aléatoire
(v.a.) S et Q(a,B) est ce que nous appelons l'indice de proximité "centré
réduit". Le passage de (3) & (4) est décisif puisque cet indice est celui
d'association de K. Pearson s'il s'agit de comparer deux attributs de des-
cription ; a un coefficient multiplicatif prés, celui de corrélation dans
le cas de comparaison de deux variables numériques. D'autre part, dans le
cas de la comparaison de deux variables "rang'", le numérateur de Q est
exactement le numérateur de l'indice T de M.G. Kendall ; mais dans notre
indice nous remplacons le dénominateur de T qui est le maximum de la
valeur absolue du numérateur par 1'écart type de la v.a. associée au numé-
rateur. Toutefois, nous découvrons des indices nouveaux dans le cas de la
comparaison de variables qualitatives nominales (variables "partition") et
ordinales (variables "préordre total") ol nous mettons en évidence un biais
dans 1'indice proposé pour cette situation par M.G. Kendall EERMAN(19?3)
repris dans (1981)1.

Dans le cas de la comparaison de deux parties E(a) et E(b) d'un méme
ensemble E(représentant en 1'occurrence deux attributs descriptifs), nous
avons pu mettre en évidence trois formes fondamentales de 1'h.a.l. respec-
tant chacune d'une certaine facon les caractéristiques cardinales de E(a)
et de E(b) [(LERMAN(1980)].

La premiére forme N, a un caractére combinatoire ; elle consiste i asso-
cier 3 une méme partie D de cardinal d, une partie aléatoire D' qui re-
présente un #1ément aléatoire dans 1'ensemble, muni d'une probabilité uni-
formément répartie, des parties de E de méme cardinal d. Cette forme de
1'h.a.l. conduit & une distribution hypergéométrique de la v.a. S(cf. ni-
vrau (3) du schéma).

Alors que dans le cas que nous venons de mentionner toute la mesure de
probabilité est concentrée sur un méme niveau de 1'ensemble des parties de
E, la deuxiéme forme N, de 1'h.a.l. consiste i munir cet ensemble de par-
ties d'une mesure de probabilité plus diffuse ol le k-éme niveau, formé

des parties a k éléments, est affecté de la probabilité (E) Sk(1?§)k

ol § =d/n. D'autre part, cette derniére probabilité est également répartie
sur ce niveau. Cette deuxiéme forme de 1'h.a.l. conduit 3 une distribution
binomiale de la v.a. S.

La troisiéme forme N, de 1'h.a.l. commence par associer a E, l'ensemble
aléatoire {b ou l'aléa ne concerne que la v.a. entiére/@f=card(ﬂD qui est



considérée comme une v.a. de Poisson de paramétre n=card(E). Relativement
3 une réalisation{o de cardinal m, les deux autres pas du modéle de choix
correspondant a NZ‘

Nous distinguons en fait deux principaux types d'ume variable de des-
cription ; ol pour le premier la variable peut &tre fidélement représentée
au niveau de E et ou, pour le second type, la variable ne peut admettre
une représentation mathématique fidéle qu'au niveau de E x E. Dans la
premiére classe définie par le premier grand type de variables, on a exac-
tement 1'"attribut descriptif" représentable par une partie de E et la
variable quantitative représentable par une pondération sur E. D'autre
part, toute variable définissant ume relation binaire discréte ou pondé=
rée sur E, rentre dans le cadre de la deuxiéme classe ; ainsi em est-il
de la variable qualitative nominale, de celle ordinale (totalement ou
partiellement), de celle "rang" et enfin de celle définissant un graphe
pondéré sur E.

u, v et w étant trois variables qualitatives d'un méme type ; pour
construire un coefficient d'association partielle y(v,w;u) entre v et w
relativement 2 u, de nombreuses méthodes procédent par analogie avec le
cas numérique ol c'est le point de vue géométrique qui prévaut et propo-
sent un indice de la forme

Y(V )W)—Y(uav) T(usw)
|'I[:1—y2 (u,v)] D-Yz (U,W)]

des lors qu'elles ont pu aboutir 3 un indice y(v,w) dont la nature géomé-
trique_parait analogue & celle d'un coefficient de corrélation |SAPORTA
(1976) |. Il en résulte une absence de clarté et parfois un grave inconvé-
nient ol cet indice peut ne pas &tre nul en cas d'indépendance condition-
nelle ol, pour toute valeur de u, v et w sont indépendantes @AUDIN(IQ?E))_-

y(v,wiu) =

Ce que propose M.G. Kendall[KENDALL (1942),"cE. (1970)] est dans son
principe essentiellement différent et correspond formellement en fait 2
commencer par représenter chacun des ordres totaux par son graphe dans
E x E, respectivement o, w et & par R(c), R(w) et R(®) ol par exemple

R(o) = {(x,y)/(x,y)EE X E, x < vy (o)},

avec des expressions analogues pour R(w) et R(@). Il se situe ensuite dans
R(c) et définit dans ce cadre le coefficient d'association de K. Pearson
entre les deux attributs représentés par les deux parties R(c) N R(w) et
R(c) N R(@). Cet indice se met par conséquent sous la forme :

ad = be
vV (a+b) (c+d) (a+c) (b+d)

“ue.o (4)

b 2 = card[R(0)N R(w)A R®)], b=card(R(e) N RN RE@],

¢ = card[R(NR W) N R@)], d = card[R(c)N R* ()1 RE@)] .

M.G. Kendall constate avec étonnement, en attribuant le résultat 3 une
colncidence, que l'indice peut se mettre sous la forme
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Tog T Two" o
- % ()
wd, o
4 Seigid v -
Tuuc &0

ol L. n'est autre que 1'indice établi entre deux variables "rang" u et v.

Notre analyse nous permettra de comprendre ce résultat et d'asseoir la
conception de 1'indice que nous découvrirons sur des bases formelles plus
claires. Il s'avérera que le numérateur de ce dernier sera le méme que
celui proposé par M.G. Kendall ; mais il n'en sera pas de méme du dénomi-
nateur. Notre indice sera en fait obtenu i partir du calcul de l'espérance
mathématique et de la variance d'une variable aléatoire associée 3 un in-
dice brut de comparaison entre w et®, dans le cadre d'une hypothése
d'absence de lien (h.a.l.) préservant d'une certaine facon les positioms
relatives entre w et ¢ d'une part, & et ¢ d'autre part. P.A.P. Moran
DmRAN(1951)J qui avait effectué une étude par simulation de .la distribu-
tion de T , mais pour n trés petit (n=card(E)=4) avouait son impuis-
sance devanf ce calcul ; mais c'était dans le cadre d'une h.a.l. plus
stricte que la ndtre.

Cet article reprend un aspect d'un volumineux rapport de recherche
(Publication interme IRISA n° 153, Oct. 1981 - 125 pages) qui comprend les
différentes situations quant a la structure des variables a comparer et
notamment, le cas ol les variables sont qualitatives nominales (i.e. va-
riables "partition"). Nous nous limiterons ici, pour des raisons de place
et parce que la démarche générale est la méme, aprés avoir comsidéré le
cas ou les variables sont des attributs descriptifs, a étudier le cas
ordinal.

11 - COEFFICIENT DE CORRELATION ENTRE DEUX ATTRIBUTS, PARTIELLE RELATIVE-
MENT A UN TROISIEME ATTRIBUT

On désigne par a, b et c trois attributs descriptifs et par E 1'ensem—
ble des individus défini par 1'échantillon étudié. Soient E(a), E(b) et
E(c) les parties de E représentant respectivement a, b et c¢ ; en d'autres
termes E(a) est le sous ensemble de E formé des sujets qui possédent 1'at-
tribut a, E(b) celui b et E(c) celui c. Nous schématisons la situation par
le diagramme naIf suivant :

Figure 2



Il s'agit de définir un indice d'association partielle entre b et c,
neutralisant 1'influence de a. Nous nous proposons de le faire a partir
d'une construction adéquate de 1'h.a.l. de'méme nature que N1 (efs 5

ci-dessus).

1. Indice brut et h.a.l.

L'indice brut d'association entre b et ¢ a toujours la méme expression:
s(b,c) = n(bac) = card[E(b)t\ E(c)], (€D)

Comme dans le cas total, l'h.a.l. peut avoir une forme unilatérale, en
fixant par exemple E(b) et en associant a E(c) une partie aléatoire Z.
Pour neutraliser 1'influence de E(a), cette h.a.l. doit préserver les po-
sitions relatives observées entre E(a) et E(b) d'une part, E(a) et E(c)
d'autre part. Comme E(a) et E(b) sont fixées, la partie aléatoire Z doit
avoir par rapport a E(a), la méme situation relative que celle qu 'avait
E(c).

Dans ces conditions, Z sera choisie comme formée de la réunion, de deux
parties aléatoires indépendantes Z(a) et Z(a) ou Z(a) [resp. Z(a)| est un
élément aléatoire dans 1'ensemble, muni_d'une probabxllte uniformément
répartie, des parties de E(a) |[resp. E(a)| de méme cardinal n(aac) |resp.
n(3Ac) |, ol nous avons noté @ l'attribut opposé de a ; de sorte que
E(3)=E-E(a) (différence ensembliste).

La v.a. S se met alors sous la forme suivante d'une somme de deux v.a.
indépendantes

S(b,c';a) = cardEE(b) n Z(a)] + card EE{b) n Z(E)], G20
Il est facile de se rendre compte que la premidre (resp. seconde) v.a.

est hypergéométrique de paramétres [n(a),n(aAb),n(arc)| (resp.|n(3),n(aAb),
“(EAC)T)' De facon précise, om a

e b e o

Pr{N(aAbaz(a))=£} n(anc) n(aAc)
(3)

et

PriNGaabaz (2))=ml = (R(AD)) (2D ), (@)

n(3ac)-m’ "’ ‘n(3Ac)

(4)

oll nous avons noté N(aAbAz(a)) (resp. N(aAbAz(a))) la premidre (resp. se-
conde) des deux v.a. ; d'autre part, une expression de la forme n(a) indi-
que card[ﬁ(E)J et une expression de la forme n(aAb), card|E(3)A E(b)

On peut certes sans difficulté donmer 1'expression de la loi de la v.a.
S(b,c;a) sous la forme de celle d'une somme de deux v.a. entiéres indépen-
dantes. Mais nous préférons aller droit au but en calculant les expressioms
de la moyenne et de la variance de la v.a. S(b,c;a).
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2. Moyenne et variance de la v.a. S(b,c;ja).

On a
%@(N(aAbAz(a)))=n(a)x Eiéﬁ§l x ELEA§2 = n p(aab)p(arc)/p(a) (53

n(a n(a

ot p(a), p(aab) et p(arc) désignent respectivement les proportions n(a),n,
n(aab)/n et n(aac)/n.

De méme,

‘b(N(Enbaz(E)))un(g)x“(aﬁh) n(aAc)

n(a) n(3)
avec des notations analogues a ci-dessus.

n(a)z n(aAb) n(arb) n(arc) n(aAc)
En(a)-1]n n(a) = n(a) ~ n(a) = n(a)

= np(aAab)p(aac) /p(a) (6)

D'autre part, Var(N(aAbaz(a)))=

=n p(aAb)p{aAE)p(aac)p(aAE)/(p(a))S- (7)
et de méme, Var(N(aAbaz(a)))¥n p(arb)p(aAb)p(ac)p(@nc)/(p(@))>. (8)

D'ou la propositionm :

PROPOSITION 1. L'indice "centré réduit", représentant le coefficient d'as-
sociation partielle entre les deux attributs b et ¢, relativement i

&l Proa s'exprime par
_,plaab)p(anc) p(arb)p(aAc)
Vo [p(bac) ( pla) i p(3) ))
v p(anb)p(anb)p(arc)p(art) . p(aab)p(anB)p(aac)p(aAs)
p(a)’ p(a)°

(9)

Il est naturel de chercher a rapprocher l'expression qu'on vient de
trouver pour l'indice Ppe.a 2Vec celle :

Phe ~ Pablac

P
(1-p2,) (1-p2))

(10)

qu'on aurait obtenue en procédant par analogie directe entre le cas ol les
variables sont numériques et celui qui nous occupe ici. On peut en ef-
fet se rendre compte que le numérateur de 1l'indice (9) trouvé, se met,
dans .le cadre de 1'h.a.l. considérée, & un coefficient multiplicatif pres,
sous la forme (o, - p f,.) - Cependant, on n'a pas une propriété analogue
de rapprochement en ce qui concerne le dénominateur.

Terminons ce paragraphe en signalant que pour étendre cette notion de
corrélation partielle au cas de la comparaison de deux variables numériques,
partielle relativement & une variable qualitative nominale, 1'élément aléa-
toire devient une permutation formée d'une suite de permutations aléatoires
indépendantes dont chacune affecte exactement une classe d'individus possé-

dant une modalité de la variable qualitative [LERMAN,Oct.B1J.
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111 - COEFFICIENT DE CORRELATION ENTRE DEUX VARIABLES QUALITATIVES ORDINA-
LES, PARTIELLE RELATIVEMENT A UNE TROISTEME VARIABLE QUALITATIVE OR-
DINALE

Nous désignerons par n et ® les deux variables qualitatives ordinales
dont il s'agit de mesurer le lien en neutralisant l'effet d'ume troisieme
variable qualitative ordinale# . Aucune ambiguité n'étant possible, nous
désignerons par$, n et & les trois préordres totaux sur E respectivement
induits par les trois variables¢,, n et & . On notera respectivement

{E;/1¢isI} 1'ensemble des classes de?,
{Fj/:1£-j.<..T} 1'ensemble des classes de n m
et {leilsicsK} 1'ensemble des classes de ©.

ot 1'indexation des classes d'un méme préordre est naturellement conforme
2 1'ordre quotient sur les classes défini par ce préordre.

Les compositions des préordres &, n et© seront respectivement notées
0 n 2, e, 03], aa s en(@)), OG0, cwesnl3)aeh <sm(d)) et
(a(1),n(2),...,n(k),...,n(K)) ot n(i)=card(E,), n(j)=card(F.) et
n(k)=card(G, ), 1sisI, 1sj&J et lskeK. 5 ]

La position relative entre deux préordres totaux est déterminée par le
tableau de contingence de leur croisement. On aura dans ces conditions a
considérer les trois tableaux de contingence suivants, respectivement asso-
ciés aux croisements deux 2 deux des préordres §An, & A€ et nA®

a6 ={n(ini) /141, 1€543)

n(€A8)={n(irk) /1L IST, 1kEK (2)

nA8)={n(jak) [1{j¢I, 1€kSKY
ol n(ii\j)=card(Eiﬂ Fj)’ n(i)\k)=card(Ei0 Gk) et n(jAk)=card(Fjﬂ Gk),1.<.i$I,
1gjsd, 1gksK.
mRappelons ([LERMANUQ?B)]) qu'on représente un méme préordre total dans
E' par 1'ensemble des couples d'objets (x,y) tels que x précéde stricte-
ment y ; ainsi<¢,, n et & sont respectivement représentés par

R(G)= [ {E; x E,/1si<i'sI),

ROD= | {Fj X Fj,fls.j<j'sJ}, (3)
et R®)= ] {6, x G,./1sk<k'sK}.

III.1. CAS D'UN INDICE D'ASSOCIATION PARTIELLE DANS LE CADRE D'UNE H.A.L.
A CARACTERE LOCAL

1. Indice brut et h.a.l.

L'indice définitif que nous cherchons dans ce paragraphe III.1. sera

désigné par p_, , . L'indice brut est le méme que dans le cas total, il
Prend la forme~ suivante
s(n,8)=card (RN R®)]= [ {n(iak)n(i'Ak')/15i<j"sd, Tsk<k'sK} ).
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Comme dans le cas total [}ERMAN(1973)], on fixe 1l'un des deux préor-
dres totaux n et & et on associe & 1'autre un préordre aléatoire en mon-
trant que la distribution de la v.a. associée i s(n,0) ne dépend pas.de
celui des deux préordres totaux fixés.

Comme dans le cas de comparaison partielle de parties (ef.' § IX
ci-dessus), nous allons fixer le préordre total n et associer 26, un
préordre aléatoire ' dont la suite des classes est notée {G'/1sgksK}

ol G' est la partie aléatoire de E associée a G, , 1sk<K, dans une h.a.l.
qui préserve la position relative des classes du préordre aléatoire par
rapport aux classes du préordre . Dans ces conditioms, Qi sera défini
sous la forme de la somme ensembliste

Glm Gl (5)
e d il

pour tout k=1,2,...,K,ou (G G

r Gr 1

fo] i R S R e
aléatoires indépendantes ; Gyj étant pris uniformément au hasard dans 1'en-
semble des parties de Ei de méme cardinal n(i k).

,Gil) est une suite de parties

Soit par conséquent la décomposition suivante de E x E :

ExE=] {E xE ,/(i,iN€Ix1I} (6)
(somme ensembliste), ot I désigne l'ensemble {1,2,...,1i,...,1}, par rap-
port a4 laquelle l'ensemble aléatoire R(€') se met sous la forme :

RO")= ] ((E;n 6))x(E; N G!,)/1si,i"sI, 1sk<k'sK}. (7)

Introduisons i présent les fonctions indicatrices & (resp. ¥ et ¥') des

sous ensembles R(n)(resp.-R(8) et R(0')), la v.a. S(n,0') se met alors
sous la forme

§(n,0')=} {¢(x,9)v' (x,¥)/(x,y) €EE x E}
= o)y (W/u€ExE, 1/ (i,i")€T x T} (8

Nous allons calculer dans le cadre de 1'h.a.l. exprimée, la moyenne et
la variance de cette v.a. C'est en effet, conformément a la démarche géné-
rale, 1'indice s(n,®) centré et réduit qui définira le coefficient défini-
EiE

pne_,} ¥

2. Calcul de la moyenne de la v.a. S(n,0';4).

Nous aurons besoin pour ce calcul d'évaluer

Priy' (x,y)=1/(x,y) & E; x Ei} (9)
Holx,y)/ (x,y) & E; x E;} (9")
Priy' (x,y)=1/(x,y) & E; x E;,} (10)
LoG,y)/ (ey) € E; x Ej\ b, (10")

pour 1gi#i'sgI.
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Désignons par e. (resp.G]!_) la restriction du préordre total® (resp.8')
2 la classe Ei ; aifisi, la Suite des classes du préordre tota19]!_ se trou-
ve définie par {Gllci“sksK}' La composition de ce préordre est

{n(irk)/1gksK}.

L'expression (9) représente la proportion de préordres totaux ©! sur
E; de composition fixée, qui placent l'objet x dans une classe d'indice k,
1¥objet y dans une classe d'indice k' de telle sorte que k soit stricte-
ment inférieur a k'. Cette proportion vaut

N fara).

D'autre part, 1'expression (9') représente le nombre de couples d'ob-
jets de la classe E, qui appartiemment 2 R(n). Il s'agit du cardinal de
R(n.) si on désigne par n. la restriction du préordre total n a la classe
Ei' On notera {F. ./1sj.<.._T}l la suite des classes du préordre total n. qui
ebt la suite des’&lasses du préordre total n., qui est d¢ composition
{n(irj)/15j<J}. L'expression (9') vaut donc

T{n(iA)n(inj") /155<i"sd} . (12)

L'expression (10) représente la proportion de couples (9]'._,9]!_,) de
préordres totaux tels que 8! place 1'objet x dans sa k—éme “classe, e
place 1l'objet y dans sa k'-eme classe, avec k<k'. Cette proportion est

égale 2

X “(i;kir)lr(x%'{‘.k') /1gk<k' <K} . (13)

L'expression (10') représente le nombre de couples d'objets (x,y) tels
que x(resp. y) appartient a la j-éme (resp. j'-eme) classe de n.(resp.”\i,),
cAE . & : i
avec j<j'. Ce cardinal est égal a
T{n(iajdn(i'ni')/1i<i "<}, (14)

Pour le calcul de 1'espérance mathématique de la v.a. S(n,@';%), nous
décomposerons 1'expression (8) en deux morceaux :
-

HItowy' () /uéE, x E.}/ieT}} + I{Z{Mu)w'cu)/ueﬁ.xs.,}/(i,i')eif
1 8 & 1 1 (15)
ol rappelons-le, "i[zjﬂixi—a(fxi) désigne 1'ensemble des couples (i,i') tels

que i#i'.

En appliquant 1'opérateur espérance, on obtient
q P

; iAi)n(inj")n(iak)n(iAk' , :
B 0 e e

+2{2{““"1')“(i;"ig;)(fi‘f)i"k)“(i““')f1sj<j Ve, ted iy i, 16303
e (16)
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3. Calcul de la variance de la v.a. S(n,0';4).

Comme pour le cas de la comparaison tOtAJA,[19q3} toute la difficulté
va résider dans l'expression et 1'évaluation du moment d'ordre 2. Le carré
de 1l'expression (15) peut se mettre sous la forme

LoV (/u€el{E; x E;/i €T} + L{o(u¥' (w)/ue }{E, x Ei./(i,i')é-ftz]}}

* Lo (MY (' (M/(u, v | E, x EDx( ] _E;y x E;)}
i€l {te1

¥ 2{¢(U)¢(V)w'(u)w'(v)/(u,v)é-(%Eszi x Ei.)x(ECZ]Ei" x E;i)}

+2[{p @)oY (' () /(u,v) € E, x E) x (] _E,, xE.)], “n
1 i
i il2
ol uFv et ol les différentes sommes & 1l'intérieur des accolades sont en—
semblistes.

La détermination de l'espérance mathématique de (17) nécessite la re-
connaissance des différentes structures propres d'un couple de couples
d'objets selon les répétitions qui peuvent se produire d'un méme objet. On
peut voir qu'un couple de couples d'objets ((x,y),(x',y')) de (EE;J)TZJ
peut prendre les cinq formes différentes suivantes ou des lettres distinc-
tes représentent des objets différents :

(G ¥)elmst))s (Eayd)sizsm))s Clxaydalzem))s (636 t)) et ((x,3), (2,800

A cette derniére suite, nous associons respectivement la suite des |
classes G,(E), G!(E), G,(E), G!(E) et H(E), ol une méme classe est formée
de 1l'ensemble des élémenté (Ex y),(x',y')) de méme forme. Ces classes for-
ment une partition de (E ZJ) zj.

_ _D"autre part, la structure propre d'un élément ((i,i"),(i",i"')) de
(IxI)x(IxI) peut &étre 1'ume des suivantes :

(€L 1Y, (1,500
CERa) s Gl b 0008y 89, 60 B0 (000 6,0 (RIS (1, s 1) 2 AYD 5

CTIE 3 15 WG 5 10w B O e T

(G 293 Cigy 0% (0, ), G, §,0)5 0, B, 1905 (6D (1,4,)),
((eal, Ly, 20, (L 24D,

(RS ¥ (18)

ot des symboles différents représentent des éléments différents de I.

La décomposition de (IxI)x(IxI) conformément 2 la suite ordonnée des
différentes configurations précédentes, donne

(IxI)x(IxI)=L(I) + Ka(f) + KB(T) . Kz(f) i K1(T)
+ A(I) + D(I) + D'(T) 3 i 2.
+ G(I) *+ G1(I) + G;(I) + Gé(I) + GZ(I) +QYCT)
+ H(),
(19)
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C'est pour des raisons trés précises de calcul que nous avons pﬁéje‘ttf
d'une maniére_qui peut paraitre redondante les décompositions de (E 2hH (2
et de (IxI)x(IxI). En effet, les deux expressions associées de la forme

ﬁ[‘?'(x,Y)w'(x',Y') / c(.x,}’),(x',Y'))é (El X Ei')x(Ei" X Eiun)(:lo)

LloGe G,y (G y), ae'hy')) € BB ) x (B x Egud) (201
dépendant chacune et de la méme facon de la structure propre de

((x,y),(x"',¥")) qui appartient a (E E b 2 , ainsi que de celle de
((i,i'), (i",i"")) qui appartient 2 (IxI)x(IxI). Si V désigne la structure
de (u,v) (V= GT’Gi'G G! ou H) et W celle de ((i,i'),(i",i""))

2229
W = L,k ,K,,K,,K,,G,G",G,,61,6,,65,4,D,D' ou H), on notera Y(v, 0

G 129
(resp. c(V,L)) l'expression (20) (resp. (20')), ou L indique le quatre-
upleE ROt )G G

En d'autrTs tT,ETeS’ le calcul se déroule conformément & une partition

croisée de (E 21) , la premiére en i
{6, (€),6](E),6,(E), Gy (E),H(E)}

et la deuxiéme en

(TR E 1 )R CE iy XE g0 )/ (2,170 (", £"7)) € WH/WeL, K, 5K, Ko K, 16,6, G,

Gi,GZ,Gé,A,D,D',H}

ol la derniére indexation est celle définie par la décomposition (19).

On peut remarquer que certaines structures W me se rencontrent pas
dans le développement de 1'expression (17). D'autre part et surtout le
coefficient y(V,L)(resp. c(V,L)) est, en vertu de la structure de partition
de {Ei/1sisI}, nul pour de nombreux couples (V,W).

_ En fait, si y(V,L) représente une proportion, c(V,L) représente un car-
dinal dont la forme sera la méme que celle du numérateur de y(V,L).

Les structures de (V,W) pour lesquels le coefficient y(resp. ¢) n'est
pPas nul sont :

€., (6,K,), (6,K,), (6,G,), (G,D),

(65,1, (G;,K3), (6},K,), (63,61, (G3,D'),

(Gz,L), (GZ,KS), (GZ,K1), (GZ,GZ), (GZ,D),

(GE,L), (Gé,K4), (cé,xi), (Gé,Gé), (Gé,D'),

(8,1), (H,K,), (4,Ky), (H,K,), (H,K,),
m&L(mgL(m%L(mQL(m%L(mmL

(H,4A), (H,D), (H,D") (21)
et (H,H) ; soit 35 formes.

Considérons les trois sommes pour (u,v)(u#v) de l'expression (17). Les
Structures rencontrées dans leur développement de 1'indice ((i,i'),(i",i"'))
sont respectivement : L et A pour la premiére somme, Gi’Gi’G;’GZ’D’D' et H
Pour la deuxiéme somme, enfin K,, K, et G pour la troisiéme somme. Dési-
gnons par P(V,W) la somme des produits Y (V,Wc(V,L) pour L décrivant W :



I(V,W) = J{y(V,L)c(V,0)/ CEWL. (22)
Avec les notations précédentes, on a le théoréme suivant :

THEOREME 1. Le moment absolu d'ordre 2 de la v.a. S(n,8';%) est donné par
la formule :
uz(‘n,@';ﬁ)= 1_-1(11,9';"4)*'['((31,14)*1"((;',L)*F(GZ.L)"'?(G'.L)‘*F(H,L)‘*F(H,ﬂ)
+r(G1,G1)+T(G1,D)+F(G',G;)+F(G',D')+TrG2,G2)
1 ] \J )
+T(G,,D)+T' (G ,Gz)+r(qzn')+r(H,q1)+r(H,Gi)
*T(H,G2)+F(H,Gé)+T(H,D)+T(H,D')*F(H,H)
#2[T (G,K,)+T (G}, R, 4T (G, K)+T(G5,K,)
+T(H,K, )+T (B,K,)+T (H,6)] . (23)

ou p(q,g';ﬂ) a été défini par la formule (16) ci-dessus.

Chacune des expressions composantes précédentes de la fnrme((v,u)
(resp. c¢(V,t)) se calcule parfaitement en fonction de la table de contin-
gence de croisement entre les deux préordres totaux O etd, (resp. et§).
Toutefois, il serait ici trop long d'effectuer tous les calculs ; nous
nous contenterons de quelques cas typiques pour montrer leur faisabilité.

% .1. Calcul de y(H,v)(resp. c(H,V)) pour L EA(T).

v(E, 07 Lea®) hle" @' @)/ w,v) HE N (Ei1in1)x(Ei3in3)J , (24)

ol ((iy,iy),(1iq,1,)) € ACD).
Cette espérance représente la proportion de couples de préordres to-
taux (Oi ,9]!_ ) tels queBiT place la premiére composante x de u avant la
deuxiéme composante y de u et 9; place la premiére composante z de v
avant la deuxiéme composante t dg v. Cette proportion est égale a
n(i1Ak)n(i1nk')xn(iank")n(iBAk"')

f (25)

a1 ny -] /-

1sk<k'sK, 1gk"<k""'<K}

D'autre part,

e((®,0)/ aD)= [{$(e W)/ (u,v) €H(E) N (E; xE, Ix(E, xE, )}, (26)
1 1 SEF 8

o ((i ,i1),(i3,i )) appartient 2 A(T), représente le nombre de couples de
couples de la “fofme ((x,y),(z,t)) tels que d'une part, (x,y) appartient 3
la restriction R(’qi ) de R(n) 2 Ei in et d'autre part, (z,t) appartient

a la restriction R(tli ) de R(q) a 1Ei ;Ei . Dans ces conditions, ce cardi-
3

nal s'écrit : 3
E{n(i1Aj)n(i1Aj ')n(i3r\j")n(i3l\j" L] sl lsgt <y s Tk, (27)
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v((6,,0)/ €6, M]=BH' @' /e, € G1(E)ﬂ(Ei1ﬂiz)x(Ei1ﬁ14)]. (28)

ot ((il’iz)’(ii’iﬁ)) appartient a G1(i). Il s'agit de la proportion de

‘ tri-uples de préordres totaux (Bi ,Bi ,Bi ) qui, respectivement, placent

| 1'objet x (premiére composante commune de u et v) dans une classe d'indice
k, 1'objet y (deuxiéme composante de u) dans une classe d'indice k' et
1'objet t(deuxiéme composante de v) dans une classe d'indice k" ; tels
que k<k' et k<k". Cette proportion est donc égale a

n(iihk)ﬂ(izl\k' )n(i-‘.’;Ak")f1.<.k.<k. ,k<k"$K} 5 (29)

IRt - %
n(ii) n(i,) n(i4)

D'autre part,

(6 ,L¥/ke (D= ] {rb(u)fp(v)/{u,V)t-Gt(E)n(Ei1in2)x(Eiiina)}, (30)

o ((i,,1 )’(il’i )) appartient a G (I) représente le nombre de couples de
couples d& la forme ((x,y),(x,t)) pour lesquels x appartient 4 une classe
d'indice j de-qi , v & une classe d'indice j'(j'>j) de q; > t 32 une classe

Wi : T ) 8343 Sl 2y 13
d'indice j" (3">3) de N, ;oum, est la restriction de m a Ei . Par con

£

séquent, ce cardinal est égal a

{{n(i1Aj)n(izAj')n(ianj")/1sjsj', Faitsa e ()

3 .3. Calcul de y(H,L)(resp. c(H,1)) pour Léci(i) ;

¥ (B, 1)/ u—c1(i)1=fﬂ[¢'(u)w'(v)/(u,v) € H(E) n(zi'1xziz)x(Ei1in4)], (32)

ou ((i,,1,),€1i,,1,)) appartient & G (I). Cette espérance est définie par
1%.&4. . i ai " oA '
la proporfion de tri-uples de préordres totaux (ai ’Biz'eia) tels que 9i1
place 1'objet x dans sa k-éme classe et 1'objet z Aans'sa h-&me classe,GEz
place 1'objet Y dans sa k-éme classe avec k'>k et 9i4 place l'objet t

dans sa ht&me classe avec h'>h. Cette proportion se décompose en une somme
de deux proportions selon que h=k ol h#k ; elle est égale a

n(iink}[n(i1,\k)—1l n(i, A k') n(ig\k")/ :
a(i,) (mi,)-1] a(i,) n(i,) ) KR!y kek"<k )
1gk<k 'K,

1gh<h' K, h#k

+z{

n(i Ak)n(i,Ah) n(i,ak")n(i, ah)
‘ : Z 3 / } (33)

ai)(aGi)=1]  alind,)

D'autre part,

o ((x,v), (2,8)) / ((x,¥), (z,£)) € H(E) () (E; xE. )x(E, xE. )}  (34)
‘ ) S e
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représente le nombre d'éléments ((x,y),(z,t)) de H(E) tels que

(x,y) €ER(YQ Ei1 x Eiz et (z,t) ER(gIN Ei1 = Ei4 ;

"

Pour tout systdme de trois indices j, j' et j" tels que 1sj<j',Jsi"<J,
il y a n(ijAj)n(d Aj')[n(i Aj)-1|n(i Aj") éléments contribuant' & la‘' somme
(34) pour lesquelS x et z appartiennent a F'i , ¥y appartient 2a F"i et
tdF.. . 49 J
1%y

Pour tout systéeme de quatre indices j, j', h et h' tels que
1£j<j'sJ, 1sh<h'sJ et j#h, il y a n(iaj)n(inj")n(i aAb)n(iah') éléments
qui contribuent' 3 la somme (34) pour leSquels x appartient a F., , y a
B.oe 5 & AR5 TRk AN Y Jl1
i'i, h11 h i,

Le cardinal c[ﬁH b)/t,éG (i)| est par conséquent égal a

[{nGiyad) [nCiyad)=1]nCipnj D A< <)

+ z{n(11AJ)n(12AJ )n(11Ah}n(14Ah')/1SJ<J Sl 1<h<h <J, [ e

Nous allons encore envisager une derniére situation

3.4, Calcul de Y(G',L) (resp.c(G!,L))pour L(—K3(f).

Y6}, 1/ L kRyD)=h(¥ @V )/ (u,v) € 6} EX (Ei1in1)x(Eiijil)],
ot ((iy,1),(1y,10) €K (D).

Cette espérance est définie par la proportion de couples de préordres
totaux (G' ,9' ) tels que B' situe 1'objet x (premiére composante de u et

deuxiéme cémpogante de v) dans sa k—-éme classe et 1l'objet y (deuxiéme com-
posante de u) dans sa k'-éme classe, avec k<k' et d'autre part, f! situe
l'objet z (premiére composante de v) dans sa k''-éme classe, avec 3 k''<k.
Cette proportion est donc égale a

(i Ak)n(iAk") n(iak")
x /1gk" ckgk' <K} 37
S Mt D Bl ) T

Par ailleurs,

C(Gi,b)= T8 ((x,y),(2,x))/ ((x,¥), (z,%)) & (Ei xE )x(Ei xE 0 e )
1 1 3 1

est un cardinal qui peut &tre énuméré par rapport a4 1l'indice j de la clas-
se Fji de l'objet x. On obtient
1
Z{n(iﬂj)n(iﬁj‘)n(i31\j")/1.<.j"<j<j‘sJ}. (39)

Nous n'irons pas plus loin dans le détail des calculs qui permettent
la détermination des différents éléments de l'expression (23), en atten-—
dant leur programmation, délicate certes, mais tout a fait possible.

Considérons a présent la v.a. duale SCQ_,G ;%) dont on comprend aisé-
ment la définition (cf. § 1 ci-dessus). On remarquera que pour des raisonms
de symétrie formelle, les deux premiers moments de la distribution de la
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v.a. S(',0;6) sont respectivement identiques & ceux de la v.a. S("[,Q';E,).
Cette propriété doit, pour des raisons liées a la structure du calcul,
étre étendue & n'importe quel moment. Comme nous 1l'avons fait dans le cas
total (LERMAN(1973)), ce calcul suppose l'examen de la structure propre
d'un q-uple de couples d'objets distincts de E (resp. d'un g-uple de cou-
ples d'indices de I) (q entier). Nous n'irons pas plus loin dans cette
analyse en nous permettant toutefois d'avancer la propriété suivante :

THEOREME 2. La distribution de la v.a. S(M',6;4) est identique a celle de
1a voas S("{,Q';eg).

Par rapport aux expressions calculées, 1'indice d'association partiel-
le se met sous la forme

s(,0) - u,™,8';8)

(40)

B e 80

(cf. formules (4),(16) et (23)).

4.Indépendance conditionnelle

L'indépendance conditionnelle entre les deux variables totalement

préordinales T\ etf , relativement i la variable de méme nature G A expri~
me comme suit :

- Pour tout i,15i¢I et tout ensemble de quatre indices j, j', k et k'
tels que 15j<j'sJ et' 1gsk<k'sK, la proportion relative de couples (x,¥)
appartenant: a (FjﬂGkﬂ Ei)x(Fj‘n G, Ei) est égale a la proportion rela-

tive de couples (x,y) appartenant a (Fjﬂ Ei)x(Fj,ﬂ Ei)’ multipliée par la
proportion relative de couples (x,y) appartenant a (Gkﬂ Ei)x(Gk,ﬂ Ei); ces
différentes proportions conditiomnelles étant relatives a 1'ensemble des
couples d'éléments distincis de Eiin 4

(Vi,1¢i<I) et (V(j,j',k,k"),1gi<i'sd, 1sk<k'sk),
n(irjAk)n(irj'ak') _ n(inj)n(irg') % n(irk)n(itk')
a(i) (n(i)-1) a@) [n(-1]  a(i) [ni)-1)

(41)

="Pour tout “(i;i') ‘de iLzJ et tout ensemble de quatre indices j,j', k
et k' tels que 15j<j's<J et 1gk<k'sK, la proportion relative de couples
(x,y) appartenant: i {Fjﬂ Gkﬂ Ei) x (Fj,ﬂ Gk,ﬂ Ei') est égale au produit de

la proportion relative de couples (x,y) appartenant a (FJ.Q Ei)x(Fj,ﬂ Ei')
Par la proportion relative de couples (x,y) appartenant a (Gk Ei}x(G ' Ei,)

ces différentes proportions conditionnelles étant relatives a 1l'ensemble

E,
1in,

WL T e (0,1 R, W, kiR

BiAfAKIn(i'A"AR") _ n(iAidn(i'ai")  n(irk)n(i'Ak')
n()ni") Winlly T omtijeid’)

(42)

Pl}E.lPR]:ETE. Le coefficient d'association partielle F@lg.a, est nul en cas
d'indépendance conditionnelle caractérisée par les relations (41) et (42)



ci-dessus.

Pour le voir, il suﬁgjt de décomposer R(T)fﬁk(e) conformément a la
partition suivante de E :

2 o 2)
ELZ} - {{Ei[)/if—rh ) {Eiin.f(i,i')(— Thsti e hnwitha)

ol la somme est ensembliste.

III.2. CAS D'UN INDICE D'ASSOCIATION PARTIELLE DANS LE CADRE D'UNE
H.A.L. A CARACTERE GLOBAL

Les notations restent les mémes que celles du paragraphe IILI.1. pré-
cédent, 1'indice cherché ici sera noté rﬂﬁ P 1

L'indice brut entre les deux variables qualitatives ordinales "\ etf,
s(ﬂ,g) reste toujours défini par la relation (4) du paragraphe précédent.

1. Expression de l'h.a.l. [

A 1'indice brut s(ﬂ,ﬁ) (défini par l'expression (4) du paragraphe
III.1. ci-dessus), on associe la v.a. S, (7,8";8) (resp. S](qj,e;ﬁ)) qui
sera en fait définie & partir de 1'expression de ses moments calculés d'une
facon particuliére dans le cadre de la méme h.a.l. que ci-dessus GG ERLTY, 1)
Cette facon particuliére conmsiste 3 effectuer les calculs des proportions
conditionnelles de facon globale, "en moyenne'. Relativement au préordre |
total® , on ne retiendra de la connaissance de la position d'un couple
d'objets distincts (x,y) de ExE que STF appartenance a R(§) ou a S(§)
(partie complémentaire de R(%) dans E 2]), en "oubliant" la position rela-
tive des deux composantes x et y par rapport aux diverses classes E., \
15i<I, du préordre total$ . D'autre part, pour ce qui concerme un couple
de couples ((x,y),(x',y')), on tiendra d'une part compte de la structure
propre de ce dernier selon son appartenance 2 G,(E), G|(E), G,(E), Gé(E) /
ou H(E) et d'autre part, relativement 44, de son appartenance 2 |
R&)xR&), R#&)xSH), SE)xR(&) ou 3 3&)xS(E), en "oubliant" la position
relative des différents objets composants par rapport aux différentes clas-
ses Ei’ 1gisE. i

Cette approche se justifie en ce sens qu'il s'agit de 1'attitude sta-
tistique générale devant 1l'ignorance ; d'ailleurs si nous accentuons cette
démarche jusqu'a ne distinguer relativement & un couple de couples d'objets
(c,d), que c=d et c#d, on se retrouve dans la méme situation que celle de
la comparaison partielle d'attributs ( ; § II) ol on aurait ici a compa-
rer les deux parties R(M) et R(P) de Et 1, en neutralisant 1'influence de
la partie R(,). Cette derniére procédure correspond bien a celle de
M.G. Kendall dans la comparaison partielle de variables "rang" (cf. para-
graphe suivant). Ainsi, en tenant compte de la structure du couple de cou-
ples d'objets, nous espérons fournir un calcul de la variance plus précis
que le dernier mentionmné.

2. Calcul de la moyenne de la v.a. S1(ﬂ,9=39-

¢ (resp.y') désigne toujours la fonction indicatrice de R(q)(resp.R(e')).
La v.a. S1Cm,9';&) s'exprime par la formule suivante :

§,(n,8';0)= T ey’ (W /ueR(z)} + J{o(wy' (w)/uesig)l, (1)
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ou, rappelons-le,

R(z)= ] {Ei % E.flei<12sT),
oig Ao (2) (2)
s()= ] {E; x E;,/1si'<isI} + J{(E) " /1sisI.

Le calcul de ‘Zp [S (n,B';i;)] suppose la détermination des valeurs des
deux expressions suivantes :

Pr{y' (u)=1/ue R(g)} (3)

s Pr{y' (u)=1/ues(z)}. (4)

Nous désignerons par r[(n;t); J le cardinal de l'ensemble des préordres
totaux 8, de compositiom t=(n(1),n(2),...,n(k),...,n(K)) pour lesquels la
table de contingence de 1'intersection des deux préordres se trouve défi-
nie par {n(iak)/1<i<I, 1<k<K}. Bien qu'il puisse &tre aisément déterminé,
nous n'aurons pas besoin d'expliciter ce cardinal dans les raisonnements
par symétrie que nous allons conduire.

Nous noterons r[u/uéR(c)_] (resp. r[u/u éS(C)J) le nombre moyen de fois
ol la premiére composante x de u précéde strictement (pour 6,) la deuxiéme
composante y de u, lorsque 81 décrit son espace d'évolution qu'on indiquera
par Q((n;t);z) (card[ﬂ ((n;t );£)=r[:(n;t);c ).

Dans ces conditions, les expressions (3) et (4) ci-dessus peuvent se
mettre sous la forme

Pr{l{:'(u)=1/u(—RC}}=‘ Ml, (s)

r[(n;t);c]

Prly! (=1/ue s(p)}= ElR(u€S@]

r[:(n,t);a:]

Nous dirons qu'un couple (x,y) se trouve "spécifié" par 6, si (x,y)
appartient 4 R(H,). Pour déterminer le rapport (5) (resp.(6)), on calcule
de deux facons différentes le nombre de spécifications qui s'opérent de
couples de R(€) (resp. S(§)), lorsque 91 décrit son espace d'évolution

Q(n;e) 36). On a

rt[u/ué R(C)Jcard[R(E;)]= card [R(C)ﬂ R(B)]rE(n;t) ;;] 7)
=
rEulueS(c)Jcard[S{c)]= card[s(:;)n R(S)]rﬂ(n;t};;] (8)
Ainsi
Pr(y' (w)=1/ueR(g)} = S22 (ca)nR(e)} e
cardLR(:;)]

&r
card|S(g)N R(8)

card ES(g)J

Pr{y'(u)=1/ué S(g)} = (10)

Dans ces conditions, on obtient

’20[5 (n,0" s flcard [R(z)NR(n)] card [R(g)na(s)]_I_ card [S(£)NR(n)] card [S(2NR()]
} ¢ card[R(i;)] card[S(;)] (11)
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On connait déja 1’ expre5510n de card[R(c)ﬂ R(n)J en fonction des car-
dinaux des classes de 1'intersection des deux préordres totaux ; et © (cf.
formule (4) du paragraphe précédent). Par ailleurs, une expression de la
forme card [S(Z)N R(n)] se met sous la forme

card [S(2)N R()] = [ {n(iaidn(i'nj")/1si'<jsT, 1sigi'sI}  (12)

3, Calcul de la variance de la v.a. Sl(WbB';ﬁD.

Le moment absolu d'ordre 2 de S1(n,9';c) se met sous la forme suivan-
te :

by (0,8"50)+L {6 W IB[Y' (W' (V] /(u, v)e(R(c))m}
+ m(umv)ﬁ)[w W' ()7 (w,vIEsE)
#2510 $(we b (¥ W' WY (u,vIeER(ED) x S(c)}, (13)
ol u1(n,9‘;c) n'est autre que {qﬂst(n,a';c)] (cf. C11) ),
Chacune des sommes aura a étre décomposée selon la structure propre
du couple (u,v) ; c'est—-a-dire, conformément a la partition {G1,G;,G2,G5,H}

de (E 2 i 2 (c£.§ 0L1.3.). Nous aurons dans ces conditions a évaluer les
expressions de la forme :

& (v @y’ 0/, v)eKﬂ(R(;))[Z}
T{o(u)o(v)/(u,v) € KN (R(;))
B (o' @' 0/, vE KN (s(c))

T{o(u) 9 (w)/ (u,v)€ KN (5(2)) L2 (1R
B (1" @' W)/ (u,v)E KN (R(2)xS(5)))
T{e(w e (v)/(u,v) € KN (R(5)xS(2))} ,

ou K désigne ici l'un des ensembles G,,G1,6 G! et H.

2952
Les expressions précédentes seront respectivement notées T (K,R2),
C(K,R2) eli(K, 52)), 1C(K,82), 1 TAK, RS) it G(R,RS)L:

Nous nous contenterons d'expliciter le calcul des expressions les plus
typiques pour préciser la nature des calculs, en laissant le soin au lec-
teur d'achever sans difficulté la détermination des derniéres expressions.

3.1. Calcul de F(G1,R2)

Nous dirons qu'un couple (u,v) de (ELZJ)[Z] se trouve "spécifié" par

le préordre total 8, si (u,v) appartient & (R(8,)) : . Nous allons dans ces
conditions, pour déterminer I(G,,R2) calculer de deux facons différentes
le nombre toTal de spécifications qui s'opérent au niveau de 1'ensemble

6 N eV

cela, on introduit le nombre moyen de fois ol (u,v) de G,N (R(Z)) # se
trouve spécifié lorsque 81 décrit son espace d'évolution ; ce dernier est
noté

[(u,v)/ (u,v) €GN (R(-’;))EZJ] (15)

lorsque 61 déerit son espace QL(n;t);c} d'évolution, Pour
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On a !
r[(u,v)/ (u,v) € 6N (R(z)) [-ZJTx card [:G1 N (R(z)) [2]]
= r[(m;t)52] x carafo,n R P ®e) H], 16

puisque chaque 8 spécifie exactement
cara 5, N R(2) A N (R(8)) P]couples (u,v) de G‘f\(R(c))[z].

Pour achever de déterminer 1'expression cherchée qui est représentée
par la proportion

2128 e

r(wsv) /(v € 6,0 ®RE@)D | fr(@;e)38])
il nous faut achever de préciser card [310 (R(Z)) z]let
card[G, (R(C))[Zjﬂ ®(e)) 3], on a
cardﬁ;1r|(a(c))[2]|= Man(") (aGi")=1)/15i<i' <1}

+) inila) ol ynlE" ) dsiadd @ Bl s TG RN (477)

d'autre part, le deuxiéme cardinal & déterminer peut se mettre sous la
forme :

card[6, N [(R(2)N R(8)x(R(2) R(®))]] =I{n(iak)n(i%k") [n(i'nk")=1]/
fgi<i'sI, 1gk<k'sK} +}{n(irk)n(i'Ak')n(i"Ak")/1si<i',i<i"sI, 1sk<k' k<k"<K,
' 1" KM#GE KDY (18)

Dans ces conditions r'(Gt,RZ) représente le rapport de l'expression (18)
sur celle, (17). g

351" Fcalcul de 'G(C, , R2)

: : (2] (2]
I1 s'agit de card[G!ﬂ (R(z)) N ([®RM) J dont 1'expression est

analogue a celle (18).

3.2. Calcul de (GI,SZ)

Le principe de ce calcul est analogue & celui du paragraphe 3.1.
Ci-dessus ; nous avons a déterminer

card[G1ﬂ (s(z)) B]l et cardEth] (8(zc)) ['2] n (R(G))[‘Z‘]] .
card (G, (5(2)) 2= Tn(Dm)m(E™) /15i'si, i"sisl},  (19)

ol il y a lieu de préciser m(i') et m(i") selon la position relative des
trois indices i, i' et i". On a les situations suivantes et les valeurs
associées de m(i') et de m(i")

i=i'=i" »> m(i")=[n(i)-1] et m(i")=[n(i)-2]

i=1">i" > m(i")=[n(i)=1] et m(i")=n(i")

i=i">i' > m(i")=n(i') et m(i")=[n(i)-1]

i>i'=i" + m(i")=n(i") et m(i")=[n(i")-1]

1>, 154" et 141" +» n(iM=n(i") et m(iM)=n(i"),

ob, relativement & (u,v)=((x,y),(x,z)), i désigne le numéro de la classe
de 1'objet x, i' celui de la classe de 1'objet y et i'" celui de la classe
de 1'objet z.

D'autre part,
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card [6 {1 (5(2)) 2y reony [2]]=Z{nmk)n(m k") [n(i'ak")=1)/ 151" sisI, 1sk<k <K}
+ (aCiakdn(i' k" Dn(i" k") /151 51, i"sieT, 1skek ' k<k"sK,k'#k"}; (200

la premiére somme s'obtenant dans le cas oii, relativement & un élément
courant ((x,y),(x,z)) de G,, la classe de y est la méme que celle de z pour
1'intersection des deux preordres totaux ; et ©.

La proportion cherchée définie par P(G1,SZ) est représentée par le rap-
port de l'expression (20) sur celle, (19).
3.2'. Caleul de C(G1,52).

I1 s'agit du cardinal card[G1ﬂ (S(c)[zlnR(n)[z])] dont l'expression
est analogue & celle (20) ci-dessus.

3.3. Calcul de F(Gi,RS).
Conformément 3 la méme démarche, nous avons a déterminer

card[G1ﬂ (R(0)xS(5))] et card[G.lﬂ R(D)x5(2))N R(8) P )

On a
card (6N (R(2)x8(2))]= [{n(D)n(iIm(i")/15i"si<i'<I}
ol m(i")=n(i")(resp.[n(i)-1]) si i"#i(resp.;i). (21)

D'autre part,
' LI { s1, 1 ’15i"$i<i'$1,
card 6, [(R(2)N RENx(s(2)N R(®)]]=I{nliak)n(in kInGE K] g7 (et
(22)
en précisant que, relativement 2 un élément courant ((x,y),(x,2)) de G,
i,i' et i"(resp. k,k' et k") désignent respectivement les numéros des
classes de ¢(resp.@8) auxquelles appartiennent les objets x,y et z.

La proportion cherchée que définit F(G1,RS) est le rapport de 1l'ex~—
pression (22) sur celle (21). :
3.3 . /Caleulide C(G1,RS).

I1 s'agit de card£G1ﬂ (R(z)xS(z)IN R(n)[z]] dont 1'expression est ana-
logue a celle (22) ci-dessus.

Comme nous 1'avons mentionné ci-dessus, nous laissons le soin au lec-
teur d'effectuer les calculs de T'(K,R2),T'(K,S2) et I'(K,RS)(resp.C(K,R2),
C(K,S2) et C(K,RS)) pour K = G;, G, et Gé ; mais, nous allons nous occuper
du calcul pour K=H.

3.4. Calcul de T'(H,R2)
Nous avons a déterminer
card[Hf\(R(C) A )J et card[Hn R(C)[ZJH R(B)[Z]]

card (AN R(2) B]= Tia()n (i m("m(im) /1gici’, i"<i" sI} (23)
ou
m(i")=n(i")-1 si i"=i ou i"=i',

(i )=n(i") =t si i"'=i ou i"'=it,
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D'autre part
card[B N((R(Z)N R(8))x(R()NR(8))]]
<] {n(iAK) (i Ak Dm(E "Ak" m(E" A k") /1gi<i’, i"<i" €T, 1k<k !, k"<k"'sK} (24)

ou : 5
m(i"Ak")=[n(i“:\k")-i] si. (A", k")=(i,k) ou =(i',k'),
m(i"'Ak"')=En(i"'Ak"')-1] si (i"',k"")=(i,k)ou=(i',k").

Dans les formules (23) et (24), relativement 3 un élément courant
(Giy) (= 6)) de B, 1, 1", i st i'! Aresp. k,k',k" et k"') désignent
respectivement les numéros des classes de r (resp. 8) auxquelles appartien-
nent les objets x,y,z, et t.

La proportion que définit I"(H,R2) est le rapport de 1'expression (24)
sur celle (23).
3.4'. Calcul de C(H,R2)

Il s'agit de card[Hn R(Z) [2]0 R(n) [2]:] dont 1'expression est analogue
a celle (24) ci-dessus.

3.5. Calcul de I(H,52)

Il y a lieu de déterminer

card[ﬁﬂ (s(z) [2]):] et card|Hn (S(z) [2]0 R(8) [2]]

card (10 (5(2) 1)) =T tat)m(i Im(imGE" ) /15i'si, i"'siteD)  (@25)

_ Pour préciser m(i'),m(i") et m(i"'), il y a lieu de distinguer les
situations suivantes ot seuls les indices égaux sont mentionnés :
imi'=i"=i" > @(i=(a")-1], n(iM=[ni"-2] et m(i"")=[n(i"")-3],
imit=q" > m(iN=[{nE"-1], ni"=(ni"-2] et m(i'"=a({""),
f=it=i" > @E"=[n(i"-1], a(@"=a(") et m(i")=(n(i"")-2],
i=gfmitt o m(i')=n(i'),m(i")=[n(i")-1] et m(i"')=[n(i"')-2]=
P=itspt > wE=n("),mM=[nE"-1] et m(i")=[a(i""-2],

i=i' > m(iD=[n(i")-1], m(i")=n(i") et m(i"")=a(i""),
i=iM > m(i')=n(i‘},m(i")=tn(i")-1:] et m(i"")=n(i""),
i=i""+ m(i")=n(i'),m(i")=n(i") et m(i"')=[n(i"')-1i

i'=i"+ m(i")=n(i'),m8")=[n(i")-1] et m(i"")=n(i""),
i'=i"'+ m(i")=n(i'),m(i")=n(i") et m(i"')=En(i"')-1}, enfin

i"=i"'% p(i")=n(i"),m(i")=a(i") et m(i"')=[n(i"')-1

D'autre part,
card[HN ([S(2)N R(8)]x[S()NR(B)])]
=E[n(iﬂk)n(i‘i\k' ym (i K")m(i" A k") f1si'gi, i gi"eT, 15k<k’ ,k"<k"'SK} (26)
01':1 m(i" k")=n(i"AKk") (resp.[:n(i",\k")ﬂ] Tsi (A", kM# 5 31 : ;
(i,k) gt (1% R R (resp. 1 (i kT)=(1,k) ou (", L")=G" k"), de
ueme m(i"'A k" )=n(i"'AKk""') (resp.m(i"'A k"')=[n(i"'/\ k"'}—1]) si
(l'-"', LRI @t G T TR e Y (R s (ISR D= (G k) ou
(l"',k"')-‘-(i',k‘)).

I1 est entendu que dans les formules (25) et (26) 1'indexation des
classes par rapport & la position des objets x,y,z et t d'un élément cou-
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rant ((x,y),(z,t)) de H est la néme que celle considérée au paragraphe 3.4
ci-dessus.

La proportion que définit I'(H,S2) est le rapport de 1l'expression (26)
sur celle (25).
3.5". Calcul de C(H,S2)

I1 s'agit de card[ﬁf\(s(c)[zlﬂ R(n)[zj )] dont 1'expression est analo-
gue a celle (26) ci-dessus.

3.6. Calcul de I'(H,RS)

Il y a lieu de déterminer

card [HN (R(2)xS(2))] et card[HN (R(2)xS(z))N R(B)[ZJJ.

card [0 ®R(D)x8(@)]= La@ntiNa@mG" /ST 1, @D
o, pour préciser m(i") et m(i"'), il y a lieu de considérer les situationms
suivantes :

i=i"=1"1<i" + m(iM)=[n(i"-1] et m(i"")=[ng"'")-2],
i<i'=i"='" > m(i"M=[n(i")-1] et m(i")=[ne"")-2],

i=i"'<i'=i" + m(i")=[n(i")=1] et mﬁ?')wLn@")—1], enfin

i(i',ill‘(ill’i"#i’i"#i!’i"l#i et illl#il’ m(i"}=n(ill) et m({ll)=n(illl).
D'autre part,

card [HN (R(2)xR(8)) N (S(2)xR(8))] AT

=] ARG R mGE W m k) /ST S S

ol m(i"nk")-n(i"ak")(resp.{n(i"Ak")—11) si (i",k")#(i,k)

et (IO Gl k Vilresn . a1 (Gl D) =G o) on (G ) @G ) e
m(i"'l\k"')=n(i"'Ak"') (resp.[n(i"V\k"')-1 ) Si (il[l,kfll’)# (l,k) et
(i"',k"')#(i',k')(resp. si (i"',k"')‘(i,k) ou (i"',k‘”)=(i',k')).

Il est toujours entendu que les formules (27) et (28) ont été établies
dans le cadre d'une indexation des classes de méme type que ci-dessus,
relativement a4 la position des objets X,y,z et t d'un élément courant
((x,¥),(z5t)) de H.

La proportion définie par TI'(H,RS) est le rapport de 1'expression (28)
sur celle (27).

2 15h28)

3.6". Calcul de C(H,RS)
I1 s'agit de card[ﬁfl(R(C)xS(c))ﬂ R(n)Ez]] dont 1'expression est ana-

.

logue i celle (28) ci-dessus.

THEOREME 1. La moyenne ui(n,8';z) de la v.a. S,(n,08';z) est donnée par la
formule (11) ci-dessus. La variance var,(n,8'; ¢) de cette v.a. est donnée
par la formule suivante dont les élémeugs viennent d'étre ci-dessus pré-
cisés :

vari(n,e';c)=p1(n,6';;)+T(G1,R2)C(G1,R2)+F(G;,RZ)xC(Gi,R2)+T(G2,R2)C(G2,Rz)+

P(G',RZ)xC(G',R2)+F(H,R2)C(H,R2)+F(G1,SZ)C(G],SZ)+
r(c',SZ)C(G',sz)+r(cz,sz)c(G2,sz)+r(c',sz)c(cé,sz)+
r(4,s2)c(u,s2)
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+2(1(G,,RS) C(G,,RS)+T(G},RS)C(G},RS)+T (G,,RS)C(G,,RS) +
r(c',as)c(ci,as)ﬂ(H ,RS)C(H ,RS)
-uf (n,0';2). (29)

L'indice d'association partielle r est donné par la formule

né.c
T - Ls(n,a)-m(n,B;C)J Yvar, (o5T) (30)

ot s(n,8) est 1'indice brut déj) défini.

La symétrie des expressions des moments absolus d'ordres 1 et 2 par
rapport aux cardinaux des classes de fAn d'une part et de {A® d'autre part,
montre que si les calculs avaient été effectués par rapport & la v.a.
51{n',8;c), on aurait obtenu le méme résultat.

La définition de la v.a. S,(n,8';z)(resp. 5,(n',08;L)) se comprend a
partir de 1'expression de ses moments calculés de la méme maniére "globa-
le" que 1'ont été les deux premiers moments.

Cette technique de calcul suppose la décomposition de 1'ensemble

(E[zl) 4 des gq-uples de couples dont deux quelconques sont distincts, en
sous-ensembles dont chacun est formé des q-uples de couples de méme confi-
guration (cf. |LERMAN(1973)]), on pourra montrer que le moment absolu
d'ordre quelconque fixé, calculé "globalement'" de la méme maniére que 1'ont
été les deux premiers moments, de la v.a. S ,(n',8;z) est identique a celui
de la v.a. S1(n,9';z;). Dans ces conditions, nous avancerons la propriété
sulvante :

THEOREME 2. Dans le cadre de 1'h.a.l. & caractére partiel et "global", la
distribution de la v.a. s1(n,e';;) est la méme que celle de la v.a.
§,(n',852).

4. Indépendance conditiommelle

Nous désignerons dans 1'énoncé suivant par E., la classe (j,k) de l'in-
tersection des deux préordres totaux n et 8. La - définition de la notiomn
de 1'indépendance conditionnelle dans le cadre de 1'h.a.l. considérée ici,
est la suivante :

- La proportion relative de couples appartenant a
Ejk X Ej,k,(1sj<j's.1, 1sk<k'<K) et a R(g) est égale au produit de la pro-

portion relative de couples appartenant a (F.xF,,)(\ R(g) par la proportion
relative de couples appartenant 2 (kaGk,) NIR(Iz) ; ces proportions étant
relatives 4 1'ensemble R(Z).

- La proportion relative de couples appartenant a

(EjkxEj'k‘)n S(z) (15j<j'sJ, 1sk<k'sK) est égale au produit de la propor-

tion relative de couples appartenant a (F.xF.,)S(z) par la proportion

relative de couples appartenant a (G

ka.)ﬂ 8(z) ; ces proportions étant
relatives a 1'ensemble S(Z).

k

La premiére assertion s'exprime par les relatioms
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V(3,3 k,k") 5 153<i'ed, 1sk<k'sK),
Tin(iajak)n (i 'Ak")/1gi<i'sIH/] {n(i)n(i')/1si<i'sI}

=0) {n(iridn(i'Aj")/1si<i's1}/] {n(idn(i')/1sic<i'sI})

x() nGiak)n(ink') /1gi<i'sI}/) (a()n(i")/1gi<i’sI})  (31)

La deuxiéme assertion s'exprime par les relatioms :
VG, 3t k,k"D; 15i<i'sd, 1sk<k'<K),
Y {n(irjAk)n(i'aj'Ak?)/15i"sisI}/card(S(z))
=() {n(ErjIn(i'nj")/1si*<icI}/card(5(5)))
x({n(iak)n(i'Ak')/1si'sigI}/card(S(z))), (32)
ol rappelons-le,
card(5(£))= Jn(n(i')/1git<icI} + J{n(i) [n(i)-1]/1sisI}.  (33)

PROPRIETE. L'indice d'association partielle r 0.z, oSt nul dans le cas de
1'indépendance conditionnelle caractérisée pal’ "“les relations (31)et (32).
Pour j,j',k et k' fixés (1£j<j'sJ, 1sk<k'sK), on décompose Ejk #* Ej'k.'

conformément & la partition de E - en R(g) et en S(z). On obtient pour
les cardinaux

n(GAk)n(i'Ak" )= F{n(iaiaAk)n(i'Aj'ak')/1si<i'sI}
+ T{n(iAjakIn(i'n i "Ak") /15i" <igI} . (34)
En décomposant la premiére somme (resp. la seconde) de (34) conformé-

ment & la formule (31) (resp. (32)) et en sommant par rapport a
j,i', k et k' (1sj<j'sJ, 1sk<k'sK), on obtient le résultat.

1V - COEFFICIENT DE CORRELATION ENTRE DEUX VARIABLES "RANG" PARTIELLE I
RELATIVEMENT A UNE TROISTEME VARTIABLE "RANG". {

1. Indice brut et h.a.l.

Soient 0, w et § trois ordres totaux respectivement définis sur 1'en-
semble E des sujets a partir de trois variables "rang". Il s'agit de défi- .
nir un coefficient d'association partielle entre les deux derniéres varia- |
bles, neutralisant 1'effet de la premiére variable qui définit o. Nous

noterons cet indice r |
wi.a.

Comme dans le cas total, nous commencgons par représenter chacun des
ordres totaux par son graphe dams ExE :

R(o) = {(x,y)/(x,y) € ExE, x<y (pour o)}
R(w) = {(x,y)/(x,y) €ExE, x<y (pour w)} (1)
R(®) = {(x,y)/(x,y) € ExE, x<y (poura@)}

L'indice brut entre w et @ est le méme que celui considéré dans le cas
total [cf. (LERMAN(1973)]], il prend la forme

s(w,n) = card[:R(m)ﬂ R(%)]= } le(x,y) vix,y)/(x,y) € ExE} (2)
ot nous avons noté Y(resp. ¥) la fonction indicatrice de R(uw) (resp. R(&))
dans ExE.

Comme d'habitude cardQR(f.u)ﬂ R(ﬁ')] et card [:R(m')l"l R(@j)] désigneront
les deux v.a. duales associées dans 1'h.a.l. pour laquelle ®'(resp.w') est
un élément aléatoire dans 1l'ensemble Q@;o0) (resp. Q(w;c)), de tous les or-
dres totaux sur E qui remplissent par rapport a ¢ une condition particu-
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litre que nous allons préciser. R(R;c) est 1'ensemble des ordres totaux ®
pour lesquels 1'ordre partiel intersection de®, avec 0, a la méme struc-
ture que celui, intersection de @ avec o. Dans ces conditioms, H, G, G;,
Gy et G! désignant respectivement 1'ensemble des couples de couples
d'objetS de E de la forme ((x,y),(z,t)), ((x,¥y),(x,t)), ((x,¥),(z,x)),
((x,¥), (z,¥)) et ((x,y),(y,t)), ot des lettres distinctes désignent des
objets différents, les cardinaux suivants sont invariants lorsque 81 dé-
¢rit son espace d'évolution Q(@;0) :

card [HN (R(0) N R(&))) mi, card [EN (R(c)x8(0)) N RM®,)) (3

card[G1ﬂ (R(a) N 3(51)) # J, cardIGiﬂ (R(g)xS(a))N (R(@i))[‘zjj,

card[G!N) (R(0)N R(B,)) 27, card|6}N (R(0)xS(o))N (R(B,)) A1, @

card (6, (R(a)N RE@)) LZJ], card[G,N (R(3)xS(0))N (R(E))) 2]],

card[Géﬂ (R()N R(ﬂ1)) 2]], card[:Gén (R(g)xS(a))N (R(®1)) o ]

Ol:.l, rappelons-le, nous notons XEZJ 1'ensemble des couples d'éléments dis-—
tincts de X.

On a, bien entendu, une définition analogue de 1'ensemble 2(w;0) dont
nous laissons 1'analyse au spécialiste de la combinatoire des ordres.

On peut vouloir étendre 1l'espace de variation de @ (resp. w,) 2 l'en-
semble Q(o,r) (resp. Q(o,s)) de tous les ordres totaux pour lesquels

31 € 2(o,1) '<=> card[R(@)ﬂ R(c)]= card[R(ﬁ)ﬂ R(c)] S T
(resp. uy & Qlo,s) <=> card[:R(w1)ﬂ R(U):] = cardER(u:)ﬂ R(c)]= s)

Cependant, le probléme combinatoire qui consiste & appréhender la
structure de 1'ensemble Q(o,r), jusqu'd pouvoir résoudre tous les calculs
de proportions conditionnelles que suppose 1'évaluation de la moyenne et
de la variance de la v.a. associée a 1'indice brut s(w,®), est un probléme
difficile. Relativement & la question de 1'énumération et de la génération
algorithmique de Q(o,r) nous avons pu en numérotant les objets conformé-
ment 3 0 et en associant a chaque ordre ®, une permutation sur 11,2, cssDits
engendrer algorithmiquement, conformément 2 1l'ordre produit lexicographi-

‘que des ordres o, 1'ensemble des n! permutations sur {1,2,...,n}. Nous

avons de plus pu exprimer card | R(& )rlR(U)] en fonction du rang de la
permutation associée i & pour 1'ordre "lexicographique' [LEW(TQ?O)].
Ce résultat nous permet d'envisager de facon nettement plus efficace
l'étude par simulation de la distribution de la v.a. card[R(w)ﬂ R(@')j
0“}6' est un élément aléatoire dans 1'ensemble Q(c,r) muni d'une probabi-
lité uniformément répartie, (voir LMORANUQS])]).

Nous considérons ici que &' est un élément aléatoire de 1l'ensemble
R®;0) muni d'une probabilité uniforme, de plus, les calculs conditionnels
que nous ferons le seront "en moyenne" ; ils ne retiendront d'un couple
(x,¥) d'objets de E que son appartenance R(g) ou & S(¢) (partie complé-
mentaire dans ExE de R(g)), d'un couple de couples ((x,y),(x',y')) que sa
Structure (i.e. appartenance a H, G, G!, G2 ou Gi) ainsi que son appar-—
tenance a R(c)xR(g), R(c)xS(c) ou a S(o ) x S(o).

Nous avons cherché au paragraphe II.2. précédent, dans le cas de la
comparaison de préordres, 4 justifier une telle approche. En revenant ici
sur le dernier type d'argument pour signaler qu'on obtiendrait le méme
indice d'association partielle que celui proposé par M.G. Kendall si on se
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contentait de ne distinguer dans la structure propre d'un couple de couples
(G,y), (x",y")) que (x',y")=(x,y) et (x',y")¥(x,y).

2. Moyenne de la v.a. g(w,ﬁ' ;U)=card£R(m)ﬂ R(@')] .

'J’(m,ﬁ';c)= Lo (e, 30" (x,y)/ (x,y) € ExE},  (4)

ot §' est la fonction indicatrice de la partie aléatoire R(&') de ExE.

f @,8"50)= TGy 6,90/ (x, 1) €R@T + Lo Gry)u" (x,7)/ (xy 7)€ S(0)}

(5)

Le calcul de *é? E&c,ﬂ' )J nécessite 1'évaluation de chacune des deux
expressions

D [0 )/ (x,9) € R()) B

By e,y /)€ 5(a)] .

Comme nous 1'avons annoncé, cette évaluation se fera en moyenne par
rapport aux différents couples de R(c)(resp. S(g)). Pour cela, nous dési-
gnerons par sL(x,y)/(x,y)eR(o); (resp. s[:(x,y)/(x,y)és(c)]) le nombre
moyen de fois ol un couple (x,y) de R(g) (resp. S(o)) tombe dans R(61)
lorsque (f)’] décrit son espace d'évolution Q(o,r). On a
s(y/@er@)= I 118,08, € 20,01 x,PERGDY, (7

2
s[(x,9)/ (x, )& S(a)]= (;11—] Z{Z{ﬁ1 (x,y)/@, € 2(0,)} (x,y)€ S(a)}.  (8)
?' .

(6)

En disant qu'un couple (x,y) se trouve "spécifié" par @, si
(x,¥)& R(®;), nous allons calculer de deux facons différentes le nombre
total de spécifications qui s'opérent relativement aux couples appartenant
& R(o) (resp. S(a)), lorsque @'1 décrit Q(o,r).

Pour R(0), ce nombre total est d'une part défini par
s [, 9)/ =, IER@)] x card(R(a)), (9
et d'autre part, par
card (R(o,r))xr, (10)
puisque, par définition, chaque &‘1 de Q(o,r) spécifie r couples de R(g).

Il en résulte la valeur de la premigre expression (6) qui s'écrit
o R (sl
Priy’ Ge,y)=1/Ge,y)€ Rio)}= L - camd R )0
(2) card[R(c)J (11)

Par une démarche analogue on obtient la deuxigme expression (6)

n
Pr{y' (x,y)=1/(x,y) € 5(a) }= (2)-,]: = £ard| Jodd KD 5

@ card ES(U)’]
: )

en effet, si r est le cardinal de 1'intersection (12) de R(o) avec R(Q}),
((n )-r) est le cardinal de 1'intersection de S(g) avec R(@;).

¢ étant la fonction indicatrice de R(w), on a finalement
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{OH(W’“‘;") L card [R(o) N R(w)] card [R(o)N R(@D) |
‘ cardER(c):l

card[s(a)N R(w)] card ES(O)F\ R(®) |
card [:S(G)J

+

(13)

Il en résulte l'expression de 1l'indice centré
card [R@)N R®)) -${f(w,@)] = card[Rw)n @] -G &),  (16)

compte tenu de la symétrie de 1'expression (13).

3. Indépendance conditionnelle

Nous allons préciser la notion d'indépendance conditionmelle sous ja-

cente 3 notre coefficient d'association partielle dont nous venons de dé-
terminer le numérateur :

La proportion relative de couples de R(w)M R(®) qui appartiennent a
R(o) (resp. i S(g)) est égale au produit de la proportion relative de cou-
ples de R(w) R(o) (resp. R(w)(} S(o)) par la proportion relative de cou-
ples de R®)N R(v) (resp. R(®)N S(g)) ; ces proportions étant relatives a
l'ensemble des couples de R(g) (resp. S(g)).

Ainsi, une telle notion de 1'indépendance conditionmelle se trouve
caractérisée par les relations :

card[R(m}ﬂ RE]N R(a):L cardf)l(m)ﬂ R(U)J 2 card[R(S’)ﬂ R(U)]
card [R(o)] card ER(G)j card [R(c)]

card[R(uJ)ﬂ R@)N S(u)j= card ER(m)rl S(G):I L card I‘R(m 1l S(O'ﬁ

card ES (cr)] card ES(U)] card ES (U)] (15)

La premiére (resp. la seconde) des relations (15) donne
card[R(w)ﬂ RE@)N R(c)] (resp. card[R(w)n R(@) N S(c)]) et la décomposition
card I:R(m)ﬂ R(@)]= card ER(m)ﬂ RN R(c’)_j + card I:R(w)ﬂ R(®) (N S(G):]
montre que le coefficient d'association partielle est nul dans le cas de
l'indépendance conditionnelle ainsi définie.

4. Calcul de la variance de la v.a.:f(w,m";c)‘

Le carré de la v.a. ‘f(m,ﬁ';u) peut, avec des notations déja introdui-
tes, se mettre sous la forme

1w ()9 (W' W)/ (u,v) € (R(a)) [2]}
+ 100 ()6 (w)y' (W' (v)/ (u,v) & (S(0)) ? }
+00 {6 (we (WY (W' (v)/(u,v) & R(a) x S(a) }.  (16)

En décomposant 1'ensemble d'indexation conformément a la structure
propre du couple de couples (u,v)=((x,y),(x',y")), nous allons obtenir
pour (16) quinze expressions sommes dont chacune se trouvera indexée de
facon différente j; et ce, & raison de cing expressions pour chacune des
trois sommes. Ainsi, 1'ensemble d'indexation (R(c))"?’/ se décomposera en
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HN(R(a)) [2]+G1ﬂ (R(0)) |:2:1+G.'I(\(R(::V)) [2) +G N (R(0)) (2] *Géﬂ(R(c)) [Zj (somme
ensembliste);
[2:] (17)
en effet, 1'intersection de (R(o)) avec 1'ensemble I des couples de
couples d'objets de la forme ((x,y),(y,x)), est vide.

I1 en résulte la suite des calculs suivants a travers les différents
sous paragraphes dont les numéros respectifs chercheront & suggérer au
mieux le contenu.

4.r2.h - Calcul de Y[y’ (W' (v)/(u,v)E an(R(c))mj

Pour la détermination de cette espérance qui est une proportiomn condi-
tionnelle, nous désignerons par s|(u,v)/(u,v)é& Hr\(a(o))tzfj le nombre
moyen de fois ou un couple (u,v) de la forme ((x,y),(z,t)) et appartenant
a (R(a))[2] tombe dans R(dﬁ)xR@ﬁ]) 1orsqueﬁ3; décrit son espace d'évolu-
tion Q@;0).

sE(u.V)/(u,V)é HO (R(o)) EZJ]= ]Z[E{&Tr (U)ﬁ’1 (v)/@r‘(- Q@;o)}/

§
card (N (R(9))
(u,v)EHN (R(e)) YV} (18)

On obtient aisément

card(Hﬂ(R(U))[Z)J = (2)}{(]1;2): MM. (19)

En disant que (u,v) se trouve 'spécifié" par & 51651(ukﬁ;(v)=1, nous
allons compter de deux facons différentes le nombre total de spécifica-
tions qui s'opérent relativement aux couples de couples de Hr\(R(U))[z
lorsque 51 décrit Q(&;0). Ce nombre total est d'une part égal i

5E(u,V)/(u,v) €HN(R(9)) [2]] x cardf,l-lﬂ (R(a)) [2]] (20)

et d'autre part, a

card (2@ 0))x card (10 (R()N R@) D), 1)
puisque par définition chaque ﬁn de Q(@;0) spécifie le méme nombre
v(h;@,r2) = card(HN (R(o)N R@)) V) (22)

de couples (u,v) de HN(R(g)) 6 (cf. expressions (3)).

Finalement, la proportion cherchée qui représente l'espérance exprimée
en titre de ce sous paragraphe, se met sous la forme

[ Bl v
rosmn - sl ag e 21, sousi

(n(a-1) (0-2) (n-3)/4]

D'autre part, conformément a (22), on notera

v(hsw,22)= To )/ (e, €80 R B} wcard (Hn (R(d)ﬂR(m))Ez]J ‘
(24)

Les autres expressions-—calculs qui interviennent dans 1'évaluation du
moment d'ordre 2 de la v.a.:f(m,ﬂ';a) s'obtiennent par un procédé tout i
fait analogue. Nous allons chercher & les exprimer plus rapidement en uti-
lisant des notations de méme forme que ci-dessus.
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h.r2.g1- Expression de’&[}p‘ (u)e' (v)/(u,v)é€ G1 N (R(a)) [2]] e
Cette espérance est définie par la proportion suivante :
s [(w,v)/ (0, € G, N R(2)) 2]
card (Q(@;0))
v(g1;ﬂ,r2) \J(g1;ﬁ’,r2)

card[5,N ®(e)) A] [ata-1)(a-2)/3)

‘f((g‘;lﬁ,rZ) =

(25)

aprés avoir montré que

cardEG1ﬂ (R(0)) 2]:] = n(n-1)(n=2)/3, (26)
et ou, on a noté

\J(g1;&9',r2) = card(G1ﬂ (R(e)N R(ﬁ))tz:]). (27

D'autre part,
“(51 H N,r2)=8{¢(U)¢(V)/(u,V) “ G1 N ([R(g)) [2J }=card EG1ﬂ(R(U)ﬂR(w)) [2]] .(28)

4.:2.g; - Expression de'&fj\}" V' (v) /(u,v) € G; n (R(O))[ﬂJ 5

Cette espérance est définie par la proportion suivante :

2]
- ~ s[(u,v) /Tu,vEGLN (R()) YY)
mlgy:8,r2)= . card(Q(®@;a))

v(g] ;8,12) VCg;;ﬁ.rZ)

card[G{ n (R(a)) [ZJJ En(n—1)(n—2)/6] talaa?
aprés avoir montré ?‘ue
card[:Gi N ®@)) 2]] = n(n-1) (n-2)/6 (30)
et ol, on a noté :
v(g!;@,r2) = card[6]N(R@N R(m)m] (31)
D'autre part,

v(g5w,12) = L{6(w)¢(v)/(u,v) €G]0 ca(c))[2]}=cardfc;ﬂ (RN RW)J[Z]J )
. (32

A.rz.gz - Expression de fb[w'(u)tp' (v)/ (u,v) € G, N (R(0)) [2]] .
Cette espérance représente la proportion suivante :

s [(u,v)/(u,v) €6, 0 (R(9)) 2)q

(g, :8,r2)=
card (R(®;0))
v(gz;&)’,rz) \J(gz;@,rZ)
3 Pyt fag 25
card (6,0 (R(0)) %] (a(n-1) (n-2)/3)

aprés avoir montré que

card[G, ) (R(0)) [ZJ]=card[Glﬂ (R(0)) [:2]_]=[n(n-1)(n—2)/3j, (34)

et ou, on a noté
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\J(gz;ﬁ'.rZ) = cardEGZH (R(g)N R(®)) ["2‘]] (35)

D'autre part,

v(g,3w,r2)= J{$(@)4 )/ (u,v)€ Gzn<Rcc))[2]}=card[c2n(a(a)n rw) B a6

4.r2.g; - Expression de Glw! ' )/ (u,v) e GE]{R @) [2]]
Cette espérance est définie par la proportion suivante :
s (e, /{u,v) €6, N (R(0)) [2 i

ﬂ(gé;ﬁ,r2)= card (2(@;0))
= \J(gé;m’,rZ) U(gé;ﬁ;rz)
[2:] - s {37)
card( 6y (R(e)) 5] [n(n-1) (n-2)/6]

aprés avoir établi que

card[G) (R(G))LZJJ=card[G1'ﬂ (R(0)) [2]]=n(n~1)(n—2)/6 (38)
et ou, on note

v(ghid,r2) = card[6yN (R(0)N R(w)) L2]] e

D'autre part,
v(gysw,r2)= J{o () (v)/ (u,v) € 65N (R(0)) [2]} =card [Gi fl (R(a)N R(w)) [211(40)

On peut maintenant vérifier que la somme des cardinaux représentés
dans les formules (19), (26), (30), (34) et (38) correspond bien au cardi-
nal de (R(o’)){-«z:l qui est égal a (n=2)(n-1)n(n+1)/4.

4.rs.h - Expression de '&Bﬂ' (' (v)/(u,v)EH n(R(U)XS(U))J 3

Cette espérance est définie par la proportion suivante :
r(hs, pey= SLEV)/ (W, W)€ BN (R() x S5(0))]

card(Q(@;0))
_ v(h;@rs) _ " vih;&rs) . 41
card (4 N (R(c)x5(0))) [n(n=1) (n-2) (n-3) /4]
aprés avoir montré que

card () (R(0)xS(0))]= n(a=1)(n=2) (a=3)/4  (42)
et olu, on note

v(h;®, rs)=card [H ) (R(a)xS(a)) N (R(&)) EZJJ S B 43)

qui est supposé invariable dans le cadre de 1'h.a.l. (cf. § 1 ci-dessus).

D'autre part,
v(hzw,rs)= J{9(@)$(v)/(u,v) € BN (R(0)x8(0))} =card (K (R(e)x5(c))) (R(w)() Ez]]
44)
4.rs.g1 - Expression de’ZO[:lp' (' (v) /[ (u,v) € Giﬂ (R(a)xS(c))] .

Cette espérance est définie par la proportion suivante :
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s((0,v)/ (u, M€ 6, N(R(0Ix8(a))]
card (2(®;0))

1r(gt;lif,rs)==

V(g3 rs) v(g @, rs)
card(G,N (R(9)x5(c))] (ata-1) (a-2) /6)

)

aprés avoir montré que

card [, ] (R(0)x5(0))]= n(n-1) (a-2)/6 (46)

et ol on note
v(g1;ﬁ,rs}=card[:G1ﬂ (R(a)x5(a)) N (R(E)) [2:]_'] (47)

qui est constant dans le cadre de 1'h.a.l. considérée ici, (cf. § 1)
Par ailleurs,

V(g sw,r8)= J{o () (v)/ (u,v)€ G, () (R(0)xS(o))}
= card[c1n (R(cs)xs(c))ﬂ(m))[z]j : (48)

&.rs.g; - Expression defp[lb' (W' )/ (u,v) ¢ G; ﬁ(R{c}xS(c))]
Cette espérance est définie par la proportion suivante :
sE(u,v)/(u,v)G G:. MN(R(c)xS(a) }:_l

card(2(®;0))

(g}, rs)=

\J(g;;@;rs) v(gf];@;rs)
card [6! N (R(0)x5(2))]  [n(a-1) (m-2)/3]

, (49)

en ayant montré que

card[c;n (R(0)x5(0))]= nl(n-1)(n=2)/3  (50)
et ol on note

v(g};® rs)=card (6] N (R(e)xS())N REN) (2 15" 150]
(c£.§1)

D'autre part,

v(gl50,78) =1 {6 (W 6(v) / (u, )€ GIN (R(0)xS(0)) I=card (61N (R(0)xS (o)) (R(m))(["‘])j
51

&.rs.gz - Expression de ‘fp[ﬂ;'(u)w'(v)/{u,v)é G,N (R(O)XS(U))] ’

Cette espérance est définie par la proportion suivante :

s [(u,v) / (u,v) €6, N (R(9)xS(3))]
card (0 @;0))

v(gz;ﬁ,rs) u(gz;ﬁ,rs)

(8,38, rs)=

s LS2)

card (6,1 (R(0)x8(0))) " [a(a-1) (2-2)/6]

en ayant montré que
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card[Gzﬂ (R(o)xS (cr))]=card[G1ﬂ (R(o )xS(c))J =n(n-1) (n-2)/6 (53)
et ol on note

v (82 i, rs)=card[G2ﬂ (R(g)xS(e))N R(@@)) [2‘]3 (54)

D'autre part,

v(g,m,rs)= 1o (W (V) /(u, W)€ 6,N RG@)xS@))}
- card[6,N RE)x56N0 ®RNHIA]  (55)

4.rs.g) - Expression de B [¥' (w)¥' (v)/ (u,v)€ 65N (R(9)xS(a))].

Cette espérance est définie par la proportion suivante :

s [(u,v)/ (u, )€ 65 N (R(9)x5(a))]
m(g);@,rs) =

card (R@@;0))
v(gy i, rs) v(gy ;@ rs)

- , (56)
card [63N (R()x$(0))]  [n(n-1)(a-2)/3]

aprés avoir montré que

card [G:;_ n (R(U)XS(O))]= card E}; N (R()xS(0))]=n(n~1) (n-2)/3 (57)

et ou on note

v(gy:®, rs)=card [6) N (R(e)x5(c))N (R(ef))mj " oE)

D'autre part,

v(gy3, r)=[ {6 (W4 (v)/ (u,v) € G 0 (R(@)xS(@)) J=card (63 N R (xS ()N R w)) B

Désignons ici par I l'ensemble des couples de couples de la forme

((%,¥),(y,x)), on a immédiatement

card (1N (R(0)xS(0))]= n(n-1)/2 ,  (60)
Bl (W' (V) /(u,v)E IN(R(0)xS(0))]= 0, (61)

109 (w)e(v)/ (u,v) F I (R(a)xS(0))]=card [I N (R(c)x8(c))N (R(w)) [zjj =0(62)

On peut maintenant vérifier que la somme des cardinaux (42), (46), (50),
(53), (57) et (60) correspond bien au cardinal de (R(o)xS(c)) qui est égal

a [n(a-1)/2]2.

4.s2.h - Expression dez&{l\b'(u)w‘(v)/(u,v)é HN(S(a)) [2:]]

Nous avons besoin ici de 1'invariance, non directement supposée (cf.

formules (3) § 1 ci-dessus), du cardinal

v(n;@,,s2) = card[EN (S(o)N R(ﬁ,))mﬂ (63)

lorsque §f1 décrit son espace d'évolution Q(@;c). Toutefois, on a la formule

\;(h;ﬁ1 ,sz)+2v(h;@:,rs)+\‘:(h;@ .r2)=v(h;9’1)=card [HTI(R(-‘E)) [2]]=

n(n-1) (n-2) (n-3)/4, (64)

qui montre que v(h;&, s2) est constant et s'exprime par rapport 2
v(h;@,,r2) et 2 v(h;@,,rs).

|
|
s
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’ Ce type de relation ne dépend pas de la nature de l'ensemble H, nous
‘ la reprendrons pour G1, G;, G2 et Gé.
Toujours avec le méme type de notations, 1'espérance représentée en
titre de ce sous paragraphe est définie par la proportion suivante :

[}/ (u,v) € B0 (5()) A
card (2(®@,0))

7(h;@,s2) =

_ v(hi@;s2) . (hs@s2) (65)
card[10 (s(@) ] [at-1)(a-2) (@-3)/4]

D'autre part,

Wb, 52)=346 (66 (v (a0 B (5(0)) P mcara (5O (8¢ R(WD) PALRRTS)
4.s2.g, - Expression de’fu[:w'(u)w'(v)/(u,v)é G, ﬂ(S(U))EZ]]

Cette espérance est définie par la proportion suivante :

™
. _ s[(u,v)/(u,v)€ 640 (5(9)) Al
ﬂ(g1,ﬁ,52) i card(ﬂ(ﬂ;ci)

v(g i) s2) v(g,;@;s2)
card[6,N (5(0)) 12]1 [a(a-1) (a-2)/3]

D'autre part,

\’(g1;m,52)=2{¢(u)¢(v)/(u,v)(—Glr\ (5(a)) [‘Z]} =cardEG1ﬂ (s(o)N R(m))[?']:l (68)

(67)

4.s2.g) - Expression deﬁ[w'(u)w'(v)/(u,v)é G;ﬂ (s(a)) Ezj:l

Cette espérance est définie par la proportion suivante :

s[(u,v)/ (u,v)€ Gy N ¥
card (R(@;0))

v(g};t,s2) v(g}36;s2)

cara (61N (5D 2] [nta=1) (a-2)/6]

(g);@,s2) =

(69)

D'autre part,

v(g}iW,s2)= [{o(u)s(v)/ (u,v)€ G}N (S(a)) (2] J=card 6/ (s(a)N R(mnmj(?o)

4.82.g, = Expression de/&;[:w'(u)w' () / (u,v)E Gzﬂ (S(c))[:ﬁj
! Cette espérance est définie par la proportion suivante :

1 s [u,v)/ (u,v) € Ga N (5(a)) [2 |
m(g,38,52) = card(Q( ;0))

v(gz;&n52) v(gz;ﬁnsz)
card[6,N @] [ae-D@-2)/3]

1)

D'autre part,

v (g, s2)=L {4 () (v)/ (u, V)€ Gy s@n ) =card [G,N (5(o)) R(m))Ezjj](m
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4.52.gé - Expression de‘gg[:w'(u)w'(v)/(u,v)é Giﬂ (s(a)) [2:[]
Cette espérance est définie par la proportion suivante :
s [, )/ (a0 € 63 N(s(o)) B

card (2@;0))

v(gé;@',sZ) v(gz,HSZ)
= = 73)
card(e3 (@) ] (-1 (-2)/6)

D'autre part,

vig)su,s2)=1{ ¢ @)/ (u,v)€ 630 (S(U))Ej}-cardEG N (s(@)n Rcmnmj(m

w(gé ;@,s2)=

THEOREME 1. Sous les conditions de calcul précisées (cf.§1 ci-dessus), dans
le cadre de 1'h.a.l. définie (cf.§1 ci-dessus), la moyenne et la variance
de la v.a.Y (w,d';0) sont respectivement

u(w, 8 ;0)={card [R(c)N R(w)] + card(R(c) NR®)]}/card [R(c)]
+{card (S(o)N R(w)] + card[S(o)N R@)]}/card[s(a)]  (75)
v(hjw,r2)v(h;®,r2) o v(gyiw,r2)vigy;@,r2)
[nG@-1)(0-2) (@-3)/4) [n(a-1)(n-2)/3]
U(gl’w r2)u(g1,@/,r2) u(gz;w,rZ)v(gz;Ef,rZ) v(gé;m,rz)u(gé;@’,ﬂ)
+

(n(a-1) (n-2) /6] [n(n-n (n-2)/3) (n(n-1) (n-2)/6)
v(h;w,s2)v(h;@,s2) +“(31;“’52’“(31ﬁ-32’+ preytuiativ ey stias
(r(a-1) (0-2) (n-3)/4] [n(n-1) (n=2)/3) (n(n=1) (n-2)/6)

et
var (w,®' ;0)=

i v(gz;w,SZ)\:(gz;ﬂ,sz) £ v(gé;m,sZ)v(gé;ﬁ',sZ) +2[u(h;w,rs)v(h;@;rs)

(n(a-1) (n-2) /3] [a(a=1) (a=2)/6) [(a-1) (n-2) (a=3) /4)

v(g1;m,rs)v(g,'|;@/,rs) v(g;;m,rs)u(g{;-ﬂ:rs) v(gz;w,rs)u{gz;@,rsJ
+

+*
[n(a-1) (a-2) /6] [a(n-1) (a-2) /3] [n(a=1) (n-2)/6]

\J(gé;w,rs)v(gé;@r,rs)
+
(n(a-1) (a-2)/3]

35 (76)

ol les notations ont été diment explicitées dans les derniers sous para-
graphes.

L'indice de corrélation partielle T,@.q oSt donné par la formule
o =[5(u.~,5)-u(w,5' ;G)ﬂlfvar(w,ﬂ';d), 77)
ol s(w,®) est 1l'indice brut card[R(m)ﬂ R(ﬂ):] (cf. formule (2) ci-dessus).

La v.a. (w,®';0) se touve en fait déterminée par 1'expression calculée
i P P

"globalement" (comme cela a été le cas pour la moyenne et le moment d'or-

dre 2) de la suite de ses moments successifs.

On a pu remarquer la symétrie parfaite, par rapport a w etd, des ex-—
pressions de la moyenne et de la variance de la v.a. ‘f(w,lﬁ' ;0). De sorte
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que le résultat aurait été le méme si les calculs avaient été effectués
par rapport a la v.a.y (0',®;0) dont la définition est claire conformément
3 celle de Y (0,8 ;0).

En décomposant 1'ensemble (E [z])[q] des q-uples de couples & composan-
tes distinctes et dont deux quelconques sont différents, en sous ensembles
dont chacun est formé de 1'ensemble des q-uples de couples de méme confi-
guration (cf. [LERMAN(IQYZ&):]), on peut montrer, que le moment absolu d'or-
dre quelconque fixé, calculé "globalement' de la v.a. (w,®';0) est iden-—
tique & celui de la v.a. Y (w',T;0). Dans ces conditions, on peut proposer
la propriété suivante :

THEOREME 2. Dans le cadre de 1'h.a.l. & caractére partiel et "global" (cf.
§ 1 ci-dessus), la distribution de la v.a.‘j’(m,&";o) est la méme que celle
de g(m',ﬁf;a).

5. Analyse de 1'approche de M.G. Kendall.

Comme nous le signalions dans l'introduction générale, M.G. Kendall
EKLN’DALLU%Z) introduit le tableau suivant de croisement dans R(c) des
deux attributs définis par les parties R(w) et R(®) :

R(o)N R(w) R(o) N S(w)
R(e)N R(®) a b a+b
R(o)N s(@) c d c +d
a+c b+ d atb+c+d = card(R(0)]

I1 définit dans ces conditions, le coefficient d'association partielle
entre w et® , relativement a g, T par le coefficient de K. Pearson :

= ad - bc (78)

/(a+b) (c+d) (atc) (b+d)

L'indépendance, ici conditionnelle relativement & R(g) se trouve néces-
sairement définie par la relation

w®.o’

T
w@. o

a a+b
atc a+b+c+d’ (79)

qu'on peut expliciter sous la forme :
card [R(w)\ R@)N R(o)] o card [R(w)N R(0)] ¥ card [R(®) N R(a)]
card [R(c)] card[R(G):] card ER(G):I (80)

Les marges de la table de croisement étant fixées, la relation (79)
est équivalente i la relation suivante :

= e+ d
57 R A Ak

qu'on peut écrire sous la forme :
card [$ () S@)() R(o)]_ card[$(w) R(e)] , card[s@N R(a)]
cardER(u)j cardER(cr)l card[:R(c)j (82)
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Or, il y a une correspondance bijective respectivement entre

R(o) et S(a),
S(w)N R(o) et R(w)N S(o),
s(@)N R(a) et R@®)N s(o),

S(w)N S@)N R(o) et R(w)N RE@)NO S(0) ;

en effet, si (x,y) appartient 4 1'un des ensembles (de gauche), (y,x) ap-
partient i 1'ensemble associé (de droite). De sorte que la relation (82)
peut s'écrire comme suit :

card [R(w)( R(®)( S(a)]_ card[R(WN S()] _ card[R(®) N 5(0)]
card [S (a)] card [S (0)] card [S (0)3 (83)

Les relations (80) et (83) correspondent exactement aux relations (15)
ci-dessus.
PROPRIETE 1. L'indépendance dans R(o) entre les deux attributs représentés
par R(w) et R(®) est équivalente & 1'indépendance conditionnelle telle
qu'elle a été définie ci-dessus (cf. § 3).

La démarche de M.G. Kendall n'aurait pas permis d'aboutir a ce résul-
tat si les parties 2 comparer ne représentaient pas les graphes de rela-
tions d'ordre total. Nous alloms en effet considérer 1'exemple su%??nt ol
le cardinal n de E vaut 6 ; dansrgfs conditions, le cardinal de E 2) est
30 et ceku' d'un sous ensemble E-- représentant un ordre total, 15.
Codons EL?) par la suite des trente premiers entiers :

2 .
E[J i) e b A1) 8

A la place de R(o), R(w) et R(&), nous allons considérer trois parties
A, B et C de méme cardinal 15, mais ayant un caractére quelconque :

Am{ 241 112,13, 165 17,18, 19,21,22,23,24,25,26
B=f15:2;:3,45556575859,10,11,12;113,14,:15}
Cc={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,16,1%,18,19,20}

Construisons les deux tables de croisement des deux attributs définis
par B et C, dans A d'une part et dans AC d'autre part :

c [ =4 =
anB lanz®| — ANE b8
ANC || a=2 |b=4 |at+b=6 ANc a'=8 b'=1 a'+b'=9
ANCS| c=3 |d=6 [e+d=9 ASNCE || e'=2 | d'=4 c'+d'=6
atc=5 |b+d=1 15 a'+c'=10] b'+d'=5 15

On voit qu'on a la relation :

IR 6 B, |
a+t e O P BETd 57
el 0 e s i e
a'+e' =5 T a'+blected! gl i 9

ainsi, les deux attributs représentés par B et C sont indépendants dans A,
mais dépendantes dans AS.

L'indice brut du lien entre R(w) et R(&) dans R(g) peut s'écrire :

card [R(o) (| R(w)) R(®)]=a,
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celui dans S(o) peut & son tour s'écrire :
card[$(a) (| R(w) (| R®) = card[R() (1 s s(B]=a.  (84)
Compte tenu de la relation
d = a+(5)=(a*b)=(atc)
= a+(g)-card[a(o)ﬂ R(w))]-card [R(e) | R®@)], (85)

1'indice centré dans R(o) qui s'éerit
.. (atb) (atc)
n
69
est égal 3 celui centré dans S(¢) qui peut s'écrire
_ (c+d) (b+d)
n ’
)

d (87)

leur valeur commune peut se mettre sous la forme
(ad - be)/ (). (88)

Le numérateur de notre indice d'association partielle se met sous la
forme de la somme des deux expressions (86) et (87) ; il est par conséquent
égal &2 (ad - bc)/n(n-1).

PROPRIETE 2. La part dans R{oc) du lien "centré" entre R(w) et R(&) est
identique & celle dans S(0).

COROLLAIRE. Le numérateur de notre indice d'association partielle est a
un coefficient multiplicatif prés identique a celui de M.G. Kendall.

Insistons encore une fois sur le fait que la cohérence de l'indice de
M.G. Kendall est intimement liée & la structure particuliére du graphe
d'un ordre total (cf. (84)). On n'a pas une propriété analogue a celle 2
ci-dessus si les relations i comparer étaient d'ume autre nature (cf.§II
ci-dessus).

Comme c'est le cas pour l'indice de K. Pearson dans le cas total de la
comparaison de deux attributs, 1'indice d'association partielle T
peut &tre obtenu en centrant et en réduisant 1'indice brut =

s = card{ [R()N RW)] N (R RE]} (89)

telativement & une h.a.l. ol & la partie B = R(0)() R(w)(resp.C=R(a)(] R(®))
de R(o),

Répétons que, conformément 2 notre démarche de calcul exprimée au pa-
ragraphe 1 ci-dessus, on obtiendrait le méme indice si dans le calcul de
la variance (cf.§4), on ne distinguait relativement a un couple de couples
dtobjets ((x,y),(x"',y")) que si les deux couples (x,y) et (x',y') sont
différents ou identiques. Nous pensons dans ces conditions que le calcul
que nous proposons de la variance est plus précis en ce sens qu'il tient
mieux compte de la nature des structures 3 comparer. A cet égard, contrai-
Tement 4 ce qu'on peut rapidement croire, la réduction de 1l'indice centré
revét une importance capitale pour l'organisation des liens entre variables
comme nous avons pu nous en rendre compte dans la pratique.

. Nous allons maintenant chercher a4 comprendre d'une certaine facon le
résultat suivant mentionné dans 1'introduction générale (cf.§I) que
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M.G. Kendall attribue avec étonnement & une coiIncidence :

T R
L we wo &¢ (90)
. o=y T s
i Two ol 8o

Notre explication reposera sur les résultats du paragraphe II précé-
dent ainsi que sur l'analyse de la forme de 1'indice 7 entre deux varia-
bles "rang".

(2)

Désignons ici par o, w et & les attributs qui sont relativement a E
représentés par les parties R(c), R(w) et R(®). L'indice 1 de M.G.Kendall
entre deux variables '"rang" peut parfaitement Etre obtenu en ignorant
complétement le caractére ordinal des structures a comparer, c'est-a-dire,
4 partir de celui de K. Pearson. Relativement par exemple &4 w et &, 1'in-
dice centré, conformément i une h.a.l. "libre" ou & R(w)(resp. R(®)), on
associe un élément aléatoire dans 1'ensemble, Tgfi d'une probabilité uni-
formément répartie, de toutes les parties de E de méme cardinal
n(n-1)/2, se met sous la forme :

card[R(w)N R@)] - n(n-1)/4 (91)

qul représente la moitié du numérateur de 1'indice Tt . Le dénominateur
s'obtient en évaluant le maximum de la valeur absolue de 1l'expression (91)
qui est égal i n(n-1)/4. L'indice

{card [R(w)N R@®]-[n(n-1)/4)}/[n(n-1)/4) (92)

est exactement celui T
wa.

Il peut, conformément au calcul de fgy, du paragraphe II, se mettre
sous la forme
4 [p(und® )-pw)p@) = p(w,8, (93)

dans le sens que nous venons de donner & w et® .

Par ailleurs, par rapport a la définition du coefficient d'association
partielle entre w et & relativement & 0, nous venons de voir que la part
du lien centré dans R(o) est égale i celle dans S(o) ; de sorte que le
numérateur du coefficient &R représente la moitié de celui ou on regar-

a (10]
derait w,® et o comme des attributs (cf. § II). La relation de (9)du para-
graphe II, ainsi que celle (93) ci-dessus, montrent que, a un coefficient
multiplicatif prés,

T (94)

TR T wl . cwo B
Quant 2 la forme du dénominateur du deuxiéme membre de (90) ; elle
s'explique par la relation (93) et pour des raisons de normalisations qui
ne peuvent que colncider : la premiére normalisation se concevant dans le
cadre de 1'indice d'association de K. Pearson et la seconde, dans le cadre

classique du coefficient de corrélation partielle.

VIT - CONCLUSION

Au terme de cette longue étude 3 la croisée de l'analyse non linéaire
des données et de la statistique non paramétrique, il reste encore beau-—
coup a faire...
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Le dernier paragraphe pourra stimuler le spécialiste de la combinatoi-
re dans 1'analyse, a des fins énumératives de la structure de 1l'intersec—
tion de deux ordres totaux sur un ensemble fini.

Nous avons déja signalé que grdce i des résultats antérieurs, nous
pouvions envisager une étude efficace par simulation dans le cas de la
comparaison partielle entre ordres totaux, ce qui correspondrait a un net
progrés par rapport i la tentative de Moran. Cette étude ne pourrait &étre

sans un fin programme informatique.

Une recherche algorithmique particuliire est également nécessaire pour
1'informatisation du calcul des indices d'association partielle, dams les
différents cas, surtout lorsqu'il s'agit d'établir toute la table des in-
dices entre éléments d'un ensemble V de variables descriptives, partiels,
relativement i une variable w exogéne (wg:, V).

Signalons qu'une des motivations source de ce travail a été une étude
sur la répartition des dépenses d'un ensemble de ménages sur différents
postes, ot on n'a pu dégager par la classification une organisation cohé-
rente et nuancée de 1'ensemble des postes de dépense qu'en neutralisant la
variable "revenu du ménage'.

Plus généralement, on peut se poser la question de savoir ce que de-
viennent les différents comportements dégagés & partir de la classifica-
tion de 1'ensemble V des variables descriptives si on neutralisait 1'in-
fluence d'une variable w fortement discriminante (w& V). Cette approche
répond & la démarche du chercheur en sciences humaines qui désire éliminer
dans son analyse l'influence de facteurs bien connus. Nous espérons que ce
dernier trouvera ici un outil adapté. Toutefois, pour qu'il puisse en tirer
profit, la collaboration doit &tre plus que jamais étroite avec le statis-
ticien qui cherche a valider sa méthode et l'informaticien appliqué, son
programme .
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