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Pub. Inst. Stat. Univ.
XXVIII, fasc. 1,2,1983, 7-46

' INDICES D'ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES

"QUALITATIVES" ORDINALES

par I.C. LERMAN

Laboratoire de Statistique
Université de Rennes I - I.R.I.S.A. (L.A. 227)

î. introduction

Pour comprendre l'idée de ce travail et ce qui l'a motivée, il y a lieu
de commencer par rappeler notre point de vue dans le cas de la définition
d'un coefficient d'association totale entre variables de description sta-
tistique.

Notre démarche générale dans l'élaboration d'un indice de proximité en-
tre variables peut être schématisée par le diagramme suivant (cf. figure 1)
que nous allons commenter en prenant l'exemple, de la comparaison de deux
variables qualitatives nominales.

Dans ce diagramme, a et S sont les deux structures de mime nature à
comparer.

(ct,B)é A x B f (R(a) ,R(B) ) £ x Q (1)

(2)

(3)

Q(o,0)-(s--Jcs))/.o(S) (4)

P(a,e)=PrN{S<s} j
s*(Q(a,B)) .

Figure 1

Dans l'exemple choisi a et B sont deux partitions où nous désignons par
t(a)(resp. t(B)) le type de la partition ot(resp. B) ; c'est-à-dire la suite
ordonnée des cardinaux de ses classes. Dans ces conditions A(resp. B) est

Y

s = card(R(a)H R(B))
+

h.a.l. "respectant les
caractéristiques de
cardinalité" de a et B

4'
S = card(R(a')0 R(B'))



l'ensemble des partitions sur E de type t(a)(resp. t(B)). R(a)(resp.R(3))
est l'ensemble des paires (sous-ensemble de l'ensemble P-(E) des parties
à deux éléments de E) dont les deux composantes sont réunies dans une même
classe de la partition a(resp.3) Q peut être défini comme l'ensemble des
parties de P£(E) dont chacune correspond à la représentation d'une rela-
tion d'équivalence sur E.

L'hypothèse d'absence de lien (h.a.l.), passage du niveau (2) au ni—
veau (3), associe au couple (a,3) un couple (a',3') d'éléments aléatoires
indépendants où a(resp. 3') est un objet de même nature que a(resp. 3) qui
respecte d'une "certaine façon" les caractéristiques cardinales de
a(resp. 3). Dans l'exemple considéré, une des formes de 1'h.a.l. consiste
à associer à a(resp. 3) un élément aléatoire dans l'ensemble A(resp. B)
des partitions sur E, muni d'une probabilité uniformément répartie.

-&(S) et o? (S) sont la moyenne et la variance de In variable aléatoire
(v.a.) S et Q(a,3) est ce que nous appelons l'indice de proximité "centré
réduit". Le passage de (3) à (4) est décisif puisque cet indice est celui
d'association de K. Pearson s'il s'agit de comparer deux attributs de des-
cription ; à un coefficient multiplicatif près, celui de corrélation dans
le cas de comparaison de deux variables numériques. D'autre part, dans le
cas de la comparaison de deux variables "rang", le numérateur de Q est
exactement le numérateur de l'indice T de M.G. Kendall ; mais dans notre
indice nous remplaçons le dénominateur de T qui est le maximum de la
valeur absolue du numérateur par l'écart type de la v.a. associée au numé-
rateur. Toutefois, nous découvrons des indices nouveaux dans le cas de la
comparaison de variables qualitatives nominales (variables "partition") et
ordinales (variables "préordre total") où nous mettons en évidence un biais
dans l'indice proposé pour cette situation par M.G. Kendall QjERMAN(1973)
repris dans (1981)J.

Dans le cas de la comparaison de deux parties E(a) et E(b) d'un même
ensemble E(représentant en l'occurrence deux attributs descriptifs), nous
avons pu mettre en évidence trois formes fondamentales de l'h.a.l. respec-
tant chacune d'une certaine façon les caractéristiques cardinales de E(a)
et de E(b) (LERMAN(1980)J.

La première forme N a un caractère combinatoire ; elle consiste à asso-
cier à une même partie D de cardinal d, une partie aléatoire D' qui re-
présente un élément aléatoire dans l'ensemble, muni d'une probabilité uni-
formément répartie, des parties de E de même cardinal d. Cette forme de
l'h.a.l. conduit à une distribution hypergéométrique de la v.a. S(cf. ni-
vrau (3) du schéma).

Alors que dans le cas que nous venons de mentionner toute la mesure de
probabilité est concentrée sur un même niveau de l'ensemble des parties de
E, la deuxième forme N_ de l'h.a.l. consiste à munir cet ensemble de par-
ties d'une mesure de probabilité plus diffuse où le k-ème niveau, formé

9 , , ( ( n k k
des parties à k éléments, est affecté de la probabilité (, ) J (1r£)
où£=d/n. D'autre part, cette dernière probabilité est également répartie
sur ce niveau. Cette deuxième forme de l'h.a.l. conduit à une distribution
binomiale de la v.a. S.

La troisième forme de l'h.a.l. commence par associer à E,-l'ensemble
aléatoire où l'aléa ne concerne que la v.a. entière=card(Q)) qui est
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considérée comme une v.a. de Poisson de paramètre n=card(E). Relativement
à une réalisation-^ de cardinal m, les deux autres pas du modèle de choix
correspondant à

Nous distinguons en fait deux principaux types d'une variable de des-
cription ; où pour le premier la variable peut être fidèlement représentée
au niveau de E et où, pour le second type, la variable ne peut admettre
une représentation mathématique fidèle qu'au niveau de E x E. Dans la
première classe définie par le premier grand type de variables, on a exac-
tement 1 "'attribut descriptif" représentable par une partie de E et la
variable quantitative représentable par une pondération sur E. D'autre
part, toute variable définissant une relation binaire discrète ou pondé-
rée sur E, rentre dans le cadre de la deuxième classe ; ainsi en est-il
de la variable qualitative nominale, de celle ordinale (totalement ou
partiellement), de celle "rang" et enfin de celle définissant un graphe
pondéré sur E.

u, v et w étant trois variables qualitatives d'un même type ; pour
construire un coefficient d'association partielle y(v,w;u) entre v et w
relativement à u, de nombreuses méthodes procèdent par analogie avec le
cas numérique où c'est le point de vue géométrique qui prévaut et propo-
sent un indice de la forme

y(v,w;u) = Y(v.w)-y.(tt,v)r(u,w) ..

/(j-y2(u,v)] (j-y2(u,w)J
dès lors qu'elles ont pu aboutir à un indice y(v,w) dont la nature géomé-
trique paraît analogue à celle d'un coefficient de corrélation [SAPORTA
(1976)1. Il en résulte une absence de clarté et parfois un grave inconvé-
nient où cet indice peut ne pas être nul en cas d'indépendance condition-
nelle où, pour toute valeur de u, v et w sont indépendantes [ûAUDIN(1979)J*

Ce que propose M.G. Kendal1(KENDALL (1942), cf. (1970)J est dans son
principe essentiellement différent et correspond formellement en fait à
commencer par représenter chacun des ordres totaux par son graphe dans
E x E, respectivement a, u et SS par R (a), R(ai) et R(®) où par exemple

R(a) = {(x,y)/(x,y)é- E x E, x < y (a)},

avec des expressions analogues pour R(io) et R (ST). Il se situe ensuite dans
R(a) et définit dans ce cadre le coefficient d'association de K. Pearson
entre les deux attributs représentés par les deux parties R(a) 0 R(m) et
R(a)0 R(ffl). Cet indice se met par conséquent sous la forme :

ad ~ bc

/(a+b) (c+d) (a+c) (b+d)

où a = card[R(a)n R(w)0 R(®)], b=card[R(cr)A R(oo) 0 RC(<0)] ,

c = card pR(a) A RC (m) A R(<0)], d = card[R(u)0 RC(u))f| RC(®)J .

M.G. Kendall constate avec étonnement, en attribuant le résultat à une
coïncidence, que l'indice peut se mettre sous la forme
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yvy: ' ■

fl‘

U)<0
r . x_,

o>a «a

ü)<0'. a

1-t' 1-t.fir. a

(5)

où t n'est autre que l'indice établi entre deux variables "rang" u et v.
uv

Notre analyse nous permettra de comprendre ce résultat et d'asseoir la
conception de l'indice que nous découvrirons sur des bases formelles plus
claires. Il s'avérera que le numérateur de ce dernier sera le même que
celui proposé par M.G. Kendall ; mais il n'en sera pas de même du dénomi-
nateur. Notre indice sera en fait obtenu à partir du calcul de l'espérance
mathématique et de la variance d'une variable aléatoire associée à un in-
dice brut de comparaison entre w et SS , dans le cadre d'une hypothèse
d'absence de lien (h.a.l.) préservant d'une certaine façon les positions
relatives entre w et o d'une part, & et a d'autre part. P.A.F. Moran
|MORAN(1951)J qui avait effectué une étude par simulation de.la distribu-
tion de t ^ , mais pour n très petit (n=card(E)=4) avouait son impuis-
sance devant ce calcul ; mais c'était dans le cadre d'une h.a.l. plus
stricte que la notre.

Cet article reprend un aspect d'un volumineux rapport de recherche
(Publication interne IRISA n° 153, Oct. 1981 - 125 pages) qui comprend les
différentes situations quant à la structure des variables à comparer et
notamment, le cas où les variables sont qualitatives nominales (i.e. va-
riables "partition"). Nous nous limiterons ici, pour des raisons de place
et parce que la démarche générale est la même, après avoir considéré le
cas où les variables sont des attributs descriptifs, à étudier le cas
ordinal.

Il - COEFFICIENT VE CORRELATION ENTRE VEUX ATTRIBUTS, PARTIELLE RELATIVE-
MENT A UN TROISIEME ATTRIBUT

On désigne par a, b et c trois attributs descriptifs et par E l'ensem-
ble des individus défini par l'échantillon étudié. Soient E(a), E(b) et
E(c) les parties de E représentant respectivement a, b et c ; en d'autres
termes E(a) est le sous ensemble de E formé des sujets qui possèdent l'at-
tribut a, E(b) celui b et E(c) celui c. Nous schématisons la situation par
le diagramme naïf suivant :
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Il s'agit de définir un indice d'association partielle entre b et c,
neutralisant l'influence de a. Nous nous proposons de le faire à partir
d'une construction adéquate de l'h.a.l. de-même nature que N. (cf. § I
ci-dessus) .

1. Indice brut et h.a.l.

L'indice brut d'association entre b et c a toujours la même expression:

s(b,c) = n(bAc) = cardj*E(b) H E(c)J, (1)
Comme dans le cas total, l'h.a.l. peut avoir une forme unilatérale, en

fixant par exemple E(b) et en associant à E(c) une partie aléatoire Z.
Pour neutraliser l'influence de E(a), cette h.a.l. doit préserver les po-
sitions relatives observées entre E(a) et E(b) d'une part, E(a) et E(c)
d'autre part. Comme E(a) et E(b) sont fixées, la partie aléatoire Z doit
avoir par rapport à E(a), la même situation relative que celle qu'avait
E(c).

Dans ces conditions, Z sera choisie comme formée de la réunion de deux
parties aléatoires indépendantes Z(a) et Z(a) où Z(a) fresp. Z(a)J est un
élément aléatoire dans l'ensemble, muni d'une probabilité uniformément
répartie, des parties de E(a) (resp. E(a)J de même cardinal n(aAc) (resp.
n(âAc)J, où nous avons noté a l'attribut opposé de a ; de sorte que
E(â)=E-E(a) (différence ensembliste).

La v.a. S se met alors sous la forme suivante d'une somme de deux v.a.

indépendantes :

S(b,c';a) = cardfE(b) 0 Z(a)J + card (E(b) 0 Z(a)J, (2)
Il est facile de se rendre compte que la première (resp. seconde) v.a.

est hypergéométrique de paramètres (n(a) ,n(a*b) ,n(a/\c)J (resp. Pn(2) ,n(5*b) ,
n(aAc)j). De façon précise, on a

Pr{N(aAbAZ(a))-t)

et

Pr{N(âAbAz(a))=m^

,n(aAb). ,n(aAb) , n(a) s

Z n(aAc)-* .n(aAc) *

^n(aAb).,n(aAb) . ,,n(â) ^
m n(àAc)-in n(âAc)'

(4)

où nous avons noté N(aAbAz(a)) (resp. N(aAbAz(a))) la première (resp. se-
conde) des deux v.a. ; d'autre part, une expression de la forme n(â) indi-
que card[E(â)j et une expression de la forme n(aAb), card(E(â)A E(b)J .

On peut certes sans difficulté donner l'expression de la loi de la v.a.
S(b,c;a) sous la forme de celle d'une somme de deux v.a. entières indépen-
dantes. Mais nous préférons aller droit au but en calculant les expressions
de la moyenne et de la variance de la v.a. S(b,c;a).
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2. Moyenne et variance de la v.a. S(b,c»a)♦
On a

-&(N(aAbAz(a)))=n(a)x x n(,;T- * » p(aAb)p(aAc)/p(a) (5)n(a; iHa;

où p(a), p(aAb) et p(aAc) désignent respectivement les proportions n(a),n,
n(aAb)/n et n(aAc)/n.

De même,

-^(N(âAbAz(â)))=n(â)xn-%^- x = np(âAb)p(aAc) /p(â) (6)n(a; nia;

avec des notations analogues à ci-dessus.

Drautre part, Var(N(aAbAz(a)))= n(a) n(aAb)__n(aAb) n(aAc) n(aAc)

[n(a)-lj n(a) n(a) n(a) n(a)

=n p(aAb)p(aAb)p(aAc)p(aAc)/(p(a)) . (7)
-„3et de même, Var(N(aAbAz(a)))»n p(aAb)p(aAb)p(aAc)p(aAc)/(p(a)) . (8)

D'où la proposition :

PROPOSITION t. L'indice "centré réduit", représentant le coefficient d'as-
sociation partielle entre les deux attributs b et c, relativement à
a : p, s'exprime par

rP(bAc)-(^(-a^)?(aAC) + p(âAb)p(â_Aç).)]✓n p(a) p(a) '

y p(aAb)p(aA5)p(aAç)p(aAç)
| p(âAb)p(âAE)p(âAc)p(aAc)

p(a)3 p(a)3
(9)

Il est naturel de chercher à rapprocher l'expression qu'on vient de
trouver pour l'indice p, avec celle :bc.a

v:. <,o)

I

qu'on aurait obtenue en procédant par analogie directe entre le cas où les
variables sont numériques et celui qui nous occupe ici. On pôU.t en ef-
fet s& rendre compte que le numérateur de l'indice (9) trouvé, se met,
dans.le cadre de l'h.a.l. considérée, à un coefficient multiplicatif près,
sous la forme (p, _ - p , p ). Cependant, on n'a pas une propriété analogue
j t bc 3.b &c _ , / •de rapprochement en ce qui concerne le dénominateur.

Terminons ce paragraphe en signalant que pour étendre cette notion de
corrélation partielle au cas de la comparaison de deux variables numériques,
partielle relativement à une variable qualitative nominale, l'élément aléa-
toire devient une permutation formée d'une suite de permutations aléatoires
indépendantes dont chacune affecte exactement une classe d'individus possé-
dant une modalité de la variable qualitative Jj.ERMAN,0ct.8lj .
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III - COEFFICIENT VE CORRELATION ENTRE VEUX VARIABLES QUALITATIVES ORVINA-
LES, PARTIELLE RELATIVEMENT A UNE TROISIEME VARIABLE QUALITATIVE OR-
VINALE

Nous désignerons par q et © les deux variables qualitatives ordinales
dont il s'agit de mesurer le lien en neutralisant l'effet d'une troisième
variable qualitative ordinale-£>. Aucune ambiguité n'étant possible, nous
désignerons par^, q et ©■ les trois préordres totaux sur E respectivement
induits par les trois variables^,, n et . On notera respectivement

{E./UiSl)

{F./1$jsJ}
et {&/Uk$K>

l'ensemble des classes de^ ,

l'ensemble des classes de n

l'ensemble des classes de w.

où l'indexation des classes d'un même préordre est naturellement conforme
à l'ordre quotient sur les classes défini par ce préordre.

Les compositions des préordresq et & seront respectivement notées
(n(1),n(2).,n(i),...,n(I)),(n(1),n(2),...,n(j),...,n(J)) et
(q(1),n(2),...,n(k),...,n(K)) où n(i)=card(E.), n(j)=card(F.) et
n(k)=card(G^), 1$j$J et 1$k$K.

La position relative entre deux préordres totaux est déterminée par le
tableau de contingence de leur croisement. On aura dans ces conditions à
considérer les trois tableaux de contingence suivants, respectivement asso-
ciés aux croisements deux à deux des préordres ^An, et nA* :

n(-ÇA'TD={n(iAj)/1x<i^I, U><j)
n(V6)=(n(iAk)/4Ul, K<kx<K) (2)
n^A©) ={n(jAk)/ \ fyj, UWK]

où n(iAj)=card(E.f) F.), n(iAk)=card(E.0 G.) et n( Ja k)=card(F .0 G, ) , 1$i$I,
1 J 1 K. j x

Uj$J, 1$k$K.

Rappelons ( [LERMAN(1973)] ) qu'on représente un même préordre total dans
E par l'ensemble des couples d'objets (x,y) tels que x précède stricte-

ment y ; ainsi-d,, q et 8 sont respectivement représentés par

R(^)= l (Ei x Eit/Ui<i'$I},
R(l)= I {Fj x Fj,/1$j<j'$J}, (3)

et R(0)= l {G. x Gk,/Uk<k'$K}.
III.1. CAS D'UN INDICE D'ASSOCIATION PARTIELLE DANS LE CADRE D'UNE H.A.L.

A CARACTERE LOCAL

1. Indice brut et h.a.l.

L'indice définitif que nous cherchons dans ce paragraphe III.1. sera
désigné par p „ „ . L'indice brut est le même que dans le cas total, il

j i r nG*& •prend la forme suivante

s(n,0)=card^R(q)0 R(0)J= £ (n(jAk)n(j 'Ak')/1$j<j '$J, 1$k<k'$K} (4).



Comme dans le cas total (LERMAN(1973)1, on fixe l'un des deux préor-
dres totaux n et 0 et on associe à l'autre un préordre aléatoire en mon-
:£rant que la distribution de la v.a. associée à s(ri,0) ne dépend pas.de
celui des deux préordres totaux fixés.

Comme dans le cas de comparaison partielle de partie (cf. § H
ci-dessus), nous allons fixer le préordre total n et associer à© , un
préordre aléatoire 0' dont la suite des classes est notée {G^/1$k$K}où G^ est la partie aléatoire de E associée à G^, 1gk$K, dans une h.a.l.
qui préserve la position relative des classes du préordre aléatoire par
rapport aux classes du préordre . Dans ces conditions, G^ sera défini
sous la forme de la somme ensembliste

Gk I
Ui$I

g; .kl (5)

pour tout k=1,2,... ,K,où (G^ »^2* * " * ,Gki’ ’ * * ,GkI^ eSt une su^te Parties
aléatoires indépendantes ; G^£ étant pris uniformément au hasard dans l'en-
semble des parties de E^ de même cardinal n(i k).

Soit par conséquent la décomposition Suivante de E x E :

E x E = £ (E^ x E^,/(i,i')fe ï x ï} (6)
(somme ensembliste), où I désigne l'ensemble {1,2,...,i,...,1}, par rap-
port à laquelle l'ensemble aléatoire R(0') se met sous la forme :

R(ô ')= l G^)x(Ei,0 G£,)/1*i,i'*I, 1«k<k'$K}. (7)
Introduisons à présent les fonctions indicatrices ^(resp.^ et Ÿ') des

sous ensembles R(n)(resp.•R(0) et R(0')), la v.a. S(rj,©') se met alors
sous la forme

S(ri,0')= I {ji(x,y)f (x,y)/(x,y)éE x E}
= J(^{(j>(u)^' (u)/u (r E^xE^, }/ (i, i' ) 6 î x ï} (8)

Nous allons calculer dans le cadre de l'h.a.l. exprimée, la moyenne et
la variance de cette v.a. C'est en effet, conformément à la démarche géné-
raie, l’indice s^,©") centré et réduit qui définira le coefficient défini-
tif p

n0.^ •

2. Calcul de la moyenne de la v.a. S(n,©';■£>).
Nous aurons besoin pour ce calcul d'évaluer

Pr{ifi' (x,y)=1/(x,y) 6 E^ x E^> (9)
£{<j>(x,y)/ (x,y) é: E^ x E^} (9')

Pr{i|/' (x,y) = 1/ (x,y) é E^ x E^,} (10)
£{<|>(x,y)/(x,y) é Ei x E^, }, (10')

pour t$i#i'$I.
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Désignons par 9.(resp.9!) la restriction du préordpe total© (resp.0')
à la classe E. ; ainsi, la suite des classes du préordre total 0 I se trou-
ve définie par {G^/1gk$K}. La composition de ce préordre est
tn(iAk)/1$k$K}.

L’expression (9) représente la proportion de préordres totaux©! sur
E: de composition fixée, qui placent l'objet x dans une classe d'inàice k,
l'objet y dans une classe d'indice k' de telle sorte que k soit stricte-
ment inférieur à k'. Cette proportion vaut

r,n(i k)n(iAk')
ftïhnfrtetr /•;**;«* (,,)

D'autre part, l'expression (9') représente le nombre de couples d'oh-
jets de la classe E. qui appartiennent à R(q) . Il s'agit du cardinal de
R(n.) si on désigne par q. la restriction du préordre total q à la classe
E.. On notera {F../1$j£Jj la suite des classes du préordre total q^ qui
est la suite des^classes du préordre total q. qui est de. composition
{n(iAj)/1$j$J}. L'expression (9') vaut donc

£{n(iAj)n(iAj')/1$j<j'$J} . (12)
L'expression (10) représente la proportion de

préordres totaux tels que 0j^ place l'objet x dans
place l'objet y dans sa k'-eme classe, avec k<k*.
égale à

couples (©!.,©! f) de
sa k-ème classe, 0' !,

. 1
Cette proportion est

T{ n(iAk)n(i'Ak') /1<k<k.<K}4 n(i)n(i') {-,1*7T, rr (13)

L'expression (10') représente le nombre de couples d'objets (x,y) tels
que x(resp. y) appartient à la jrème (resp. j'-ème) classe de q^(resp.'^,),
avec j<j '. Ce cardinal est égal à

£{n(iAj)n(i'A j ')/1$j<j '$JK (14)
Pour le calcul de l'espérance mathématique de la v.a. S(q,0';^>), nous

décomposerons l'expression (8) en deux morceaux :

£{£{<)>(u)ip' (u)/uf E^ x E^ï/itl}} + ^{^{<(i(u)tp'(u)/ué-E^xE^,}/(i,i') é-î^(15)

où rappelons-le, I^J=IxI-A(IxI) désigne l'ensemble des couples (i,i') tels
que i^i'.

u(n

-r«1
î-le, ILJ<

En appliquant l'opérateur espérance, on obtient

,6';$)= l {^{P.(i^)n(iAj^n(iAkjn(iAk’)/i$.<.,$J) Uk<k^K}/UUl}
-f- y(y{—^-^■^n(i^4~7^» ^k^n^-i'^k.'.)/ igj<j ,$J> 1gk<k'$K}/ (i,i')6Ïp2^ }nlijnli ) ' .i, Qg)
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3« Calcul de la variance de la v.a. S(n,0';^).
Comme pour le cas de la comparaison [19^-3], toute la difficulté

va résider dans l'expression et l'évaluation du moment d'ordre 2. Le carré
de l'expression (15) peut se mettre sous la forme

^{ij)(u)H''(u)/u x E^/i 61}} + |{<§Çu)H/'“(u)/tté- x E. ,/(i,i')é-ï^}}
+ £{<f>(u)<Kv)ij>' (u)ip' (v)/(u,v)é( £ E. :x E. )x( £ “E., x E..)}

iei 1 1 i'e ï 1 1

+ £{<j>(u)<Kv)ÿ' (u)^' (v)/(u,v) (r (— Q2JEi x Ei'^x^-(2lEi" x Ei"'^
+2j{<j>(u)<()(v)^' (u)ÿ' (v)/(u,v) é (£ E. x E.) x (£ E., x E.,,)},

ï îH 1
(17)

où u^v et où les différentes sommes à l'intérieur des accolades sont en-

semblistes.

La détermination de l'espérance mathématique de (17) nécessite la re-
connaissance des différentes structures propres d'un couple de couples
d'objets selon les répétitions qui peuvent se produire d'un mpmp. objet. On
peut voir qu'un couple de couples d'objets ( (x,y), (x' ,y' ) ) de (eL^J)L^3
peut prendre les cinq formes différentes suivantes où des lettres distinc-
tes représentent des objets différents :

((x,y),(x,t)), ((x,y),(z,x)), ((x,y),(z,y)), ((x,y),(y,t)) et ((x,y),(z,t)).
A cette dernière suite, nous associons respectivement la suite des

classes G^(E), G^(E), G2(E), G^(E) et H(E), où une même classe est formée
de l'ensemble des éléments.. ( (x.y), (x' ,y ' )) de même forme. Ces classes for-
ment une partition de (eI.J)[2J.

_Drautre part, la structure propre d'un élément ((i,i'),(i",i'" )) de
(IxI)x(IxI) peut être l'une des suivantes :

((i,i),(i,i)),
((i,i),(i,i4)),((i,i),(i3,i)),((i,i2),(i,i)),((i1,i),(i,i)),
^^1 *^1^> ((ij j^2^> (î*<| >^2^^ * ((i.|,9 ^2*^"1^
((i, i) , (i3, i^)) , ((i, i2) , (i, i^)) , ((i,i2) , (i3, i) ) , ( (^ , i) , (i, i^) ) ,

((i1,i),(i3,i)),((i1,i2),(i,i)),
((iri2),(i3,i4)),. (18)
où des symboles différents représentent des éléments différents de I.

La décomposition de (IxI)x(IxI) conformément à la suite ordonnée des
différentes configurations précédentes, donne
(ïxï)x (ïxï) =L (ï) + K4(ï) + K3(ï) + K2(î) + K^ï)

+ A (ï) + D(ï) + D ' (X)
+ G(ï) + G1(ï) + G!(ï) + G^(ï) + G2(î) + G' (î)
+ H(î).

(19)



C'est pour des raisons très précises de calcul que nous avons présenté
d'une manière qui peut paraître redondante les décompositions de (El J)C23
et de (IxI)x(IxI). En effet, les deux expressions associées de la forme

$ [<(»' (x,y)ÿ' (x' ,y') / ((x,y), (x',y'))é (E. x E. ,)x(E.„ x E.,,,)]
. • 1 1 L 1 (2Q)

^{<t>(x,y)4(x',y')y((x,y),.(x',y'))6 (E^xE^) x (E^„ x E^„,) } (20')
dépendant chacune et de la même façon de la structure propre de

((x,y), (x' ,y' ) ) qui appartient à (E^*^)^^ ainsi que de celle de
((i, i'),(i",i"')) qui appartient à (IxI)x(IxI). Si V désigne la structure
de (u,v) (V= G^,G!,G2,G2 ou H) et W celle de (.(i,i'), (i",i'"))
(W = L,E1,K2,K3,K4,G,G',G1,G^,G2,G^,A,D,D' ou H), on notera Ÿ(v,Q
(resp. c(V,b)) l'expression (20) (resp. (20')), où t- indique le quatre-
uplet ((i,ir),(i",i"')).

En d'autres-termes, le calcul se déroule conformément à une partition
croisée de (E L2 J ) Iri, la première en

fG1 (E),Gj(E),G2(E), G^(E),H(E)}
et la deuxième en

{£{(EixEi-,)x(Eifl,xEiIM)/((i,i'),a",i'"))éW}/W=L,Ki;K2,K3,K4,G,G',G1,
g],g2,g^,a,d,d',h}

où la dernière indexation est celle définie par la décomposition (19).
On peut remarquer que certaines structures W ne se rencontrent pas

dans le développement de l'expression (17). D'autre part et surtout le
coefficient y(V,L)(resp. c(V,L)) est, en vertu de la structure de partition
de {E^/1$i$I}, nul pour de nombreux couples (V,W).

En fait, si y(V,L)- représente une proportion, c(V,L) représente un car-
dinal dont la forme sera la même que celle du numérateur de y(V,L).

Les structures de (V,W) pour lesquels le coefficient y(resp. c) n'est
pas nul sont :

(G^L), (Gt,K4), (G1(K2), (G^Gj), (G.| ,D),
(Gj,L), (GJ,K3), (G;,K2), (G',G|), (G|,D'),
(g2,l), (g2,k3), (g^), (g2,g2), (g2,d),
(G£,L), (G^,K4), (G^.K^, (G^,Gp, (G^,D’),
(H,L), (H,K4), (H,K3), (H,K2), (H.K^,
(H,G), (H,G1), (H,G£), (H,G'), (H,G2), (H,G’),
(H,A), (H,D), (H,D') (21)
et (H,H) ; soit 35 formes.

Considérons les trois sommes pour (u,v)(u^v) de l'expression (17). Les
structures rencontrées dans leur développement de l'indice ((i,i'),(i",i'"))
sont respectivement : L et A pour la première somme, G^,G2,G^,G2,D,D' et H
pour la deuxième somme, enfin K4> Kj et G pour la troisième somme. Dési-gnons par F(V,W) la somme des produits Y (V, t)c(V,u) pour ^décrivant W :
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r(v,w) - £{y(V,c)c(V,c)/c^w}. (22)

Avec les notations précédentes, on a le théorème suivant :

THEOREME 1. Le moment absolu d'ordre 2 de la v.a. S(i\, B-' »^) est donné par
la formule :

u2(n»e',;<j)= v»(n,e' ;«t)+r(G1,L)+r(Gj,L)+r(G2,L)+r(G^,L)+r(H,L)+r(H,û)
+r(G1,G1)+r(G1,D)+r(Gj,Gp+r(G'1,D')+rïG2,G2)
+r(G2,D)+r(G^,Gp+r((^D’)+r(H,Q1)+r(H,Q')
+r(H,G2)+r(H,Gp+r(H,D)+r(H,D')+r(H,H)
+2[r (g1,K4)+r(G*,K3)+r(G2,K3)+r(G^,K4)
+r(H,K4)+r(H,K3)+r(H,G)j. (23)

où y(t\, 9' î^i) a été défini par la formule (16) ci-dessus.
Chacune des expressions composantes précédentes de la formei(V,i^)

(resp. c(V,c)) se calcule parfaitement en fonction de la table de contin-
gence de croisement entre les deux préordres totaux & et-^ (resp.\ et^i ).
Toutefois, il serait ici trop long d'effectuer tous les calculs ; nous
nous contenterons de quelques cas typiques pour montrer leur faisabilité.

3-1. Calcul de y(H,c)(resp. c(H,c)) pour c f-A(I).

y[(H,c)/ Ut- A(Ï)J =$(V (u)ÿ' (v)/(u,v)(-H(E) 0 (E. xE. )x(E. xE. )1 , (24)H X1 X3 X3
où ((i1 (i3,i3)) f A(ï).

Cette espérance représente la proportion de couples de préordres to-
taux (0! ,0! ) tels que & ! place la première composante x de u avant la

1 13 Adeuxième composante y de u et G '. place la première composante z de v
. L3

avant la deuxieme composante t de v. Cette proportion est égale à

n(i1Ak)n(i1Ak') n(i,Ak")n(i.,Ak" ' ) . , .

It r ^-7 ~ /l $k<k ' $K, 1 £k"<k" ' $K} gF}
n(i1)[n(i1)-1] n(i3) [n(i3)-l] ' = *_

D'autre part,

c[(H,t)/ Cf AÜ)1 = £{<|>(u)<j> (v)/ (u,v) (-H(E) 0 (E. xE. )x(E. xE. )}, (26)*

it 13 13
où appartient à A(I), représente le nombre de couples de
couples de la forme ((x,y),(z,t)) tels que d'une part, (x,y) appartient à
la restriction R(r|. ) de R(n) à E. xE. et d'autre part, (z,t) appartient

11 L1 11
à la restriction R(n. ) de R(n) à E. xE. . Dans ces conditions, ce cardi-
nal s ' écrit : 13 13 13

^{n(i1A j)n(i^ j ')n(i3A j”)n(i Aj"')/1$j<j '$J,1 $j"<j'" SJ}. (27)



19

3 .2. Calcul de Y(G., t) (resp .c (G^ ,0 ) pour <-é-G^(I)

T&G4.O/ ttG (î^^fCuH'W/MK/m xE. )x(E. xE. )] . (28)
_ 12 1 4

où ((i^,£2), (i^,i^)) appartient à G^(I). Il s'agit de la proportion de
tri-uples de préordres totaux (0! ,0! ,0! ) qui, respectivement, placent

X1 ^ .

l'objet x (première composante commune de u et v) dans une classe d'indice
k, l'objet y (deuxième composante de u) dans une classe d'indice k' et
l'objet t(deuxième composante de v) dans une classe d'indice k" ; tels
que k<k' et k<k". Cette proportion est donc égale à

nU^IO-nU/kUnU^k") y , „ K (29)
z,t * * r

n(i.) n(i2) n(i.)
D'autre part,

c[(G1,l/>/tfG1 (ï) |= £ {<Ji(u)<j)(-y)/(u,v)éG1 (E)O(E. xE. )x(E. xE. )}, (30)1 1 1 1 L2 1 4

où ((i,,i2) , (i,, i,)) appartient à G^(I) représente le nombre de couples de
couples de la 'forme ((x,y),(x,t)) pour lesquels x appartient à une classe
d'indice j de ti. ,, y à une classe d'indice j ' (j '>j) de ti. , t à une classe

. X2
d'indice j" (j">j) de ti. ; où t». est la restriction de ti à E. . Par con-
séquent, ce cardinal est égal à

^{n(i1Aj)n(i2Aj')n(i^Aj")/1$j$j ', j*j"sJ}. (31)

3 .3. Calcul de y(H,u) (resp. c(H,t)) pour L(-G,(ï) .

Yf(H,!✓)/ Cé-G.(ï)1 = '&(V(u)ÿ'(v)/(u,v) (-H(E) f1(E. xE. )x(E. xE. )1, (32)1 d L l2 11 x4
où ((i,j, i2), (i , i^) ) appartient à G,(I). Cette espérance est définie parla proportion de tri-uples de préordres totaux ^|.£*»0£2»0ja) te^s 9ue
place l'objet x dans sa k-ème elasse et l'objet z dans sa h-ème classe,
place l'objet^ dans sa k-ème classe avec k'>k et 01, place l'objet t
dans sa h-^ème classe avec h'>h. Cette proportion se décompose en une somme
de deux proportions selon que h=k où h#c ; elle est égale à

U n(i^Ak) [n(i^Ak)-lJ n(i2 A k') n(i^Ak")
X— x ■

n(ij) jja(i^}— IJ n(i2)
n(i 1Ak)n(i1Ah) n(i0Ak')n(i,Ah)

n(i4) 1N<K<K',k$k"$K^

n(i.)[n(i.)-l] n(i2)n(i.)
/1Sk<k'$K,
•1$h<h'$K, h^k (33)

D'autre part,

£{<K(x,y), (z,t))/((x,y), (z,t))6 H(E) fl (E. xE. )x(E. xE. ))
1 X2 11 l4

(34)
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représente le nombre d'éléments ((x,y),(z,t)) de H(E) tels que

(x,y) f R(ti)0 E . x E. et (z, t) (r R(ti)n E. x E. .

11 l4
Pour tout système de trois indices j, j' et j" tels que 1$j<j',j$j"$J,

il y a n(i^Aj)n(i2Aj')(n(i^Aj)-l^nCi^Aj") éléments contribuant1 à la-somme
(34) pour lesquels x et z appartiennent à F.. , y appartient à F.,, et
t à F.„. .

J
J lr.

Pour tout système de quatre indices j, j', h et h' tels que
1$h<h'$J et j#h., il y a n(i.Aj)n(i2*j')n(i^Ah)n(i^Ah') éléments

qui contribuent1 à la somme (34) pour lesquels x appartient à F.. , y à
F...» z à F, . et t à F, . .hi, h'i2 “*1 “ 4

Le cardinal c^H,*^)/té-G^ (I) | est par conséquent égal à
J{n(i^Aj) [n(i1Aj)-l]n(i2Aj')n(i^Aj")/1$j<j', j<j"$J}

+ ^{n(i.Aj)n(i-Aj,)BCi^Ah)n(i^Ali,)/1$|<|,4Jj 1$h<h'$J, j # h}. (35)
Nous allons encore envisager une dernière situation

3.4. Calcul de Y(G!j ,t) (resp.c(G^ ,C))pour Lf-K^ï) .

YO;,b)/ Lé K3(î))4(t'(u)t(v)/(u,v)fG;(E)0(Ei xE.
où ((i^.ip, (i3,i1))é K3(ï)-

)x(E. xE. )),
i3 it

Cette espérance est définie par la proportion de couples de préordres
totaux (0! ,0! ) tels que 0! situe l'objet x (première composante de u et

l1 x3
deuxième composante de v) dans sa k-ème classe et l'objet y (deuxième com-

posante de u) dans sa k'-ème classe, avec k<k' et d'autre part, 0 ! situe
l'objet z (première composante de v) dans sa k"-ème classe, avec 3 k"<k.
Cette proportion est donc égale à

n(i14k)n(i.Ak') n(i~Ak")
£{ ! 1 x - /1sk"$k£k'$Kj. (37)

n(i.j) [n(i^)-lJ n(i3)
Par ailleurs,

c(G',b)= ^{<j)((x,y) , (z,x))/((x,y) , (z,x)) 6 (E. xE. )x(E. xE. )} (38)1 - i1 i1 i3 i,
est un cardinal qui peut être énuméré par rapport à l'indice j de la clas-
se F., de l'objet x. On obtient

Ji

J|{n(i1A j)n(i^ j')n(i3A j")/1$j"<j<j’$J} . (39)
Nous n'irons pas plus loin dans le détail des calculs qui permettent

la détermination des différents éléments de l'expression (23), en atten-
dant leur programmation, délicate certes, mais tout à fait possible.

Considérons à présent
ment la définition (cf. §
de symétrie formelle, les

la v.a. duale S(t^',0;-h) dont on comprend
1 ci-dessus). On remarquera que pour des
deux premiers moments de la distribution

aisé-
raisons
de la
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v.a. SCI' ,9;^)) sont respectivement identiques à ceux <ie la v.a.
Cette propriété doit, pour des raisons liées à la structure du calcul,
être étendue à n'importe quel moment. Comme nous l'avons fait dans le cas
total CLERMAN( 1973)J , ce calcul suppose l'examen de la structure propre
d'un q-uple de couples d'objets distincts de E (resp. d'un q-uple de cou-
pies d'indices de T) (q entier). Nous n'irons pas plus loin dans cette
analyse en nous permettant toutefois d'avancer la propriété suivante :

THEOREME 2. La distribution de la v.a. SOV ,0;£>) est identique à celle de
la v.a. SCV;€,).

Par rapport aux expressions calculées, l'indice d'association partiel-
le se met sous la forme

s(^,&) - ^c^e'sQ
/■

(40)

2 (\,ef ;€,)-uî C^,© * ;%)
(cf. formules (4),(16) et (23)).

4.Indépendance conditionnelle
L'indépendance conditionnelle entre les deux variables totalement

préordinales ^ et0 , relativement à la variable de même nature^, s'expri-
me comme suit :

- Pour tout i,1$i£l et tout ensemble de quatre indices j, j', k et k'
tels que et 1$k<k'$K, la proportion relative de couples (x,y)
appartenante (F . 0 G, fl E • )x(F. ,Ç\ G , Q E. ) est égale à la proportion rela-

J J K 1
tive de couples (x,y) appartenant à (F^fj E^)x(Fj,f\ E^), multipliée par la
proportion relative de couples (x,y) appartenant à (G, O E^)x(G^,D E^); ces
différentes proportions conditionnelles étant relatives à l'ensemble des
couples d'éléments distincts de E.xE. :

(41)

(Si,HUI) et (V(j,j',k,k'),Uj<j'$J, 1$k<k'$K),
n(iAjAk)n(iA j 'A k') _ n(iAj)n(iAj 1 ) n(iAk)n(iA k' )

n(i)[n(i)-l] n(i) (n(i)-lj n(i) (n(i)-lj
- iyi

- Pour tout (i,i ) de I1* J et tout ensemble de quatre indices j,j', k
et k' tels que 1$j<j'$J et 1$k<k'$K, la proportion relative de couples
(x,y) appartenant à (F^ f\ G^ f) E^): x (F.,fl G^tO E^,) est égale au produit de
la proportion relative de couples (x,y) appartenant à (F^ (j E^)x(F.,f) E^,)
par la proportion relative de couples (x,y) appartenant à (Gfc Ei)x(Gfc, E.,)
ces différentes proportions conditionnelles étant relatives à l'ensemble
E.xE., :î î

(V(i,i') é ï 2 ) et (V(j,j',k,k'),l4j^j'^J, Uk(k'fK),
n(iAjAk)n(i'A j 'Ak') _ n(iAj)n(i'A j ') n(iAk)n(i'A k')

n(i)n(i’) n(i)n(i') n(i)n(i') (42)

PROPRIETE. Le coefficient d'association partielle fiiQ.i, est nul en cas
d'indépendance conditionnelle caractérisée par les relations (41) et (42)
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ci-dessus.

Pour le voir, il suffit de décomposer R
partition suivante de EL J :

f21 C2) - „ _0)
E = 7{E. /i f-1}+ y {E.xE. ,/(i,i')(- I }, (43)^ 1 ^11

où la somme est ensembliste.

(^) 0 R(^) conformement a la

III.2. CAS D'UN INDICE D'ASSOCIATION PARTIELLE DANS LE CADRE D'UNE
H.A.L. A CARACTERE GLOBAL

Les notations restent les mêmes que celles du paragraphe III.1. pré-
cèdent, l'indice cherché ici sera noté r^

L'indice brut entre les deux variables qualitatives ordinales^ et& ,

s01,0) reste toujours défini par la relation (4) du paragraphe précédent.

1. Expression de l'h.a.l.
A l'indice brut sO^S) (défini par l'expression (4) du paragraphe ...

III.1. ci-dessus), on associe la v.a. S. (^ &' ;£>) (resp. S. (^ ,0;£,) ) qui
sera en fait définie à partir de l'expression de ses moments calculés d'une
façon particulière dans le cadre de la mime h.a.l. que ci-dessus (§ III.1.)
Cette façon particulière consiste à effectuer les calculs des proportions
conditionnelles de façon globale, "en moyenne". Relativement au préordre
total-Æ, , on ne retiendra de la connaissance de la position d'un couple
d'objets distincts (x,y) de ExE que son appartenance à R(^j) où à S((^)
(partie complémentaire de R(€,) dans EC2!), en "oubliant" la position rela-
tive des deux composantes x et y par rapport aux diverses classes E.,
1$i$I, du préordre totale. D'autre part, pour ce qui concerne un couple
de couples ((x,y),(x1,y')), on tiendra d'une part compte de la structure
propre de ce dernier selon son appartenance à G^(E), Gj(E), G£(E), G^(E)
ou H(E) et d'autre part, relativement à-^ , de son appartenance à
R(^>)xR(^), R(-*))xS(^i), S(A)xR(£j) ou à S(£))xS(-£0, en "oubliant" la position
relative des différents objets composants par rapport aux différentes clas-
ses E., fîijfl.

Cette approche se justifie en ce sens qu'il s'agit de l'attitude sta-
tistique générale devant l'ignorance ; d'ailleurs si nous accentuons cette
démarche jusqu'à ne distinguer relativement à un couple de couples d'objets
(c,d), que c=d et c^d, on se retrouve dans la même situation que celle de
la comparaison partielle d'attributs (çf.. § II) où on aurait ici à compa-
rer les deux parties R(\) et R(0) de EH, en neutralisant l'influence de
la partie R(6,). Cette dernière procédure correspond bien à celle de
M.G. Kendall dans la comparaison partielle de variables "rang" (cf. para-
graphe suivant). Ainsi, en tenant compte de la structure du couple de cou-
pies d'objets, nous espérons fournir un calcul de la variance plus précis
que le dernier mentionné.

2. Calcul de la moyenne de la v.a. S. Cl,0;.
<|>(resp.i|>') désigne toujours la fonction indicatrice de ROl) (resp.R(8')) .

La v.a. (°|, 8' ;£,) s'exprime par la formule suivante :

S^n.S'jç)3 y{<f>(u)i|>' (u)/u(- R(ç) } + y{<Ku)*'(u)/u6S(ç)}, (1)
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où, rappelons-le,

R(ç)= l {E. x E. ,/1$i<i'sl},1
! fa] (2)

S(ç)= l {Ei x E^/Ui'cUl} + ^{(Ei) /UisI}.
Le calcul de -y) p>. (n,9' ;ç)J suppose la détermination des valeurs des

deux expressions suivantes :

Pr{i|»,(u)=1/ué R(ç)> (3)
et

Pr{f(u)=1/u6S(;)J. (4)

Nous désignerons par r(\n;t);ç} le cardinal de l'ensemble des préordres
totaux 9,| de composition t=(n( 1 ) ,n(2) ,... ,n(k) ,... ,n(K)) pour lesquels la
table de contingence de l'intersection des deux préordres se trouve défi-
nie par (n(iAk)/l^i^I, 1$k$K}. Bien qu'il puisse être aisément déterminé,
nous n'aurons pas besoin d'expliciter ce cardinal dans les raisonnements
par symétrie que nous allons conduire.

Nous noterons r^u/ué-R(ç)J (resp. r(u/u£S(ç)J) le nombre moyen de fois
où la première composante x de u précède strictement (pour 9^) la deuxième
composante y de u, lorsque 9. décrit son espace d'évolution qu'on indiquera
par Œ((n;t);ç) (card[p ((n;t );ç)=r[(n;t);çJ).

Dans ces conditions, les expressions (3) et (4) ci-dessus peuvent se
mettre sous la forme

Pr{ÿ'(u)=1/u^R<Ç)}= (5)

Pr{i|>'(u)=1/uéS(ç))= r&*/u6s(C)] (6)
r[(n,t)jCj

Nous dirons qu'un couple (x,y) se trouve "spécifié" par 9^ si (x,y)
appartient à R(9^). Pour déterminer le rapport (5) (resp.(6)), on calculede deux façons différentes le nombre de spécifications qui s'opèrent de
couples de R(^?)(resp. S(^)), lorsque décrit son espace d'évolution
iî((n;t) ;^) . On a

r[u/u£ R(ç)Jcard|R(ç)] =
et

r[u/u 6S(ç)Jcard[s(ç)] =
Ainsi

Pr{i|»' (u)=1/ué R(ç) }

et

Pr{t|)' (u)=1/ué S(ç)}

card(R(ç)n R(9)]r£(n; (7)

card[s(ç)f\ R(9)Jr[(n; (8)

cardfjR(ç)OR(9)l (9)
card[R(ç)]

cardfJS(ç)n R(9)] (10)
card(^S(ç)J

Dans ces conditions, on obtient

4fs< (n, 9 ' ; Q>card .card1 1 J card[R(ç)J
[Ric)AR(9)l card f/S(c)0R(n)1 card [s(ç)0R(9)l

card[s(ç)J OD
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On connaît déjà l'expression de card[R(ç)f) R(h)J en fonction des car-
dinaux des classes de l'intersection des deux préordres totaux ç et 9 (cf.
formule (4), du paragraphe précédent). Par ailleurs, une expression de la
forme card[s(ç)Ô R(n)1 se met sous la forme

card[s(ç)0 R(n)] - l (n(iAj)n(i'A j')/1<j1$i$i'Sl} (12)
3. Calcul de la variance de la v.a. S1 0|, 6' ;£>) .

Le moment absolu d'ordre 2 de S..(r),0';ç) se met sous la forme suivan-
te : 1

(h*0' ;?)+£{<(>(u)<f>(v)#|}|>' (u)ip' (v)]/(u,v)fc(R(ç)) ^ }
+ ^(<f>(u)iji(v)é[^' (u)ip' (v)] /(u,v)é(S(ç)) ^ }
+2^{ <|>(u)<f>(v)~5> [i(i'(u)i|i'(v)]/(u,v)f-R(ç) x S(ç)}, (13)
où u1(n,9';ç) n'est autre que (n,9';ç)J (cf-(11)).

Chacune des sommes aura à être décomposée selon la structure propre
du couple (u,v) ; c'est-à-dire, conformément à la partition (G,,G!,G0,Gl,H}

[2I [2] ,1 1 2 2de (E^ J ) l- J (cf. § Et 1.3 .) . Nous aurons dans ces conditions à évaluer les
expressions de la forme :

è> [<|< ' (u)ÿ' (v)/ (u,v) ë K H (R(ç)) M
IU(u)*(v)/(u,v)6 KO (R(ç)) W

■fo [♦'(u)t|»'(v)/(u,v)é KO (S(ç)) £$
I{^(u)*(v)/(u,v)éKn (S(ç)) W (14)

is (V* (u)^' (v)/(u,v)f KH (R(ç)xS(ç))J
^U(u)(|)(v)/(u,v)é KH (R(ç)xS(ç))} ,

où K désigne ici l'un des ensembles G.,Gî,^2*^2 et H.
Les expressions précédentes seront respectivement notées T(K,R2),

C(K,R2), T(K,S2), C(K,S2), I*(K,RS) et C(K,RS).
Nous nous contenterons d'expliciter le calcul des expressions les plus

typiques pour préciser la nature des calculs, en laissant le soin au lec-
teur d'achever sans difficulté la détermination des dernières expressions.

3.1. Calcul de r(G,,R2)
1 1*21 v f2I

Nous dirons qu'un couple (u,v) de (E b J ) t J se trouve "spécifié" par

le préordre total 0^ si (u,v) appartient à (R(9.j))W. Nous allons dans ces
conditions, pour déterminer T(G.,R2) calculer de deux façons différentes
le nombre total de spécifications qui s'opèrent au niveau de l'ensemble

G.f) (R(ç))^2-* lorsque 9. décrit son espace flf(n;t);çj d'évolution. Pour1
. « 12Î

cela, on introduit le nombre moyen de fois où (u,v) de G^M (R(ç))1- J se
trouve spécifié lorsque 9. décrit son espace d'évolution ; ce dernier est
noté

r[(u,v)/(u,v)é G^ (R(ç))W] (15)
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r[(u,v)/(u,v)f Gj C\ (R(ç)) Wlx card[G1 O (R(ç)) C2Jj
= r[(n;t);ç] x cardan (R(ç))^H CRC©)) ^]» (16)
puisque chaque 9i spécifie exactement

card(G. 0 (R(Ç)) ^ f\ (R(9)) ^Jcouples (u,v) de G^n (R(ç))^.
Pour achever de déterminer l'expression cherchée qui est représentée

par la proportion
r [(u;v)/(u,v) 6 G1 0 (R(ç)) ^ |y/r [(n;t) ;ç] ,

il nous faut achever de préciser card^G^O (R(Ç))^J@t
cardan (R(?))^n (R(9) ) H J . On a

cardfG.n (R(ç)) W |= £{n(i)n(i') (n(i')-lj/1$i<i'sl}1 +^{n(i)n(i')n(i")/Ui<i,, i<i"îI, iVi"}; (17)
d'autre part, le deuxième cardinal à déterminer peut se mettre sous la
forme :

cardan [(R(ç)O R(8|))x(R(ç) R(0-|))]] =£{n(iAk)n(i'A k') (n(i'A k')-l] /
1$i<i'$I, 1 $k<k' $K} +£{n(iAk)n(i'A k' )n(i"Ak")/1 $i<i', i<i"$I, 1 $k<k' ,k<k"$K,

(i",k")^(i' ,k' ) } (18)
Dans ces conditions P(G1,R2) représente le rapport de l'expression (18)

sur celle, (17).

3.1'. Calcul de C(G1,R2)
Il s'agit de card[G.O (R(ç))^f| (R(n))^J dont l'expression est

analogue à celle (18).

3.2. Calcul de ^,52)
Le principe de ce calcul est analogue à celui du paragraphe 3.1.

ci-dessus ; nous avons à déterminer

cardj^f) (S(ç))"2^] et cardfliïj 0 (S(ç)) W H (R(9))L2J] .

card[G^0 (S(ç))^]= £{n(i)m(i')m(i")/1 si'si, i"$i$I}, (19)
où il y a lieu de préciser m(i') et m(i") selon la position relative des
trois indices i, i' et i". On a les situations suivantes et les valeurs
associées de m(i') et de m(i") :

i=i'=i" -*■

i=i'>i" •>.

i=i">i' ->

i>i'=i" ■+■

i>i',i>i"

m(i')= n(i)-ll et m(i")= [n(i)-2l
m(i')= n(i)-1J et m(i")=n(i")
m(i')=n(i') et m(i")= n(i)-l]
m(i')=n(i') et m(i")= V(i')-l]
et i'^i" -*■ m(i')=n(i') et m(i")=n(i"),

où, relativement à (u,v) = ((x,y),(x,z)), i désigne le numéro de la classe
de l'objet x, i' celui de la classe de l'objet y et i" celui de la classe
de l'objet z.

D'autre part,
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card[gjl (S(ç)) &V|(R(e)) ^J=i{n(iAk)n(i'A k') [n(i'Ak')-l]/1$i'$isI, 1$k<k'$K}
+£ (n(iAk)n(i'A k')n(i"Ak")/1$i'si, i-'($i$I, 1$k<k' ,k<k"$K,k'#c"}; (20)
la première somme s'obtenant dans le cas où, relativement à un élément
courant ((x,y),(x,z)) de G., la classe de y est la même que celle de z pour
l'intersection des deux preordres totaux ç et 0. r

La proportion cherchée définie par r(G^,S2) est représentée par le rap-
port de l'expression (20) sur celle, (19).

3.2'. Calcul de 0^,82).
Il s'agit du cardinal cardjjS.O (S(ç) ^ -*f\R(n) ^ )J dont l'expression

est analogue à celle (20) ci-dessus.

3.3. Calcul de r(G.,RS) .

Conformément à la même démarche, nous avons à déterminer

cardan (R(ç)xS(ç))] et card(jG^0 (R(ç)xS(ç))H R(0)
On a

cardan (R(ç)xS(ç))J= £{n(i)n(i')m(i")/1si"$i<i'$I}
où m(i")=n(i") (resp. (n(i)-lj ) si i"?&i(resp.=i). (21)

D'autre part,

',k<k"$K
(22)

en précisant que, relativement à un élément courant ((x,y),(x,z)) de G.,
i,i' et i"(resp. k,k' et k") désignent respectivement les numéros des
classes de ç(resp.0) auxquelles appartiennent les objets x,y et z.

La proportion cherchée que définit T(G^,RS) est le rapport de l'ex-
pression (22) sur celle (21).

3.3'. Calcul de C(G1,RS) .

Il s'agit de card[G.O (R(ç)xS(ç))H R(h)^ dont l'expression est ana-
logue à celle (22) ci-dessus.

Comme nous l'avons mentionné ci-dessus, nous laissons le soin au lec-
teur d'effectuer les calculs de T(K,R2),T(K,S2) et T(K,RS)(resp,C(K,R2),
C(K,S2) et C(K,RS)) pour K * G!j, G^ et Gj ; mais, nous allons nous occuper
du calcul pour K=H.

3.4. Calcul de T(H,R2)

Nous avons à déterminer

card [h f\ (R(ç) ^ )J et card[HH R(?) R(0) ^ ]
cardan R(ç)M> I{n(i)n(i')m(i")m(i'")/1$i<i',i"<i'"$l}
où
m(i")=n(i")-1 si i"=i ou i"*i',
m(i'")=n(i'") -1 si i'"=i ou i"'=i'.

card [g^ [(R(ç)O R(0))x(S(ç)O R(0))]]=^{n(iAk)n.(i'A k')n(i"Ak")^^k

(23)
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D'autre part ,

card[h f\C(R(ç)H R(0))x(R(ç)O R(0))]]
=1 {n(iAk)n(i'Ak')m(i"Ak")m(i"'Ak",)/Ui<i,,i"<i,M$I,1Sk<k',k"<k",$K} (24)
où

m(i,,Ak")=[n(i"Ak")-l] si (i",k")=(i,k) ou=(i',k'),
m(i",Ak"')=*[n(i"'Ak",)-l] si (i,M ,k"’) = (i,k)ou=(i',k') .

Dans les formules (23) et (24), relativement à un élément courant
((x,y),(z,t)) de H, i, i', i" et i"' (resp. k,k',k" et k"') désignent
respectivement les numéros des classes de ç (resp. 0) auxquelles appartien—
nent les objets x,y,z, et t.

La proportion que définit P(H,R2) est le rapport de l'expression (24)
sur celle (23).

3.4'. Calcul de C(H,R2)
Il s'agit de card[HA R(ç) R(n) - dont l'expression est analogue

à celle (24) ci-dessus.

3.5. Calcul de T(H,S2)
Il y a lieu de déterminer

card [h f| (S(ç) ^ )j] et card |h H (S(ç) R(0).
card [h f\ (S(ç)M)]=j;{n(i)m(i')m(i")m(i"')/Ui'si, i"'si"sl} (25)

Pour préciser m(i'),m(i") et m(i"'), il y a lieu de distinguer les
situations suivantes où seuls les indices égaux sont mentionnés :

m(i')=[n(i')-l], m(i")-[n(i")-2] et m(i'")-[n(i'")-3] ,

m(i')=[n(i')-l] , m(i")= [n(i")-2] et m(i'")=n(i"'),
m(i')«[n(i')-l], m(i")=n(i") et m(i'") = [n(i'")-2] ,

i-V'-i— m(i')=n(i'),m(i") = [n(i")-l] et m(i*") = [n(i’")-2j ,

-*• m(i')=n(i’),m(i")=[n(i")-l] et m(i"') = [n(i"’)-2j,

i=i=i

i=i'=i"

=i'=i"'

=i" ■

-s,*»!».

i'»r
in=i*

m(i')*[n(i')-l3, m(i")=n(i") et m(i"')-n(i"'),
m(i')=n(i'),m(i")=[n(i")-1] et m(i''')=n(i"') ,

m(i')=n(i'),m(i")=n(i") et m(i"') = [n(i'")-1j ,

m(i')=n(i'),mfc")=[n(i")-l] et m(i'")-n(i'"),
m(i')=n(i'),m(i")=n(i") et m(i'") =
m(i')=n(i'),m(i")=n(i") et m(i'")=

n(i'")-1
n(i'")-1

enfin

D'autre part,

card [h0 ( £s(ç)H R(0)]x[s(ç)O R(0)] )]
=^{n(iAk)n(i'Ak' )m(i"Ak")m(i"'A k"' )/1 $i'$i, i"' $i"$I, 1$k<k' ,k"<k'"$K} (26)
où m(i"Ak")=n(i"Ak") (resp. [n(i"Ak")-l] si (i",k")iÉ
(i,k) et (i",k")^(i',k') (resp. si (i",k"Wi,k) ou (i",k")=(i',k'), de
même m(i"'A k"')=n(i"'A k"' ) (resp.m(i"'A k"' ) = [n(i"'A k"')-l] ) si
(i"', k"')?Ki,k) et (i'",k'")?É(i',k')(resp.(i'",k"')= (i,k) ou
(i"',k"')-(i',k*)).

Il est entendu que dans les formules (25) et (26) l'indexation des
classes par rapport à la position des objets x,y,z et t d'un élément cou—
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rant ((x,y),(z,t)) de H est la même que celle considérée au paragraphe 3.4
ci-dessus.

La proportion que définit T(H,S2) est le rapport de l'expression (26)
sur celle (25).

3.5*. Calcul de C(H,S2)
Il s'agit de card[HO (S(ç) R(n) ^ )] dont l'expression est analo-

gue à celle (26) ci-dessus.

3.6. Calcul de T(H,RS)
Il y a lieu de déterminer -

card[Hf\ (R(ç)xS(ç))] et card[HH (R(ç)xS(ç))D R(0) ]•
card[Hr\ (R(ç)xS(ç))]= ^{n(i)n(.|')m(i")m(i"
où, pour préciser m(i") et m.(i"'), il y a lieu de considérer les situations
suivantes :

m(i") = n(i")-1 et m(i'") = ■n«">*2‘
i<i'=i"=l" -> m(i")= n(i")-1 et m(i"')= nr)-2
i=i"'<i'=i" * m(i")- n(i")-T et m£" )= Inü"' )-1 J
i<i' ,i'"<i" i'Viji'Vi' ,i'"^i et i"'H' m(i")=n<

D'autre part,

card[HO (R(ç)xR(0)) 0 (S(ç)xR(e))]
•l {n(iAk)n(i'Ak')m(i"Ak")m(i"'Ak"')/JJ^!’^!'^"^’}, (28)

m(i"A k")=n(i"Ak") (resp. [n(i"Ak")-l3 ) si (i",k")?Ki,k)
(i",k")?Ki',k')(resp. si (i",k")=(i,k) ou (i",k")=(i',k')),

^i,"Ak"')=n(i"'Ak"') (resp. [n(i'"Ak"' )-1J ) si (i"',k"')^ (i,
(i'",k"')î‘(i',k')(resp. si (i"' ,k"' ) = (i,k) ou (i'" ,k"' ) = (i' ,k' ) ).

ou

et

m( k) et

Il est toujours entendu que les formules (27) et (28) ont été établies
dans le cadre d'une indexation des classes de même type que ci-dessus,
relativement à la position des objets x,y,z et t d'un élément courant
((x,y),(z,t)) de H.

La proportion définie par T(H,RS) est le rapport de l'expression (28)
sur celle (27).

3.6'. Calcul de C(H,RS)
f^

Il s'agit de card[Hf| (R(ç)xS(ç))f\ R(n) dont l'expression est ana-
logue à celle (28) ci-dessus.

THEOREME 1. La moyenne pi(ti,0';ç) de la v.a. S.(ri,0';ç) est donnée par la
formule (11) ci-dessus. La variance var^(n,6'; ç) de cette v.a. est donnée
par la formule suivante dont les éléments viennent d'être ci-dessus pré-
cisés :

var.(n,e';ç)=ui(n,e';ç)+r(G1,R2)c(G1,R2)+r(Gj,R2)xC(G},R2)+r(G2,R2)c(G2,R2)+
r(G^,R2)xC(G^,R2)+r(H,R2)C(H,R2)+r(Gl,S2)C(G1,S2)+
r(G],S2)C(G|,S2)+r(G2,S2)C(G2,S2)+r(G£,S2)C(G£,S2)+
r(H,S2)C(H,S2)



29

+2(j(G1,RS) C(G ,RS)+r(G' RS)C(G|,RS)+r(G2,RS)C(G2,RS) +
r(G',RS)C(G^,RS)+r(H ,RS)C(h ,RS)
-w! (n,e';ç). (29)

L'indice d'association partielle r „ est donné par la formule
/ n©.ç

rn0 ç =

où s(n,0) est l'indice brut déj) défini.
La symétrie des expressions des moments absolus d'ordres 1 et 2 par

rapport aux cardinaux des classes de ÇAq d'une part et de ÇA0 d'autre part,
montre que si les calculs avaient été effectués par rapport à la v.a.
S. Cn*,0;ç), on aurait obtenu le même résultat.

La définition de la v.a. (n,0';ç)(resp. S^(q',0;ç)) se comprend à
partir de l'expression de ses moments calculés de la même manière "globa-
le" que l'ont été les deux premiers moments.

Cette technique de calcul suppose la décomposition de l'ensemble
(E^)W- des q-uples de couples dont deux quelconques sont distincts, en
sous-ensembles dont chacun est formé des q-uples de couples de même confi-
guration (cf. [lERMAN(1973)] ), on pourra montrer que le moment absolu
d'ordre quelconque fixé, calculé "globalement" de la même manière que l'ont
été les deux premiers moments, de la v.a. S.(n'»0;ç) est identique à celui
de la v.a. S^(n,0';ç). Dans ces conditions, nous avancerons la propriété
suivante :

THEOREME 2. Dans le cadre de l'h.a.l. à caractère partiel et "global", la
distribution de la v.a. S.(p,0';ç) est la même que celle de la v.a.

S^n',0;?).
4. Indépendance conditionnelle
Nous désignerons dans l'énoncé suivant par E., la classe (j,k) de l'in-

tersection des deux préordres totaux q et 0. La ^ définition de la notion
de l'indépendance conditionnelle dans le cadre de l'h.a.l. considérée ici,
est la suivante :

- La proportion relative de couples appartenant à
E., x E.,, ,(l£j<j'$J, 1$k<k'$K) et à R(ç) est égale au produit de la pro-

J ^ J
portion relative de couples appartenant à (F .xF., )0 R(ç) par la proportion
relative de couples appartenant à (G^xG^,) n^R(-^ç) ; ces proportions étant
relatives à l'ensemble R(ç).

- La proportion relative de couples appartenant à
(E. xE.,, ,)0 S(ç) (1$j<j'$J, 1$k<k'$K) est égale au produit de la propor-jk J k
tion relative de couples appartenant à (F.xF.,)H S(ç) par la proportion
relative de couples appartenant à (G, xG^,)0 S(ç) ; ces proportions étant
relatives à l'ensemble S(ç).

La première assertion s'exprime par les relations :
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(V/(j,j',k,k') ; 1$k<k'$K),
£{n(iA jAk)n(i'A j Vk')/ 1$i<i'$I:}/£ {n(i)n(i')/1$i<i,$I}

= (7 {nàAjhCi'Aj'î/UWsM {n(i)n(i,)/1$i<i’$r})
x(£ {n(iAk)n(i,Ak')/‘Ui<î*,$I}/J {n(i)n(i')/1$i<i‘'$l}) (31)

La deuxième assertion s'exprime par les relations :
(V(j,j',k,k'); 1$j<j'$J, 1$k<k'$K),
£ {n(iA jAk)n(i'A j 'Ak')/1$i'$i$I}/card(S(ç))
=*(£ {n(iA j )n(i'A j ' ) /1$i:'$i$I}/card(S(ç)))
x(£{n(iAk)n(i'A k')/l5i'$isI}/card(S(ç))), (32)
où rappelons-le,
card(S(ç))= £{n(i)n(i')/1si'<i$l} + £{n(i)(n(i)-lj/1$i$l}. (33)
PROPRIETE. L'indice d'association partielle r g est nul dans le cas de
l'indépendance conditionnelle caractérisée pa? * les relations (31)et (32).

Pour j.j'.k et k' fixés (1$j<i'$J, 1$k<k'$K), on décompose E., x E.tl ,

. ■ Ï2\ ■ ■ . Jk J k
conformément à la partition de E*-** en R(ç) et en S(ç). On obtient pour
les cardinaux

n(jAk)n(j 'a k')= £{n(iAj Ak)n(i'A j 'Ak')/1$i<i'$I}
+ £{n(iAjAk)n(i'Aj'Ak')/1$i'<i$I} . (34)

En décomposant la première somme (resp. la seconde) de (34) conformé-
ment à la formule (31) (resp. (32)) et en sommant par rapport à
j,j', k et k' (1$j<j'£J, 1$k<k'$K), on obtient le résultat.

Il/ - COEFFICIENT VE CORRELATION ENTRE VEUX VARIABLES "RANG" PARTIELLE
RELATIVEMENT A UNE TROISIEME VARIABLE "RANG".

1. Indice brut et h.a.l.

Soient a, u et 0 trois ordres totaux respectivement définis sur l'en-
semble E des sujets à partir de trois variables "rang". Il s'agit de défi-
nir un coefficient d'association partielle entre les deux dernières varia-
blés, neutralisant l'effet de la première variable qui définit a. Nous
noterons cet indice r ^

u){B. O.

Comme dans le cas total, nous commençons par représenter chacun des
ordres totaux par son graphe dans ExE :

R(c0 = {(x,y)/(x,y)é ExE, x<y (pour a)}
R(io) = { (x,y)/(x,y) é ExE, x<y (pour w) } (1)
R(®) = { (x,y)/ (x,y) £ ExE, x<y (pour®)}
L'indice brut entre u et ® est le même que celui considéré dans le cas

total [ci. CLERMAN(1973)]j, il prend la forme
s(ai,ffl) = card[R(ü))n R(®)3= I (<j>(x,y) i|>(x,y)/(x,y) é ExE} (2)
où nous avons noté ij/(resp. i/j) la fonction indicatrice de R(u>)(resp. R(®))
dans ExE.

Comme d'habitude card[r(o))/1 R(®')3 et card^R(a)')n R(®)} désigneront
les deux v.a. duales associées dans l'h.a.l. pour laquelle ®'(resp.eu') est
un élément aléatoire dans l'ensemble Œ(®;a)(resp. ft(b>;o)), de tous les or-
dres totaux sur E qui remplissent par rapport à a une condition particu-
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lière que nous allons préciser. 52(&;a) est l'ensemble des ordres totaux®^
pour lesquels l'ordre partiel intersection de®^ avec a, a la même struc-
ture que celui, intersection de w avec a. Dans ces conditions, H, G^, Gî,
G2 et G^ désignant respectivement l'ensemble des couples de couples
d'objets de E de la forme ((x,y),(z,t)), ((x,y),(x,t)), ((x,y),(z,x)),
((x,y),(z,y)) et ((x,y),(y,t)), où des lettres distinctes désignent des
objets différents, les cardinaux suivants sont invariants lorsque dé-
crit son espace d'évolution 52(&;a) :

card[H0 (R(a)f) cardjÿfV (R(o)xS(o))n
card[G1 f) (R(cr)H R(®|)) , card^f) (R(a)xS(a))0 (R(®1 )) ,

card[G]fl (R(a)fl ROO,))®], card|G]fl (R(o)xS(o))0 (RG^))®],
cardan (R(a)fl csrdjcjll (R(a)xS(a))H (R^))^],
card[G£f| (R(ct)D R^)) W], cardan (R(a)xS(cr))fl (R^))™].

« X*.

(3)

ou, rappelons-le, nous notons X
tincts de X.

'ensemble des couples d'éléments dis-

On a, bien entendu, une définition analogue de l'ensemble 52(<u;a) dont
nous laissons l'analyse au spécialiste de la combinatoire des ordres.

On peut vouloir étendre l'espace de variation de®, (resp. ni.) à l'en-
semble 52(a,r) (resp. 52(a,s)) de tous les ordres totaux pour lesquels
tfr. é S2(o,r) <=> cardj^R(É0.)n R(c)J= card [r(<S) Q R(a)j = r
(resp. é 52(o,s) <=> card(R(a)^)0 R(a)^ = card(R(u))n R(a)^= s)

Cependant, le problème combinatoire qui consiste à appréhender la
structure de l'ensemble 52(a,r), jusqu'à pouvoir résoudre tous les calculs
de proportions conditionnelles que suppose l'évaluation de la moyenne et
de la variance de la v.a. associée à l'indice brut s(tü,®), est un problème
difficile. Relativement à la question de l'énumération et de la génération
algorithmique de 52(a,r) nous avons pu en numérotant les objets conformé-
ment à a et en associant à chaque ordre ©.j une permutation sur {1,2,...n},
engendrer algorithmiquement, conformément à l'ordre produit lexicographi-

'ique des ordres a, l'ensemble des n! permutations sur {l,2,...,n}. Nous
avons de plus pu exprimer card£r(©. )0 R(o)J en fonction du rang de la
permutation associée à® pour l'orare "lexicographique" [LERMAN( 1970)1 .
Ce résultat nous permet d'envisager de façon nettement plus efficace
l'étude par simulation de la distribution de la v.a. card[R(ü) )f| R(«')]
où®' est un élément aléatoire dans l'ensemble 52(a,r) muni d'une probabi-
lité uniformément répartie, (voir [M0RAN(1951)1).

Nous considérons ici que S)' est un élément aléatoire de l'ensemble
52(fif;o) muni d'une probabilité uniforme, de plus, les calculs conditionnels
que nous ferons le seront "en moyenne" ; ils ne retiendront d'un couple
(x,y) d'objets de E que son appartenance R(o) ou à S(a) (partie complé-
mentaire dans ExE de R(a)), d'un couple de couples ((x,y),(x',y')) que sa
structure (i.e. appartenance à H, G., Gî, G» ou Gi) ainsi que son appar-
tenance à R(a)xR(a), R(a)xS(a) ou à S(a ) x S(a).

Nous avons cherché au paragraphe m.2. précédent, dans le cas de la
comparaison de p-ràoi'Afes, à justifier une telle approche. En revenant ici
sur le dernier type d'argument pour signaler qu'on obtiendrait le même
indice d'association partielle que celui proposé par M.G. Kendall si on se
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contentait de ne distinguer dans la structure propre d'un couple de couples
((x,y),(x',y')) que (x',y')=(x,y) et (x',y')^(x,y).

2. Moyenne de la v.a. £^(ü>,®' ;o)=card (r(oj) 0 R(®' )J .

£{<|>(x,y)<|i' (x,y)/(x,y) £• ExE}, (4)
où i|i' est la fonction indicatrice de la partie aléatoire R(ô') de ExE.

î/ (u),®' ;o) = £{<{> (xjy)<|i ' (x,y)/ (x,y) £ R(cr) } + £{<)> (x,y)<|> ' (x,y)/(x,y)6 S(o) }

Le calcul de an] nécessite l'évaluation de chacune des deux
expressions

-$(V(x,y)/(x,y)É R(a)J 1
'&[>'(x,y)/(x,y)é-S(<T)]. J
Comme nous l'avons annoncé, cette évaluation se fera en moyenne par

rapport aux différents couples de R(a)(resp. S(a)). Pour cela, nous dési-
gnerons par s £(x,y)/(x,y)£ R(a)J (resp. s f(x,y)/(x,y)é S(a)3 ) le nombre
moyen de fois où un couple (x,y) de R(a) (resp. S (a)) tombe dans R(fi'. )
lorsque décrit son espace d'évolution Œ(a,r). On a

s[(x,y)/(x,y)éR(a)J= ~ (x.y)/^ f fl(o,r)}/(x,y)éR(a)}, (7)
'2)

s[(x,y)/(x,y)é S(a)]- A ji|ï{fiL (x.y)/^ £ S2(ct, r) }/(x,y)é. S(cr) } . (8)U)
En disant qu'un couple (xjy) se trouve "spécifié" par ©'. si

(x,y)6:R(^)» nous allons calculer de deux façons différentes le nombre
total de spécifications qui s'opèrent relativement aux couples appartenant
à R(a) (resp. S(a)), lorsque®^ décrit Œ(a,r) .

Pour R(o), ce nombre total est d'une part défini par

s £(x,y)/(x,y)6- R(ct>3 x card(R(cr)J, (9)
et d'autre part, par

card(Œ(o,r))xr, (10)
puisque, par définition, chaque®^ de Sl(a,r) spécifie r couples de R(a) .

Il en résulte la valeur de la première expression (6) qui s'écrit
Pr{*'ta,y)-1/(X>y)éIUo)}- £ - ■=mJfr<a)n R(a)3

( )k2j card(R(a)J (11)
Par une démarche analogue on obtient la deuxième expression (6) :

Pr4'C*,y>-1/<x,y)éS(<,)>- . cardfrwn R(«)] ,

( ) card £s(a)J
en effet, si r est le cardinal de l'intersection (12) de R(o) avec R(É0^),((n )-r) est le cardinal de l'intersection de S(cr) avec R(®T).

2
.

<j> étant la fonction indicatrice de R(w), on a finalement
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+

cardf,R(a)A R(iti)ü cardfe(a)n R(ff) 1
card [r(ct)3

cardCs(a)0 R(to)] cardr.S(a)n R(<8) |
card [s(a)J

(13)

Il en résulte l'expression de l'indice centré

card[R(a>)nR(®)]-$(y'(ü>,©')] = card[R(u>)f\ R(®)] -4gf(M' ,©)] ,

compte tenu de la symétrie de l'expression (13).

(14)

3. Indépendance conditionnelle
Nous allons préciser la notion d'indépendance conditionnelle sous ja-

cente à notre coefficient d'association partielle dont nous venons de dé-
terminer le numérateur :

La proportion relative de couples de R(ü))0 R(®) qui appartiennent à
R(o)(resp. à S(a)) est égale au produit de la proportion relative de cou-
pies de R(co)0 R(g) (resp. R(o))0 S(a)) par la proportion relative de cou-
pies de R(H0)f| R(cr) (resp. R(<&)^ S (a)) ; ces proportions étant relatives à
l'ensemble des couples de R(o) (resp. S(o)).

Ainsi, une telle notion de l'indépendance conditionnelle se trouve
caractérisée par les relations :

card|R(q))0 R(fif)Q R(o)3_ card[ft(ü))0 R(a)]
card[R(a)J card(jR(a)J

card[R(ü))n R(®0O S(g)3_ cardfft(tn)Q S(g)3
card^S (a)] card[s(g)J

x cardÇR(gT)n R(g)l
card [r(o)3

x càrd|R(<&)f\ S(q)1
card £s(g)j (15)

La première (resp. la seconde) des relations (15) donne
card[R(cü)0 R(®)H R(g)J (resp. card[R((ü)n R(®)fl S(a)]) et la décomposition
card[R(ü))0 R(fl)J= card(R(ü))f) R(#)f| R(g)J + card[R(aj)fl R(®)0 S(g)^
montre que le coefficient d'association partielle est nul dans le cas de
l'indépendance conditionnelle ainsi définie.

4. Calcul de la variance de la v.a. ÿ (u),®';g).
Le carré de la v.a. p(u>,®';g) peut, avec des notations déjà introdui-

tes, se mettre sous la forme

£{<|>(u)<f>(v)ÿ' (u)ip' (v)/(u,v)é- (R(a)) (XI }
+ ^{<J>(u)<|>(v)ip' (u)ip' (v)/ (u,v) ér (S(a)) M }
+2£{<f>(u)(J>(v)ÿ'(uH' (v)/(u,v) 6 R(a) x S(a) }. (16)

En décomposant l'ensemble d'indexation conformément à la structure
propre du couple de couples (u,v)=((x,y),(x*,y')), nous allons obtenir
pour (16) quinze expressions sommes dont chacune se trouvera indexée de
façon différente ; et ce, à raison de cinq expressions pour chacune des
trois sommes. Ainsi, l'ensemble d'indexation (R(o)) 2^ se décomposera en
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HO(R(a)) (R(o)) M+GjO(R(a)) ^+G2f\(R(a)) ^+G^H(R(a)) Kl (somme
ensembliste);

IYI (17)
en effet, l'intersection de (R(a))LJ avec l'ensemble I des couples de
couples d'objets de la forme ((x,y),(y,x)), est vide.

Il en résulte la suite des calculs suivants à travers les différents
sous paragraphes dont les numéros respectifs chercheront à suggérer au
mieux le contenu.

4.r2.h - Calcul de (u)' (v)/(u,v)f- H H(R(a)) ^23^
Pour la détermination de cette espérance qui est une proportion condi-

tionnelle, nous désignerons par s [,(u,v)/(u,v)é-H r\(R(a)) C2 jj le nombre
moyen de fois où un couple (u,v) de la forme ((x,y),(z,t)) et appartenant
à (R(o))C23 tombe dans m.ff'. )xR(c& ) lorsque ©"1 décrit son espace d'évolu-
tion S2(®;a).

sf(u,v)/(u,v)é Hf|(R(a))C2Jl ~r Av)/ST.(r /J cardan (R(a))W 1 1 1
(u,v)f HH(R(o))^} (18)

On obtient aisément

card[H f| (R(a))^J = (“M11"2)- nIn~.1 ) (^-2) (n-3) (19)
En disant que (u,v) se trouve "spécifié" par si Gf^ (u)©j (v)=1, nous

allons compter de deux façons différentes le nombre total de spécifica-
tions qui s'opèrent relativement aux couples de couples de HO (R(o))fëj
lorsque <£f. décrit Q(#;a). Ce nombre total est d'une part égal à

s[(u,v)/(u,v) f H f) (R(a)) x card (jîfl (R(o)) (20)
et d'autre part, à

card(£2(^;a))x card(H H (R(o)0 R(®) ) ) , (21)

puisque par définition chaque mj. de spécifie le même nombre

v(h;<0,r2) = card(H f| (R(a)H R(»)) ^ ) (22)
M

de couples (u,v) de HH(R(o)) l j (cf. expressions (3)).

Finalement, la proportion cherchée qui représente l'espérance exprimée
en titre de ce sous paragraphe, se met sous la forme

„(hia,r2) - ^(U'V>/(H};)iH»(R(<,)>^- ',(hi^r2) (23)card(8(«r;c)) [„(„-» (a-2) (n-3)/4]
D'autre part, conformément à (22), on notera

v(h;u>,r2)= £{<)> (u)<|>(v) / (u,v) é HQ (R(o)) ^23 } =cardfH f| (R(a)f|R(w)) ,

(24)
Les autres expressions-calculs qui interviennent dans l'évaluation du

moment d'ordre 2 de la v.a.Jj(üj,®';o) s'obtiennent par un procédé tout à
fait analogue. Nous allons chercher à les exprimer plus rapidement en uti-
lisant des notations de même forme que ci-dessus.
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4.r2.g,j- Expression de'^>[ij<t (u)ifi1 (v)/(u,v)£ G^O (R(o))^3
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

X(g£j<r,r2) = sC^.v)/^>v)<:-Gin(R(g))^]
card(ft(<Sr;cr))

v(g1 ;&,v2) v(g1;®;r2)
card[jG^n (R(a))^J

après avoir montré que

[n(n-1)(n-2)/3j

cardan (R(a))^j = n(n-1) (n-2)/3, (26)

; (25)

et ou, on a note

v(gl;ff,r2) = card(G10 (R(a)D R(fi))^). (27)
D'autre part,

v(g^ ; <ü,r2)=^{<|>(u)<|>(v)/(u,v) é- O (R(a)) ^ }=card(G^O(R(a)^R(a)))B .(28)
4.r2.g] - Expression d(u)y (v)/(u,v)fr G* Q (R(Q-))^j .
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

card(0(#;a) )

v(g] ;dT,r2) v(g|;fi,r2)

card[G] n (R(a)) Wj (n(n-1)(n-2)/ô] ' ^
après avoir montré que

card[G'Q(R<0))Klj = n(n-1 ) (n-2)/6 (30)1
et où, on a noté

Kg] ;<0r,r2) = cardCG]0ftR(o)n R(®))^J (31)
D'autre part,

»(g! ;W,r2) = £U(u)<Kv)/(u,v) £G! f| (R(a))^}=card|G; 0 (R(a)f| R(oj))M]
4.r2.g2 - Expression de Qp' (u)ÿ' (v)/(u,v) (- G2 O (R(o)) #

(32)

Cette espérance représente la proportion suivante

TT (g ;0,r2)- sÇ(u>v)/(u»v)^G2n(R(q))^3
card(fi(fl';o))

v(g2;fi,r2) v(g2;iSr,r2)

card[G2H (R(o))C2J] [n(n-1 ) (n-2)/3]
après avoir montré que

card[G20 (R(a))W]-card[G H (R(a)) M]-(n(n-1 ) (n-2)/3j , (34)

, (33)

et où, on a noté
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v(g2;<0f,r2) = cardan (R(a)H R(©)) ^3 C35)
D'autre part,

v(g2;tü,r2)= ^{<j>(u)<Kv)/(u,v)é-G20 (R(a))K}=card|G2n (R(a)O RCcjJjC2^ (36

4.r2.g2 - Expression de j$[ÿ-(u)i|>' (v)/(u,v)£- Gjjfl(p(q))
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

s [(u,y) /üu,v> é G2 H (R(a)) W]
card(fK»;a))

= v(g^;CDT,r2) v(g^;<r,r2)

cardfG^f) (R(a)) [n(n-1)(n-2)/ô3 ’
après avoir établi que

cardan (R(a)) Wj=card[G| H (R(cr) ) (n-2)/6 (38)
et où, on note

v(g£;#,r2) = card^O (R(o)H R(a)))t23] (39)
D'autre part,

v(g£;üj,r2)= £{(|>(u)<j>(v)/(u,v)É- G£ 0 (R(a)) ^ } =card [g2 f| (R(ct) Q R(w)) M j (40)
On peut maintenant vérifier que la somme des cardinaux représentés

dans les formules (19), (26), (30), (34) et (38) correspond bien au cardi-
nal de (R(o))^23 qui est égal à (n-2) (n-1)n(n+1)/4.

4.rs.h - Expression de tlfy' (u)<|>' (v)/(u,v)6- H fi (R(o)xS(o) )3
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

ir(h*£8' rs)= sTXU.v)/(u.v)é-H Q (R(o) x S(g))]
card(fi (£0;a))

_ v(h;(g;rs) _ v(h;Ç£T,rs)
card(H H (R(ct)xS(o) )3 (n(n-1) (n-2) (n-3) /4^

après avoir montré que

cardjHf) (R(a)xS(a))]= n(n-1)(n-2)(n-3)/4 (42)
et où, on note

v(h;(0, rs)=card[H f) (R(o)xS(a)) fl (R(fiJ))£23j, (43)
qui est supposé invariable dans le cadre de l'h.a.l. (cf. § 1 ci-dessus).

D'autre part,

v(h;u,rs)= £{<j>(u) <p(v) /(u,v) f H fl (R(o)xS(a)) } =card[H f| (R(a)xS(a))f) (R(m) )
(44)

4.rs.g^ - Expression de*^)[i{;' (u)ip' (v)/(u,v) £ G^fl (R(o)xS(o))]
Cette espérance est définie par la proportion suivante :
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ir(g sC(u»v)/(u»v)f Gin(R(a)xS(q)),1^
card(fi(fiT;o) )

vCg^^.rs) 'Kg^fifcrs)
card(gtH (R(a)xS(o))] (n(n-1)(n-2)/ô)

après avoir montré que

card[G1Q (R(a)xS(o))J= n(n-1)(n-2)/6 (46)

, (45)

et ou on note

v(g1;Ô',rs)=card(G10 (R(o)xS(o))0 (R(©))C23l (47)
qui est constant dans le cadre de l’h.a.l. considérée ici, (cf. § 1)

Par ailleurs,

v(gj;<u,rs)= £(<|>(u)<j>(v)/(u,v)£ G1 f] (R(o)xS(a)) }
= card^^ (R(a)xS(a))0 (R(ü>)) C2J] . (43)

4.rs.g^ - Expression de ’ (u)ÿ' (v)/(u,v)f- G' D (R(o)xS(o))]
Cette espérance est définie par la proportion suivante :•

ïï(g’ •0' rs)= s^u»v^^u»v^ n(R(o)xS(g)x1^ cardCîîXfi^a) )

>(g;;<0,rs) v(g^;fflCrs)
cardjjG'O (R(a)xS(o))J (n(n-1) (n-2)/3^

(49)

en ayant montré que

card[GjO (R(a)xS(o) )J = n(n-1) (n-2)/3 (50)
et où on note

v(g!j ;ÆT,rs)=card(G^ H (R(a)xS(a))r\ (R(<©))^|, (50)
(cf.§1)

D'autre part,

v(gj;iü,rs)=][{<|>(u)<j>(v)/(u,v)f Gj f) (R(cr)xS(c)) }=card((^n(R(cr)xS(a))n (R(w))(51)

4.rs.g„ ~ Expression de (u)i|>' (v)/(u,v)£- G2n (R(cr)xS(o))3
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

, a \ S (Xu,v)/(u,v) é- G„f\ (R(o)xS(o))3Tr(g.;ft),rs)= —*■ 2
card(fi(0; a))

i(g2;©",rs) v(g7;w,rs)
, (52)

cardfG-O (R(o)xS(o))J £n(n-1)(n-2)/ôJ
en ayant montré que
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card^G^ (R(a)xS(a))J=card^G^O (R(a)xS(a))^ =n(n-1) (n 2)/6 (53)
et où on note

„

v(g2;ÆCrs)=card[G2n (R(o)xS(o))n (R(®))C2Jj (54)
D'autre part,

v(g2;üi,rs)= £{<(> (u)<f> (v)/(u,v)é- G20 (R(o)xS(ct))}
= card[G2fl (R(a)xS(o))n (R(w))^3j (55)

4.rs.g2 - Expression de (j|>' (u)ÿ' (v)/(u,v)£ (R(a)xS(a))J*
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

s £(u,v)/(u,v)f- G2 0(R(cr)xS(a))3
iKgôîfif.rs) —

card(n(cS'; a))

v(g';0',rs) v(g';éc£rs)
= 2 . __2. (56)

cardjb^n (R(o)xS(a))3 (n(n-1)(n-2)/3J
après avoir montré que

card (g2 H (R(cr)xS(o))^]= card (bj H (R(<J)xS(a))J=n(n-1) (n-2)/3 (57)
et où on note

v(g^;fl,,rs)=card[G2f\ (R(cf)xS(a))n (R(®))^3 * *^8)
D'autre part,

v(g' ;ü), rs)=y{<J>(u)<|>(v)/ (u,v) (- G' 0 (R(cr)xS(o)) }=card[G« 0 (R(a)xS(a))PKR(üj)) ^32 2 Z
(59)

Désignons ici par I l'ensemble des couples de couples de la forme
((x,y),(y,x)), on a immédiatement

card[lO (R(a)xS(a))]= n(n-1)/2 , (60)
(u)ÿ' (v)/(u,v)f- I^(R(a)xS(a))3= 0, (61) i

y{<|>(u)d>(v)/ (u,v) Mo (R(o)xS(a))J=card[lO (R(a)xS(a))0 (R(m)) LJj=0(62)
On peut maintenant vérifier que la somme des cardinaux (42), (46), (50),

(53), (57) et (60) correspond bien au cardinal de (R(a)xS(a)) qui est égal
à [n(n-1)/2j2.

4.s2.h - Expression de-^7Qtp' (u)^' (v)/(u,v)f H /^(S(a)) ^3
Nous avons besoin ici de l'invariance, non directement supposée (cf.

formules (3) § 1 ci-dessus), du cardinal

v(h;Éë(j,s2) = card (H H (S(a) fl R(®lj )) ^3 (53)
lorsque 60^ décrit son espace d'évolution fi(éff;a). Toutefois, on a la formule
v(h;ftf1.ys2)+2v(h;i#j,rs)+ù(h;É3j,r2)!=v(h;®'1)=*card(}lf)(R(ffi)) ^3 =

n(n-1)(n-2)(n-3)/4,(64)

qui montre que v(h;®. s2) est constant et s'exprime par rapport à
v(h;fif1,r2) et à vOijft^rs).
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Ce type de relation ne dépend pas de la nature de l'ensemble H, nous
la reprendrons pour G^, Gj, G2 et G'.

Toujours avec le même type de notations, l'espérance représentée en
titre de ce sous paragraphe est définie par la proportion suivante :

_/h./pr .O) _ st(u,v)/(u,v)éHn(S(a))^]
v(h;flÇs2) '(h;ÆÇs2)
cardj}lf\ (S(o))^3 (n(n-1 ) (n-2) (n-3)/4]

(65)

D'autre part,

v(h;co,s2)=^{<()(u)4>(v)/ (u,v)é- Hf\ (S(a)) ^ }=card(jin (S(a)O R(w)) (66)
4.s2.g^ - Expression de-$?' (u)ij>' (v)/(u,v)f G. O (S(a)) ^3
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

ir(e ‘tif s2) = s C(u»v)/ (u»v)^~ Gi O (S(g)) ^THg^iv.sz; card(fi(d0r;a))

v(g1 ;(0^s2)v(g1 ;<f£s2) (67)

card[G^0 (S(a))W' [n(n-1)(n-2)/33
D'autre part,

j(g1;ni,s2)=^{<()(u)<(i(v)/(u,v)f G^ (S(a)) =card(jGin (S(o)r\ R(oj) ) (68)
4.s2.g^ - Expression de$[V' (u)i|>' (v)/(u,v)é G|f| (S(a))K)^j
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

ir(g';«;s2) = s[(u,v)/(u,v)f G; ^(S(o)) ïfJj^ card(n(®";a))

v(g^;fif,s2) v (gj s2)
card[G'Q (S(o))"^3 [n(n-1) (n-2)/è]

(69)

D'autre part,

v(g|;U),s2)= £{<|>(u)<|>(v)/(u,v)f G!J0 (S(a)) ^ }=card(Gj0 (S(a)H R(üj)) ^3 (70)
4.s2.g2 - Expression de^fy' (u)ÿ' (v)/(u,v)é G20 (S(o))^3|j
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

, a s[(u,v)/(u,v)è G?f1 (S(a))^H1r(g9;®,s2) = ^ „rA(oïcard(n( ;a))

card[G20 (S(a))^J [n(n-1)(n-2)/33
v(g2;É&; s2) v(g2;Ô',s2) (71)

D'autre part,

>(g7;i2f,s2)=£{<|>(u)<j>(v)/(u,v)é- G2H (S(a))^} =card[G2f| (S (o)0 R(cü) ) (72)
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4.s2.g2 - Expression defâfy’ (u)ip' (v)/(u,v)(- G^O (S(o)) ^ 3
Cette espérance est définie par la proportion suivante :

ir(g,;0,s2)* s[(u,v)/(u,v)f n(S(a))^3
card(fi(ô';o))

v(g';©,s2) v(g';fi^s2)
o 1 = t (73)

cardfG^O (S(o)) {Hy (n(n-t) (n-2)/ô3
D’autre part,

v(g*;».s2)-J{ <|>(u)<|>(v)/(u,v)é G^O (S(a)) ^ ^ }=card (g^ ^ (S (a) f\ R(ü>) ) 3
THEOREME 1. Sous les conditions de calcul précisées (cf.§1 ci-dessus), dans
le cadre de l’h.a.l. définie (cf.§1 ci-dessus), la moyenne et la variance
de la v.a. y (a),®’;a) sont respectivement
y(ü),®' ;a)={card[r(o)H R(w)3 + card [r(ct) A R(©)3 }/card (r(<7)3

+{card[s(o)0 R(m)3 + card[s(a)n R(®)3 J/card [^S(cj)3 (75)

var(ü),®’ ;o)= v(hîa)»r2)v(hî(e^r2) + v(gl ;u>,r2)v(gi ;ff,r2)_
£n(n-1 ) (n-2) (n-3) /4^ [n(n-1) (n-2)/33

v(g!j ;m,r2)v(g^ ;Æ(r2) v(g2;aj,r2)v(g2;fiCr2) v(g^;m,r2)v(g2;®^r2)
[p(n-1)(n-2)/ô3
v(h;m,s2)v(h;(fr, s2)

[n(n-1 ) (n-2)/3j
■Kg. ;w,s2)v(g. ;Gf,s2)

(n(n-1)(n-2)/63
v(g' ;a),s2)v(g^ ;(©;s2)

[)a(n-1 ) (n-2) (n-3)/43 (n(n-1)(n-2)/33 ^n(n-1)(n-2)/ ôj
v(g2;oj,s2)v(g2;®,s2) v(g^;m,s2)v(g2;(S/,s2)

! O|-v(h;o),rs)v(h;(®',rs)
(n(n-1)(n-2)/33 jn(n-1)(n-2)/6j (n(n-1)(n-2)(n-3)/4j
v(g1 ;m,rs)v(g^ ;S5,rs) v(g' ;co,rs)v(g1' ;<3,rs) v(g2;m,rs)v(g2;®',rs)
jn(n-l)(n-2)/ô3 (n(n-1) (n-2) /3j [n(n-1 ) (n-2) /6^

v(g’ ;m,rs)v(g' rs)
+ TT* h >> <76>

(n(n-1)(n-2)/3j
où les notations ont été dûment explicitées dans les derniers sous para-
graphes.

L’indice de corrélation partielle r ^ est donné par la formule
U) SS .CT

r ~
_ = fs(ü),®)-y (m,®’ ;o)3/»'var(ü),ô-' ;a), (77)

où s(oi,®) est l'indice brut card 0R. (co) 0 R(®)1 (cf. formule (2) ci-dessus).
La v.a. (ai,®';a) se touve en fait déterminée par l'expression calculée

"globalement" (comme cela a été le cas pour la moyenne et le moment d'or-
dre 2) de la suite de ses moments successifs.

On a pu remarquer la symétrie parfaite, par rapport à m etétf, des ex-
pressions de la moyenne et de la variance de la v.a. J7 (u>,<£l' ;o) . De sorte
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que le résultat aurait été le même si les calculs avaient été effectués
par rapport à la v.a.*^ (ü)',®;a) dont la définition est claire conformément
à celle de 'ÿ (a),®' ;o) .

f2I fql
En décomposant l'ensemble (EL J L -1 des q-uples de couples à composan-

tes distinctes et dont deux quelconques sont différents, en sous ensembles
dont chacun est formé de l'ensemble des q-uples de couples de même confi-
guration (cf. [LERMAN(1973)3), on peut montrer, que le moment absolu d'or-
dre quelconque fixé, calculé "globalement" de la v.a. y(to,©';o) est iden-
tique à celui de la v.a. ^f(u)',(&;a). Dans ces conditions, on peut proposer
la propriété suivante :

THEOREME 2. Dans le cadre de l'h.a.l. à caractère partiel et "global" (cf.
§ 1 ci-dessus), la distribution de la v.a. y>(o),S'' ;o) est la même que celle
de îjV ,®;o).

5. Analyse de l'approche de M.G. Kendall.
Comme nous le signalions dans l'introduction générale, M.G. Kendall

[KENDALL(1942)J introduit le tableau suivant de croisement dans R(a) des
deux attributs définis par les parties R(<d) et R(<©) :

R(a)A R(üj) R(o) 0 S(üj)

R(a)n R(0) a b a + b

R(a)H S(ff) C d c + d

a + c b + d a+b+c+d = card (R(o)3

Il définit dans ces conditions, le coefficient d'association partielle
ment à c

ad - bc

entre m et®, relativement à a, t . , par le coefficient de K. Pearson :tüw.a

ai®, a
(78)

V.
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

L'indépendance, ici conditionnelle relativement à R(o) se trouve néces-
sairement définie par la relation

a a + b
a + b + c + d

(79)

qu'on peut expliciter sous la forme :

card[R(üi)A R(<fl)0 R(o)J _ card[jl(u))0 R(o)3
card[R(a)J card [k(a)3

card ÇRQg) Q R(o)3
card [r(cj)3 (80)

Les marges de la table de croisement étant fixées, la relation (79)
est équivalente à la relation suivante :

d
b+d

c + d (81)
a + b + c + d

qu'on peut écrire sous la forme :

card[s(m)Q S(^)D R(o)]_ card[s(üi)0 R(o)3
card^R(o)3 card[r(o)3

card pS(#)0 R(o)3
card £r(o)3 (82)
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Or, il y a une correspondance bijective respectivement entre
R(a) et S(a),
S(<ü)0 R(a) et R(io)Ô S (a),
S(«)n R(ff) et R(®)AS(o),
S(ai)n S (»)0 R(a) et R(a))H R(®)0 S (a) ;

en effet, si (x,y) appartient à l'un des ensembles (de gauche), (y,x) ap-
partient à l'ensemble associé (de droite). De sorte que la relation (82)
peut s'écrire comme suit :

card[r(ü))0 R(ft)n S(ct),1 cardPR(ai)n S(q)3 cardfeWn S (g),3
card[s(a)3 card[s(o)3 card(s(g)3 (83)
Les relations (80) et (83) correspondent exactement aux relations (15)

ci-dessus.

PROPRIETE 1. L'indépendance dans R(g) entre les deux attributs représentés
par R(u) et R(®) est équivalente à l'indépendance conditionnelle telle
qu'elle a été définie ci-dessus (cf. § 3).

La démarche de M.G. Kendall n'aurait pas permis d'aboutir à ce résul-
tat si les parties à comparer ne représentaient pas les graphes de rela-
tions d'ordre total. Nous allons en effet considérer l'exemple suivant où
le cardinal n de E vaut 6 ; dans ces conditions, le cardinal de E.2’ est
30 et celui d'un sous ensemble E~J représentant un ordre total, 15.
Codons E^27 par la suite des trente premiers entiers :

CO
* {1,2, ,30}.

A la place de R(a), R(id) et R(®), nous allons considérer trois parties
A, B et C de même cardinal 15, mais ayant un caractère quelconque :

A={1,2,11,12,13,16,17,18,19,21,22,23,24,25,26}
B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}
C={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,16,17,18,19,20}

Construisons les deux tables de croisement des deux attributs définis
par B et C, dans A d'une part et dans Pfi d'autre part :

A n B A h BC ACH B AC0 BC
AH C a* 2 b=4 a+b=6 AC0 C a'=8 b '=1 a'+b'=9

ah cc O nCO d=6 c+d=9 AC0CC c'=2 IIT3 c'+d'=6

a+c=5 b+d“1C 15 a'+c'=10 b'+d'=5 15

On voit qu'on a la relation :

a
_ a + b _ 2.

a + c a + b + c + d 5*

maiS__i!_ a' -i- b'
a'+c' 5 a'+b'+c'+d'

2
5 •

ainsi, les deux attributs représentés par B et C sont indépendants dans A,
mais dépendantes dans Ac.

L'indice brut du lien entre R(w) et R(ffl) dans R(a) peut s'écrire :

card(R(a)f\ R(w)0 R(®)J=a,
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celui dans S(a) peut à son tour s'écrire :

card(jS(a)f| R(cj)^ R(®) = card[k(a)Q S(üj)0 S(@)J=d. (84)
Compte tenu de la relation
d = a+(2)-(a+b)-(a+c)

= a+C^-cardjRCajf] R(ü)))J-card(jl(a)n R(®)J, (85)
l'indice centré dans R(o) qui s'écrit

(a+b)(a+c)

est égal à celui centré dans S(o) qui peut s'écrire

(87)

leur valeur commune peut se mettre sous la forme
(ad-bc)/(“). (88)

Le numérateur de notre indice d'association partielle se met sous la
forme de la somme des deux expressions (86) et (87) ; il est par conséquent
égal à (ad - bc)/n(n-1).
PROPRIETE 2. La part dans R(o) du lien "centré" entre R(a>) et .R(flfy est
identique à celle dans S(o).
COROLLAIRE. Le numérateur de notre indice d'association partielle est à
un coefficient multiplicatif près identique à celui de M.G. Kendall.

Insistons encore une fois sur le fait que la cohérence de l'indice de
M.G. Kendall est intimement liée à la structure particulière du graphe
d'un ordre total (cf. (84)). On n'a pas une propriété analogue à celle 2
ci-dessus si les relations à comparer étaient d'une autre nature (cf.SII
ci-dessus).

Comme c'est le cas pour l'indice de K. Pearson dans le cas total de la
comparaison de deux attributs, l'indice d'association partielle T &
peut être obtenu en centrant et en réduisant l'indice brut

(89)s

relativement à une h.a.l. où à la partie B = R(o)f) R(io) (resp.C=R(a)f) R(®) )
de R(a),

Répétons que, conformément à notre démarche de calcul exprimée au pa-
ragraphe 1 ci-dessus, on obtiendrait le même indice si dans le calcul de
la variance (cf.§4), on ne distinguait relativement à un couple de couples
d'objets ((x,y),(x',y')) que si les deux couples (x,y) et (x',y') sont
différents ou identiques. Nous pensons dans ces conditions que le calcul
que nous proposons de la variance est plus précis en ce sens qu'il tient
mieux compte de la nature des structures à comparer. A cet égard, contrai-
rement à ce qu'on peut rapidement croire, la réduction de l'indice centré
revêt une importance capitale pour l'organisation des liens entre variables
comme nous avons pu nous en rendre compte dans la pratique.

Nous allons maintenant chercher à comprendre d'une certaine façon le
résultat suivant mentionné dans l'introduction générale (cf.§I) que
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M.G. Kendall attribue avec étonnement à une coïncidence :

T(üO 0

uiÿ.a /T-" VT^ Va
(90)

Notre explication reposera sur les résultats du paragraphe II précé-
dent ainsi que sur l'analyse de la forme de l'indice T entre deux varia-
blés "rang". » î

C^3
Désignons ici par a, o> et & les attributs qui sont relativement à E

représentés par les parties R(a), R(<u) et R(w) . L'indice x de M.G.Kendall
entre deux variables "rang" peut parfaitement être obtenu en ignorant
complètement le caractère ordinal des structures à comparer, c'est-à-dire,
à partir de celui de K. Pearson. Relativement par exemple à üj et &, l'in-
dice centré, conformément à une h.a.l. "libre" où à R(a))(resp. R(®0), on
associe un élément aléatoire dans l'ensemble, muni d'une probabilité uni-
formément répartie, de toutes les parties de “ de même cardinal
n(n-1)/2, se met sous la forme :

card[R(ü))0 R(<0)3 “ n(n-1)/4 (91)
qui représente la moitié du numérateur de l'indice x . Le dénominateur
s'obtient en évaluant le maximum de la valeur absolue de l'expression (91)
qui est égal à n(n-1)/4. L'indice

{card [r(w)0 R(®)j-[n(n-1 )/4] }/|n(n-1 )/4j (92)
est exactement celui x -

w®.

Il peut, conformément âli CâlcttL de du paragraphe II, se mettre
sous la forme

4|p((jüAdBr )-p(ü>)p(40 = p(oj,#), (93)
dans le sens que nous venons de donner à w et®.

Par ailleurs, par rapport à la définition du coefficient d'association
partielle entre ai et relativement à a, nous venons de voir que la part
du lien centré dans R(a) est égale à celle dans S(a) ; de sorte que le
numérateur du coefficient x représente la moitié de celui où on regar-r

à HO),
derait o>, Si et a comme des attributs (cf. § II). La relation de (9)vdu para-
graphe II, ainsi que celle (93) ci-dessus, montrent que, à un coefficient
multiplicatif près,

Tyv = x - x x~ (94)
uifif.o <t)& mer ®a .

Quant à la forme du dénominateur du deuxième membre de (90) ; elle
s'explique par la relation (93) et pour des raisons de normalisations qui
ne peuvent que coïncider : la première normalisation se concevant dans le
cadre de l'indice d'association de K. Pearson et la seconde, dans le cadre
classique du coefficient de corrélation partielle.

l/II - CONCLUSION

Au terme de cette longue étude à la croisée de l'analyse non linéaire
des données et de la statistique non paramétrique, il reste encore beau-
coup à faire...



45

Le dernier paragraphe pourra stimuler le spécialiste de la combinatoi-
re dans l'analyse, à des fins énumératives de la structure de l'intersec-
tion de deux ordres totaux sur un ensemble fini.

Nous avons déjà signalé que grâce à des résultats antérieurs, nous
pouvions envisager une étude efficace par simulation dans le cas de la
comparaison partielle entre ordres totaux, ce qui correspondrait à un net
progrès par rapport à la tentative de Moran. Cette étude ne pourrait être
sans un fin programme informatique.

Une recherche algorithmique particulière est également nécessaire pour
l'informatisation du calcul des indices d'association partielle, dans les
différents cas, surtout lorsqu'il s'agit d'établir toute la table des in-
dices entre éléments d'un ensemble V de variables descriptives, partiels,
relativement à une variable w exogène (wé V) .

Signalons qu'une des motivations source de ce travail a été une étude
sur la répartition des dépenses d'un ensemble de ménages sur différents
postes, où on n'a pu dégager par la classification une organisation cohé-
rente et nuancée de l'ensemble des postes de dépense qu'en neutralisant la
variable "revenu du ménage".

Plus généralement, on peut se poser la question de savoir ce que de-
viennent les différents comportements dégagés à partir de la classifica-
tion de l'ensemble V des variables descriptives si on neutralisait l'in-
fluence d'une variable w fortement discriminante (w<^"V). Cette approche
répond à la démarche du chercheur en sciences humaines qui désire éliminer
dans son analyse l'influence, de facteurs bien connus. Nous espérons que ce
dernier trouvera ici un outil adapté. Toutefois, pour qu'il puisse en tirer
profit, la collaboration doit être plus que jamais étroite avec le statis-
ticien qui cherche à valider sa méthode et l'informaticien appliqué, son
programme.
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