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NOTE SUR UNE FAMILLE DE POLYNOMES

ISSUE DU CRIBLE DE HAWKINS

6. Kreweras, Institut de Statistique

I

Dans [1], P. CEHEUVELS est amené à

te des nombres a^ a^ ••• an ... définis

+00 -J- oo

( 1) Log( 1 + uz + z Z a zn) = Z
n = 1 n k= 1

il démontre que an a nécessairement une expression polyno-
miale de degré n en u et formule explicitement ces polyno-

mes an(u) pour 0 < n < 4 , avec la convention supplémentai-
re naturelle que 8q(u) = u .

Le but de la présente note est de montrer que ces po-

lynômes a^ ( u ) sont identiques aux polynômes bn(u) définis
par

R (2) b (u) = I (-1 )1 '1 s(n .\i) - -n i = 1 i: !|
I

où s(n,i) désigne un nombre de Stirling de première espèce.
Faute d'une notation universellement admise, nous adoptons

considérer la sui-

par 1'identité en z
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ici les conventions résumées par le tableau suivant, dans

lequel s(n,i) est, pour n > 2 , la somme des produits i-1 à

i-1 des entiers 1,2,...,n-1 ;

S ( n , i ) n = 0 1 2 3 4 5 6 7

i = 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 0 1 3 6 10 15 21

3 0 0 0 2 11 35 85 175

4 0 0 0 0 6 50 225 735

Remarquons d'abord que les a (u) , comme les bn(u) ,

n'ont jamais de terme constant ; il suffira donc de montrer

l'égalité des dérivées a^(u) et b^u). La méthode consiste-
ra à établir que les a (u) et les b (u) satisfont à une mê-

me relation de récurrence, qu'il sera commode d'écrire sous

la forme

X X
n+1

1 n

(3) n 2 X. X1 . , avec Xn = u .

n+1 1=0 1 "-1 0r,

(a) Si l'on pose

f(z) - aQ +
n

z +...+ a z + . .

n

et que l'on dérive (1) par rapport à z , on a

z f ' + f
f', d'où f = f'(l-z + zf) ;

1 + z f

en égalant les coefficients de zn , on obtient
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an = (n+1)an+l + na„(a(f1) + (n'1)an-lal+ (n'2) an-2 a2 + + lalan-l

Si l'on remarque, en rapprochant les termes soulignés

extrêmes, que la somme des termes soulignés n'est autre que

la moitié de n(anao + an-lal+‘‘-+anaO^ * on v0lt 9 u e ^ a
récurrence sur les a prend la forme plus simple (valable

V n > 0) :

2(n+1)(an-an+l) n(a0an + alan-l + ’ * • + an a0) »

Par dérivation, on obtient la forme équivalente,

valable pour tout entier n > 1 :

1 n
I a.

n+1 i=0 1
a

n- i

Puisque aQ(u) = u » les an(u) satisfont bien à (3)

(P) Les polynômes b (u), de leur côté, satisfont aune

première récurrence qui résulte d'une propriété bien êvi-
dente des nombres de Stirling, à savoir que

s(n+l,i) - s(n,i) = ns(n,i-l)

(le second membre est la somme des produits dans lesquels
figure le facteur n). En multipliant par (-1)1 u1” / ( i -«• 1) !
et en sommant par rapport à i , on voit que l'on peut écri-
re, pour tout entier n > 1 :
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(4)
n+1

Montrons en outre, par récurrence sur n , que les

b ( u ) définis par (4) à partir de b g = u satisfont à

n

(5) 2 b. b.' • = (n+1) b
i = 0 1 n '1 n

En effet, on a, par suite de (4) :

bÔ - 1
b î = b q - 0 ■ b q

b2 = bj - l.bx
b^ = b2 - 2.b2

i 1 , - ( n - 1 ) b ,n-1 v ' n-1

Si l'on combine linéairement ces n+1 équations à 1

de des coefficients b b , . . . . bn , on voit quen n -1 0 ^

n

I;
i = l

n-1

bobn-l+ 1 blbn-2 + 2 b2bn-3 + ••• + (n-1)bn-lb0^

•h + <b0fcn-l + tlbn-2+"'+bn-lb0> I

(l'égalité des termes soulignés exprime l'hypothèse de

récurrence).

1
a i-



5

Pour montrer que ce second membre est égal à (n+l)b ,

il suffit de montrer que sa dérivée est égale à (n+1)b ' .

Mais cette dérivée est en fait

bn + n bn-l' f"'1» .fj bi bn-l-i

= bn + nt,Ul* f"-1» nbn-l '

On vérifie immédiatement que cette dernière expression, par

suite de (4) , est bien égale à (n+1)b ' ; ce qui achève la

démonstration de (5).

Enfin (5) peut s'écrire

1

n+1

n

I
i =0

b . b 1 .

i n-1

n+1

(5) (4)

6 P 0 pp 0et l'égalité du 1 et du 3 membre montre que les b (u),
eux aussi, satisfont à (3) .
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