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Abstract — La modélisation électrique de la cellule, et
en particulier l’obtention de la tension transmembranaire,
est un problème important en bio-électromagnétisme
(électroporation). Dans ce cadre, une modélisation
électro-quasi statique est utilisée pour décrire le prob-
lème sous forme d’équation de Poisson. Dans cet article,
nous proposons une méthode basée sur les volumes finis
pour résoudre numériquement le problème. Elle permet de
prendre en compte les discontinuités de façon rigoureuse
sur des maillages très déformés. La méthode est testée
numériquement sur un modèle 2D d’une cellule circulaire
(membrane et cytoplasme) soumise à un champ uniforme,
puis à un champ électrique pulsé.

1 Introduction
L’électroporation [1] consiste à appliquer un champ

électrique à une cellule pour modifier temporairement la
porosité des membranes cellulaires. Ce phénomène a per-
mis de nombreuses avancées dans des domaines cliniques
comme pour le traitement des cancers.

Pour adapter les expositions au champ, il est nécessaire
de modéliser précisément la réponse d’une cellule (mem-
brane et cytoplasme). Pour l’électroporation, l’obtention
de la tension transmembranaire est un enjeu important. La
prise en compte des discontinuités et de la forme de la
cellule sont deux difficultés majeures dans le cadre de ce
problème. La méthode proposée permet de les résoudre.

Sous certaines conditions, en particulier pour les mod-
èles sphériques de la cellule, des expressions analytiques
existent [2]. Cependant, dans le cas général, cette modéli-
sation se base sur des solutions numériques [3]. Elles sont
basées en majorité sur des méthodes aux éléments finis
[3, 4]. Nous proposons dans cet article une méthode basée
sur les volumes finis qui permet de prendre en compte les
discontinuités entre les milieux (ε) mais également en sur-
face (σ) dans le cadre de milieux dispersifs. La méthode
est testée numériquement sur le cas académique d’une cel-
lule 2D circulaire soumise à un champ uniforme, puis à un
champ électrique pulsé de forme trapézoïdale.

2 Modèle électrique de la cellule
Dans cette section, nous décrivons le modèle élec-

trique de la cellule. Nous supposons que la cellule est
soumise à un champ extérieur uniforme. Une visualisation
de la cellule est donnée sur la Figure 1. Dans ce modèle,

Figure 1. Modèle de la cellule [4].

le cytoplasme, milieu Ωc, est entouré de la membrane, mi-
lieu Ωm. Il y a une interface entre ces deux milieux et une
discontinuité entre σm et σc, et εm et εc. La cellule est
plongée dans le milieu extérieur Ωe décrit par σe et εe.

Dans ce contexte, nous pouvons nous placer en ap-
proximation quasi-statique, voir [5]. Le modèle est alors
décrit par une équation de Poisson généralisée [5] de la
forme

∇ ·
(
ε0εi

∂∇V
∂t

)
+∇ · (σi∇V ) = f, (1)

avec i ∈ {e,m, c} désignant le milieu, V le potentiel élec-
trique et f le terme source qui tient compte des espèces
dans le milieu et de la relation consitutives de Di. Nous
supposons que ρm = 0. Nous ajoutons les relations de
passage entre chaque milieu donnée par

(Dm −De) · n̂ = σsm

(Dc −Dm) · n̂ = σsc
.

(2)

Il est à noté qu’aucune référence n’est faite dans la littéra-
ture d’une conductivité surfacique pour la surface intérieur
et extérieur de la membrane cellulaire. Cependant, les re-
lations constitutives de Di peuvent faire apparaître des ter-
mes équivalent à ces quantités. Pour compléter le modèle,
une prise en compte de la dispersivité des milieux peut être
prise en compte à l’aide de modèle de Debye, ajoutant des
équations différentielles aux équations déjà introduites.

Face à un champ variable en fonction du temps, nous
ajoutons aux équation (1) et (2) les équations décrivant
l’évolution de la densité de pores et de la conductivité de
la membrane en fonction de la tension trans-membranaire
données dans [3]. En effet, lorsque la membrane est
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soumise à une tension des pores se créés à l’intérieur, in-
duisant une augmentation de la conductivité membranaire
σm.

Pour traiter le cas temporel, l’équation (1) est dis-
crétisée comme suit

∇ · (ε0εi∇V ) +∇ · (σi∆t∇V ) = ∆tf. (3)

Dans ce cas, au vu des ordres de grandeurs des paramètres
diélectriques de la cellule, le pas de temps est limité par ε
et devrait être de l’ordre de ε0 ' 10−11.

3 Résolution de l’équation de Poisson par
volumes finis

Nous décrivons dans cette partie la résolution de
l’équation de Poisson décrite en Section 2. Nous consid-
érons des conditions aux limites mixtes Dirichlet et Neu-
mann. De plus, σ et ε sont discontinues entre chaque mi-
lieu. Le modèle à chaque pas de temps est donné par

∇ · (εri
∇V ) = f, sur Ω,
s.c V (x) = Vb, ∀x ∈ ∂ΩD,

∂V

∂n
(x) = 0, ∀x ∈ ∂ΩN ,

(4)

avec εri = ε0εi + ∆tσi la permittivité à chaque pas de
temps, et ∂ΩD (resp. ∂ΩN ) des conditions de Dirichlet
(resp. Neumann) à la frontière du milieu Ω. Nous ajou-
tons à ces contraintes les relations de passage entre les dif-
férents milieux de la forme

(Dm −De) · n̂ = σsm

(Dc −Dm) · n̂ = σsc
,

(5)

avec n̂ la normale extérieur et σsi les densités de charge
en surface entre chaque milieu.

Pour résoudre numériquement ce problème, nous pro-
posons la Discrete Dual Finite Volume method (DDFV).
Celle-ci a été introduite dans les années 2000 [6] et elle
s’est développée depuis 2005 [7]. C’est une méthode de
volumes finis basée sur un double maillage. Cette méth-
ode présente ici des avantages : la matrice issue du sys-
tème linéaire à résoudre est définie positive (et symétrique
sans discontinuité), elle permet la prise en compte de dis-
continuités de permittivité entre les milieux et des condi-
tions de bords mixtes [8]. De plus le gradient du poten-
tiel scalaire aux frontières est obtenu de part et d’autre
de la frontière aussi précisément qu’avec une méthode
d’éléments finis du même ordre [7]. Enfin, la résolution
avec cette méthode est parallélisable. Ces avantages ont
donc guidé notre choix vers cette méthode, même si deux
fois plus d’inconnues sont nécessaires.

La méthode DDFV est généralisée pour prendre en
compte les discontinuités sur ε et σs. Sur les frontières
externes, on utilise une méthode de pénalisation pour des
conditions de Dirichlet, et les bords de Neumann sont
pris en compte intrinsèquement (formule de Green dis-
crète [7]). Le maillage structuré et conforme de la cellule
utilise la méthode décrite par Hyman et al. dans [9]. La
résolution du système linéaire est faite avec une méthode
de gradient conjugué en parallèle (MPI).

4 Tests numériques
Dans cette section, les résultats des tests numériques

sont produits. Nous proposons tout d’abord un test dans le
cas stationnaire, ∆t = 0, pour valider la méthode. Dans
un second temps, nous testons la réaction d’une cellule
sphérique à un champ électrique pulsé de forme trapézoï-
dale.

4.a. Cas stationnaire d’une cellule sphérique

Nous étudions une cellule sphérique avec une mem-
brane de taille 0.004 fois la taille de la cellule. Les
paramètres choisis sont εm = 2 et εe = εc = 80 pour
respecter les ordres de grandeurs cellulaires. Le champ ex-
térieur est supposé uniforme (électrode à +1 V et −1 V à
gauche et droite). Pour ce scénario, nous traçons le poten-
tiel obtenu sur tout le domaine en Figure 2. Nous traçons
également le potentiel sur une coupe équatorial de la cel-
lule en zoomant sur les la membrane en Figure 3. Enfin,
nous montrons également l’évolution du potentiel dans la
membrane et sur le frontières extérieure et intérieure de
celle-ci en Figure 4 (d).

Figure 2. Potentiel électrique (V ) obtenu avec la
méthode DDFV.

Figure 3. Potentiel sur une coupe équatoriale le long
de la cellule.
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Figure 4. Potentiel électrique dans la membrane le
modèle stationnaire de la cellule.

Tout d’abord, les Figures 2 montre que, comme at-
tendu, le potentiel diminue de 1 V à −1 V sans discon-
tinuité apparente au niveau de la membrane. De plus ce
résultat est cohérent avec ceux obtenus dans [10]. Le fait
qu’aucune discontinuité n’apparait est sous-ligné par les
résultats des Figures 3 et 4. En effet, d’une part la Fig-
ure 3 montre, comme attendu, que le potentiel diminue
plus rapidement dans la membrane mais sans discontinu-
ité avec les milieux extérieure et intérieure. D’autre part
la Figure 4 montre une diminution continue des potentiels
à différentes positions dans la membrane avec un point
d’intersection en x = 0.5. Cela correspond au point le
plus haut de la cellule, où le potentiel est nul car ce point
est tangeant au champ. Ces résultats permettent donc de
montrer que la méthode développée est valide.

4.b. Exposition d’une cellule à un champ électrique
pulsé

Dans cette section, nous proposons de modéliser la
réaction d’une cellule à un champ pulsé. Dans ce scénario
nous utilisons des paramètres plus réalistique, avec un ra-
tio de taille entre la membrane et la cellule de 0.0002. De
plus, nous tenons comptes des équations d’évolution des
pores et de la conductivité de la membrane décrite dans
[3]. Nous utilisons également les paramètres diélectriques
de la cellule proposés dans [3]. Nous supposons en entrée
un champ électrique pulsé de forme trapézoïdale de 10 ns
avec un temps de montée de 2 ns, modélisé par un poten-
tiel à gauche évoluant avec le temps et un potentiel à droit
relié à la masse. Nous supposons ici que le terme source
est nulle.

Dans ce cadre, nous traçons l’évolution du nombre de
pores avec le temps et du potentiel trans-membranaire en
Figures 5 et 6, qui sont les deux grandeurs importantes
dans le contexte de l’électroporation.

Les résultats des Figures 5 et 6 montrent deux
phases distinctent. Une première, où le potentiel trans-
membranaire et la densité de pores augmentent fortement
avec la champ pulsé jusqu’à une valeur limite. Celle-ci
est de l’ordre de 1.5 V pour la tension trans-membranaire.

Figure 5. Évolution de la densité de pores avec le
temps t.

Figure 6. Évolution de la tension trans-membranaire.
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Puis, au delà de cette valeur, la conductivité de la mem-
brane devient du même ordre que celle des milieux ex-
térieur et intérieur. Ainsi la tension diminue et devient
constante. De même l’accroissement du nombre de pores
diminue fortement. Ces résultats sont en accord avec ceux
obtenus par Salimi et al. [11].

5 Conclusion
Dans cet article, nous étudions un modèle électrique

d’une cellule biologique exposée à un champ électrique
uniforme. L’équation de Poisson est résolue par une méth-
ode volumes finis DDFV intégrant de façon rigoureuse les
discontinuités aux interfaces. Un résultat test est produit
sur une cellule de forme sphérique.

La méthode DDFV sera adaptée par la suite à la prise
en compte les milieux conducteurs dispersifs et les flux
d’espèces entre les milieux. Enfin, la méthode est com-
plètement généralisable en 3D [7]. Ce dernier point est en
cours actuellement.

References
[1] J. C. Weaver, “Electroporation theory,” Electropora-

tion Protocols for Microorganisms, pp. 1–26, 1995.

[2] T. Kotnik and D. Miklavčič, “Analytical description
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