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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES EXTREMES
D'UN PROCESSUS STATTONNAIRE GAUSSIEN A TEMPS CONTINU ¢

Fred AMRAM
Univensité Panis VI

Summary :

Let {g(t), -» < t < +=} be a continuous parameter
stationary Gaussian process with mean zero, variance one and
covariance r(t). Let M(k)(T) kil R largest local

maximum of E(t) in the interval [0,T]. We show that if

400
§ 5l e(s) 1P @t < » and if the second and fourth spectral

moments XA, ,Ay are finite, then 1im P (aT(M(k)(T)—bT)éx) =
T oo

L e o g
expl-e X) = —(?-s'—) where iy, = (2 Log T) and
s=0 :

= 1/2 =1 172 /2
by = (2 log T) (Tog ((2m)} Ay, )) + (2 Log'T)

Mots-cles:

Processus gaussien stationnaire. Valeurs extrémes. Fone-
tion de répartition spectrale. Transformée de Fourier. Produit
de convolution.

Intrhoduction :

Soit {£(t), -» < t <+®} un processus & temps continu,
stationnaire, gaussien, ayant respectivement pour espérance

et eovariance: E(£(t))=0, E(£(s) &(s+t))=r(t)sr(o)=1. Posons
M(T) = sup {£(t), 0 <t < T},
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Soit J\k le moment spectral de g ordre, cad
A = f_:” 3 4 F(A) o F est la fonction de répartition

spectrale assocife & r(t).
Nous dirons que E(t) a une traversée montante de niveau

u & 1'instant .to si pour € > 0 nous avons, E(t) <u si
o ]‘to— T ‘to[ et E(t)>u &i % € ]to,t0+i-:{ . Nous noterons

Nu(T)le nombre de traversées montantes de niveau u dans
1'intervalle [ 0,T ]

Nous dirons que £(t) a une traversée descendante de niveay
u & l'instant ty si pour € >0 nous avons, E(t) 2 u si

t€lt-e,t [ et E(t)<u si t€k_, vt +el.

Nous dirons que &(t) a un maximum local si £'(t) a une
traversée descendante de niveau 0 . Soit I\Il‘l(T) le nombre de

maxima  locaux supérieurs & u dans 1l'intervalle [O,T ].

Nous allons nous intéresser aux propriétés asymptotigues
de M(k)(T), cad le k'™ plus grand maximum local de £(t)
dans 1'intervalle [0,T ].

‘'THEOREME :
8i [o 1x(t) 1Pat <= (pe€ W) et si <= et ) <a

—o

alors. 1im P(a.T{M(k){T)—bT) é:,c)=exp(—e-x)k§1 Lx)s—
Tco 5=0 sl
i ap= (2LogT)? et
by = (2 rogey /2 (Log((21’[)_1}\;/2))+(2 rLogT) /2 |
Démonstration :

Puisque XAy <o et Ay < « cela impligue que
Ap = —r"(0) et Ay =:rw(0) {ef [3], p191) et ainsi nous avons
_' Ao Ay
L) =1 . 2 + —,“—1;L+ + o(t¥)quand t-+0. DNous allons
il
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démontrer ce théoréme en plusieurs &tapes qui sont lessuivantes.
1 . Nous savons d'aprés le théoréme 2.1 de QUALLS et WATANABE
(ef [ 8]) que si {&(t), —» <t< +=} est un processus

stationnaire, gaussien réduit de fonction de covariance

r(t) =1 - 1t H(It1)+o(ltl® H(tl))quand t+0 ol
0< a< 2 et H(t) est une fonction possédant certaines

propriétés (cf [ 8]) alors pour tout h >0 ,

P(M(h) > u) ~ b E_¢ (u) (57 ()17 queanduse o K cp

3/2 s
d(w) =em) " w exp(-u2/z), 32(u)= u® H(u) -
A2
Dans notre cas o =2 , H(t ) =y iy (H)_Ve,

A
[5 1(1/11) ]"1 = (—22)1/211. On en déduit que :

= 1/2 2
P(M(h) > u) ~ h(2m) A, exp(-u/2) = h ¥(u) quand u-+e .,

Remarquons d'aprés [3] (P 194 et 197) que si A, <

alors p = ENu(H = ¥ (u).

2. Nous savons d'aprds le lemme 3.2.1 de [6] que si
{g(t), -» <t< 4=} est un processus stationnaire, gaussien

réduit, de moment spectral de 28me ordre Ap; < = , alors

1
— P(E(0) <u< & (g))vpuv. ol lim v =1 .,
q a a>0 a

Quand qa.(u) =q-~+0/ qu + a (2> 00

si u~+»

De plus P(£(0)<u, E(q) <u, M{q) >u) =

P(£(0) < u, M(a) >u) ~P(£(0) <u <¢(a)) <

P(N (q)>1) - P(£(0) <u<g(q)) <
ug - ugva(1+0o(1)), u+> quand q (u)=q+0/qu~sa .

R s
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Cette dernidre expression résultant du lemme &noncé

précédemment et de 1'inégalité de Bienayme -Tchebychev.
On en déduit que :

P(£(0) <u, &(q)<u, M(q) >u)
ug

<1 Filley VTF quand g+ 0/qu-+a
et ainsi

lim sup P(£(0) <u, £(q)<u, M(q) >u)

- s o + 0 quand a+ 0

pour une suite qa(u) =g+ 0/ qpaa (@ 20).

+ *
3. Comme _[ Z 1r(t)P at < = cela implique que F P oest

absolument continue, car rp(t) est la transformée de Fourier
* * .

de F L (F T étant le pi®M€  produit de convolution de F).
Ainsi, nous pouvons déduire du théoréme 3.1 de [2] que

1im P(ap(M(T) - by) < x) = -e ).

T-wu(T({) ) <x)=exp (~e ™)

X

i -1 -
L, De plus si UT_a‘T x + b, alors T‘{’(UT)->e = T

i

pours x & fixe -et @ Wi e (U Jquand T+ pour h >0.
L h

[T/n]

5. Nous dirons que le processus satisfait la condition

Dc(UT) relativement & la suite qp = q&(UT) ol qp *+ 0

quand UT-Hﬂ/ ap Up > & (a >0) si pour tous les points
Sys Spreees sp, t1,...,tp- appartenant 4 la famille

{kqi‘, 0<k€[1—1} tels que s, <s <...<sp<t1<...<tpr et

1 2
i
pour - Y>0 donné, L 5 > Y nous avons
| F e, U= E 5 4y )e (U< a ol
_51...sPt1...tp. T s1...sp b t.l...tp, 2 ey
@ yp > O quand T+ pour tout A 05
’

e



Extrémes d’un processus stationnaire
5

Notons que FS1...sp t1...tp,(UT) est égale’d

P(E(s,) <Upseres E(sp)QUT, E(t,)<Up,.ens E(tp,)éUT).

D'aprés le lemme 3.1 de [1] nous savons que si {En }n>1

et {nn}n> 1 sont deux suites de variables aléatoires

gaussiennes réduites ayant respectivement pour matrice de

i e T s v el el et
covariance (AlJ) et (ulJ) avec I)\lJI |U1,]| i d B g aesi

alors pour tout u :
n n

P .0 .<ul-P{.0 (n.< uw}l=
321 (EJ u)} {J=1( ; )

X ‘2 (1-32 51/2 2
7 e e e (e —uf/1+Xs :
1< S i) e / 1J

,KER
$i nous appliquons ce lemme au (p+p')- uplet de variables
aléatoires gaussiennes réduites (&( s, i, .,E(sD ),E(t1), s .,E(tb, ))

i,.j 6{19"'913}

de matrice de covariance ()\ij) et au (ptp' )- uplet

ia9 Sxbkynveusp'}
de variables aldatoires paussiennes réduites

(ﬂ(s1),..,n(sp),n(t1),..m(tp.))de matrice de covariance

ihje{.la"sp} iE{1,._’P}
(Vij) = Ui,j) et cov(n(si),n(tj))ﬂ)
1. ge i, .on") 5 € sl

nous déduisons que :

B (U,)-F (U,)F (U I<
51"'Spt1"'tp' Jig 51...SP T t1...‘tp, L
oD e _u2 ks
o TSR L e ke
1=1 j=1 4 1 J X
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Dans la suite nous écrirons q pour G qa.{UT)' Ainsi,pg,

stationnarité nous déduisons que

2. _ue £
T B el e ) I C-r2 (6,5, )T /2~ T/ 14T ¥(tm8,) |
i=1 j=1 op o

_u2 /14| r{kq)l
< % lr(kq}1(1—r2(kq)7]/2 i {1l g

YQIQQT

.nla

o A Apitee
Comme r°(t) est la transformée de Fourier de F ° qui est
absolument continue, il résulte d'aprés le lemme de Riemann-

Lebesgue (ef [5] p 4B6) que rP(t)+0 quand t-+e .

Montrons que pour tout t >0,l r(t)l# 1. Pour cela supposong
gu'il existe un t >0 telle que |r(t)l| =1, cela implique
(cf lemme 4 p 475 de [5]) que pour tout t' et n
lx{tt +nt)l = lp(t') ] et en particulier pour ' =t et
pour tout n, lr(t{n+1))| = 1, ce qui contredit le fait que
r(t) +0 gquand t-+® . Ainsi pour tout t >0,lr(t)I< 1 ; il en
résulte que pour tout €0 (en particulier pour ¢ =Y ) il

-existe n,0<n<1, telle que § = sup {Ir(t)l , t Ze}<n

Nous avons donc 1'inégalité suivante :

2
= = | r(kq) |(1—r2(kqj%ée"UT/:1+lr(kQ)l -
% y<ke<T
v 2
(1- 52)1/2 B, | e(xq)! UR /1 | x(xa)l
% y<ke<T

Montrons que cette derniére expression tend vers zéro gquand

T+w si [T Ir(t) 1Pat <.

il s
¢ y<e<T

-U2 /1 +r(kq)l —02/1+ v (xa)l
A Ir(kglle = tun P FzlvaMe * .
9 y<gg<TB e T

o



Lot

Extrémes d’un processus stationnaire
7

e B GO DB Z 1_

SE il
£28
Montrons gue A + 0 quand T +=.

2
peas s e_UT AV

i TB+1T—2/1+5
q- g

2

< K!
a

"

* *+
car eXp(—U% /2 )é%— avec K"€ R et K'E€ER

—— 7 /18 T ~(Log T) >0 quand T -+
o (Uga)

car UTq-> a et U% v 2LogT gquand T>e,
Montrons gue B -0 gquand T->> .

Bs—— I | r(kq) | exp(—U%)exp(U%l r(kq)l )
& <y

carl(1+r)_‘L = (1 -1) quand | ri<1

Comme U%‘ =2Log T + 0(1) auand T+ et r(t)}0 quandtr=

on obtient donc quand kg TP et pour tout o >0 1'inégalité

suivante : exp(UZ | r(kq)l Yoo B, OF B
Ainsi on déduit aque ,

e ot 12 g Z | z(xq)l car exp(—Uz)é-ﬂ s Ve T
o TBQ{qéT T g
Tu~1

< C!

z | r(kqg)l ereE R
g g skg =T 3
Nous allons montrer que si o est choisi de fagon
convenable, alors 1'expression
a—1

z
a g <kgq <T

| r(kg) >0 quand T+,
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D'aprés 1l'inégalité de Hdlder, nous avons :
1
s

e lp
(

Ir(xa) <) ey

z z
q<kq<T q<kg<T
‘ *D ko ‘ *p
Soit f “(A) 1a dérivée de Radom Nikodym de F ~(A). Alors

nous savons que f*ZP()\) est une fonction continue (ef[5]p.L8p)
et que r2p(kq)=2 J’: cos(Akq) f‘*2p(}\)d?\ .

3 lr(kg 1< (-'-T-—)1_?LP( % 2J'moos(7\kq)f*2p()~)d?t)1/2p
q<kq <T 4 q Skq<' e

1 3 Aq
1= — sin( AT+ =3
ST oo ST e ke AR V0
51n(-é—)
1 3 A
1= == sin(AT+—22)
<& PP |2 P

1 = sin (_)}\Eq

()l ax )1/2p

gap 2 % -cos(ikg)= - 3 A MG, miAkg
% ey q<kq<T

sin(AT +12‘-L)

D 0|
sm(T)
: Aq
sin(AT +55)
2 ik e .
i EP(UI mlk_q 31n(AT)f*2p(A)| quand T+« car

(—T—)1_2‘1—Pf 1smm;l—;)f*21’m| ax)”ep "
sin-—z-q—
T 1"2_1 ©, 2 %2 1/2p
(—;) p({) FA_q_ sin(AT) £ P(A)l dA) quand T + = ,
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: v
Comme nous savons que Isin ATI<[ATI , pour v
arbitraire, 0 < v < 1, nousobtenons donc :

1

1-=— 1/2p
T 2p o 2 . *2p
—— i T dA
( 7 ) ({; l)\q sin(AT) £ “F(1) 1dxr)
gl
i B Reae Oy Sany' 40 1/2p
T e — D
( = ) o) 55 3T PR a )
,I,1+U"p1
o ol * 1
" nT Ty (W )k
q e}
v—=1
T1 + 5 &
= oY 5 avec C"€ R s

® = * = Wic
car J(') g s i3 e (A)ax<e d'aprés le criteére de conver-—

gence de Dirichlet(cf [L4] p TL).

i o +a=1 v=1"
e B O e crgr=i T 5
2
o (UTq)
cl+v—‘l

n (Log T)T 2P quand T > = ,

car U% v (2LogT) et UTq >'a ' quand's T =« SDone si

“510,12;;[, (LogT)Tc“' bP-»o quand T + = et de ce

fait B> 0 quand T + = .

La condition DC(UT) est vérifiée car on peut choisir

a —UI%/1+ | r(ka)l

T,y puisque

iy
= — P2 Tr(kq)l e
% y<kq<T

% ar < Opsy quand AT > y . (y>0,0>0) et comme

C‘T,Y + 0 quand T+« cela implique que U'T,)\'I‘w quand T+ .
SRaRGA
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6. Nous dirons que £(t) & une e- traversée montante de
niveau u & 1'instant ts si E(t) a une travers€e montante
de niveau u et s'il n'y a aucune traversée montante de nivey,

u dans l'intervalle ]to -€ , ‘to [-

Soit NE u(t) le nombre d'e-traversées montantes de niveg
L]

u dans 1l'intervalle [o,t ].

Posons u =EN (1). Nous dirons que la condition
€ ,u € ,1

D'a (UT) est vérififesi lim supT|y

Too eT,up ‘P(u'l“)‘"*0 quand € +0,

D'aprds le lemme 4.5 de [T7] nous savons que si
{g(t), -» <t< +»} est un processus stationnaire et si les

conditions suivantes sont vérifiées :
(1) P(M(h) >u) v h ¥ (u) quand u+=,pour tout h > 0.

(2) Pour une suite qa(u) = g+0 quand u+> fqu+a (a >0)

lim sup P(£(0)<u , Eig)< u, M(q) >u)
u=>o

+0 guand a=+q .

(3) 1im P(M(T) < UT) =e ' pour T >0 .

T

(4) La fonection T ‘P(UT) est bornée et

Y(Up) \F(U[ ) quand T+~ nour h >0 .

T/h]l h

(5) D (Up) est satisfaite relativement & la suite qa(U N

i

Alors lim sup I T p - 1|+ 0 quand e +0
: eT,U
T+ T

Remarquons que toutes les conditions de ce lemme Etant
vérifiées (cf démonstrations précédentes) dans notre cas pour

; oy 28
Y(u) = (2]1)_1 A;/E exp(-u?/s) , Up=apx+bp, 1=c¢e AT om

-7|l+ 0 quand'e » 0 .

en déduit que lim sup T M
T

T+

T U
il
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De plus,
lim sup | Tu - T ¥(U)| <1im sup [Ty - 7l+1im suplt - T ¥(Um)l;
T—)eop eT,uyp T T ET,UT T 5 3

cette derniére expression tendant vers zéro d'aprés L. et ce

qui précéde, il résulte cue la condition D(': (UT) est vArifiée.

7. Comme {&(t), —-» <t<+w=} est un processus stationnaire ,

gaussien et camme A <« nous savonsd'aprés [ 3](chapitre 11.6) que

EN; (1) ={1+°° ax I_:: lzlp(x,0,2) dz oi plx,y,z) est la densité de
(B(EmmEn(Ehm 28(6)') .

Dans notre cas,

A A
B01) = (om)™! =012 (- /2 uye o 221
P b all2
: e 42
vy o= ENu(‘I) quand u-+= ou ¢ (u)=(21m) J;m e dx et
b= a0rs 38 o,

D'aprés le corollaire 2 de [ 7] nous savons que si
{E(t)0<t <+w} est un processus stationnaire, si les conditions

(1), @) 05)5 D (Up) sont vérififes, si lim P(M(T)QUT) = Glx)
Troo

et y(y £ <~ L2l £
( T)"‘ ¥ (U[T/h]h)quand T+ pour h >0 avec UT an x + b,II e

51 ENl‘l (1) ~ E N,(1) quand u+= , alors

k-1
lim P(M(k)(T)<a,£1x+bT)= glx} = [-LogG(x)]®
L 5=0 sl

Toutes les hypoth&ses de ce corollaire étant vérifides (cf

dmonstrationg précédentes) dans notre cas pour G(x)=exp(—e_x) et

W a1 , V2 2 Sk :
p/ = (2N) " Ay exp (—UT /2)nous en déduisons la canclusion voulue.

+ +oo
BURQUE ;53 iy Ir(t) Pat <o et si Ay <w et Ay <= alors

W)y Bt
(T) est stable en probabilité et relativement stable en probebilité,
cad M(k)(T) M(k)(T) r

&p

A= 0. p et 10
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n
ANNEXE
3. L'énoncé du théoréme 3.1 de [2] est le suivant
th si {g(t), —» <t<+=}est un processus stationnaire
gaussien réduit de fonction de covariance r(t) vi-g(ltl)Itl @
quand t+0 o 0<a <2 et gest une fonction continue croissante
*
telle 1lim glet) =1 peut toutiEE >0 ‘ebh BITE P est absolu-
9% 2 WETE]
Log(v Vy/2VT LogT) >
‘ ment continue alors 1lim P(M(T) < v2LogT + ( JotogT
nd Do
TN - exp(—e-x) oi v est l'unique solution de
/2 Tog T
z . - *4
1'équation 2LogT g(1/v)v S an W SR
eory o
A
Dans notre cas o = 2 , g(ltl) =2—2, N . (]'[5'1/2 et v
; A2 2 1/2
est 1'unique solution de 2 LogT -2—V_ 2tle 68l o Vs (12 LogT) "%
Hill o
On en déduit bien que lim P(ap(M(T)-bp)<x) = exp(-e 7).
2 T
3 b, Montrons gque T ‘P(UT) +e™* gquand T+« pour x fixé.

Nous savons que UT = a; x + bp ce qui implique que

2
i
" | 12
el e
2 (Log( (2m) 1)\2 ) P (Log((aﬂ‘a2 Nx
Xy Ly
Liogn* Toa T + } LogT +x+ —gpogn +lealem) 'y 2.

e _1 1
hml’—'e— = LogT + x + Log((21) 17\2 ) +0(1)quand T+« et de ce

fai S i = -1
S Rl (an/z s e
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Nous déduisons donc que,
2
1 1/2 _UT/Q =i 1/2 =il -1/2 =
TV () =My e ameni g T e (em, =e%
quand T+« .
24 Montrons que pour tout a >0, exP(U‘i‘ Ir(kq)l) <cT® o

ce R, quand kq> T8,

Comme r(t)+0 quand t—+w ,cela équivaut 4 dire que pour e > 0,
il existe n >0 tel que pour tout t >n,Ir(t)|<e. Cela implique s
pour tout e >0, nous avons exP(U%I r(kq)| ) < exp(U%E)quand kg >

Comme U% = 2LogT +0 (1) ouand T+~ nous avons donc

ex‘p(U,% e) < exp((2LogT+M)e) = exp(Me) T26=CT®, o ME R .

B

On obtient donc quand kq >T " etpour tout o >0 1'inégalité

suivante exp(U% Ir(kg)l )< c T o ¢ € i .

sin(AT + 22
5 . Montrons que 2 z cos(Akq) = ————— - 1
. Ag
q <kg<T sin )

Seoshkg= - { I (eMYF4 3z (i,

a<kgs T q<kq<T aSkq<T
e AT Sngt® ST wn
be peulial o G T
e 1 & s

=_1_{61Aq/2 AT _ e-l}\q/2 o 1}
2 e~1lq/2 ita _ el?\q/? e
4 GlAG/E + ATF) =i (ka/2 + D)

ol T8 — =
2

elAq/E 2 E—U\q/2

rsin(ig/2 + 2T) _ g
sin(Aq/2) y

e
2
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Tt EN&U) = ]:m dx I_i lz| p(x,0,z)dz ob »plx,y,z) est la
densité de (£(t), £'(t),g"(t)dematrice decovariance
2 v .
A=l 0 »» O et de ce fait
e 0 T
=8f2 _ 1
plx,0,z) = (21) (XZA)HZ XD {—2_'(22+2}\2x % E Ry x2) }
A
= e
oi A= kq—lg . Posons @ (u) = (2m) /2 J;: e se/e dt et
s o
o '(u) = (2m) 1/29 u/2 et calculons J;S el onz a2 .
0
L, lzlp(x,0,2)dz =
(z+ 2, x)2 (A= 22)
=32 =1 /2 .0 5 2 e =
(am) (AZA) J_.“’ z exp f oh } exp { 2 x%}dz =
(z+x.x)2
Y -3/2 =142 & 0 ¥ 2
(em) (AZA) exp(-x%/2) [z exp { Ers o } dz
Si nous faisons un changement de variable en posant
Z + )\?_x
[l S il vient que ,
L -
0
e lal plxsosz}de 5
-A, x2 2 A, X
“§ 5 1/2 i * . 2
(2m) 3/2}\1/2.5/ expl )+(2n)1x1/2xex/2¢(-—ﬂ
2 24 2 A1/2
Ainsi,
¥ =12 i e
ENI(1) = (2m)™ (a0, Avk(55) w)+e(u) (car 1-0(x)=2 (-x))
A, X
~ - 1/2 o0 —x2
ou 8(u)=(?]‘[)17\] f+ Ke /2¢("2——)dx.
2 u a2
S
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En intégrant par parties il vient que,

;i Ay e

A

6(u) =(2n)_1/2>\;/2¢'(u)¢(-—27—) + (211)"1A§!2 {]12 § (i) \u2)s

12
A

De ce fait,
A A > Ao 1
Ew (1) = (2m) ] (—‘i-)ﬁzmw—“-)l/zu) 2ot ile g
u Az A 2

&lz)

noplu) = ENu(” guand u > *© .

Recu en Avril 1982
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