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Sur la trivialité de certains modules d’Iwasawa

Jean-Frangois JAULENT

Résumé. Nous étudions la trivialité de certains modules d’Iwasawa classiques en liaison avec la notion de /-

rationalité pour les corps de nombres totalement ¢-adiques.

Abstract. We discuss the triviality of some classical Iwasawa modules in connection with the notion of ¢-rationality

for totally ¢-adic number fields.
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Introduction et définitions de base

Plusieurs des conjectures classiques sur les corps de nombres reviennent a postuler, sous cer-
taines hypothéses, la finitude (ou la pseudo-nullité) d’un module d’Iwasawa convenable.

La conjecture de Greenberg (cf. [10, 11]) affirme ainsi que, si K est un corps de nombres
totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt pour le nombre premier ¢ (autrement dit
qui admet une unique Zg-extension K. = J, ey Kn), la limite projective Cx_ = lim Uk, des
¢-groupes de classes d’idéaux attachés aux divers étages de la tour K., /K est un groupe fini. Et,
sous sa forme généralisée, elle affirme que, si K est un corps de nombres arbitraire vérifiant la
conjecture de Leopoldt pour le premier ¢ , i.e. admettant exactement d = ¢, + 1 Zy-extensions
linéairement indépendantes (o ¢, désigne le nombre de places complexes de K), la méme limite
projective Cx prise dans le compositum K de ces Zs-extensions est un module pseudo-nul sur
'algébre d'Twasawa Ay = Z[[Gal(K /K]| ~ Z[[T}, ..., T4]].

Or, plus généralement encore, on a :

Lemme 1. Tout corps de nombres K ayant exactement ry places réelles et cy places complexes
posséde une pro-L-extension abélienne canonique Z de groupe de Galois Gal(Z/K) ~ Zj“'“.

Preuve. Sous la conjecture de Leopoldt, Z est simplement le compositum des Z,-extensions. Mais,
indépendamment de toute conjecture, on peut caractériser Z comme suit : soient K la Z,-
extension cyclotomique de K, puis I' = 4%¢ le groupe procyclique Gal(K,, /K) et M, la pro-¢-
extension abélienne f-ramifiée maximale de K. Soit alors 7. le sous-module de A-torsion du
groupe de Galois X, = Gal(M,/K.). On sait par la théorie d’Iwasawa (cf. e.g. [28]) que le
quotient X, /7., s’injecte avec un indice fini dans un A-module libre de dimension ¢. Alors Z est



le sous-corps de M, fixé par la racine dans X,, du sous-module 7,,X7~!. En d’autres termes, Z
est le compositum des Z-extensions de K contenues dans le sous-corps de M, fixé par T, X2 1.

On peut ainsi étendre inconditionnellement la conjecture de Greenberg en postulant :

Conjecture 2 (Conjecture de Greenberg étendue). Soient K un corps de nombres arbitraire
ayant Ty places réelles et ¢y places complexes, Z sa pro-C-extension abélienne canonique de groupe
de Galois Gal(Z/K) ~ Z,**" et Cz = im Cp, la limite projective (pour les applications normes)
des (-groupes de classes d’idéaux attachés aux sous-corps L de Z de degré fini sur K. Le groupe
Cz est alors pseudo-nul comme module sur Ualgebre d’Iwasawa Z¢[[Gal(Z/ K] ~ A¢, +.-

Le but de cette note est d’étudier la trivialité du module Cz, lorsque le corps K est totalement
l-adique au sens de [16], i.e. lorsque ses complétés aux places au-dessus de £ sont tous de degré 1 :

Définition 3. Etant donné un nombre premier £, un corps de nombres K est dit totalement (-
adique lorsque ses complétés aux places au-dessus de £ sont tous de degré 1 sur Qq, autrement dit
lorsque la place £ est complétement décomposée dans [’extension K/Q.

L’intérét de cette restriction est le lemme de ramification suivant, plus ou moins bien connu, qui
joue un role essentiel dans notre étude en excluant toute ramification abélienne sauvage au-dessus
de la Zy-extension cyclotomique d’un tel corps :

Lemme 4. Soient ¢ un nombre premier impair, K un corps de nombres totalement (-adique, K,
sa Zg-extension cyclotomique et N, une pro-C-extension de K. Si N, est localement abélienne
sur K auz places au-dessus de { (par exemple si N, est une pro-£-extension abélienne de K ), elle
est modérément ramifiée sur K, (i.e. non-ramifiée auzx places au-dessus de ().

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la théorie ¢-adique du corps de classes (cf. e.g. [15],
§2.1) : le groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne maximale de Qp s’identifie a la limite
projective Rq, = @@gx/@gXén = (1 + £)%e0%¢ et le sous-groupe d’inertie au groupe procyclique
(1+4¢)%¢. Les places au-dessus de ¢ étant totalement ramifiées dans la tour K., /K, elles ne peuvent
plus se ramifier dans N, /K., dés lors que N, est localement abélienne sur K.

Les deux résultats principaux de cette étude (Th. 6, dans le cas totalement réel; Th. 10, dans
le cas CM) mettent en avant la ¢-rationalité. Rappelons ce dont il s’agit :

Définition 5. Un corps de nombres K possédant exactement ¢, places complexes est dit £-rationel
pour un nombre premier arbitraire £ lorsque le groupe de Galois Gal(M/K) de sa pro-(-extension
abélienne (-ramifiée co-décomposée (i.e. non-ramifiée en dehors de £ et complétement décomposée
auzx places & linfini) maximale M est un Zg-module libre de dimension c, + 1.

La notion de ¢-rationalité d’un corps de nombres K, déja rencontrée par I.R. Shafarevich dans
[26], a été formellement introduite par A. Movahhedi dans [21]1 et étudiée en collaboration avec
T. Nguyen Quang Do dans [22] parallélement & la notion voisine de ¢-régularité introduite par G.
Gras et Pauteur dans [9] suite aux travaux de [5]. Les deux notions coincident lorsque K contient
le sous-corps réel du corps cyclotomique Q[(/] et donnent lieu au méme théoréme de montée (cf.
[20] pour une synthése des deux points de vue ou [6] pour plus de détails).

Le théoréme de Chebotarev permet ainsi de construire étage par étage des pro-¢-tours infinies
de corps f¢-rationnels en imposant a chaque étape la primitivité de la ramification modérée.

Dans le cas CM, intervient également la notion de corps logarithmiquement principal (pour
le premier donné £). Le (-groupe des classes logarithmiques C/x a été introduit dans [14] et son
calcul effectif, aujourd’hui implanté directement dans PARI, est exposé dans [1] et [3]. Il se présente
comme un analogue du ¢-groupe des classes au sens ordinaire et sa finitude est équivalente a la
conjecture de Gross-Kuz'min (cf. e.g. [6, 14, 15, 17]).

Remarque. Les corps K qui vérifient simultanément la conjecture de Leopoldt et celle de Gross-
Kuz'min satisfont plus généralement la conjecture cyclotomique exposée dans [19].

1. En fait, dans sa thése de doctorat, Sur les p-extensions des corps p-rationnels, Paris (1988).



1 Trivialité dans la tour cyclotomique

Intéressons-nous pour commencer au module d’Iwasawa classique attaché a la Z,-extension
cyclotomique d’un corps de nombres.

Théoréme 6. Soient ¢ un nombre premier impair, K un corps de nombres totalement ¢-adique,
Ko = Upen Kn sa Zg-extension cyclotomique et Cx_ = lim Uk, la limite projective (pour la
norme) des £-groupes de classes d’idéaux attachés auz divers étages de la tour K. /K.

On a alors Cx_ =1 si et seulement si le corps K est {-rationnel et totalement réel, auquel cas
il vérifie banalement les conjectures de Greenberg, de Leopoldt et de Gross-Kuz'min.

Preuve. Conformément au Lemme 4, le corps K étant pris totalement ¢-adique, sa pro-f-extension
abélienne /-ramifiée maximale M est non-ramifiée sur K.

L’égalité Cx = 1 entraine donc M = K. Ainsi K, est alors I'unique Z,-extension de K, de
sorte que K est totalement réel et vérifie la conjecture de Leopoldt (donc aussi celle de Gross-
Kuz'min). Enfin la trivialité de Gal(M/K,,) traduit précisément la ¢-rationalité de K.

Inversement, si K est totalement réel et ¢-rationnel, on a M = K ; et, plus généralement,
M, = K, si M, désigne la pro-f-extension abélienne ¢-ramifiée de K,,, puisque chacun des K,
est encore totalement réel et /-rationnel en vertu du théoréme de propagation de la /-rationalité
donné dans [6, 9, 20, 21, 22]. Or, la Zs-extension K, /K étant totalement ramifiée (puisque K est
pris totalement ¢-adique), pour chaque entier n € N le f-corps de classes de Hilbert H,, de K,, est
linéairement disjoint de K, sur K, et on a donc : (U, ~ Gal(H,/K,) ~ Gal(K . H,/K.) =1,
puisque K H, est contenu dans M,,. D’ou 'égalité : Cx_= 1.

Remarque. Dans [7] G. Gras a montré que la condition Cx_ = 1, qui affirme de fagon générale la
trivialité des ¢-goupes de classes (U, des étages finis K, de la tour cyclotomique K, /K pour tout
n assez grand, est vérifiée dés lors qu’elle a lieu pour n = 1, sous réserve que les places au-dessus
de ¢ soient totalement ramifiées dans la tour, auquel cas elle a lieu pour tout n > 1. En particulier,
la condition Cx_=1, qui équivaut alors a I’égalité Clx, =1, se lit de ce fait dans K;.

Le Théoréme 6 ci-dessus montre que, sous la condition plus forte de compléte décomposition
de ¢ dans K/Q, elle se lit directement dans K.

Le théoréme de propagation de la ¢-rationalité par f-extension fournit alors un critére nécessaire
et suffisant de propagation de la condition de trivialité Cx_= 1 par (-extension ¢-décomposée :

Corollaire 7. Soit L/ K une {-extension de corps totalement (-adiques, K., = |J K, et L, = Ln,
leurs Zg-extensions cyclotomiques respectives. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
(i) Le groupe de Galois Cr,_ = m Clp,, est trivial.
(i1) Le groupe Ck_ = lim Clg, est trivial et Uextension L/K est primitivement ramifiée.

Preuve. C’est la transposition directe, via le Théoréme 6, du théoréme de propagation donné dans
[9, 21, 20] et [6]. Rappelons quune {-extension L/K est dite primitivement ramifiée lorsque les
logarithmes de Gras (i.e. les images dans le groupe de Galois Gal(Z/K) du compositum Z des
Zy-extensions de K) des places modérément ramifiées dans L/K peuvent étre complétées en une
Zy-base de Gal(Z/K).

Scolie 8. Sous les hypotheses du Théoreme 6, soit Cy = lim Cly la limite projective (pour la
norme) des {-groupes de (-classes des corps K,, (i.e. des quotients respectifs des £-groupes Cli,
par leurs sous-groupes engendrés par les classes des idéauz au-dessus de (). B

On a alors C%x =1 si et seulement si le corps K est logarithmiquement principal : Clg = 1.

Preuve. En effet, le £-groupe des classes logarithmiques Clx s’interpréte par la théorie f-adique du
corps de classes comme groupe de Galois Gal(K'"/K ) attaché a la pro-f-extension abélienne de K
localement cyclotomique (i.e. complétement décomposée sur K, en chaque place) maximale K™.
Or, celui-ci n’est autre que le quotient des genres FCkm de C}{m relativement au groupe procyclique
I' = Gal(K../K) (cf. [14, 15] ou [6]).



2 Trivialité dans le compositum des Z,-extensions

Soit maintenant K un corps totalement f-adique de degré 2c,, extension quadratique tota-
lement imaginaire d’un sous-corps KT totalement réel. Notons M ™ la pro-f-extension abélienne
(-ramifiée maximale de K+ et Z la Z{*'-extension canonique de K (cf. Lemme 1).

Rappelons que, ¢ étant impair, si 7 désigne la conjugaison complexe, tout Z[(7)]-module X
est somme directe de ses composantes réelle et imaginaire XY+ = X+ avec e4 = %(1 + 7). Ainsi :

Lemme 9. Le Zg[(7)]-module imaginaire Dy, construit sur les idéauz premiers de K. au-dessus

de £ est un Qg-espace de dimension cy. Et le sous-module ’P}‘Q; construit sur les idéaux principauz
est un Zg-module libre de méme dimension. Il suit : Cly ~ (Qq/Z¢)* .

Preuve. Ce résultat est essentiellement bien connu : D’un coté les idéaux premiers au-dessus
de ¢ étant totalement ramifiés dans la tour cyclotomique, on a : D[ﬁ,; = (’D[;’]()[", pour tout
n € N; d’ou, a la limite : D[I@* ~ Q<. D’un autre coté, les {-unités imaginaires de K., provenant

: M= _ D~ ~ 7 ¢ oy« (P~ — P~ /P~ ~ ¢
directement de K, on a, en revanche Py~ = P ~ 7. D'ou: U =Dy [P = (Qu/Zg)°r.

Théoréme 10. Soient ¢ un nombre premier impair, K un corps de nombres totalement ¢-adique,
extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps KT totalement réel et Z la Zg“’_l—
extension canonique de K. Si le groupe de Galois Cz = Gal(Hyz/Z) de la pro-£-extension abélienne
non-ramifiée maximale Hyz de de Z est trivial, on a les conséquences suivantes :

(i) Le corps réel KT est {-rationnel et au plus de degré 3.

(ii) Le (-groupe des classes logarithmiques de K est trivial : g =1.

Preuve. Supposons Cz = 1, introduisons la pro-f-extension non-ramifiée maximale Hy de Z et
notons Gz son groupe de Galois. Son abélianisé Cz étant trivial par hypothése, il en va de méme de
G. Ainsi H; coincide avec Z. Or, Z étant non-ramifiée sur la Zs-extension cyclotomique K, de
K en vertu du Lemme 4, par construction H est encore la pro-f-extension non-ramifiée maximale
de K. En fin de compte Z est donc la réunion H,, = UHGN H,, des f-corps de classes de Hilbert
respectifs des étages finis K,, de la tour K. Il suit : Cx_ = Gal(H, /K. )= Gal(Z/K..).

Le groupe de Galois Gal(Z/K ) étant imaginaire, prenant les composantes réelles, on conclut :
Cx+ = C}?w =1; et KT est f-rationnel en vertu de Théoréme 6. Il suit : C/f = Clp+ = 1.

Regardons maintenant les composantes imaginaires. Par surjectivité de la norme Cx_ — Uk,
nous avons rg, Cgi_(n < ¢k pour tout n > 1, donc rg, Cgi_(n = ¢ pour n > 1, en vertu du Lemme.

Il en résulte que Clp =~ (Q/Z¢)° est engendré par les classes des idéaux au-dessus de £.

En particulier le £-groupe des (-classes (/¢ est trivial ; et, comme il n’y a pas de capitulation
pour les (-classes dans la tour puisque les f-unités imaginaires sont contenues dans K, ce résultat
vaut & tous les étages finis : (l = 1. On conclut : Cy = lim () =1;puis: Uy = 1.

Intéressons-nous enfin aux groupes des nceuds respectifs IC,, des (-extensions abéliennes H,,/ K,
(cf. DProp. 14 infra). D’aprés ce qui préceéde, les ¢-corps de classes de Hilbert respectifs H/, des
corps H, sont tous contenus dans H,, = Z. Ils sont donc abéliens sur K et 1'on a identiquement
H] = H, pour chaque n € N. Il suit de la que les f-corps des classes centrales H;%, ~comme
les (-corps des genres Hj%), coincident avec les H) ; de sorte que dans la suite exacte (i) de la
Proposition 14 le terme de droite Gal(H 3, /H "\ ) est trivial; d’ot par (ii) 'isomorphisme :

EKH/EKH N Ny, x, (H:;) ~ IC,, ~ CgKn/\CgKn;
puisque l'on aici : Gal(H,,/K,) ~ Clk, viale corps de classes. Prenant alors les limites projectives
pour les applications normes dans la tour cyclotomique K, /K, on obtient tout comme dans [4],
Lem. 3.9, un morphisme surjectif de E‘K@o = 1(111EK7L sur Cx A Ck_ qui se factorise modulo E‘%:,
puisque Cr_ (et donc son carré alterné) est invariant par I' = 4%¢ = Gal(K,/K).

Or, EKOC/E%: est un Zg-module de rang essentiel ¢, (cf. e.g. [4] §3); et Cx A Ck_ est Z,-libre
de dimension ¢, (cx — 1), puisque Cx_ ~ Gal(Z/K..) est Z-libre de dimension c,. Il suit :

cx > 3cx(cx — 1), ie. [KT: Q] = ¢x < 3, comme annoncé.



3 Exemple des corps quadratiques totalement /-adiques

Pour illustrer les résultats précédents, regardons plus attentivement le cas non-trivial le plus
simple : celui des corps quadratiques totalement /-adiques.

Partons donc d’un corps quadratique K = Q[v/d], notons G = {1,7} le groupe Gal(K/Q),
prenons un nombre premier impair ¢ complétement décomposé dans K ; écrivons (¢) = II' dans
K et, plus généralement (¢) = [,I/ & chaque étage fini K,, de la Zs-extension cyclotomique K, ;
notons M la pro-f-extension abélienne /-ramifiée et Z le compositum des Z¢-extensions de K, puis
Tk = Gal(M/Z) et Cz la limite projective des ¢-groupes Clr, pour L/K de degré fini dans Z/K.

Ecrivons Uk, = Uk Uk, le groupe des unités semi-locales attaché aux places f-adiques, puis
ng = Zlelllel, son analogue logarithmique, £k et Ex les groupes d’unités globales correspon-
dants. Notons enfin U, = L{IZT le noyau de la norme dans Ug,. Avec ces notations :

Proposition 11. Pour K quadratique réel totalement £-adique, il y a équivalence entre :
(i) Le pro-f-groupe Cz = Ci_ est trivial : Cz = 1.
(ii) Le corps K est -rationnel : Tk = 1.
(i) On a Clx =1 et Uapplication de semi-localisation envoie Ex sur Uy, .

(iv) On a @K =1 et Uapplication de semi-localisation envoie gK sur Zlel.

Preuve. Le corps quadratique réel K admettant pour unique Z¢-extension Z = K, le Théoréme
6 nous assure I'équivalence des deux premiéres assertions. Il reste simplement a vérifier que la
trivialité de Tx se lit sur les groupes de classes et d’unités au sens ordinaire comme logaritmique.

Or, d’un coté le f-corps de classes de Hilbert H de K est linéairement disjoint de K, puisque
K. /K est ici totalement ramifiée, de sorte qu'on a: (lrx ~ Gal(H/K) ~ Gal(H K.,/ K.). De fagon
semblable, le f-groupe des classes logarithmiques vérifie : (/x ~ Gal(K'*/K,), ou K' désigne la
pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale de K. Ainsi, comme HK, et K le
sont toutes deux contenues dans M, on a U'implication : Tx =1 = U =1et Clg = 1.

D’un autre coté, la théorie f-adique du corps de classes (cf. [15] et, plus spécifiquement, [18]

§2.3) nous donne ici les isomorphismes Gal(M/HK..) ~ U /si(Ex) et Gal(M/K") ~ Uy/s¢(Ex).
D’ou 'équivalence de (i7) avec (zi7) comme avec (iv).
Remarque. La condition C/x =1 est vérifice par presque tous les £ pour K fixé. Il est conjecturé
dans [17] que c’est également le cas de la condition (/x =1 pour K quadratique réel. La Propo-
sition est donc cohérente avec les heuristiques de Gras qui suggérent que K est ¢-rationnel pour
presque tout ¢, de sorte que Cx_ serait ainsi presque toujours trivial ici. Pour ¢ fixé, en revanche,
il résulte de [8], §6 qu’il existe une infinité de corps quadratiques réels K avec Clx #1.

Proposition 12. Pour K quadratique imaginaire, le pro-£-groupe Cz est trivial si et seulement
si K est £-logarithmiquement principal : B
Cr=1 Cg =1.

Preuve. Le Théoréme 10 donne I'implication : Cz =1 = Clx = 1. Reste a vérifier la réciproque.
Supposons donc lx = 1. Comme Clx est le quotient des genres de la limite projective des /-
groupes de (-classes Cj, = lim (/¢ , cette hypothése entraine Cj, = 1, donc finalement Cf}; =1
pour tout n € N. En d’autres termes les /-groupes de classes (l, sont engendrés par les classes
des premiers au-dessus de £. Plus précisément, puisque sa composante unité ({g, , qui correspond
a I'idempotent 3(1 + 7), est triviale, Clf, est engendré par la classe de I'idéal I, /I, (ou, si I'on
préfére, par 'image de la classe [[,,] par 'idempotent %(1 — 7)) et le l-corps de classes de Hilbert
H,, de K, est ainsi une {-extension cyclique de groupe G,, ~ Clk, . Notons H/ le (-corps de classes
de Hilbert de H,,. La formule des classes ambiges de Chevalley (cf. [2]) appliquée a 'extension
H, /K, sécrit |C€I§:| = |Clg,|/[Hn : K] =1 et donne gy, =1, ie. H), = H,. Ainsi H,, est
la pro-f-extension non-ramifiée maximale de K, et H, = UneN H,, est celle de K. Maintenant,
par le Lemme 4, le compositum Z des Zy-extensions de K est contenu dans H,,. Et , comme on a
Gal(H./K,,) ~ Wm (g, ~ 2y ~ Gal(Z/K.,,), l'identité des rangs donne I'égalité Z = H,,. Il suit
Cz =1, comme attendu.



Appendice : Groupe des noeuds, genres et classes centrales

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ci-dessous quelques résultats classiques sur les
relations entre groupe des noeuds et théorie des genres. Pour plus de détails, cf. e.g. [13], TIL.2.1.

Pour chaque corps de nombres K, nous notons Jx le groupe des idéles, Ug le sous-groupe des
ideles unités et Cx = Jp,/K* le groupe des classes d’ideles. Le corps de classes de Hilbert Hy de
K, i.e. son extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale, est ainsi associé au groupe
d’ideles U K ou, si l'on préfere, au groupe de classes d’ideéles Ux K * /K *.

Définition & Proposition 13. Soit L/K une extension arbitraire de corps de nombres. Alors :

(i) Le compositum LHy de L avec le corps de classes de Hilbert de K est lextension abélienne
non-ramifie de L associée au sous-groupe du groupe d’idéles de L défini par :
Ik = {reJp| N, k@) €e Uk K*}.

gen

(ii) Le corps des genres Hfj est la plus grande extension non-ramifiée de L qui provient d’une
extension abélienne de K. Le sous-groupe d’idéles qui lui correspond est ainsi :

Jig/czr; = {F eJr | Nok(r) € NL/K(UL)KX}‘

(i) Le corps des classes centrales H 5y est, lui, l'extension abélienne de L fivée par :

Jiw ={r € Jo [ Npj(r) € Nojw(Ur L)} = nJLULL*.

Lorsque L/ K est galoisienne, H [ est la plus grande extension abélienne non-ramifiée M

de L, galoisienne sur K et telle que Gal(M/L) soit contenu dans le centre de Gal(M/K).
(iv) Tous sont contenus dans le corps de classes de Hilbert Hy, de L fixé par Up L™ .

Définition & Proposition 14. Le groupe des neceuds de L/K est le quotient du groupe des
normes locales modulo les normes globales : Krjx = (K* NN/ (Jr))/Np i (L).

(i) De fagon générale, Ky, est reli¢ au groupe de Galois Gal(H 5y /H ) par la suite exacte :

1= Ex N Nyw(Jr)/Ex O Ny (LX) = (K* O Ny (JL)) /Ny (L) — Gal(H g /HER) — 1.

(ii) Et pour L/K abélienne, il s’identifie au quotient du carré alterné de G = Gal(L/K) par
ltTmage des carrés alternés des sous-groupes de décomposition G, des places de K :

Kk~ (GAG)) S, 60(Gy AGY).

La suite exacte (7) résulte directement des isomorphismes canoniques :

Gal(H /HER) ~ "'N(N(UL)K* /N JLULL* =~ (N(Jp) N N(UL)K*)/N(ULL*)
~ (K* N N(J)/(K* N N(ULL®)) ~ (K* N N(J,))/N(L*)(Ex N N(UL)).

Par ailleurs, lorsque lextension L/K est galoisienne, J. Tate a donné dans [27] une interpréta-
tion homologique du groupe K,k : la suite exacte de cohomologie associ¢e a la suite courte qui
définit le groupe des classes d’idéles 1 — L* — Jp — C — 1 fait apparaitre la séquence

= H(G,J1) % H(G,Cr) — H(G, L) L HY(G, Jp) — - -
avec K,/ = Ker f >~ Coker g. Or ce dernier groupe s’interpréte via les isomorphismes du corps de
classes H'(G,C) ~ H™(G,Z) ~ Hy(G,Z) et H (G, J) ~ @, H(Gy,Z) ~ @, Ha(G., Z),
ou, pour chaque place non complexe v de K, on désigne par G, le sous-groupe de décomposition
de 'une des places de L au-dessus de v. Cela étant, comme observé par Razar [25], lorsque G est
abélien, le groupe d’homologie Ho(G,Z) s’identifie au carré alterné G A G de G et les groupes
locaux Hs(G,, Z) aux carrés alternés G, A G, des sous-groupes GG,,. D’ou Iisomorphisme (ii).

Remarques. Dans l'isomorphisme (i7), les places v non-ramifiées dans L/K n’interviennent pas,
puisque leurs sous-groupes de décomposition G, sont cycliques, donc de carrés alternés triviaux.

Enfin, si L/K est une extension galoisienne de corps de nombres, K’ une extension de K et
L' = K'L Vextension composée, alors dans la description du corps de classes la norme idélique
Nk correspond & la restriction pour les groupes de Galois (cf. Tate [27] ou encore Ozaki [24]).
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