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Résumé
Le nombre de réseaux sociaux est en pleine croissance dans l’univers du numérique. En

même temps qu’ils offrent de nombreuses opportunités, ils représentent également des
risques en matière de désinformation et d’influence négative des comportements indivi-
duels. Bien que plusieurs études de propagation de rumeurs existent dans la littérature,
nous n’en avons pas identifié qui étudie explicitement l’impact de la distribution des dis-
tances inter-sommets. Nous proposons un modèle compartimental IS2R pour lequel la
force de propagation intègre la distribution des distances et la proportion des ignorants.
L’activité des étouffeurs est également prise en compte. Une analyse qualitative du mo-
dèle révèle plusieurs invariants et une multi-stabilité. Une analyse de la sensibilité à la
distribution des degrés montre que selon la configuration du réseau les facteurs influen-
çant la force de propagation sont de niveaux variables. La distribution de degrés selon
la loi des puissances semble limiter la propagation de rumeur pour un facteur de forme
relativement élevé.

Mots-Clés
Rumeur, propagation, réseau social, sensibilité, stabilité.

I INTRODUCTION

Internet fait partie intégrante du mode de vie contemporain. Le rôle des canaux d’in-
formation traditionnels tels que les journaux et la télévision, sur la façon dont nous re-
cueillons et consommons les nouvelles, est devenu moins important que par le passé.
La croissance des plateformes de réseaux sociaux a joué un rôle crucial dans cette trans-
formation. D’après [1], un réseau social est un service basé sur le Web permettant de
construire un profil public ou semi-public au sein d’un système délimité, d’établir une
liste d’autres utilisateurs avec lesquels ils partagent une connexion et de visualiser et
parcourir leur liste de connexions et celles établies par d’autres personnes au sein du
système. Les réseaux sociaux permettent de communiquer et recueillir des informa-
tions [2]. Ils se sont avérés extrêmement utiles, en particulier dans les situations de
crise telles que la sensibilisation face à la COVID-19. Cependant, il est difficile de vé-
rifier les faits évoqués dans les messages et de contenir les rumeurs (éventuellement
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fausses). Une rumeur est une affirmation non vérifiée, faite par des utilisateurs sur
des plateformes de réseaux sociaux et pouvant potentiellement se propager au-delà de
leur réseau privé [16]. La diffusion des rumeurs influence la compréhension des évé-
nements ainsi que la vie professionnelle et personnelle des utilisateurs. La propagation
des rumeurs peut entraîner la panique, l’angoisse, la division et même des guerres po-
litiques [19]. Ceci a été le cas dans la gestion de la pandémie de maladie à coronavirus
(COVID-19) [20].

Plusieurs stratégies de contrôle de rumeurs ont été développées dans la littérature.
L’une des stratégies consistait à étiqueter les messages par degré de véracité de fa-
çon à influencer la décision de retransmission de la rumeur. Dans cette démarche, les
auteurs de [4, 5, 11, 18] ont utilisé une classification par apprentissage automatique.
Ceux de [8-10, 13] ont utilisé une classification par réseau de neurones artificiels. Une
autre approche consiste à adopter des modèles épidémiologiques mathématiques. Ces
derniers ont pour avantage la possibilité d’analyse qualitative et asymptotique abou-
tissant à une prise de décision optimale de complexité computationnelle réduite. Les
auteurs de [7, 12] ont étudié des modèles compartimentaux SIR ou SEIR assimilant
les comportements (ignorant, propagateur et étouffeur) face à la rumeur à des états
cliniques (susceptible, latent, infectieux, guéris). Ils ont pris en compte la variation de
connectivité entre utilisateurs par la distribution des degrés et ont déterminé un seuil
critique R0 influençant le comportement qualitatif du système. Les auteurs dans [6,
14, 17] ont utilisé des modèles ISR et I2S2R, de comportement vis à vis de la rumeur
avec des résultats similaire aux précédents. Ces travaux ne prennent pas en compte
l’activité des étouffeurs qui en plus de ne pas transmettre la rumeur peut dissuader
les ignorants et les propagateurs. En outre, la connectivité des sommets est limitée au
voisinage d’ordre 1. Ceci ne permet pas par exemple de prendre en compte le fait que
certains ignorants partagent des messages sans même les avoir consultés pour s’en
faire une opinion. L’objectif général de ce travail est de prendre en compte la connecti-
vité d’ordre supérieure et de l’activité partielle des étouffeurs dans la modélisation de
la force de propagation d’une rumeur.

Le reste du document est structuré comme il suit. La première section est dédiée
à la modélisation compartimentale par des équations différentielles ordinaires, de la
dynamique de propagation des rumeurs. Dans la prochaine section, nous étudions les
propriétés qualitatives du modèle en déterminant les invariants et les propriétés de
stabilité. La troisième section est consacrée à l’analyse de la sensibilité de la force de
propagation de la rumeur à la structure du réseau et à la proportion d’ignorants. Le
travail s’achève avec une conclusion.

II MODÉLISATION COMPARTIMENTALE DE LA PROPAGATION DE RUMEUR

Dans cette section nous proposons un modèle agrégé de propagation de rumeur
dans un réseau en prenant en compte la structure de ce dernier. Nous considérons trois
catégories d’individus comme dans la plupart des travaux de la littérature : les igno-
rants d’effectif I, les propagateurs d’effectif S, et les étouffeurs d’effectif R [17]. Pour
mieux refléter le comportement humain nous considérons deux catégories d’étouf-
feurs : les étouffeurs inactifs (R1) qui prennent connaissance de la rumeur et ne la
propage pas tout en ne déployant aucun effort pour limiter sa propagation, et les
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étouffeurs actifs (R2) qui prennent connaissance de la rumeur et cherche à limiter sa
diffusion. Un étouffeur à priori connaît la rumeur mais ne la propage pas [15]. Le
rôle d’étouffeurs actifs peut être assuré par un "Community Manager" ou un pair
éducateur. On considère que la population totale est de taille constante valant N =
I + S + R1 + R2, bien que les sous-populations ne soient pas de tailles constantes à
cause des interactions conduisant à des changements de comportement.

L’interaction entre un propagateur et ignorant peut aboutir à une conversion de
l’ignorant en propagateur. Une telle interaction peut se faire par interconnexion di-
recte ou indirecte selon un taux β1Sφ (I, N) /N. La connexion indirecte s’explique par
exemple par le fait que certains individus font suivre des messages dans des réseaux
sociaux sans avoir nécessairement pris connaissance du contenu. Ainsi, un chemin de
transmission de la rumeur est constitué initialement d’un propagateur, puis d’une suc-
cession d’ignorants. Le facteur φ (I, N) représente la moyenne de l’inverse de la dis-
tance entre un propagateur et un ignorant pris au hasard, tandis que β1 > 0 est le taux
de contact adéquat entre un propagateur et un ignorant directement voisins dans le
réseau. En effet, le taux d’interaction est supposée inversement proportionnel à la dis-
tance. S/N désigne enfin la proportion de propagateurs dans le réseau. L’interaction
entre un étouffeur actif et un ignorant peut aboutir à une conversion de l’ignorant en
un étouffeur inactif dans un premier temps. De façon similaire au principe de conver-
sion d’un ignorant en propagateur, la conversion d’un ignorant en étouffeur inactif se
fait avec un taux adéquat β2R2φ (I, N) /N. De même, l’interaction entre un étouffeur
actif et un propagateur peut aboutir à une conversion du propagateur en étouffeur
inactif avec un taux adéquat β3R2φ (I, N) /N. En effet, un étouffeur actif peut sensibi-
liser un propagateur au point de modifier son comportement. L’activité des étouffeurs
s’estompe de façon naturelle avec un taux δ. Toutefois les étouffeurs inactifs peuvent
être réactivés de façon naturelle ou par des mécanisme de contrôle suivant un taux α.
La dynamique ainsi décrite peut se résumer de façon graphique par la figure 1.

I S R1

R2

φ (I, N)
β1S
N

φ (I, N)
β2R2

N

φ (I, N)
β3R2

N

α
δ

FIGURE 1 – Diagramme compartimental Ignorant (I)- Propagateur (S)- Etouffeur inactif (R1)-
Etouffeur actif (R2).

On pose ι = I
N , s = S

N , r1 = R1
N et r2 = R2

N . La figure 1 peut être traduite par le
modèle agrégé d’équation différentielles (1)− (4) suivant dont l’existence et l’unicité
de solution sont garanties par les théorèmes de Cauchy-Lipschitz et de prolongement
de solution locale bornée :
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•
ι = −ιφ(ι)(β1s + β2r2), (1)
•
s = sφ(ι)(β1ι− β3r2), (2)
•
r1 = φ(ι)(β2ι + β3s)r2 − αr1 + δr2, (3)
•
r2 = αr1 − δr2. (4)

Dans ce modèle,

φ(ι) = p1 +
N−1

∑
k=2

pk
k

ιk−1 (5)

représente comme annoncé ci-avant l’espérance mathématique de l’inverse d’une va-
riable aléatoire D représentant la longueur géodésique (chemin le plus court) entre
deux sommets choisis au hasard tels que tous les sommets intermédiaires sont exclusi-
vement des ignorants. pk désigne la distribution de distance dans le graphe pour deux
sommets choisis au hasard. En considérant que la moyenne des degrés dans le réseau
vaut Nθ, θ ∈ [0, 1], nous supposons que

pk =
θ(1− θ)k−1

1− (1− θ)N−1 , k = 1, ..., N − 1. (6)

Il s’agit en effet d’une loi géométrique G (θ) censurée par le fait que dans un réseau
à N sommets, le plus long chemin est au plus de longueur N − 1.

III INVARIANTS ET STABILITÉ

Dans cette section, nous nous intéressons aux invariants du modèle (1)− (4). Il s’agit
de déterminer des variétés données comme des lieux géométriques des équations de
la forme

g (ι (t) , s (t) , r1 (t) , r2 (t)) = 0, ∀t ∈ R+,

g étant une application au moins continue définie de R4
+ vers Rd

+, d ∈ {1, 2, 3, 4}. Des
invariants particuliers et d’intérêt majeur sont les invariants se résumant à des single-
tons nommés équilibres. Un équilibre du modèle considéré est donné par la relation
•
ι =

•
s =

•
r1 =

•
r2 = 0. Ainsi, pour le cas d’espèces on en dénombre une infinité dont

trois vont principalement attirer notre attention :
— L’équilibre sans rumeur où toute la population est ignorante :

(ι, s, r1, r2)RFE1 = (1, 0, 0, 0)

— L’équilibre sans rumeur où toute la population est constituée d’étouffeurs (actifs
ou non) :

(ι, s, r1, r2)RFE2 = r2(0, 0,
δ

α + δ
,

α

α + δ
)
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— L’équilibre de rumeur endémique :

(ι, s, r1, r2)REE = (0, 1, 0, 0)

Théorème III.1:
L’ensemble Ω suivant est un invariant du système (1) - (4) :

Ω =
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; ι + s + r1 + r2 = 1

}
.

Il existe plusieurs sous-invariants dans Ω donnés par :

Ω1 =
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; ι + s = 1

}
, (7)

Ω2 = {} si α > 0 ou
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; s + r1 = 1

}
si α = 0, (8)

Ω3 = {} si α > 0 ou
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; ι + r1 = 1

}
si α = 0, (9)

Ω4 = {} si α > 0 ou
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; ι + s + r1 = 1

}
si α = 0, (10)

Ω5 =
{
(ι, s, r1, r2) ∈ [0, 1]4; ι + r1 + r2 = 1

}
, (11)

Ω6 = Ω \ (Ω1 ∪Ω5). (12)

En outre, les équilibres REE et RFE1 sont inconditionnellement instables. L’ensemble
Ω1 \ {RFE1} est attiré par l’équilibre endémique de rumeur REE. Si α = 0 alors
l’ensemble Ω4 est attiré par l’ensemble Ω2 tandis que l’ensemble Ω5 est attiré par
l’ensemble Ω3. Tout élément de Ω2 ∪ Ω3 est un équilibre. Si α > 0 alors l’ensemble
Ω5 ∪Ω6 \ {RFE1} est attiré par l’équilibre sans rumeur RFE2.

Le Théorème III.1 montre l’importance de la population des étouffeurs et du taux
d’activation (α) pour contenir la propagation des rumeurs dans un réseau. Par ailleurs,
une perturbation de RFE1 suivant la direction de (0, 1, 0, 0) conduit à l’invariant ι +
s = 1 qui est attiré par l’équilibre endémique de rumeur REE. Autrement dit, si l’on
introduit un propagateur sans aucun étouffeur, la rumeur envahira la population. De
même, en perturbant RFE1 dans une direction de (0, 0, a, b), a ≥ 0, b > 0, conduit
vers l’invariant ι + r1 + r2 = 1 : sans l’introduction d’un propagateur, aucune rumeur
n’apparaîtra. Chaque point du sous-ensemble ι+ r1 = 1 est un équilibre si et seulement
si α = 0. Tout orbit partant d’un état (a, 0, b, c) avec a, b ≥ 0 et c > 0 est attiré par RFE2.
Enfin, une perturbation de RFE1 dans une direction de (0, a, b, c), a, b ≥ 0, c > 0 conduit
le système vers la RFE2.

IV SIMULATIONS ET ANALYSE DE SENSIBILITÉ

Dans cette section, nous étudions à l’aide de la statistique du coefficient de corréla-
tion de rang partiel (PRCC, pour Partial Rank Correlation Coefficient en anglais) l’effet
de la structure d’un graphe sur le facteur de propagation φ. Nous distinguons pour
cela trois configurations de réseau (étudiées dans [3]) qui vont nécessairement modi-
fier l’expression du paramètre θ des pk apparaissant dans φ :

— Distribution binomiale des degrés (Graphe d’Erdös-Rényi) :

θ = p ∈ [0; 1] ;
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— Distribution de Poisson censurée par la limite supérieure des degrés fixée à N− 1
, N désignant le nombre de sommets :

θ =

(
N−1

∑
k=1

λk

(k− 1)!

)
/

(
N

N−1

∑
k=0

λk

k!

)
≈

N→∞
λ/N, λ ∈ R∗+;

— Distribution de puissance censurée par la limite supérieure des degrés fixée à
N − 1 , N désignant le nombre de sommets :

θ =

(
N−1

∑
k=1

k1−ρ

)
/

(
N

N−1

∑
k=1

k−ρ

)
, ρ ∈ R∗+,

avec ρ > 2 lorsque N tend vers l’infini.
D’après les analyses de quantiles présentées dans [3], la queue de la distribution de

puissance est plus épaisse que celles des distributions binomiales et de Poisson. Une
queue de distribution plus épaisse offre une structure plus diversifiée du réseau.

Pour calculer la PRCC, nous avons généré un échantillon de taille N = 1000. La sta-
tistique r̂ (N − 2) /

√
(1− r̂2), fonction de l’estimateur du coefficient de corrélation r̂,

suit la loi de Student à N − 2 degrés de liberté. Ainsi, on valide la non-significativité

de r̂ avec une confiance de 95% si |r̂| ≤ tN−2
0,975/

√
N − 2 +

(
tN−2
0,975

)2
, tN−2

0,975 = 0.06199742

désignant le quantile d’ordre 0, 975 à N − 2 degrés de liberté. La figure 2 montre que
pour une distribution de degrés selon la loi binomiale, θ et ι influencent positivement
φ, avec des valeurs respectives de PRCC, 0, 99 et 0.16. L’impact relatif de θ est grand.
Pour une distribution de degrés selon la loi géométrique, on a des valeurs respectives
de PRCC, −0, 08 et 0, 96. Bien que l’influence de θ soit très faible, elle est significative
et négative. Pour la loi des puissances, l’influence de θ est prédominante et négative,
tandis que celle de ι est peu significative. En effet, les valeurs de PRCC sont respecti-
vement −0.53 et −0.031. On peut conclure globalement que le facteur de diffusion φ
est influencé par la probabilité d’interconnexion pour une distribution de degrés bino-
miale, par la proportion d’ignorants pour la distribution de Poisson, et par le facteur
de forme ρ.

Pour compléter notre analyse d’impact de la structure du réseau, nous procédons
à des simulations des dynamiques des comportements. Nous nous restreignons aux
conditions initiales prises dans le bassin d’attraction de l’équilibre sans rumeur RFE2 :
ι = 1/2, s = 3/8, r1 = 0, r2 = 1/8. En effet, c’est le cas qui permet de visualiser toutes
les interactions entre les compartiments. Les simulations sont réalisées par la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4. Nous prenons β1 = β2 = β3 = 0.1 jour−1, α = 0.1 jour−1

et δ = 0.15 jour−1. Les figures 3 et 4 montrent que plus grands sont la probabilité
d’interconnexion ou le degré moyen des sommets, plus rapide est la diffusion d’une
rumeur introduite. La figure 5 montre un comportement similaire, mais pour un grand
facteur de forme ρ, la diffusion d’une rumeur est lente, voire difficile. Un réseau à dis-
tribution de degrés suivant la loi des puissances semble donc optimal pour en termes
d’imperméabilité aux rumeurs.
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FIGURE 2 – Analyse de sensibilité de φ en fonction de θ et ι
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FIGURE 3 – Dynamique compartimentale pour la loi binomiale
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FIGURE 4 – Dynamique compartimentale pour la loi géométrique
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FIGURE 5 – Dynamique compartimentale pour la loi des puissances

V CONCLUSION

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés à la modélisation de la
propagation des rumeurs dans un réseau ayant une structure influencée par sa distri-
bution de degrés. Nous proposons un modèle compartimental IS2R prenant en compte
l’activité des étouffeurs, la proportion d’ignorants et la distribution des distances. Plu-
sieurs invariants ainsi qu’une multi-stabilité ont été identifiés. Trois distributions de
distances communes dans la littérature sont évaluées par analyse de sensibilité et si-
mulation de dynamiques de population. Il ressort que la continence d’une rumeur est
plus évidente pour une faible interconnexion globale des sommets, en particulier pour
une distribution de puissance à facteur de forme élevé. Comme perspectives immé-
diates, nous comptons évaluer sur la base de données réelles sur les réseaux sociaux, le
taux et les mécanismes d’activation optimaux des étouffeurs. En outre, il peut être in-
téressant de proposer un protocole de dynamique de croissance du réseau garantissant
une configuration (physique ou logique) sécurisante face à la propagation des rumeurs
potentielles.

A PREUVE DU THÉORÈME III.1

Démonstration.
L’invariance de chaque sous-ensemble est liée au fait que la dérivée totale de l’équation qui l’exprime
vaut 0 et le flot rentre dans le domaine lorsqu’on se trouve à la frontière. La matrice jacobienne du
système (1) - (4) est donnée par

J(ι, s, r1, r2) =


−
(

φ(ι) + ι
∂φ(ι)

∂ι

)
(β1s + β2r2) −ιφ(ι)β1 0 −ιφ(ι)β2

s
∂φ(ι)

∂ι
(β1ι− β3r2) + sφ(ι)β1 φ(ι)(β1ι− β3r2) 0 −sφ(ι)β3

∂φ(ι)

∂ι
(β2ι + β3s) + r2φ(ι)β2 r2φ(ι)β3 −α δ + φ(ι)(β2ι + β3s)

0 0 α −δ


.

(13)
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La matrice jacobienne appliquée à des équilibres sans rumeur RFE1 vaut

J(1, 0, 0, 0) =


0 −β1φ 0 −β2φ
0 β1φ 0 0
0 0 −α β2φ + δ
0 0 α −δ

 . (14)

Les valeurs propres associées sont 0, β1φ, − 1
2 α − 1

2 δ + 1
2

√
4 αβ2φ + α2 + 2 αδ + δ2, et − 1

2 α − 1
2 δ −

1
2

√
4 αβ2φ + α2 + 2 αδ + δ2. L’équilibre RFE1 est donc inconditionnellement instable. Il est non-hyperbolique

puisque 0 est une valeur propre du problème linéarisé.

La matrice jacobienne appliquée à l’équilibre sans rumeur RFE2 vaut

J(0, 0,
δ

α + δ
,

α

α + δ
) =



−αp1β2

α + δ
0 0 0

0
−αp1β3

α + δ
0 0

αp1β2

α + δ

αp1β3

α + δ
−α δ

0 0 α −δ

 . (15)

Les valeurs propres associées sont
−αp1β2

α + δ
,
−αp1β3

α + δ
, −α, −δ. L’équilibre est hyperbolique si et seule-

ment si α, δ > 0.

La matrice jacobienne appliquée à l’équilibre de rumeur endémique REE vaut quant à elle

J(0, 1, 0, 0) =


−β1 p1 0 0 0

β1 p1 0 0 β3 p1
p2β3

2
0 −α δ + β3 p1

0 0 α −δ

 . (16)

L’équilibre endémique est donc non hyperbolique et inconditionnellement instable.

Pour étudier les domaines d’attractivité des équilibres REE et RFE2, nous introduisons des fonctions
de Lyapunov. Considérons

V1 =ι2 + (s− 1)2 + r2
1 + r2

2 et (17)

V2 = (ι + s) (1− ln
δ

α + δ
) +

(
r1 −

δ

α + δ

)
ln
(
(α + δ) r1

δ

)
+

(
r2 −

α

α + δ

)
ln
(
(α + δ) r2

α

)
. (18)

En posant X = (ι, s, r1, r2) et f (X) =


−ιφ(ι)(β1s + β2r2)
sφ(ι)(β1ι− β3r2)

φ(ι)(β2ι + β3s)r2 − αr1 + δr2
αr1 − δr2

, on a

∇XV1 =


2ι

2(s− 1)
2r1
2r2

 et ∇XV2 =



(
1− ln

(
δ

α + δ

))
(

1− ln
(

δ

α + δ

))
1− δ

r1 (α + δ)
+ ln

(
(α + δ) r1

δ

)
1− α

r2 (α + δ)
+ ln

(
(α + δ) r2

α

)
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Le calcul des dérivées totales de V1 et V2 nous donne

•
V1 =− 2ι2φ(ι)(β1s + β2r2) + 2sφ(ι)(s− 1)(β1ι− β3r2) + 2r1r2φ(ι)(β2ι + β3s)

− 2αr2
1 + 2δr2r1 + 2αr1r2 − 2δr2 (19)

•
V2 = (β2ι + β3s) r2φ(ι) ln(r1)−

δr2φ(ι)

r1 (α + δ)
(β2ι + β3s)− (−αr1 + δr2)2

r1r2 (α + δ)

+ (−αr1 + δr2) ln
(

αr1

δr2

)
(20)

Si r1 = r2 = 0 sachant que ι, s ≥ 0 on a
•
V1 < 0, d’où REE est un attracteur de Ω1 \ {RFE1}. Si α, δ > 0,

puisque r1 ≤ 1, ln(r1) < 0 et
•
V2 < 0. D’où RFE2 est un attracteur Ω5 ∪Ω6 \ {RFE1}.
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