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Summarv: This paper daals with the problem of the compari-

son of two indépendant estimations of a density f . Given
Sa random variable X valued on DMl , with absolutely

continuous d.f. F, we consider two independent samples

(X../i=1,n) and (X_./i=1,n) of X, and the related estima-11 2i

tors f and f of f = dF/dx, defined by the histogram

method. A limit theorem is given for the extreme values

of (fp^-f )/f * over L.0»1J > valid under very large

conditions for f. This theorem can be used for testing
the null hypothesis P = P • A similar limit theorem

f1 f2
is obtained for partial extreme values.

I.S.U.P.

(*) 10 rue J.B.Dumas Tour 45-55, 3ème et.

75017 Paris Université Paris VI



M. BERA
2

Introduction

L'objet du présent article est de comparer deux estimations

et d'une même densité f, obtenues en appliquant
n n

la méthode de 1'histogramme à deux échantillons indépen-

dants de même taille n.

Sous des conditions très larges sur la densité inconnue f,

nous obtdnons une loi limite pour les valeurs extrêmes de

(f(1)(x) - f(2)(x))/(f(1)(x))*
n n n

sur le pavé (0,1) .

Notations et définitions

- Dans tout ce qui suit, L^x définit la ième itérée de la
fonction logarithme. Ainsi(Lx=Logx et L x = Log(Logx)).

- d est une fonction croissante de n à valeurs entières
n

s
vérifiant lim d = + tfà , et k est défini par k = d .

n n n

- V- et v~ sont deux réels fixés et B, et deux fonctions

de n définies par

= (2Lk - L^k + y^) avec a=1,2.

- si I est un ensemble d'indices i dépendant de n et T.
n m

2
et T deux familles de variables aléatoires indicées par

in

i, nous dirons que T. est majoré uniformément en probabi-
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lité par T. si P(/)_ (T. < T. ) )-» 1 quand n-» + c» .
in ici in in

n

- X est une variable aléatoire à valeurs dans (0,1) , de

loi P_.. Nous supposons que la -fonctinn de répartition

associée F admet une dérivée f, que nous supposons encadrée

sur (0,1) par deux réels strictement positifs: m<f<M .

Découpons le pavé (0,1) en k blocs B definis par
nr/..r1 s

r -1 r, r -1 r
□ 1 1 - r s s_B

,..r = C—•-[ * " *[—--[nr
1 s d d

n n
d d

n n

où chaque r. (j=1»««,s) varie de 1 à d .

J n

Considérons deux échantillons indépendants de même taille

n, (X ,... ,X ) et (X , .. ,X ) de la loi P .il In di en t

1 2Soit x (respectivement ) le nombre des X. .0 nr...r •nr.» .r 111s 1s
(respectivement X„.) contenus dans le bloc B *2i nr.» .r

1 s

Les deux histogrammes associés aux échantillons ci-dessus

sont définis comme suit (a est égal à 1 ou 2):
- si xgB

nr.** • r

-(a) . . k a
f ( x ) = — y

n «nr.** .r
n 1 s

Etant donné un ordre sur l'ensemble des pavés qui jouxtent
8la frontière de C^*U * on prolonge dans cet ordre l'esti-

mation f^a^(x) au centre de csb pavés sur la portion de
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frontière qu'ils recouvrent, le prolongement ne s'effec-

tuant que sur ce qui n'aura pas été prolongé précédemment.

Notons Z, = ( n/k max ( f^ ^ (x ) -f^ ^ ( x ) ) /( f^ V(x ) ). )
1 rn 4-s n n nxc[0,1J

et Z_ = -(n/k)^ min (f^ ^ (x)-f (x) )/(f (x) ) ),
2 m il s n n nxefo,i]

Il a été montré (Béra(1)) : P( inf (f ^ (x)) = 0) 0
x€[0,i;)

lorsque n*+cP» ce qui permet d'introduire une division par

(f(1)(x))* dans la définition de Z. et Z .
n T £

Théorème 1

k(Lk ) ^
Si

__ ^ 0 lorsque n tend vers l'infini, alors
n

, -(y/2) -(y /2)
PCZ^e.^, Z-<e_V2) exp(_ ( e 1 + e * )).1 1 22 2Y«

(On dira que Z et Z^ suivent asymptotiquement la loi L.)
CorollaL re: Z^ et Z^ sont asymptotiquement indépendants au
sens de Paul Levy.

Nous allons établir ce théorème en utilisant deux variables

Zj et Z^ suffisamment proches respectivement de Z^ et Z^*
Introduisons quelques nouvelles notations.

Soit i un indice qui varie de 1 à k déterminen t le bloc

B et notons successivement
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C . 1- événement (XcB ) ,
i nrr*rs

- n. = P(X«=C.) = f f(t)dt ,.
1 1

B J
nr/.•r

1 s

p = max p. et p = mm p. ,

i ~ i

^ ^ pour a = 1,2.aun nr,...r1 s

Nous pouvons écrire

z,. )
et

Z2 = -min ( ( ^ * - sC)/(lC>^ .

1

Par ailleurs, lorsque n tend vers l'infini,

p ^ k sup f(x) et donc p Lk tend vers 0,V

xe[0,1]s

p y k ^ inf f(x) , soit (Lk)'Vnp < C k(Lk) /n, et donc
- xe[0,1JS

(Lk) /np tend vers 0.

Posons

Zi = - 7^)/(np.)^ ),1
i€[l,k] 1 n 2 n 1

et

Z' = -min (( ^ - _^)/(np.)Ÿ ‘).2
ieti.k] 1 n 2 n

Nous établirons le théorème 1 à partir des lemmes suivants!

Lemrne 1

Si, lorsque n tend vers l'infini, p Lk tend vers 0, ce que
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nous appellerons condition (I), et (Lk) /np tend vers 0,

ce que nous appellerons condition (II), alors le couple

(Z'jZ^) suit asymptotiquement la loi L.
Lemme 2

Sous les conditions du Lemme 1, A étant un réel fixé supé~

rieur à " 2Ïn) < ZMnp.Lkr ,
P

la majoration en probabilité étant uniforme en i.

Lemme 3

Si le couple (Zj,Zl) suit asymptotiquement la loi L, et si
les quantités (Lk) (Z — Z^) tendent en probabilité vers
0 lorsque n tend vers l'infini, pour a = 1,2, alors le

couple (Z^Zg) suit également asymptotiquement la loi L.
Lemme 4»

Sous les conditions du lemme 1, A étant un réel fixé supé-

rieur à '/2, y np^ _ Afnp^k)^ ,

et

i
X < np. + A(np.Lk) ,1ünN i i

P
les majorations en probabilité étant uniformes en i.

Les résultats des lemmes 3 et 4 ont été établis par Bera

dans (1). Admettons pour l'instant le lemme ' 2 et montrons

que sous les conditions de ce lemme les conditions du lem-

me 4 sont alors vérifiées.

Considérons ■ (Lk)*^ |Z^ -
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Nous avons alors

T^maxf 1 - 21Sj;||(1ï^)^ - ("pJ* | (Lk/np,.^*)* ).
i

Les majorations qui suivent sont uniformes en i:

Mn - 2*nl < 2A<"PiLI<>*.
P

et

- (nP.)*| < A(nPiLk)^/((^ .+ (np.)*).
P

Comme ' Yt ■> D.np. , où D est un réel fixé inférieur strie-1°n ' 1 i 1
P

tement à 1 d'après le lemme 3, il vient

+ (nPi)T)"1 < D2 (npj”^,
# P

ce qui montre que T est uniformément majoré en Probabilité

Par max(2A(np^Lk)‘A(np^Lk)^D2(np^) Lk)T(nP.)(nP.),i
soit

T < max ( D ( (Lk ) 3/np. )^) » D1 * . 3 i 3
P i

et donc 0 lorsque n tend

même que T 0.
2 P

((Lk)3/nP)‘,
vers l'infini. On montre de

Il reste à montrer les lemmes 1 et 2. La démonstration se

fait en cinq étapes.

1 ère étape

On peut écrire P ( Z ! <0.'/"2 , Z'<0 ^2) = P (Ci G.), où G. est
i 1 ^ t ii i

1 'événement

( - (2npi)^61 < ^ < (2nPi)TQ2 ).
Comme P(fl G.) = 1 - P(U G.), où

i i

r-
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k-1
P(U G.) = 5, - S + ... + (-1 ) S ,

. x 1 2 k

et

5 = S P(G. ... G. ) .

<k rN 1 2 rN

Soit H un entier fixé. Les inégalités de Bnnferroni per-

mettent d’encadrer la somme définissant p (U G . ) par les
i

deux sommes partielles à l'ordre H-1 et à l'ordre H.

Considérons un entier r compris entre 1 et H. Dans ce qui

suit, le r-uplet (i,,..,i ) est supposé vérifier1 r

Ui1<...<ir<k.
Nous dirons qu'une fonction ç(n), qui dépend du r-uplet

(i,,..«,i ), tend vers zéro uniformément, et nous noterons
1 r

£ ( n )->0, s'il existe une fonction e'(n) qui ne dépend que
u

de n, tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et

vérifie \ €• ( n ) 1^ g 1 ( n ).

Nous allons montrer que P(G. ...G, ) est de la forme
*1

-y./2 -y2/2 „ r
(1+fc(n)) (e + e ) /2 Vr?k ) , avec fc(n)^0.
Nous aurons alors

-y4/2 -y2/2
S = (1+E ( n ) ) ( ( e + e )/2W) /r!, avec E ( n )*+0 .
r r r

Notons

-y /2 -y /2
S ' = ( (e 1 + e 2 )/2\fi?)r/r!. Soit £' fixé positif,
r

y et y étant fixés, il existe un réel H qui vérifie1 2
- -y./2 -y2/2 ° ,

|expH2V7?)‘ (e 1 +e 2 ) ) -1+Sj-S^+... + (-1 ) 5^|<e'
pour tout K supérieur ou égal à H^. Imposons à H d'être
supérieur strictement à H et posons €^(n) = sup(e^(n))f
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où r varie de 1 à H.

Alors | (1-5 +„. + (-1 )HSh ) - ( 1 -5’ +... + (-1 ) 5^ ) | est majoté
par £ (n)(1+5'+..+5») et donc par £w(n)y(y ,y ), oùH 1 H

, -yJ2 -y7/2
^/(y 1 ,y2) = exp((2VÏT) (e + e )).
La même majoration est appliquée à la différence des deux

sommes alternées effectuée à l'ordre H-1. Par conséquent

p (Og . ) se trouve encadré par deux quantités dont la limi-
i

te lorsque n tend vers l'infini se trouve à une distance

„ , -1 -v/2 -v2/2g' arbitraire de exp(-(24rir) (e + e ) ) et ceci

achèvera la démonstration du Lemme 1.

2ème étape

Soit A un réel strictement positif. Nous notons pour sim-

plifier (a = 1 ou 2)
( a ) ^qn = x et ïï = p. ,q aün q

q

aFiq) r <"ia) < "Ta <’ + MLk/mr )*)

aF2qî = (nq3) > nlrq (1 " A(Lk/nTTq)^) ),

E<q) ■ iF,lqln/|,ln,F2q) n/‘q).

E - 0E
q=1

(q)

e t G ! s G . fi Ei i
q q

(q)
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La difficulté vient de l'impossibilité d'une évaluation

directe de P(G,... G. ). Nous allons donc remplacer par
11 _

une quantité équivalente P(G! .. G! ).
1 r

Nous avons notamment

P(G ! ...G! )
1. 1

1 r
i p(Gi • ..Gi ),

r

et

lu/|i£CL lurCLII ••G. E) + P ( G . ...G, E),
X 41 r *1 r X^ X

r

ce qui entraîne

P(G. ... G. ) < P(Gï . ..G| ) + P(Ë).
14 i

1 r r

Par conséquent,

l<jr••Itj'CL et P(G ! ...G! ) seront équivalen ts
x „ X1 r 11 r

est de la forme

£(n)P(G! .. • G! ) , avec E ( n ) 0.
1 « a u1 r

Sous les conditions (I) et (II) du Lemme 1, les majorations

suivantes ont été établies (cf Bera dans (I)):

P( F^q)) < (1+£(n))(exp(-(A2/2)Lk(1+8(n))))/A(2nLk)^fa b

où a et b =1 ,2 et q varie de 1 à r, avec £ ( n ) 0.

Ceci entraîne
— p 4-

P ( E ) ^ 4H(1+£(n) ) (exp(-(A/2)Lk(1+e(n) ) ) )/A(2tvLk)‘ , avec

g ( n )-»0 quand n tend vers l'infini.

3ème étape

Les deux r-uplets (n^]#„.,n^^) et (n!2\. • • »n^2 ) ont une
1 ' r 1 r

loi de probabilité conjointe définie par le produit de

deux lois multinomiales. Par conséquent,



Comparaison de deux estimations indépendantes de la densité
11

P(G! ...G! ) =

1 r

s ••• S £1
r (1) (2). r, t (1) (2)\ F.(r^ ,n1 )feG| (nr ,nr )eGj

1 r

où £i = Jlj » et
, . / (a) (a

^ = (n!/n1 !.. -

où npus notons

( a ) . . _ ( a )

(a!

n ! (n-N^ ) ! )tT 1
r r

(a) ..(a)
n n-l\l
r r

^r (1-W )
r

= n. + ..*+ n
r

et W = TT. + ...+TT , a étant un entier égal à 1 ou 2.ri r

Sous les conditions (I) et (II) du lemme 1, chacune des

deux lois multinomiales est équivalente à un produit de

lois de Poisson lorsque les conditions F, ^ sont vérifiées
a b

pour a=1,2 et b=1,2 et q=1 à r (cf Bera (1)). Cette

équivalence est uniforme dans le choix des r-uplets (i4..i )
r

On peut alors écrire
(1). (2)

O = (1+e(n)) TT exp(-2mr ) ( n-p ) ^ q /n^^!n^^!,
q=i q q q q

avec <ç(n)-*0.

Intervertissons somme et produit dans l’expression qui

définit P(G ! ...G! ). Il vient alors:
1

_
_ 1 r r

P (G ! ... G! ) = (1+e(n)) TT ( V
Xt q=1 ,_(1) _(2)(n. n )e. G !

q

\ >•

ou £ ( n 0 f st (1) (2)
Y = exp(-2mr )(nn l"1’ * /n(1)!n(Z)l.q q q q q

4ème étape

La difficulté réside en fait principalement dans l'évalua-

tion asymptotique de la quantité R = S Y .

/. \ / -> \ — q
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Simplifions à nouveau les notations et posons

n<1) (2)
m! “ "q * m2 = nq • P ■ V
et

m1+m2
X(m^,m2) = exp(-2np)«(np) /m.ln^! .

La somme R se décompose en deux sommes doubles et R^
avec R^ =21 X(m^,m ), où est le domaine défini par les

D1

trois inégalités
1

m1 " m2 ^ (2np)T02 = Mj ,

m^ < np(1+A(Lk/np)*) « MJ, ,

m2 > np(1-A(Lk/np)^) = ,

et R = Z. X(m ,m ), où D est le domaine défini par les
2

d2 1 2 2
trois inégalités

mx - m2 $-(2np)V, = M4 »

m. M' et m_ < M' .
1 * 3 2 N 2

Les bornes imposées dans les trois inégalités qui définis-

sent chaque domaine D et D2 ne sont pas des valeurs entiè-
res en qénéral. Il existe des réels h,. h . et h_, h. ma-

jorés en valeur absolue par 1 tels que les quatre exprès-

sions M. = M\ + h. (i varie de 1 à 4) soient les bornes
1 1 x

entières atteintes dans D. et D_ par m,. m -et m. - m„.
1 2 12 1 2

et D2 sont donc définis par

D1 ■ (m1 - m >, » m1 M2 ' » m2 M3 ),

d2 : (m1 - m2 $ M4, m, >/ m3 , . ™2 < M2 ) •

Pour faciliter la compréhension de ce qui suit, nous avons

représenté sur un graphique présenté en Annexe les points
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de coordonnées Les domaines D et sont consti-

tués par les pnints à coordonnées entières contenus dans

deux triangles. Pour la suite de l'exposé, nous décrirons

les différents domaines étudiés à l'aide de ce graphique.

Ainsi à correspond le triangle (A A^E^).
Pour évaluer la somme R , nous allons montrer l'équivalence

de cette quantité et de la somme des X(m ,m^) sur le dornai-
ne défini par la bande B comprise entre la droite fA^A_7
(incluse) d'équation - m_ = et la droite ()

(excluse) d'équation m^ - fn_ =
i

Remarquons que M = np(1+A(Lk/np)*) - h_, avec 0^h2<1,
1

et = np(1-A(Lk/np)*) + h , avec 0^h^<1• Par conséquent
M_ - M . = 2A(npLk)^ - h avec 0^h<2.

Nous allons utiliser une méthode de grandes déviations

permettant d'évaluer cette nouvelle somme comme la diffé-

rence de la somme des X(m^ jm^) pour les points (m^m^)
situés dans le demi-plan situé sous la droite (A^A ),
d'équation m - m^ ^ M et de la sommé des X ( m^,m^) pour
les points (m^,m ) situés dans le demi-plan situé sous la
droite fC. C ) d'équation - m^ ?/ - M^.
Nous utiliserons la fonction g . définie sur- les réels par

l'équation g (x) = x e X. Rappelons que g est croissante

sur l'intervalle [0 ,oi^ et décroissante sur l'intervalle

[cU+a>].
Posons = P(X>M2) où X suit une loi de Poisson de para-

mètre np. Si o( est un entier fixé minoré par M2» g . est
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croissante dans l'intervalle C LprI »LnpJ+1] * où LnpJ est
la partie entière de np. Si X' et X" suivent respectivement

des lois de Poisson de paramètre LnpJ et LnPj +1 , il vient

alors l'inégalité suivante:

U(1)= P(X'>M ) <T(1Î<V(1)= P(X»>M2).
,, , , ,, ( 1 ) , ,,(1) par la méthode de grandesNous allons évaluer U et V a

déviations (voir par exemple Cramer(2) ou Feller(3)).

Théorème de grandes déviations

Considérons une variable aléatoire Y dont la fonction carac-

téristique est holomorphe dans un voisinage ouvert de

l'origine. Soit (Y f.«.fY ) un échantillon de taille N de Y

et soit F (x) la fonction de répartition de la somme rédui-

te ( Y^ + .•• +Y^-NE ( Y ) )/<J-( Y ) N , où E(Y) et <r(Y) sont respecti-
vement l'espérance et l'écart-type de Y. Alors, si x est

une fonction de N vérifiant x = o(N^^) et si \ est la

fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,

1 ~ F (x) * (1+£(N))(1 la fonction s(N) ne dépen-

dant que de la distribution de Y et de N.

Une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson

de paramètre N peut s’interpréter comme la somrre de N

variables indépendantes suivant une loi de Poisson de pa-

ramètre 1. Appliquons donc le théorème des grandes dévia-

tions aux variables X' et X'' avec N = (^npj+c, où c=0 ou 1 ,

et Y qui suit une loi de Poisson de paramètre 1 (E(Y)=1,

<j~(Y)=1) et enfin x(N) = (M2~N)/N^".
D'après ce qui précède, si c' = np - LnpJ,
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1 i

x(N) = ( A(npLk)T-h_-c+c ')/(np+c-c') , et donc
t 4.

x(N) = A(Lk)*(1+0(1/(np)T)). Ceci entraîne que

x(N)N ^^ est majoré par A( (Lk)^/np) ^ ^(1+0(1/(np)* ) ,

1 /6
et donc x(N) = N g(N), où ç(N)^0.

u

Par ailleurs, lorsque t tend vers l'infini, on a

a"*”® —x2/P —1 —t^/P1 - H(t) = e dx = t e ( 1 +0 ( 1 /t ) ) .

Ainsi, U(1) et V ^ sont tous deux de la forme

( 1 +î ( n ) ) exp (-( A2/2 )Lk )/A ( 2-rrLk )T) , ainsi que qu'ils

encadrent.

Nous avons ainsi obtenu une majoration pour la somme T
(1)

des X(m .m^) pour les points (m^m^) situés dans le demi-
plan situé à la droite de la droite (A E^) d'équation
m >M^. Cette somme majore la somme 5^^ des XCm^m^)
pour les points (m ,01^) situés dans l'intersection du domai-
ne précédent et de la bande B.

On obtient de même une majoration pour la somme S

X(m.,ra_) situés dans B et vérifiant m2^3* Ainsi
s!1 ^ ( 1 +ç ( n ) ) exp ( - ( A2/2 ) Lk )/A ( 2vd_k )*) , fc(n)s>0,
et

S(2)^ (1+£(n) )exp(-(A2/2)Lk)/A(27TLk)^) , ^(n^O.

(2)
1

des

Etablissons maintenant une majoration pour la somme S
(3)
1

des X(m,,m ) pour les points (m ,) situés dans le domai-

ne défini comme l'intersection de la bande B et du demi-plan

d'équation m^ + m^ > situé au dessus de la droite (B^ C^ )
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La somme ' se majore par la somme complète des XCm^m^)
sur le demi-plan d'équation m^ + > 2M2, qui peut
s'écrire P(X>2M^), où X suit une loi de Poisson de paramè-
tre 2np.

Comme m^ + > 2M2 = 2np + 2A(npLk)^ - 2h^> avec corn-
pris entre 0 et 1, la fonction g(x) = x 1 2e 2X 6St crois
santé sur l'intervalle Cunpj , (,2npJ +l3 . Utilisons comme

pour T une technique d'encadrement et une méthode de

grandes déviations avec N = [2npJ+ h (h = 0 ou 1) et

x(N) = A(2Lk)T(1+0(1/(np)‘)).

On obtient la majoration

sj3) ( 1+£(n) )exp(-A2Lk)/2A (irLk ) , e(n)-*0.
(4 )

Une majoration analogue est obtenue pour la somme des

X(m^,m2) pour les points de la bande B vérifiant
ml + m2 ^ °ktient la mâme majoration
s|4) ^ (1+E(n) )exp(-A2Lk)/2A(7rLk)^, g(nK0.

i ;s;

Bien plus délicat est le problème posé par la somme S
(5)
1

des X(m^,m2) pour les points (m^,m2) compris dans le rec-
tangle restant (B B C^C2). En effet, dans ce domaine, la
fonction g n'est plus monotone au voisinage de 2np. C'est

pourquoi nous allons majorer directement l'écart entre

chaque terme de cette somme et le terme correspondant

obtenu en remplaçant dans X(m^,m2) np par

P = IPPJ • Notons t = np - On peut écrire en notant
m. +m _ »,

1 2 —ix
cette fois g(x) la fonction x e ( -A q (x))-T

m^+m 5
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m. +m -1 _

g(Ç*+t^) - g(ç) = t^g'(c) = (m^+m2-2c) (c) . e” C,
= ((m^+m2-2c)/c)g(c)» où c est un réel compris entre
P et ^+t1.

(5)Dans le domaine qui définit S,J , il existe un réel W
fixé indépendant de n et de (n^jirw) tel que

(m^ +m^-2.c)/c soit majoré par u^ = W(Lk/np)^.
Chisissons n^ tel que pour tout n supérieur à n_, u soit '□ Un

inférieur à 1/2, et supposons n>n^. Nous pouvons itérer
la technique des valeurs intermédiaires, obtenant pour tout
° entier la majoration

•I +1g(ç+t ) - g(o) ^ u g(c#) + (u /(1-u ))g(ç), où c- est unn X n n x

réel de l'intervalle [^»p+t/J. Comme g est continue et donc
bornée sur cet intervalle, on peut passer à la limite in-

férieure sur £, et par conséquent obtenir

g(Ç>+t ) - g(Ç>) ^ 2u^g(^ ). On minore de même gt^+t^ - g(Ç>)
par -2u g(($). L'encadrement ainsi obtenu étant uniforme

dans le choix du point (m^ »m2) sur le domaine qui définit
cette somme est équivalente à la somme obtenue

en remplaçant rtp par nPj car U “*0 •

(3) (4)Définissons de même les deux sommes et U,| obtenues
en remplaçant X(m^,m2) par X'(m^,m2) dans les sommes res—

.. c(3) . -(4 )pectives 5. et 5. , ou1
m +m

X ' (m^ ,m ) = exp ( -2 LnpJ ) ( Lnpi )
On remplace cette fois np par sa partie entière.

La somme uj3^ + uj4^ + llj5 peut s'écrire sous la forme
P(X - X « Olü,MÏ7), où M” est à une distance in/é£iet|fce*1 2 u 3 4J 3

,
• yM
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à 2 de (2np)^ô » M” à une distance inférieure à 2 de

2A(npLk)^, et X sont deux variables indépendantes

qui suivent une loi de Poisson de paramètre N=LnpJ •

Décomposons X^ et X^ en somme de N variables de Poisson
indépendantes, de paramètre 1, les 2N variables étant

indépendantes•

De Xj — X^+ •• +X,j^ et X2 * X21+ “ +^2N °n ^re
X. - x2 = ^X11"X21^+ ** +^X1N"’X2N^’ Ce qui rev/ient à
considérer X.-X2 comrne 1® somme de N variables indépen-
dantes (Y^, .. ,Y^) d'espérance nulle et de variance 2.
Les conditions du théorème de grandes déviations sont véri-

fiées, et ainsi

P^-X^Orj.M”}) = (1-Fn(x1(I\I)))-(1-Fn(x2(N))), où
x^N) = e2(1+0(1/(np)*)) et x2(N) = A ( 2Lk )r ( 1 +0 ( 1 /( np )T) ).
Nous obtenons enfin

1 “"F^ ( x 1 ( N ) ) = (1+g(N) )exp(-(y2/2) )/2k>frf, £(n)-j»0,
1-Fn(x2(N)) = (1+6(N))exp(-A2Lk)/2A(trLk)^, fc(n)+0.

n 2
Supposons A supérieur à \/2. Alors exp(-A Lk) et

2 -1
exp(-(A /2)Lk) sont des infiniments petits devant k , et

u| 3 ^+U j4 ^+u| 5 ^ = (1+fc(n) )exp(-(y2/2) )/2k\|rr, £ ( n )-*0 .

U^3^ et u{4) sont majorés par les mêmes quantités que sj
et sj4^, à savoir(exp(-A2Lk)/2A(iTLk)^î1+£(n)).(cette fois
on change np en [.npj , ce qui est presque la même chose

que de changer 2np en L2npJ).

Nous avons montré à ce stade:

li|3^ = £(n)iÿ(n), uj4) = ç(n)v|/(n)? où S^(n)= exp(-(y2/2) )/2kJri
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( 5 )
et g(n)^0. ceci entraîne U4 = ( 1 +S(n) )\J>( n), Ç(n)-*0.u 1 1 u

Mais 51(5) = U1(5î(V+g(n)), E(n)*0, et S*2*, S*3* et
5*^ sont de la forme E(n)ip(n), avec çr(n)^0.
Comme R1 = 51 +S1 +S1 -51 -51 ,

on en déduit enfin

Rj = ( 1+£'( n ) )<y( n ) = (1+£(n) )exp(-y2/2) )/2k<(7T, g(n)-*0.
Un raisonnement symétrique permet d'obtenir

R2 = (1 + e(n) )exp(-y1/2)/2kjjîf g(n)4Ü.

5ème étape

Les résultats obtenus permettent d'obtenir
, -(y,/2) -(y /2)R = ( 1 n ) ) ( 2k Jtt) " ( e + e ), g(n)-40.

Ceci donne l'équivalent uniforme dans le choix de (i ..i )
- -

r— -r -<y1/2) -<y2/2> r 1P(G| .. G| ) = (1+&(n))(2k4rv) (e + e ) , e(n »i°-1 r
_ _ _ _

L'équivalence entre P(G ! .. G! ) et P(G. •• G. ) sera assu-
x4 * x, i

_ 1 r 1 r
_ _

rée dès que P(E) sera infiniment petit devant P(G î ..G! ),
1

i r
ce qui est le cas en raison des résultats de l'étape 2 dès

que exp(-(A2/2)Lk) est un o(k ^), soit A > (2H)^.

Nous montrons maintenant le lemme 2.
k

,
Il faut établir P( H “ 2^|<2A(np Lk)Ÿ)) -»1.i=1
Ceci revient à majorer, en raisonnant encore sur l'événe-

ment contraire, les quantités P(GV) définies par

P(G") = P'üLl1 - -*H>2A(np.Lk]L*)), où et A* sonti ’1n 2 n1' i 1vn 2un
deux variables binomiales indépendantes.

Notons G^^ = G” E^ , où q(i) est le q correspondant
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à i comme défini dans les notations de l'étape 1 (i est
q

l'un des r indices du r-uplet (i„,..,i )).1 r
— ( 3 ) _

Comme dans le lemme 1, P(G. ') < P(G") et

P(g’v) <P(g!3)) + P(Ëq(l)), ou
i N x

P(Ëq(l)) £ 4(1+g(n))(exp(-(A2/2)Lk(1+£(n))))/A(2fTLk)^,
— (3)

avec e(n)-*0. Nous évaluons toujours P(G. ) par l'équi-
U 1

valence entre la loi multinomiale et la loi de Poisson sous

le conditionnement défini par Eq^ • Il vient

P(g|3)) = (1+£(n))P((|m1-m2|>2A(npiLk)'^)), e(nH0,
soit P(g|3^) = 2(1+E(n))P(m^-m2>2A(np^Lk)^), £(n)-*0,
où nous reprenons maintenant les notations de l'étape 4

de la démonstration du lemme 1, et m^ et suivent une loi
de Poisson de paramètre p^. D'après les résultats de cette
4ème étape, P(g|3 ) = 2 ( 1 +£( n ) ) exp (-A2Lk )/2A (rcLk ) , t(n)-^0,
et finalement, A' étant un réel fixé,

P(GV) ^ A'exp(-(A2/2)Lk(1+£(n)))/(Lk)‘, fc(n)-g0, ce qui
achève la démonstration du lemme 2 dès que A'^y2, car

k
_

alors £ P(G'.') 0.
i=1 1

II - Nous donnons maintenant un théorème concernant la loi

limite conjointe des valeurs extrêmes partielles de

(f(1)(x) - f(2)(x))/(f(1,(x))* .
n n n

Considérons une partition de £l,kjen plusieurs familles

R^,..,R^où i est un entier fixé. Supposons nue le nombre
d'éléments de chaque R , que nous noterons $R , vérifie

m m

#R^ = -\n(n)k, avec -A^(n)‘*~Nîn réel fixé lorsque n->^> .
soit y11»--»yl^»y2i»**»y2t un ensemble de 21 réels fixés
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et notons @ l'expression (2Lk-k„k+y )T pour a=1,2 et
am 2 am

md[l •

Soit U la partie de [0,l]S définie par l’union des

B lorsque l'indice i décrit l'ensemble R •
nr,..r ^ m1 s

Définissons enfin les valeurs extrêmes partielles

Z4(m) = (n/k)*max((f(1 }(x) - f'( 2 ) ( x ) )/( f*1 * ( x ) )*) ,

xfeU

soit zjm) = max((^^ - 2'0/^1^n^’
i£R

et

zim) =-(n/k)*min((f(1)(x) - f(2)(x))/(f£1)(x))*),
X€.U

soit Z<m) - -rninCt^* - 20/<1-04')
l€ R

m

Théorème II

Si k(Lk) /n 0 lorsque n oo »

P(0ujr"><ê1m'f2).n (Z^",)<02m-[2))
m m

■i n -y 1m/2 -y_ /2
exp( — ( 1/2>Trr) ÎL. A (e + e

m=1 m
)).

Ce théorème généralise le théorème 1 et montre l'indépen-

dance asymptotique des statistiques Z^m^ (a=1,2 et mç.|j»t"l)

La démonstration suit le même schéma que celle du théorème

1 . Nous généralisons la définition de l'événement G. intro-

duit dans l'étape 1 de la démonstration du lemme 1 en

prisant G. = <-(2np.)*ô1ln ^ - jï^f. (2np.)^62n,),
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où m est l'indice qui vérifie ieR •
m

Pour évaluer la quantité P(G. •• G. ), nous supposons
xr

que dans le r-uplet (i ,..,i ),

q^ des i^ proviennent de ,

des i^ proviennent de Rj^,
avec bien entendu q.+..+qj= r.

Reprenons maintenant les notations simplifiées .du lemme 1,

4ème étape. Si i^eR^, l'expression

, (1) (2).
»n<* )eGi

/o w +"<* / (1 ) , (2) ,exp(-2n7r ) (niT ) / n !n !
°< * ok

est de la forme

-y^J2 -y-?J2
( 1+e(n) ) ( 1 /2>frr)k (e + e ), avec E(n )-»0.

Les majorations utilisées dans le lemme 1 permettent alors

d'obtenir sous les conditions du théorème II
_ _

_ ■£ -y. ./2 -y ,/2 q
P ( G . ...G, )=(1+g(n) ) k~r ( 2Tît) ~r TT( e + e ) J

11 lr J=1
Il reste à évaluer la somme

S =
r

P(G . .. G. ).
1 $i „ <.. ri <.k

r

Le nombre des r-uplets (i^,..,i ) analogues à celui étudié
plus haut est donné par l'expression

q, q*Cq1 cqi _ c"iX'* V - C
Ainsi,

•Jt A( ri ) k * * * A^(n)k

5^ =(1+e(n))(2k^)"r£ ..I E 1 , ».
q1 qo A|(n)k At(n)k

W, où

S- ~yi /2Tl (e 1 J
j = 1

-y2/2 ), avec q„+..+q = r et e(n)~*D.1 ^ u
+ e
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Remarquons maintenant que lorsque n tend vers l'infini,

r J

Aj (n )k
la somme S est borné par une constante qui ne dépend pas

■ r

de n. Par conséquent,.

)) , ce qui

achève la démonstration du théorème II.
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Annexe

l\!ous donnons en Annexe plusieurs diagrammes permettant de

suivre les développements de la partie 4 de la démonstra-

tion du lemme 1 du théorème I. Les coordonnées des points

de la figure 1 sont les suivantes:

= (M^M -M^) aj ( np+A ( npLk )T, np+A ( npLk ) *■- Clpp)T02^

B1 = (M2+Ml/2,M2-Ml/2),',(nP-A(riPl-’<)^+'H2nP)^62»nP*A(nPL'<'
1

-i(2np)TQ2)
^2 - /2 ,M^-M^/2 )c0 ( np-A ( npLk )2np ) ^02 » np-A ( npLk ) ‘
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1 t

E.j = ^ ( np+A ( npLk ) , np-A ( npLk ) ‘ )
Hi = (M2»np) nj(np+A(npLk)^fnp)
H- = (M_,np) f^(np,np-A(npLk)‘)

CQ= (np,np)
Le symbole /\) signifie un écart inférieur à 2 entre les

coordonnées, provenant des problèmes de borne entière

rencontrés dans le lemme 1 •

Les trois droites qui semblent concourir en .et ne

sont pas concourantes. Ces points sont entourés d'un petit

cercle.

Reçu en Octobre 1981
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