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DE LA DENSITE PAR LA METHODE DE L'HISTOGRAMME

ALEMTOIRE S SLBT SN IMITES .

Michel Bera, Assistant-agrégé & 1l'Université de Paris VI
Key Words: Non parametric methods, density estimation
AMS 1977 Subject classification: Primary 62610, Secondary

60F05, 60F10, 62E15, 62E20, 62H10.

Summary: This paper deals with the problem of the compari-
son of two independant estimations of a density f . Given
& random variable X valued on [0,1]5, with absolutely
continuous d.f. F, we consider two independent samples
(X1i/i=1,n) and (XZi/i=1'n) of X, and the related estima-

tors fn1 and fnZ of f = dF/dx, defined by the histogram

method. A limit theorem is given for the extreme values

A
of (fn1-fn2)/fn1i over [D.1]5, valid under very large

conditions for f. This theorem can be used for testing

the null hypothesis P_F = Pf « A similar limit theorem
1 2

is obtained far partial extreme values.
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Introduction

L'objet du présent article est de comparer deux estimations

f(1) f(2)
n n

et d'une méme densité f, obtenues en appliquant
la méthode de l'histogramme a deux échantillons indépen-
dants de m&me taille n.

Sous des conditions treés larges sur la densité inconnue f,
nous obtdnons une loi limite pour les valeurs extrémes de

PR B ARt

sur le pavé (0,1)5.

Notations et définitions

- Dans tout ce qui suit, Lix définit la iéme itérée de la
fonction logarithme. Ainsi(Lx:Lngx et sz = Log(Lagx)).

- d est une fonction croissante de n & valeurs entiéres
n

vérifiant l%m dn = +m , et k est défini par k = di.

-y, et y, sont deux réels fixés et 31 et 32 deux fonctions
de n définies par

ea = {(2Lk - L k # ya)* avec a=1,2.

2
- si In est un ensemble d'indices i dépendant de n et Tln
et T?n deux familles de variables aléatoires indicées par

: : 1 s e : " :
i, nous dirons que Tin est majoré uniformément en probabi-
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lité par T e P! il o2 ey quand ns +e .
in 151n <451 in

- X est une variable aléatoire & valeurs dans (0,1)3, de
loi PF' Nous sdpposons que la fonctinn de répartition
assnciée F admet une dérivée f, que nous supposons encadrée

sur (D,1)S par deux réels strictement positifs: mef<M .

définis par

Découpons le pavé (0,1)° en k blocs B
nrf..rs

r1—1 r1 rs~1 B

= [ % .- x[
1 s d d d d
n n n n

ol chaque rj {g=1,=%,8) varpio de 1 3 dn'

Considérons deux échantillons indépendants de méme taille

s (X11,... ,X1n) et (X21, el s ) de 1ablgi Pf.

2n

! 1 : 2
Seit Knr1..r (respectivement 1nr 3 ) le nombre des X1i
s ke S

(respectivement X_.) contenus dans le blaoc B .
21 nr...rS

1

Les deux histogrammes associés aux échantillons ci-dessus

sont définis crmme suit (a est égal 4 1 ou 2):

k a
Knr...r
n s

1

=igi ngn 3 fﬁa)(x) =

L essT
¥

Etant donné un ordre sur l'ensemble des pavés qui jouxtent

la frontigre de [0.1]8, on prolonge dans cet ordre l'esti-

(a)

mation fn (x) au centre de ces pavés sur la portion de
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frontigére qu'ils recouvrent, le prolongement ne s'effec-

tuant que sur ce qui n'aura pas été prolongé précédemment.

Notons Z1 = (n/kf§ max (F{1)(x)—f(2)(x))/(?(1)(X)) %)
n n n
xe[ﬂ,fﬁ

(1) +

(1) Wi iia !

ot 2, = ~(n/kit min . F ()¢ 2 /e

xe[0,1] °

11 a été montré (Bera(1)) :P( inf S(f“)(x)) =0)=»0
o g R

lorsque n++e, ce qui permet d'introduire une division par

f§1)(x))% dans la définition de 21 (23 AR 8

2
Théoréme 1
3
5i k(Lk) =% lorsque n tend vers 1'infini, alors
£

-(y1/2) -(y2/2)
+

P(z,<b N2, Z,<0NZ) - e o & T
=

(On dira que Z,| et Zé suivent asymptotiguement la loi L.)

Corpollai re: Zi et 22 sont asymptotiquement indépendants au

sens de Paul Levy.

Nous allons établir ce théoréme en utilisant deux variables

Z; et Zé suffisamment proches respectivement de Z1 et 22.

Introduisons quelques nouvelles notations.
Soit i un indice qui varie de 1 a k déterminant le bloc

et notons successivement

NI, ,ss L
1 s
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- C, 1'événement (XeB Y s
i nrpe.r

- p, = PlXeC,) = f F(t)dt ,

Nous pouvons écrire
i

2, = maxt (8] - CR T b
et

]

Z, '"‘i“((ﬂsi & z‘i)/(fﬂ)%) :

Par ailleurs, lorsque n tend vers 1l'infini,

— -1 A
P gk sup f(x) et donc p Lk tend vers O,

Xefn,1]

-1
P k inf i flxdis ot (Lk)afnp GnE k(Lk)a/n, et donc
= XG[U.1] =

3
(Lk) " /np tend vers 0.

Posons

o i 5 -

Z; = ie‘E?Tk] ((1‘&n - 508.)/(np,) Yes

et

b e i i *°.
ie"ﬁr:k] G e 2‘6n)/(npi) Y

I r4 : z ~ - 3 :
Nous établirons le théoreme 1 2 partir des lemmes suivants:

Lemme 1

8i, lorsque n tend vers 1'infini, E Lk tend vers 0, ce que
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nous appellerons condition (I), et (Lk)a/np tend vers O,
ce que nous appellerons condition (II), alors le couple

( ;,Zé) suit asymptotiquement la loi L.

Lemme 2

Sous les conditions du Lemme 1, A étant un réel fixé supé~
rieur 3 V2, |1%i - Zﬁil < ZA(npiLk)i :

la majoration en probabiiité gtant uniforme en i.

Lemme 3

Si le couple (Z!,Z!) suit asymptotiquement la loi L, et si
les quantités (Lk) (Za- Z;) tendent en probabilité vers
0 lorsgque n tend vers 1l'infini, pour a = 1,2, alors le
couple (21,22) suit également asymptotiquement la loi L.
Lemme 4

Sous les conditions du lemme 1, A étant un réel fixé supé-
rieur a V2, 1Bi > np; - A(npiLk)% >

p
et

; ¥
3
1§n < npi + A(npiLk) ;

les majorations en probabilité étant uniformes en i.

Les résultats des lemmes 3 et 4 ont é€té €tablis par Bera
dans (1). Admettons pour l'instant le lemme 2 et montrons
que sous leg conditions de ce lemme les conditions du lem-
me 4 sont alors vérifiées.

Considérans T, = (LF |z, - 21].

1
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Nous avons alors

T1$m:x( " 2%;H(1‘5:)% 2 (”F’iflr “Lk/“pifoi)% b

Les majorations qui suivent sont uniformes en i:
5 i +
| ¥goe z‘gnl LrEMnpREk i)
p
et

ik z ¥ i+ ¥

(DT - (np )7 < Almp LV/((3 )T+ (np)7T).
P
Gk 3 ; ; R EL 5

Comme 16n : D1npi Y] D1 est un réel fixé inférieur stric-
tement 3 1 d'aprés le lemme 3, il vient

g0 1

L T -4
((.Iin) + (npi) FEngdy, (hpi) 5
ce qui montre que T1 est uniformément majoré en probabilité
ar max(2A(n Lk}%A( Lk)%D ( )-%(Lk)%( )-%D_1fﬁ )-%
e Py "Pj 2'"Py i e . Bl
soit

3 .

T % m?x(Da((Lk) /rp,)*) = D,

et donc T1 B 0 lorsque n tend vers l'infini. On montre de

méme que T_. —» 0.
2 p
Il reste 3 montrer les lemmes 1 et 2. La démonstration se

fait en cing étapes.

l2re étape

On peut écrire P(Z2!¢8,¥2,2:¢8.Y2) = P(01G.), ol G, est
| R 2.2 ;i i

1'événement

(- (2np )70, ¢ ¥ - AP ¢ (2np )79, ).

Com; =) & v
arr'-neP(?Gi) ] P(LijGi).ou
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8
= k=1
P(y Gi) = 51 - 52 #2004 Sl b an (=19) Sk,
et
r A ° PilRsneni By Joi
I o : 1 T
1$11(126--(1r4k 1 T

Soit H un entier fixé. Les inégalités de Bonferroni per-
mettent d'encadrer la somme définissant P(L’Ei) par les
deux sommes partielles 3 l'ordre H-1 et a i'ordre He
Considérons un entier r compris entre 1 et H. Dans ce qui

suit, le r-uplet (i ""ir) est supposé vérifier

1
1gi1¢..<ir4k.

Nous dirons gu'une fonction g¢(n), qui dépend du r-uplet
(i1,u.,ir), tend vers zéro uniformément, et nous noterons
g(n)ﬁﬂ,'s‘il existe une fanction €'(n) qui ne dépend que
de n, tend vers zero lorsgue n tend vers 1'infini, et
vérifie |e(n)|¢e'(n).

Nous allons montrer que P(Ei ...Ei ) est de la forme
1 E

syl myar2
(dsgin)) e | # e 2 W2dRK)T, avec €(n)a0.

Nous aurons alors
-y1/2 -y2/2

Sr = (1+Er(n))((e +e )/2¥m) T /c1, avec Er(n)9ﬂ.
Notons

—y1/2 —y2/2 3
5! = ((e + e y/2N®) T /r1. Soit €' fixé positif.

Yy et Yy étant fixés, il existe un réel HD qui vérifie
—y1/2 —y2/2

lexPF(ZVﬁ)-1(e + B D) -1+S;-Sé+.“+(-1)K'1sk[< g’

pour tout K supérieur ou égal a HD. Imposons 3 H d'&tre

supérieur strictement & H, et posons EH(n) = s%p(er(n)),
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ol r varie de 1 & H.

Alors |(1-51+u.+(-1)HSH) - (1-S{+".+(—1)HSA)I est majoté

par gH(n)(1+S;+..+SA)'et donc par E?(n)w(y1'y2)’ ol
i —y1/2 Y5 2

qﬂy1,y2} = exp((ZVﬁ) (e + e Yl

La méme majoration est appliquée a la différence des deux

sommes alternées effectuée 3 1'ordre H-1. Par conséquent

P{f\Gi) se trouve encadré par deux quantités dont la limi-
=

te lorsgue n tend vers 1'infini se trouve & une distance
- 89 —.y1/2 "'_‘jz/z
gl arbitraire de exp(-(2y%) (e + B )) et ceci

achévera la démanstration du Lemme 1.

Z2éme &tape
Soit A un réel strictement positif. Nous notons pour sim-

plifier (a = 1 ou 2)
S

(a) q
nq = aKn et hﬁ - pi ’
q
(q) (a) +
ar1 = (”q £ mrq (1'% A(Lk/an) )
(q) (a) +
SN (nq S T (1 - A(Lk/n'ﬂ'q)‘) ),
Cad - i) (q) (q) (q)
A AT G
2
E nE(q),
q=1
" S S (q)
et Gi _GlnE 5
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La difficulté vient de 1'impossibilité d'une évaluation

directe de P(Ei... Ei ). Nous allons donc remplacer par
1 T o] =
une quantité équivalente P(Gi S Gi Vs
1 T
Nous avons notamment

P(Gi ...Gi } L P(Gi ...Gi 1,
1 : of 1 T
et

BIG. yoiB. ) mPIlE.  azek. B 2808 .. Bs ET,
i 0 i i i i

1 T A T 1 ¥

ce qui entraine

PR, s0e B, ) L TEY L0B% YT 4iR(E).
i i i £
1 = 1 1
Par conséquent,

P(E_ ...E, ) et P(G! ...G' ) seront équivalents si P(E)
i i 5 i

1 T 1 T
est de la forme
e(n)P(G'... G! ), avec €(n) - 0.
dy i, u
Sous les conditions (I) et (II) du Lemme 1, les majorations
suivantes ont &té établies (cf Bera dans (I)):
2 3
PCFLA) ¢ (1eeln)) (exp(-(A%/2)LK (1+8(n)))) /A(2nLK)T,
ol a et b =1,2 et q varie de 1 & r, avec E(n)g s
Ceci entraine

P(E) < 4H(1+£(n))(exp(-(Az/Q)Lk(1+€(n))))/A(ZﬂLk)%, avec

g(n)s0 quand n tend vers l'infini.

Jéme étape
Les deux r-uplets (n£13.”.,n£1)) et (ngzl...,nLZ)) ont une

loi de probabilité conjointe définie par le produit de

deux lois multinomiales. Par conséquent,



on

ineé

Comparaison de deux estimations indépendantes de la densité
11

P(G! ...6! ) = zZ T
i i = £
1 r ("£1)’“52))Eﬁii ‘”i1)'”£2))esir
UL =0,-0 , =t (a) (a) y(a)

(a) 1 T
7 o (n!/n1 Peeo n_ !(n-Nr }!)Tq eee T (1_wr)

oll npus notons

ey

b i

n:a)‘ﬁ- .t + I'I(a),

et wr = ﬂ1+ ---+ﬂ£ » 8 étant un entier égal & 1 ou 2.

Sous les conditions (I) et (II) du lemme 1, chacune des

deux lois multinomiales est équivalente 3 un produit de

lois de Poisson lorsque les conditions aF(q) sont vérifiées
pour a=1,2 et b=1,2 et q=1 & r (cf Bera (1)). Cette
équivalence est uniforme dans le choix des r-uplets {i1..ir).
On peut alors écrire

: MO

a = (1+e(n)) gz}exp(—ZHﬂq)(an) q q /né1)!n;2)!’
svec <(n)50.

Intervertissons somme et produit dans l'expression qui

définit P(Ei ...El ). Il vient alors:
1 T

— iy T
PAB VRSB )= Taetn) ) LT ¢ 5 i
1 1 2 - q
: ¥ el (h(T),n(Z})eGE
q v
q
TR e sDiky 2
Y = exp(=2nr )(nmw ) 9 q /n(1)!n(2)! .
1 9 5 q q

4&me Etape
La difficulté réside en fait principalement dans 1'évalua-

tion asymptotique de la quantité R =

“ q
(né1).n;2))egi

q
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Simplifions & nouveau les notations et posons

gereciuy)E aals i i,
1 qsz q.P-q:
et
m, +m,
= = 6 ek
X(m1,m2) exp(=2np).(np) /mi'm2'
La somme R se décompose en deux sommes doubles R1 et R2,
avec R1 = Z_X(m1,m2), ol D1 est le domaine défini par les

D

trois inégalités

N
= 7 =Y
|TI1 mz 7 (an) 62 M1 »

1
=

me < np(1+A(Lk/np)%)

]
=

my Y np(1—A(Lk/np)%) 3

et R2 = E_X(m1,m2), ol D2 est le domaine défini par les
D
trois iné%alités

1
Z
m1 = m2 $_(2np) 01 = M& ’

' 1
m > M3 et m, < M2 .
Les bornes imposées dans les trois inégalités gui définis-

sent chaque domaine IJ1 et D2 ne sont pas des valeurs entie-

res en général. Il existe des réels h’, h 4

27 et h3. h, ma-

jorés en valeur absolue par 1 tels gque les qguatre expres-

sions Mi - Mi + hi (i varie de 1 3 4) soient les bornes

Bl B iy = e

entigéres atteintes dans D1 et D2 par m,, m, 1 >

D1 et D2 sont donc définis par

(m‘I -m, ) M1, m < M2 L Ma )

L=
]

D. = (m1 - m2 < M4' m, 2,M3 > My = MZ P

Pour faciliter la compréhension de ce gui suit, nous avons

représenté sur un graphique présenté en Annexe les points
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de coordommnées (m1,m2). Les domaines D1 et D2 sont consti-

tués par les ponints 3 coordonnées entigres contenus dans
deux triangles. Pour la suite de l'exposé, nous décrirons
les différents domaines étudiés a 1'aide de ce graphique.
Ainsi 3 D, correspond le triangle (A1A2E1).

Pour évaluer la somme RT’ nous allons montrer l'équivalence
de cette guantité et de la somme des X(m1.m2) sur le domai-

ne défini par la bande B comprise entre la droite (A1A2)

. Ly, % i ’
(incluse) d'équation m, m2 M1 et la droite (C182}

(excluse) d'éguation m, - m. = M_ - M_.

1 2 2 3
T
Remarquons que M2 = np(1+A(Lk/np)*) - h2' avec U$h2<l,

1
et M3 = np(1-A(Lk/np)%) + h3' avec U$h3<1. Par conséguent
M, - My = 2A(npLk)? - h avec Ogh¢2.

Nous allons utiliser une méthode de grandes déviations

permettant d'évaluer cette nouvelle somme comme la diffé-

rence de la somme des X(m1,m2) pour les points {m1,m2)

si tués dans le demi-plan situé sous la droite (A1A2).

d'éguation my=m, M‘ et de la somms des X(m1,m2} pour

les points (m1,m2) situés dans le demi-plan situé sous la

M
27 My =My

Nous utiliserons la fonction 9 définie sur-les réels par

droite (C1C2) d'é&quation mo=m

7 4 ok -x
1'égquation g*(x) = x e " . Rappelons que 9 est croissante

sur l'intervalle [D,d] et décroissante sur l'intervalle
Dﬂ,+uﬂ.
(1)

Posons T = P(X}Mz) ol X suit une loi de Poisson de para-

meétre np. 5i o est un entier fixé minoré par M2, gd est
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croissante dans l'intervalle [lpd ,anj+1], ol anJ est
la partie entigre de np. Si X' et X" suivent respectivement
des lois de Poisson de paramgtre Lnp] et |np}+1, il vient

alors l'inégalité suivante:

02 pixomy) <10 s poxnmy).

(1) (1) par la méthode de grandes

Nous allons évaluer U et V

déviations (voir par exemple Cramer(2) ou Feller(3)).

Théoréme de grandes déviations

Considérons une variable aléatoire Y dont la fonction carac-
téristique est holomorphe dans un voisinage ouvert de

lVarigine. Seit (¥ ,.u.YN) un échantillon de taille N de Y

1

et soit FN(x) la fonction de répartition de la somme rédui-
. X

te (Y1+u.+YN—NE(Y})/G(Y)N‘, ot E(Y) et o(Y) sont respecti-

vement l'espérance et l'écart-type de Y. Alors, si x est

N1/6) et si N est 1la

une fonction de N vérifiant x = of
fonction de répartition de la loi mormale centrée réduite,
1 - FN(X) = (14(N))(1 -™(x)), la fonction g(N) ne dépen-
dant que de 1la distribution de Y et de N.

Une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson
de paramétre N peut s'interpréter comme la somme de N
variables indépendantes suivant une loi de Poisson de pa-
ramétre 1. Appliquons donc le théoréme des grandes dévia-
tions aux variables X' et X" avec N = anJ+c, ot c=0 ou 1,
et Y gui suit une loi de Poisson de paramétre 1 (E(Y)=1,
6{Y)=1) et enfin x(N) = (M2—N)/N%.

D'aprés ce qui précede, si c' = np - anJ,
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x(N) = (AlnpLi)Fon —cact)/(npre-ct), et donc
x(N) = A(Lk)%(1+ﬂ(1/(np}%))- Ceci entraine que
e x(N)N-1/5 est majoré p;r A((Lk)a/np)1/6(1+D(1/(np)%),
g shademean it Bettily o s(N)ﬁUT .

Par ailleurs, lorsque t tend vers 1'infini, on a

+o 2 2
1 -m(t) = St e /2 dx = t-1e—t /2
1) (1

Ainsi, U( et V ) sont tous deux de la forme

(1+0(1/¢)).

(1+E(n))exp(~(A2/2)Lk)/A(Zﬂtk)%), ainsi que T(1) qu'ils
encadrent.

(1)

rac Nous avons 2insi obtenu une majoration pour la somme T

des X(m1,m2) pour les points (m1,m2) situés dans le demi-
plan situé & la droite de la droite {A1E1) d'équation
G11) )

ui- m1}M2. Cette somme T majore la somme 51

1= pour les points (m1,m2) situés dans l'intersection du domai -

des X(mi’mZ)

ne précédent et de la bande B.

On obtient de mé@me une majoration pour la samme 5(2) des

1

n- X(m1,m2) situés dans B et vérifiant myMy. Ainsi
(1)

8, e (T+E(ﬂ))EXP(-(AZ/Z)LR)/A(ZﬂLk)%)- E(H)ﬁﬂ,

| et

SR BRI S taR) Ik ki Fy e(n)30.

Etablissans maintenant une majoration pour la somme 553)
des X(m1,m2) pour les paoints (m1,m2) situés dans le domai-
ne défini comme 1'intersection de la bande B et du demi-plan

d'équation m1 + m2 S 2M2 situé au dessus de la droite (B1E1).
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2)

La somme 52 se majore par la somme compl&te des X(mi,mE)
sur le demi-plan d'équation my +m, B 2M2, qui peut
s'écrire P(X?ZMz), ot X suit une loi de Poisson de paramé-
treiiZnpe

Comme m + m, > 2M2 = 2np + 2A(mpkk)® - 2h2, avec h2 com-

m‘l+ rn2 -2x est croi
pris entre 0 et 1, la fomnction g(x) = x e =

sante sur l'intervalle [LanJ.LanJ+1]. Utilisons comme
pour T(1) une technique d'encadrement et une méﬁhode de
grandes déviations avec N = [2np]+ by allebn = 0 g ok det

S0 A LRI O

On obtisnt la majoration

*
5{3) ¢ (14e(n))exp(-A%LK) /28 (LK), eln)30.
Une majorstion analogue est obtenue pour 12 somme 554) des

X(m1,m2) pour les points de la bande B vérifiant

s R 2M3. On obtient la méme majoration

1 2
Sgd} (1+E(n))exp(—Asz)/ZA(ka)%, E(n)BD.

<

{5:)

Bien plus délicat est le probléme posé par la somme S1

des X(m ,m2) pour les points (m1,m2) compris dans le rec-

1
tangle restant (B ,B,C,C.)- En effet, dans ce domaine, la

192 1 %2
fanction g n'est plus monotone au voisinage de 2np. C'est
pourquoi nous allons majorer directement 1'écart entre
chaque‘terme de cette somme et le terme correspondant
obtenu en remplagant dans X(m1,m2) np par
¢ = |p]. Notons t, = np - g. On peut écrire en notant

.
AT i R e o (x))
cette fois dgiix onction e ( # gm1+m2 %)),



Comparaison de deux estimations indépendantes de la densité
17

m1+m2-1 e
1) g(b+t,) - glp) = t,g'(c) = t1(m1+m2—2c}(t:) e it s

= t1((m1+m -2c)/c)g(c),00 c est un réel compris entre

2
5 - b et &+t1.
(5)

Dans le domaine qui définit 51 , 11 existe un réel W

H fixé indépendant de n et de (m1,m2) tel que

i 4
2L (m1+mch)/: soit majoré par u = W(Lk/np)“-.

Chisissons n_ tel que pour tout n supérieur a n

g un soit '

D’
inférieur 3 1/2, et supposons n)nu. Nous pouvons itérer

la technique des valeurs intermédiaires, obtenant pour tout

% entier la majoration
g(@+t1) b uﬁ+1g(cl) +(un/(1—un))g(Q), ol cg est un

réel de 1l'intervealle [@,@+t{]. Comme g est continue et donc

8 bornée sur cet intervalle, on peut passer a la limite in-

férieure sur {, et par conséguent obtenir
g(@+t1) - g(®) < 2ung(Q). On minore de mé&me g(@+t1) - g(p)
par -2ung(@). L'encadrement ainsi obtenu étant uniforme

dans le choix du point {m1.m2) sur le domaine qui définit

o(5) (5)

4 » cette somme est équivalente & la somme U1 obtenue

en remplagant w=p par f= | np| car unAD-

Définissons de méme les deux sommes U:a) et U:d) obtenues

en remplagant X(m1,m2) par X'(m1,m2) dans les sommes res-

pectives 553) et 554), ol

|'|'|1“‘|'ﬂ2
Xt{myom,) = exp(-2Lnp) ) (Lnp)) /my tm,!

Un remplace cette fois np par sa partie entigre.

La somme U:3)+ U§4)+ U$5)

F'(X1 - Xz e [MS,MZ]), ol Mg est & une distance inférieuze

peut s'écrire sous la forme
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a 2 de (2np)%62, Mz 4 une distance inférieure & 2 de

ZA(ank)%, X, et X2 sont deux variables indépendantes

qui suivent une loi de Poisson de paramétre N=[np| .
Décomposons X1 et X2 en somme de N variables de Poisson
indépendantes, de paramétre 1, les 2N variables étant
indépendantes.

De x1 = X11+ oo 4R et X2 = X21+ . +X2N on tire

1N

X1 = X2 = (X11—X21)+ 24 +{X1N-X2N), ce qui revient &

considérer X comme la somme de N variables indépen-

1
dantes (Y1, oo ,YN) d'espérance nulle et de variance 2.
Les conditions du théorame de grandes déviations sont véri-

fiées, et ainsi

P(X =X €[M3,M]) = (1-Fy(x; (N)))=(1-F(x,(N))), od

x1(N) - 32(1+U(1/(np)%)) et xZ(N) A(ZLk)%(1+U(1/(np)%)).

Nous obtenons enfin

1-Fy (x, (N)) = (148(N))exp(-(y,/2))/2kdr, &(n)y0,
1—FN(x2(N)) = (1+E(N))axp(—Asz)/ZA(ﬂLk)%, g(n)aﬂ.
Supposons A supérieur a V2. Alors exp(—Asz) et
Exp(-(AZ/Z)Lk) sont des infiniments petits devant k-1, et
Ui (B = (1re(n))exp(-(y,/2))/2k¥F, €(n)g0.
U§3) et U£4) sont majorés par les mémes quanmtités que 553)
et 534), a savmir(axp{-Asz)/ZA(ﬂLk)%I1+E(n)).(cette fois
on change np en Lnp), ce qui est presque la méme chose
Gue de changer 2np en L2np)).

Nous avons montré & ce stade:

u$3) 4 (4) _

€(nly(n), U "" = € (n)y(n), ot Y(n)= Exp(-(y2/2))/2kﬁ
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et E(n)tD. ceci entraine U§5) = (1+8(n))y(n), E{H)EU'
Mois 51°) U£5)(1+E(n)), €(n)20, et sg'), 5:2), 5{3) ot
5(4)

1 sont de la forme E(n)w(n), avec e(n)ﬂﬂ.

Comme R1 = 5:3)+5§d)+5§5)-551)-552),

on en déduit enfin
Ry = (1+&(n))¥(n) = (1+E(n))exp€-y2/2))/2kﬁ, g(n)-l)JEI.
Un raisonnement symétrique permet d'obtenir

R2 = (1+E(n))exp(-y1/2)/2k§F, g(n)tﬂ.

Séme étape

Les résultats obtenus permettent d'obtenir
L -y, /2) =(y,/2)
R = (1+&(n)) (2kIm "~ (e + e ), e(n)s0.

Ceci donne 1'équivalent uniformz dans le choix de (11..i )
= Exi -(y,/2) -(y,/2)
PBY «+ B} ) = (eBm(2km (e "1 4 e T2 )T, e(nyo.
1 *r
L'éguivalence entre P(G' .. G! ) et P(E. ate E_ ) sera assu-
= lr *1 1r
rée dés que P(E) sera infiniment petit devant P(Gi e Gi )

1 T
ce qui est le cas en raison des résultats de 1'étape 2 dés

que BXP(-(A2/2)Lk) est un o(k'H), soit A > (2H)%.

Nous montrons maintenant le lemme 2.
k

11 faut établir P L Bl o 1

ir (JD’(I,sn ¥ )<2Anp L)) 51,
Ceci revient a majorer, en raisonnant encore sur 1'événe-
ment contraire, les quantités P(E?) définies par

3
P(G") = p i i 2 pa=X i
1) ((‘13n = ZKI"I')ZA(npiLk) )), ou 1*6n et 2\&1'1 sont

deux varisbles binomiales indépendantes.

—-{3) P .
Notons Gi = 5; N Eq(l). od g(i) est le q correspondant
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a4 i comme défini dans les notations de l'étape 1 (iq est

1'un des r indices du r-uplet (i1,...ir}).

Comme dans le lemme 1, P(G

(i)

< P(E;) et
P(E") < P(E'3)) + p(EYY)y, o

X o b 8
< 4(1+g(n)) (exp(=(A2/2)LKk (14€(n})))/A(2rLk)E,

~
avec e€(n)+0. Nous évaluons toujours P(E§3
u

P('Eq(i))
)) par l'équi-

valence entre la loi multinomiale et la loi de Poisson sous
Eq(i).

le conditionnement défini par Il vient

P(G(S)) (1+E(n))P({|m -m,|>2A(np; Lk)%)) €(n)=0,

1

: =153 *
soit P(Gi ) = 2(1+E(n))P(m1-m2>2ﬂ(npiLk) 1F3 E(n)ﬁﬂs
ol nous reprenons maintenant les notations de 1l'étape 4
de la démonstration du lemme 1, et m, et m, suivent une loi
de Poisson de paramétre Pie D'aprés les résultats de cette
4zme étape, P(G.0)) = 2(1+€(n)exp(-A%Lk) /AL E, ¢ (n)a0,
et finalement, A' étant un réel fixé,

- 3
P(E]) & A'exp(-(A%/2)Lk(1+€(n)))/(LK)T, £(n)30, ce aqui
achéve la démonstration du lemme 2 dés que Azﬂf, car
alors 2 P(G") > 0.

i=f

IT - Nous dennons maintenant un théoréme concernant la loi
limite conjointe des valeurs extr&mes partielles de

1 1
N 60 — @ oMot

n n n
Considérons une partition de [1,k]en plusieurs familles
R1,..,R{ob 4 est un entier fixé&. Supposons que le nombre
d'éléments de chaque Rm, que nous noterons #Rm, vérifie

#Rm = jm(n)k, avec jm(H)Qghﬁ réel fixé lorsque nay .

Soit y“,..,_ym,ym,..,yza un ensemble de 2L réels fixés
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et notens @ 1'expression (2Lk—k_k+y )% pour a=1,2 et
am 2 am

me[1 ,E] .

Soit Um la partie de [0,1]5 définie par l'union des
B lorsque l'indice i décrit l'ensemble R _.
nr1..rs m

Définissons enfin les valeurs extr8mes partielles

2™ - (nsotmax ({7 60 -t B sz b,

xel
m
y - g
soit ng) = .max((lfi - ZXi)/(1Si)T)-
ieR
et 5
™ (k) Fnin((r ) 1) - 2B a0y ),
xel o i g
m
soit Zém) = Tmin((1Xi - zﬁi)/(1%i)%}-
:.eRm

Théoréme II
5i k(Lk)a/n 50 lgrsdue n 'y &)
(m) (m)
POz, <a1m¢§),51(22 <6,,12))
-y1m/2 _yZm/2
+ e )

]
S exp(-(1/20F) & .nﬂ (s

m=1

).

Ce théoreme générelise le théorgéme 1 et montre l'indépen-

dance asymptotique des statistiques Z;m) (a=1,2 et me[1.a]).

La démonstration suit le m@me schéma que celle du théoréme
1. Nous généralisons la définition de 1'événement Gi intro-

duit dans 1'étepe 1 de la démonstration du lemme 1 en

Posafit 6d 2 (i(2n )’156 appd . <F. gon )*e )
i Pi! 01m $4d, — 23,8 Ha! Pyt
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ot m est 1l'indice qui vérifie ieﬁm.
Pour évaluer la quantité P(Ei .o Ei ), nous supposans
1 o

que dans le r-uplet (i1,--.ir)-

9 des i, proviennent de R

" e

q% des iA proviennent de R

j,’
avec bien entendu q1+..+q2= i

Reprenons maintenant les notations simplifiées du lemme 1,

4gme étape. Si ideﬂm’ l'exprei?}?:n(z)

{ng " ang )eB!
est de la forme

N /2 e 2 /2
(1+e(n))(1/2fmk" (e '™ +e " ), avec E(n)0.

Les majorations utilisées dans le lemme 1 permettent alors

d'obtenir sous les conditions du théoréme II
= i » A a2 R 2
P(B, «wuB, )=(1+8(n))k Pt At oy Al i
1 r j=1
Il reste & évaluer la somme

8 b ISR S
* 1si1<--<irsk 1 T

Le nombre des r-uplets (ii""ir) analogues a celui étudié

plus haut est donné par l'expression

q q q q

1 '} 1 L

C e e [: = C o e E .

4R R )k (n)k

T N Ay

Ainsi,

S_ =(1+8(n))(2k{H)""E ..L2 cc|1 q"' . W, ob

* PR P R UL S S L
i -y, ./2 -y ./2

w=TI] (e 1 ik oo ), avec q1+..+q£= Taat E(n)ﬁﬂ.
5=1
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Remarquons maintenant que lorsque n tend vers 1l'infini,
(e k- 5 T o le nomb des term d
Aj(”)k - {jj) /qJ y 8t gue le mbre des termes de

la somme S_ est borné par une constante qui ne dépend pas
G
de n. Far conséquent,.

-r i 0
5.2 (2@) 7 (1/x1)( EJ\j(e
j=1
achéve la démonstration du théorsme II.

N, l2 =y, /2
1] et 1)F, ce qui
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Annexe

Nous donnons en Annexe plusieurs diagrammes permettant de

suivre les développements de le partie 4 de la démonstra-

tion du lemme 1 du théoréme I. Les coordonnées des points

de la figure 1 sont les suivantes:

A, = (ME'ME—M1) AJ(np+A(ank)%,np+A(ank)%- an)%ez)

A2 = (N3—M1,M3) N (npuA(ank)%— (2np)%62,np7A(ank)%)

B1 = (M2+M1/2,MZ-M1/2)M(np-A(ank)%+%(2np)%52.np+A(ﬂka)%

—4:(2np)‘1“gz)

{M3+M‘/2,M -M /z)m(np-A(ank)%+4-(2np)":“e ,np-Atank)J"
G| = 2

‘%(an)rez)
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=1 s
E1 - (MZ’MB) ~n (np+A(npLk)*,np-A(npLk)*)
2
H1 B (Mz,np) ~(np+A(npLk)“,np)

L
]

B (M3,np) N(np,np—A(ank)%)

C0= (np,np)

Le symbole ) signifie un écart inférieur a 2 entre les
coordonnées, provenant des problémes de borne entiére
rencontrés dans le lemme 1.

Les trois droites gqui semblent concourir en C1 et Cz ne
sont pas concourantes. Ces points sont entourés d'un petit

cercle.

Regu en Octobre 1981

| -
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