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Résumé — Nous proposons une analyse de la fréquence cardiaque de marathoniens, mise en oeuvre par le calcul de spectres multifractals basés
sur les p-exposants; nous en déduisons des conclusions physiologiques sur leurs performances. Cette analyse permet de mettre en évidence les
perturbations de 1’autorégulation de la fréquence cardiaque au cours du marathon, ce qui n’a été observé pour le moment que par des échelles de

ressenti des marathoniens au cours de la course.

Abstract — We propose an analysis of heart rate marathon runners implemented by computing a multifractal spectrum based on p-exponents.
We draw physiological conclusions about their performance. Finally, we link this analysis with the disturbances of the heart rate autoregulation
during the marathon, which had been put in evidence up to now only by scales of feeling of marathon runners during the race.

1 Introduction

Au cours de I’évolution, la physiologie humaine a été op-
timisée pour couvrir de grandes distances afin de trouver suf-
fisamment de nourriture pour soutenir le métabolisme du cer-
veau. La popularité du marathon chez les humains est un héri-
tage de notre capacité a courir de longues distances en utilisant
le métabolisme aérobie. Le nombre de participants au mara-
thon de Londres est passé de 7 000 a 35 000 au cours des 30
dernieres années et la participation aux courses sur route en
général a augmenté de plus de 50% au cours de la derniere
décennie. Cette popularité est caractérisée par I’émergence de
marathoniens amateurs. Ils disposent désormais de cardiofré-
quence metres GPS et cherchent a courir dans une zone de vi-
tesse ou de fréquence cardiaque (FC) sans bases théoriques et
subissent une chute drastique de leur vitesse a partir du 25¢me
km. D’autres coureurs préferent courir "a la sensation" et un
défi important est d’analyser et d’interpréter les séries tempo-
relles de leurs réponses physiologiques pour les aider a amélio-
rer leurs performances.

A partir des années 1990, de nombreux auteurs ont mis en
évidence le comportement fractal de données physiologiques
[2, 4]. En 2005, une premiere analyse multifractale sur la FC
de marathoniens a été effectuée avec la MMTO (méthode des
maxima de la transformée en ondelettes) [13]. Cette étude fiit
complétée en 2009 en utilisant deux autres méthodes d’analyse
multifractale, basées sur les DFA (Detrended Fluctuation Ana-
lysis) et les coefficients d’ondelettes dominants appliquées sur

des primitives des signaux [12]. Les comparaisons entre ces
résultats sont difficiles; en effet ces méthodes ne conduisent
pas a des analyses associées au méme exposant de régularité :
la MMTO est adaptée au weak scaling exponent [10], 1a DFA
au 2-exposant [7], et les coefficients dominants a I’exposant
de Holder [5]. De plus on ne dispose de résultats mathéma-
tiques généraux de validité que pour la méthode des coeffi-
cients dominants [5]. La comparaison de I’analyse de la FC
dans la premiere moitié et le dernier quart du semi-marathon,
lorsque le coureur a commencé a avoir un épuisement du gly-
cogene (cause majeure de la diminution de la vitesse a la fin
de la course) met en évidence un changement dans la dyna-
mique de la FC [12]. Cette étude a révélé que la fatigue affecte
les propriétés de régularité du signal, ainsi qu’une diminution
constante des rapports entre la vitesse, la cadence de pas, les
réponses cardiorespiratoires (fréquence respiratoire, cardiaque,
volume d’oxygene consommé) et le niveau de taux de percep-
tion de I’épuisement (Rate of Perception of Exhaustion (RPE)),
selon I’échelle psychophysiologique de Borg.

Nous confirmons et complétons ces études en montrant qu’une
analyse multifractale basée sur les p-exposants permet de tra-
vailler directement sur les données (et non sur des primitives) et
caractérise plus précisément les modifications physiologiques
durant un marathon.



2 Analyse avec les p-leaders

2.1 Exposants de régularités ponctuelles

Soient X € L2 (R), tp € Ret o > 0; X appartient a
C*(tg) s’il existe un polynéme P;, et K, > 0 tels que V¢ €
[t() -, to + 7’}, |X(t) — Pto (t — t())‘ < K|t — t()‘a. L’exposant
de Holder ponctuel est hx (tg) = sup{a : X € C*(tg)}. Cet
exposant n’est pas défini si X n’est pas localement borné ; on
utilise alors la notion suivante adaptée au cadre LP [6]. Soient
pe(l,+oo, X € LT (R),to € Reta > —1/p; X € TE(to)

s’il existe un polynéme P, , K, R > 0 tels que

to+r %
vr <R, (1/ X (1) — Py (t — t0)|”dt> < Kr®,
rJy

o—"T

Le p-exposant de X est hg?) (to) = sup{a : X € TE(ty)}.

Lorsque p = +o00, on retrouve 1’exposant de Holder. Cet ex-
posants de régularité se caractérise par les coefficients d’onde-
lettes de 1la maniére suivante.

2.2 Coefficients dominants et p-leaders

Soit ¥ une "ondelette", c’est-a-dire une fonction réguliére et
bien localisée telle que les {t); 1, (t) = 29/2¢)(27t — k) }(j p) ez
forment une base orthonormée de L?(R). Les coefficients d’on-
delette de X sont définis par c; , = 29/2 [, X (t)1;x(t)dt. Tls
permettent de déterminer la valeur de 1’exposant de régularité
uniforme H,,;, de X qui est caractérisé par regression log-log

sup|cj,k| ~ 9~ Hminj D
k

(dans la limite des petites échelles, c’est-a-dire quand 7 —
+00). Si Hppin > 0, alors f est localement bornée et on peut
déterminer 1’exposant de Holder ponctuel de X de la fagon sui-
vante : On note un intervalle dyadique A = X\, = [k277, (k +
1)277] et la réunion avec ses deux voisins est 3\ = [(k —
1)277, (k + 2)277[. Les coefficients dominants de X sont dé-
finis par I, = supy,cs3y |cx|. Ils permettent de caractériser
les exposants de Holder ponctuels si H,,;, > 0 puisque pour
Jj — 400, ona (pourles \; , contenant x) I 5 ~ 2-dhx(x) of
[1]. Si Hpin < 0, Pexposant de Holder de X n’est plus défini,
mais, il est possible de travailler sur une intégrée fractionnaires
de X d’ordre v > —H,,;,. Pour éviter une telle transforma-
tion, on peut utiliser le p-exposant pour des valeurs de p telles
que X € LP(R). Pour déterminer la valeur d’un tel p, il suffit
de vérifier que n(p) > 0 ou la fonction d’échelle ondelette 1
est définie par 277 3", |c; k[P ~ 277 Soit X € L} (R).
1

loc
(p) _

Les p-leaders sont définis par [’} = (Z/\'cs,\ leas |p2j—j’) »

IIs permettent de caractériser les p-exposants si n(p) > 0; on
a: () ~omih 27 1 g,
2.3 p-spectre multifractal

L’ analyse multifractale a pour objet 1’étude de signaux dont
I’exposant de régularité ponctuelle varie fortement d’un point a

. , . »
un autre. Le p-spectre multifractal d’une fonction X € L} (R),

est DY i H > dimy ({ € R : h(2) = H } ), oudimyy
désigne la dimension de Hausdorff. Il est en général impossible
de calculer point par point les p-exposants de données expéri-
mentales. On estime plutot le p-spectre de la fagon suivante.

. q . ~(p
soit $¢(j,q) = 279 53, (1%))". 81 5,(j,q) ~ 29K,
on appelle gf)(q) la p-fonction d’échelle. Sa transformée de
Legendre [,()‘?)(H) = infoer{l + ¢H — Cg?) (q)} permet d’es-
timer le p-spectre. En effet Dg?) (H) < Lg?)(H) (5, 6].

3 Analyse multifractale de la fréquence
cardiaque

Nous analysons la fréquences cardiaque de 8 marathoniens
(des hommes de la méme tranche d’4age), cf. la Fig. 1. Nous
avons également considéré la cadence et I’accélération, mais
elles ne permettent pas de mettre en évidence des parametres
pertinents pour la classification; cela peut étre di au fait que,
contrairement a la cadence ou 1’accélération, le coureur ne con-
trole pas directement son rythme cardiaque.
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FIGURE 1 — Fréquence cardiaque d’un marathonien.

3.1 Estimation du parametre H,,;,

Le parametre H,,;,, cf. (1), permet de déterminer si une ana-
lyse basée sur les coefficients dominants est possible, et nous
verrons qu’il est également un parametre de classification im-
portant. La Fig. 2 est un exemple d’estimations de cette valeur :
la régression est effectuée entre j = 8 et 5 = 11 (soit environ
entre 26s et 3min25s), échelles identifiées comme pertinentes
pour les données physiologiques, cf. [3].

Pour la plupart des marathoniens, on obtient que H,,;, < 0
(cf. 1a Table 1) ce qui justifie I’utilisation des p-leaders. Il est
alors nécessaire de déterminer pour quelle valeurs de p on a
C(p) > 0, cf. les Fig. 3 et 4. Suite a cette premiére analyse,
nous allons effectuer une analyse basée sur les p-leaders de la
fréquence cardiaque.

3.2 Détermination des 1-spectres

Nous avons choisi de prendre p = 1 et p = 1,4 pour le
calcul des p-leaders car les données étudiées vérifient toujours
¢(p) > 0 pour ces valeurs, cf. la Fig. 3. La Fig. 4 fournit un
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FIGURE 2 — Estimation par régression log-log du H,,,;,, d’une
fréquence cardiaque. Le bon alignement des points montre que
la régression linéaire permet d’estimer avec précision la valeur
de Hp,in, et qu’il est négatif.
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FIGURE 3 — Exemple de fonction d’échelle ondelette de la
fréquence cardiaque. Elle permet de déterminer les p tels que
¢(p) > 0. L’estimation du p spectre est alors possible.

tel exemple d’estimation de 7(1). Il est alors justifié d’estimer
le 1-spectre multifractal pour les données physiologiques sur la
fréquence cardiaque des marathoniens. Sur la Fig. 5, on repré-
sente un exemple de 1-spectre de Legendre.
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FIGURE 4 — Estimation par régression log-log de la fonction
d’échelle ondelettes de la fréquence cardiaque pour p = 1. La
pente de la régression est positive. L’utilisation de 1-leaders
pour I’analyse multifractale est ainsi justifiée.

On effectue alors une classification des données sur les 8
marathoniens avec des valeurs p = 1 et p = 1,4 (cf. Table 1).

Dans la Fig. 6, on représente pour chaque marathonien les
valeur (H,pin,ct) ou cf est la valeur de H pour laquelle le
maximum du p-spectre est atteint. Il correspond mathématique-
ment a I’exposant presque partout du signal. Les valeurs de c}
restent trés proches de 0, 4 tandis que celles du H,,;, varient
fortement, mettant en évidence des différences entre coureurs
plus ou moins expérimentés. Les autres parametres permettant
de caractériser la forme des spectres (c5 et ¢4 [2]) ne s’averent
pas pertinents pour la classification, ainsi nous ne les présente-
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FIGURE 5 — Estimations de la fonction d’échelle 1-leaders de
la fréquence cardiaque (2 gauche) et de sa transformée de Le-
gendre (2 droite). La partie gauche du spectre débute pour des
exposants H < 0 confirmant ainsi la présence de singularités
d’exposant négatif dans le signal.

TABLE 1 — Analyse multifractale de la fréquence cardiaque des
marathoniens (H,,;, et ¢; sont respectivement le H,,;, et c; de
la primitive du signal)

Hmin Hmin C% 0174 E% Ei4
Ml || —0,2768| 0,7232 | 0,8099 | 0,8064 | 1,8242 1,8213
M2 || —0,0063| 0,9937 | 0,4564 | 0,4043 | 1,3926 1,3509
M3 || —0,0039| 0,9961 | 0,6856 | 0,6625 | 1,6942 1,6351
M4 || —0,1633] 0,8367 | 0,6938 | 0,6785 | 1,6653 | 1,6636
M5 || —0,2434| 0,7566 | 0,5835 | 0,5689 | 1,5401 1,5224
M6 || —0,3296| 0,6704 | 0,5809 | 0,5636 | 1,5644 | 1,5500
M7 || 0,1099 | 1,1099 | 0,5652 | 0,5483 | 1,4754 | 1,4379
M8 || —0,5380| 0,4620 | 0,3382 | 0,2977 | 1,2588 1,2086

rons pas. Le coureur M8 qui présente le H,,;,, le plus petit est
le seul coureur de frail, et il a surpassé son précédent record;
de plus, il est le plus entrainé avec une fagon de courir (nombre
de pas par minute et vitesse/accélération) tres irréguliere.

La Table 1 montre que les valeurs de ¢} varient trés peu en
fonction de p, et que, pour des primitives, le décalage des pa-
rametres H,,;p, et ¢} est d’environ 1, ce qui est caractéristique
de signaux ne contenant que des singularités de type cusp (ab-
sence de chirps dans le signal), et montre le caractere intrin-
seque de la valeur de ¢} pour ce type de données. Ces résultats
sont confirmés en vérifiant que le spectre d’une primitive du
signal se translate de 1.
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FIGURE 6 — Représentation du couple (H,,p, 1) déduits du
1-spectre de la fréquence cardiaque ; H,,;, apparait comme le
parametre de classification le plus pertinent. Le point isolé a
gauche correspond a M8, le coureur le plus entrainé.



3.3 Classification des phases d’un marathon

Nous nous intéressons aux évolutions des parametres multi-
fractals lors du marathon. Vers le 25¢me kilomeétre (environ a
60%) les coureurs ressentent une pénibilité accrue sur I’échelle
RPE Borg (Rate of Perceived Exertion) utilisée pour identi-
fier I’intensité d’un exercice en fonction du ressenti. La Fig.
7 permet d’observer 1’évolution des parametres de multifrac-
talité entre la premiere moitié du marathon et le dernier quart,
mettant en évidence les différences de réactions physiologiques
face a la fatigue ressenties a partir du 28¢me kilometre.
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FIGURE 7 — Evolution de (H,,in,c}) déduits du 1-spectre de
la fréquence cardiaque entre le début (en bleu) et le dernier
quart (en rouge) du marathon : les évolutions sont similaires
sauf pour trois coureurs : M3 et M6 qui ont éprouvé de grandes
difficultés et M7 qui est le moins expérimenté avec un temps de
course nettement plus long et une facon de courir tres réguliere.

4 Conclusion et perspectives

L’analyse au moyen de p-leaders du rythme cardiaque de
marathoniens permet de compléter les analyses précédentes ba-
sées sur la MMTO, la DFA, ou les coefficients dominants. Sur
le plan méthodologique, nous avons mis en évidence le fait
qu’une analyse basée sur les 1-exposants permet de travailler
directement sur les données et non sur des primitives. De plus
I’analyse des différentes phases de la course permet de relier
I’évolution des parametres multifractals et la physiologie des
coureurs : L’exposant H,,;, évolue peu durant la course pour
des coureurs expérimentés, mais diminue en fin de course pour
les autres, ce que 1’on peut interpréter comme une désorgani-
sation dans leurs efforts. De plus, ces résultats confirment des
analyses réalisées sur des matrices physiologiques completes
(cardio respiratoire), nécessitant des mesures cofiteuses avec
des analyseurs ne permettant pas de restituer des données en
qualité suffisante comme le fait le cardiofréquence metre me-
surant chaque période cardiaque, avec une précision de 0.001s
soit 0.01 hertz pour la fréquence cardiaque). Ces cardiofré-
quence metres sont a présent largement utilisés par les cou-

reurs, en revanche, le traitement des série temporelles post course

se fait tout au plus avec la méthode DFA.
Nous avons mentionné que I’analyse multifractale de la ca-

dence et de I’accélération des coureurs ne fournit pas de pa-
rametres pertinents pour la classification. Il est cependant pos-
sible qu’une analyse multivariée qui utilise conjointement ces
données avec la fréquence cardiaque (en suivant les outils dé-
veloppés dans [8]) puisse fournir des informations plus riches.
Ce point sera I’objet d’une étude future.
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