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Résumé – Cet article présente une extension d’un algorithme EM (expectation maximization) publié récemment par les auteurs permettant
d’estimer conjointement le centre et le rayon d’une hypersphère avec les hyperparamètres d’un modèle statistique prenant en compte le fait
que les observations sont localisées sur une partie de l’hypersphère. La méthode proposée repose sur l’ajout de variables latentes ayant une loi
a priori de von Mises-Fisher. Ce modèle statistique permet d’exprimer la vraisemblance complète des données, dont l’espérance conditionnée
aux données observées possède une distribution connue conduisant à un algorithme EM simple et efficace. Les performances de cet algorithme
d’estimation sont évaluées à l’aide de de simulations effectuées dans un cas bi-dimensionnel avec des résultats prometteurs.

Abstract – This article introduces an extension of an EM algorithm (Expectation Maximization) published recently by the authors allowing to
estimate jointly the center and the radius of an hypersphere as well as the statistical model hyperparameters acounting that the observations are
located on a part of the hypersphere. The proposed method relies on the introduction of latent variables having a von Mises Fisher prior. This
statistical model allows to express the complete data likelihood, which expectancy conditionned to the observed data has a known distribution
resulting in a simple and efficient EM algorithm. The performances of this estimation algorithm are assessed through simulations performed in
a bidimensinal case with promising results.

1 Introduction

L’estimation des paramètres d’une hypersphère (généralisa-
tion de la sphère en dimension quelconque) est d’un grand in-
térêt dans plusieurs applications comme la poursuite d’objets
(tracking) [1–3], la robotique [4–6] ou le traitement d’images et
la reconnaissance des formes [7–9]. Ce problème a récemment
été formulé dans [10] avec l’introduction de variables latentes,
définies comme des transformations affines de vecteurs aléa-
toires suivant une loi de von Mises-Fisher. La loi de von Mises-
Fisher est une loi de probabilité définie sur l’ hypersphère unité,
qui est paramétrée par une direction moyenne et une concentra-
tion. L’estimation du rayon et du centre de l’hypersphère peut
alors s’effectuer par un algorithme EM (expectation maximiza-
tion décrit dans [10] dans le cas où les hyperparamètres de la
loi a priori peuvent être spécifiés par l’utilisateur.

Cet article montre comment modifier l’algorithme de [10]
pour estimer les hyperparamètres du modèle statistique utilisé

pour l’estimation des paramètres d’une hypersphère. De plus,
les équations de mise à jour de l’algorithme EM initial sont mo-
difiées pour être plus explicites. Cet article est organisé comme
suit. La section 2 rappelle comment le problème d’estimation
des paramètres d’une d’hypersphère peut être formulé, ainsi
que le principe de l’algorithme EM et les équations de mises
à jour qui en découlent. La Section 3 évalue les performances
de la méthode à travers différentes expérimentations. Quelques
conclusions et perspectives sont indiquées dans la section 4.

2 Un Algorithme EM pour l’estimation
des paramètres d’une hypersphère

2.1 Formulation du Problème

Considérons n observations bruitées yi ∈ Rd, i = 1, ..., n
située autour d’une hypersphère de rayon r > 0 et de centre



c ∈ Rd. On suppose que les réalisations du bruit sont indé-
pendantes et identiquement distribuées suivant une loi normale
multivariée centrée et isotrope. On introduit alors des vecteurs
latents xi ∈ Sd−1, i = 1, ..., n, où Sd−1 désigne l’hypersphère
unité de Rd [10]. Ces vecteurs latents sont les vecteurs uni-
taires inconnus partant du centre et pointant vers le centre de
la gaussienne générant l’observation, ce qui conduit au modèle
suivant

yi = c+ rxi + ei, (1)
où ei ∼ N (0d, σ

2Id) est l’erreur de modèle pour la i-ème
observation, 0d est le vecteur nul de Rd, σ2 > 0 est la variance
inconnue du bruit et Id est la matrice identité de Rd×d.

Nous avons proposé dans [10] de munir les vecteurs xi de
lois a priori de von Mises-Fisher, i.e., xi ∼ vMFd(xi;µ, κ)
dont la densité est définie par

fd(xi;µ, κ) = Cd(κ) exp
(
κµTxi

)
1Sd−1(xi), (2)

où µ ∈ Rd est la direction moyenne (∥µ∥2 = 1), κ ≥ 0 est la
concentration, 1Sd−1(.) est la fonction indicatrice de Sd−1, et
Cd(κ) est une constante de normalisation (rappelée dans [10]).
Notons que la loi (2) se réduit à la loi uniforme sur l’hyper-
sphère lorsque κ = 0. Cette loi est adaptée pour des appli-
cations LiDAR, dont la calibration peut se faire à l’aide de
sphères [11]. En effet, dans ce cas, le faisceau LiDAR n’at-
teint qu’une partie de la sphère, ce qui donne un ensemble de
points situées autour d’une partie de la sphère.

2.2 Vraisemblance et vraisemblance complète
D’après (1), la loi conditionnelle de yi sachant xi est

p(yi|xi,θ) =
1

(2πσ2)d/2
exp

{
−∥yi − c− rxi∥22

2σ2

}
, (3)

où θ contient les paramètres du modèle à estimer, i.e., θ =
(r, cT , σ2)T . Nous proposons dans cet article d’inclure égale-
ment les hyperparamètres du problème κ et µ dans ce vecteur
pour obtenir finalement θ = (r, cT , σ2, κ,µT )T . En supposant
que les erreurs de modèle ei sont indépendantes, la vraisem-
blance marginale de ce modèle s’écrit

L (θ;Y ) =

n∏
i=1

p(yi|θ) =
n∏

i=1

∫
Sd−1

p(yi,xi|θ)dxi. (4)

Malheureusement, l’estimateur du maximum de vraisemblance
de θ n’a pas d’expression explicite simple. Nous proposons
donc de recourir à un algorithme EM [12] pour estimer le vec-
teur θ comme dans [10]. On définit la vraisemblance complète

Lc (θ;Y ,X) =

n∏
i=1

p(yi,xi|θ). (5)

De plus, en utilisant (3) et (2), on obtient
p(yi,xi|θ) = p(yi|xi,θ)p(xi|θ),

=
Cd(κ)

(2πσ2)d/2
exp

(
−∥yi − c− rxi∥22

2σ2
+ κµTxi

)
. (6)

Notez que la fonction indicatrice de xi définie sur l’hyper-
sphère unité a été omise dans (6) pour raccourcir cette équation,
et il en sera ainsi tout au long de l’article même si on suppose
bien entendu qu’on a xi ∈ Sd−1.

2.3 Algorithme EM proposé
L’algorithme EM alterne entre deux étapes nommées expec-

tation (E) et maximization (M), que l’on rappelle ci dessous
pour l’itération t+ 1 :
1- Étape (E) : calcul de Q(θ|θ(t)). La fonction Q de l’algo-
rithme EM est l’espérance du logarithme de la vraisemblance
complète, par rapport à la loi des variables latentes sachant les
observations et la valeur courante de l’estimation du vecteur
des paramètres θ(t), i.e.,

Q(θ|θ(t)) = EX|Y ,θ(t) [logLc (θ;Y ,X)] . (7)

2- Étape (M) : mise à jour des paramètres du modèle via

θ(t+1) = argmax
θ

Q(θ|θ(t)). (8)

La log-vraisemblance complète se calcule avec (5) et (6)

logLc (θ;Y ,X) = K − nd

2
log σ2 + n logCd(κ)

− 1

2σ2

n∑
i=1

(
∥yi − c∥22 + r2

)
+

n∑
i=1

κiµ
T
i xi, (9)

où K est un terme indépendant de θ, et

κi =
∥r(yi − c) + σ2κµ∥2

σ2
, (10)

µi =
r(yi − c) + σ2κµ

∥r(yi − c) + σ2κµ∥2
. (11)

La loi de X|Y ,θ(t) peut se calculer comme suit

p(X|Y ,θ(t)) =

n∏
i=1

p(xi|yi,θ
(t)). (12)

En utilisant (6), (10), (11) et (2), on obtient

p(xi|yi,θ) ∝ p(yi,xi|θ), (13)
∝ fd(xi;µi, κi), (14)

où ∝ signifie “proportionnel à”. On reconnaît alors une loi de
von Mises-Fisher de paramètre κi et µi, dont la moyenne vaut

Ad(κi) =
Id/2(κi)

Id/2−1(κi)
, (15)

où Iν(.) désigne la fonction de Bessel modifiée du premier type
de paramètre ν [13, Chap. 10.25]. On en déduit alors

EX|Y ,θ(t) [xi] = Ad

(
κ
(t)
i

)
µ

(t)
i , (16)

où κ
(t)
i , et µ(t)

i peuvent être calculés à l’itération t en utili-
sant (10) et (11) pour la valeur courante θ(t). On peut alors
remplacer les expressions obtenues dans (9), pour maximiser
la fonction Q(θ|θ(t)) par rapport à θ, ce qui conduit à

r(t+1) =
αTyt −αT

t yt

1−αT
t αt

, (17)

c(t+1) = y − r(t+1)αt, (18)

dσ2(t+1)
= ∥y∥22 + ∥c(t+1)∥22 + r(t+1)2

−2
{
c(t+1)Ty + r(t+1)

[
αTyt −αT

t c
(t+1)

]}
(19)



κ(t+1) = A−1
d (∥αt∥2) (20)

µ(t+1) =
αt

∥αt∥2
(21)

avec

y =
1

n

n∑
i=1

yi (22) αt =
1

n

n∑
i=1

α
(t)
i (23)

∥y∥22 =
1

n

n∑
i=1

∥yi∥22 (24) α
(t)
i = Ad(κ

(t)
i )µ

(t)
i (25)

αTyt =
1

n

n∑
i=1

yT
i α

(t)
i (26)

Remarquons que les quantités surmontées d’une barre cor-
respondent à des moyennes empiriques, et que α(t)

i correspond
à la moyenne d’une loi de von Mises-Fisher de paramètres κ(t)

i

et µ(t)
i . Les équations de mise à jour (20) et (21) ont été ob-

tenues en utilisant les expressions des estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance pour les paramètres d’une distribution
de von Mises-Fisher [14, Chap. 10.3.1]. La fonction A−1

d (·)
n’a pas d’expression littérale, mais peut-être calculée avec un
algorithme itératif [15]. Comparé à l’algorithme original [10],
nous avons rajouté les équations de mises à jour de κ (20) et de
µ (21) (alors que l’algorithme original suppose ces paramètres
connus) et les équations (17), (18) pour r et c sont découplées
et ne font pas intervenir d’invertion matricielle.

3 Performances de l’estimateur EM
Dans toutes les expérimentations, l’algorithme EM est initia-

lisé en utilisant l’algorithme IML [16] afin d’obtenir une pre-
mière valeur pour le rayon et le centre de l’hypersphère consi-
dérée. Ensuite, les autres paramètres (variance, et hyperpara-
mètres de la loi de von Mises-Fisher) sont estimés par maxi-
mum de vraisemblance [17, Chap. 7], i.e., κ̂ = A−1

d (∥ȳ∥2),
σ̂2 = 1

d

(
∥ȳ − ĉ∥22 − r̂2

)
et µ̂ = ȳ

∥ȳ∥2
, où ȳ est la moyenne

empirique des n observations, et A−1
d (·) a été définie précé-

demment.

3.1 Exemple 2D
Dans cette première expérience, nous considérons un cercle

(d = 2) de paramètres r = 6, c = (1, 1)T , σ2 = 1, κ ∈
{0, 5} et µ = (1, 1)T . Dans la Figure 1, nous avons repré-
senté, pour chacune des deux valeurs de κ, les observations,
ainsi que le cercle théorique, le cercle estimé par l’algorithme
IML (point de départ pour l’algorithme EM) et le cercle ob-
tenu avec l’algorithme proposé. On remarque que les deux al-
gorithmes semblent converger vers une solution satisfaisante
quand κ = 0 (distribution uniforme). En revanche quand κ = 5
(une direction de l’espace est privilégiée), la méthode proposée
est clairement plus performante, car elle exploite le fait qu’on
estime cette direction privilégiée.
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FIGURE 1 – Observations, vérité terrain et cercles estimés par
la méthode proposée et la méthode IML pour deux valeurs de
κ (κ = 0 à gauche et κ = 5 à droite).
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FIGURE 2 – EQM de (r, cT )T (paramètres d’intérêt du cercle)
pour différentes valeurs de κ.

3.2 Simulations de Monte-Carlo
Pour avoir une idée de la performance globale de l’algo-

rithme présenté, nous avons effectué des simulations de Monte-
Carlo, en répétant l’expérience précédente NMC = 500 fois
afin de pouvoir estimer l’erreur quadratique moyenne (EQM)
des différents paramètres du problème. Nous avons représenté
dans la Figure 2 l’EQM des paramètres d’intérêt r et c du cercle
pour les deux valeurs de κ. On remarque que dans les deux cas,
l’algorithme présenté est plus performant que l’algorithme de
référence IML. Cela avait déjà été montré dans [10], dans le
cas d’hyperparamètres (κ,µ) connus. On observe ici que ce
gain de performance est conservé lorsque ces hyperparamètres
sont estimés. Dans la figure 3, nous avons représenté l’EQM de
l’hyperparamètre de concentration. Nous remarquons que dans
le cas κ = 0, les deux estimateurs se comportent de manière
similaire. Même si l’estimation via IML semble légèrement
meilleure pour des forts niveaux de bruit, les valeurs d’EQM
obtenues avec l’algorithme EM restent satisfaisantes (≈ −20
dB), avec l’avantage de fournir de meilleures estimations des
paramètres d’intérêt du cercle. Finalement, nous avons repré-
senté dans la Figure 4 l’EQM du vecteur direction moyenne
(uniquement pour κ > 0, car pour κ = 0, la loi de von Mises-
Fisher est une loi uniforme et il n’y a donc pas de direction
privilégiée). On remarque une fois encore que l’algorithme pro-
posé offre une meilleure estimation.
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FIGURE 3 – EQM de l’hyperparamètre κ.
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4 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article un algorithme permet-
tant l’estimation des paramètres d’une hypersphère, en utilisant
des observations proches d’une direction privilégiée inconnue
par l’utilisateur. L’algorithme proposé repose sur l’introduc-
tion de variables latentes ayant une distribution de von Mises-
Fisher dont les paramètres (appelés hyperparamètres) sont esti-
més conjointement aux paramètres d’intérêt de l’hypersphère.
Cette estimation des hyperparamètres n’a pas un impact signi-
ficatif sur les performances de l’algorithme EM, ce qui est très
intéressant. Nous travaillons actuellement sur l’étude des per-
formances optimales des estimateurs des paramètres d’hyper-
sphères avec le modèle statistique proposé dans cet article.
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