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MESURE COMPOSITE ALÉATOIRE

SALEH Sami

Université P. et M. Curie

Résumé : Nous avons introduit, dans cet article, des nouvelles
notions dites "Mesure composite et mesure composite aléatoire

[jt')" et "Répartition locale des composantes d'une mesure compo-

site (ou spectre d'une mesure composite)". Ceci nous a conduit à
l'étude de la répartition locale (qx) de la mesure moyenne m de
ju ' et plus précisément à l'étude de l'estimation de la fonction

m(]x-h,x+h[x B) +

qx(B) =f(x) = lim * , x e 3E = R , B f (sib
h-^0 m(]x-h,x+h[x R )

(i.e B borné) pour un ensemble V des lois de probabilités sur

(^ » 7? ) telle que toute loi P . de 9 vérifie V Ce (si b (i.e
C borné) El>' (C) ] < + 00 .

Summary : We bave introduced the notions "Composite measure and ran-

dom composite measure (a’)" and "local répartition of components
of a composite measure (or specter of a composite measure)".
This led us to study the local répartition (q ) of the mean mea-

sure m of ju‘> and more precisely, to study the estimation of the

m(3x-h,x+h[x B) ,

function qx(B)=f(x)= 1 im- — , x £ î =R , B e <ii (i.e
h-*-0 m(]x-h,x+h[x R )

B bounded), for the set 9 of probability laws on (/*£,4C‘) such
that ail law Pof 9 verify V Ce(sib (i.e C bounded),
ECa' (C)] < +®° .
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Introduction : Comme beaucoup de branches de la théorie de pro-

habilités, la théorie des mesures aléatoires a ses applications
originales. Récemment KALLENEERG [4] a fait un énorme travail

concernant les mesures aléatoires. De même GEFFROY et QUIDEL ont
fait des études extensives dans le domaine des processus ponc-

tuels et des mesures aléatoires [2] et un grand nombre d'idées
de base dans ce domaine sont dues à GEFFROY [3]. Dans cet arti-

cle, on va publier l'étude de l'une de ces idées, là où on intro-
duit les notions "mesure composite et mesure composite aléatoire
(/î*)" et "le spectre d'une mesure composite (qx)". De même, on

Xva introduire et étudier un estimateur non paramétrique de q

I- Mesure composite aléatoire
1.1. Notation : Soit (^,(53) = (X.fôr) x (R+,(5^+) où [2
est un espace métrique séparable complet et <s2>+ est la tribu bo-

rélienne de R+. Soit «H, l'ensemble des mesures sur ,fà) de
la forme : ju(C) = aN(f,C), (C£(fi) où a e Q* et f une réparti-
tion ponctuelle (r.p.) sur ^ d'effectif fini sur tout borëlien
borné, (<vrt,'Ç) l'ensemble des mesures positives sur ,63) fi-
nies sur tout borélien borné et (£2,G,P) un espace probabilisé
quelconque.

1.2. Définition : Par définition, l'ensemble rri\ „ des mesures
^-j p C

composites sur (J .fôj) est : 'yylc , où 1 'adhérence est
prise au sens de la topologie de la convergence faible à distan-
ce finie.

Or, on a, [6] et = **1 > alors °Ti c = **1 et donc comme
conséquence, on aura : une "mesure composite" sur ($ ,(s3.) est
essentiellement une mesure (ordinaire !) sur (’^>,(sè).

1.3 Définition : On appelle mesure composite aléatoire sur

(X ,(&,), toute mesure aléatoire sur (^,(si), soit *, [6].
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II- Répartition locale (ou spectre) d'une mesure composite

En nous basant sur le théorème de désintégration d'une me-

sure y £ rrr\J relative à une application y-propre [1], nous avons

montré, [6], les deux propriétés suivantes :

2.1 Propriété : Soient "n la projection de y sur R et yn sa pro-
z o

jection sur r. . Il existe une famille {u~} D+ des mesures
0 Z t K

sur (3E ,(5^) telle que

V A eGS, , V B * (&+ , y(A xB) = /yj:(A)n(dz)
B

cette famille est unique modulo n . Et on a en particulier

VA eCftj ,yc(A) = /. y*(A)n(dz).R

Cette formule fait apparaître y^ comme un "mélange" des mesures
Uq et cela incite à appeler par abus de langage -Uq une mesure
composite sur (I , (s^).

2.2. Propriété : Il existe une famille {nX}xej
(R+,(s^)+) telle que

de mesures sur

V A e (&l , V B e (ft + , y (A x B)

Elle est unique modulo y~ .

2.3. Définition : La mesure nX est appelée la répartition locale
des composantes de y~ au point x (ou spectre de Uq) (Les mesures
y* sont les composantes de Uq).

Soit m la mesure moyenne d'une mesure composite aléatoi-
re y' . Soit mn sa projection sur I et qx la répartition loca-
le des composantes de m^ en un point x donné. Soit B e ,
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appelons f la fonction de R dans R qui, à xe R , fait corres-

pondre f(x) = qx(B). Posons V A £ » Qg(A) = m(AxB), alors
d'après 2.2., on a

d Qb
f(x) = — (x) , mQ p.s.

dmQ
2.3. Théorème : Supposons que 3E = R et que y‘ est une réparti-
tion ponctuelle "composite". Soit f la répartition ponctuelle

"composite" associe canoniquement à y* . Et supposons B=[0,v[,
v e R , alors on a

E[N(f',]x-h,x+h[x[C,v[)]
qX(CC,v[)= tp (v) = lim ——; , mn p.s

h 0 EU N ( f * ,]x-h ,x+h[x R )]

dQB
Démonstration : On a f(x) = qx(B) = (x), mn p.s. donc

0

Qr(Ax)
lim -— = f (x) = qx(B) , mQ p.s.

n+°° mri(Ax0 n

vil ^ .

où A = ]x — , x + — [ , n eN , et par suiten n ’ n ’

1 im
QB(]x-h,x+h[) x

h + 0 mQ(]x-h,x+h[)
c.à.d.

= q (B), mQ p.s.

E[N(f*, ]x-h ,x+h[x[0 ,v[ ) ] E[y‘ (]x-h,x+h[x[0,v[)]
1 i m = 1 i m -

h + 0 E[N(f , ]x-h,x+h[x R )] h + 0 E[p'(]x-h,x+h[x R )]

qX([0,v[), mQ p.s.

Remarque : Supposons de plus que f’ est presque sûrement fini à
distance finie^) et que les points (x,v) e R x R+ tels que

fw(x,v) > C , w e n , sont répartis suivant un processus dont
la projection sur l'espace 3F = R est un processus de Poisson

homogène d'intensité X . De même, supposons que la charge de
chaque point (x,v) là où fw(x,v) > 0 est égale à 1 , et que les
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couleurs v e R+ sont représentées par une v.a. V indépendante
des points x e 1 et tel que Pr{V < v} =F(v). Alors on a

(f (v)=F(v)=lim E[-^f »]x-h-»x+h.[x[0j.vI)/N^f. >]x_h>x+h[x r+^q]x
h+ 0 N(f,]x-h,x+h[x R )

(pour la 2ème égalité, nous l'avons montrée dans [6]).

111r Estimation de la répartition locale de la mesure moyenne

d'une mesure composite aléatoire

1) Soit Be(s^ et ) un échantillon de la mesure corn-
posite aléatoire y’ . Considérons une suite d'entiers

{k(n),n e N*}, (on écrit k(n) =k) et supposons que k(n) >+°°
n -*+°°

Pour tout k e N*, soit A. = {A, } une partition de I enk k,r r e N

boréliens bornés (et dans le cas ï = R, Ak r = C > r e Z )
tels que

a) V x e 1 , en désignant par r(k,x) la valeur de r pour laquel-
le x £ A, .alors lim diam A. ,. , = 0 .

K>r (<.*. +oo K,rvK,Xj

b) V Bj e (B (i.e B^ borné), lim 6,(B^)= + 00> où
k+ + 00

Sfc(Bj) = suptdiam A^r ; A^ n B} / 4»}.

L'estimateur f (de la fonction f(x) =qx(B)), construit à par-

tir de (y^ y ), associé à A. , est défini par :
n

E y^(Ak r x B) p

Vr e N* ,Vx eAk>r,fn(x)= , si J y-î (Ak #r xR+)^ 0
E y • (A k X R+)

i=1 1 K,r
n

+
si E y • (A. x R )= C> s, iv k,r '

i =1
0
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2) A toute partition A. , nous associons une fonction en

posant

Vre N*,f. =
k,r

m(Ak>r xB)
m(Akjr x R+)

çd(a. )MBV k,ry

mri(A, )0V k,ry

1

m0(A J f(x)mc(dx)
A

k ,r

et nous poserons Vre N , Vxe A, , f. (x) = f.k j p k k j r

Alors lim f. (x) = f(x), en tout point x où f est continue. Et
k+ +°° K

plus précisément, sous l'hypothèse b) et si f est uniformément
continue sur , alors la convergence de fk vers f est
uni forme sur B^ [6].

3.1. Lemme : En appelant E l'événement
n,r

n

E vMx, „ xB)
E - (|—
n,r 1 n

iv k, r

E (Ar, ,xR

- f(x) | > e}, où e > 0, xe Ak r;ona

i =1
iv k,r

Pr{En,r} < Pr{lan"1l > f + Pr{|bn-l| > | n)+2Pr{ |bR-l |>l-n>

' 1 1=1
ou 0 <n <1, a = -*

n n

• Enyi^Ak r xE) 1 yi^Ak r xR+)i=l ,r i i=i 1 K’r

m(âkirxE)
, b -■

n n

m(Ak>rxR'
Démonstration : on a

a m(A. xB)
Pr{En r} < Pr{ \ÿT " 11 > (car 0 <—^ —< 1)

" m(\,rxR)
< Pr{|an -1| + Ibp - 11 > e bn)

<Pr{|an-l|» f bn)+Pr(|bn-l| > f bn> (1)

or
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(|bn -1| > f bn) •={( |bn -1| > |bn) n (bn< n ou bn> n )}

c fff. lbn-i |> | b )n (b <n)]u
c( |bn-l| > f bn)n(bn>nïJJ

c Ubn < n) U (|bn-l| > | n)>

c {(|bn-l| > 1-n) u (|bn-l| >| n)) .

De la même façon, on montre

{ Un"11 >l V c {<|bn-l| > 1-n) u (|an-l| > f n)}.

D'où, de (1), on tire le résultat.

Si f est continue en x e J , alors on a fk(x) >f(x) et
.. k ■+ +°°

par suite

3no 6 N i Vn > nQ, |Tk(x)-f(x) | < e , (e > 0) .

D'où

Vn>n0.Pr{ |fn(x)-f(x) |>2e)< Pr{ |fn(x)-fk(x)|+|fk(x)-f(x) |>2e}
< Pr{|fn(x)-Tk(x)| > e}
<Pr{|an-l| >|n}+Pr(|bn-l| > |n}+2Pr{|bn-l|>l-n} .

Mais ECa ]=E[b ] = 1, donc, on - - P 4 gaÉ Pa a- 1 et b. -> 1
n +°° rW+°°

Pp
(regarder [5], Proposition 11-5-4) et par suite f (x) ^f(x).

n+ -t°°

3.2. Théorème : Supposons I - R . Si y' vérifie la condition

3kQ > 0 ; E[(y-(C))2] < kQ m2(C) = kQ(E[y'(C)])2
(où C =Bl x [0 ,v Cou Bx xR+ , e (s^lb , v e R+), et si f est uni-
formément continue sur D^ = (a,b) et k(n) =0(n) alors fn converge



66

uniformément en probabilité sur .

Démonstration : Soit ={r e Z ; A^. r n Or f est unifor-
mément continue sur donc f^ converge uniformément sur D, vers
f, par conséquent il suffit de montrer

Or

Ve >0, Pr{sup | f ( x ) - f. ( x ) | >e> >0 .

xe. B. n -* +°°

Prfsup | f (x)-f. (x) |>e}< E Pr {| f (x ) - f. ( x ) |> e} = Z Pr{E }
XeBn K „ D n K ^ D n>rr. e R r e R,

< E [Pr{|an-l|>fn}+Pr{|bn-l| > fr*} +2Pr{ | bn-l |> 1 -ni].
r e R

Posons pour tout n e N et pour B^e

x . x”

1, n ***■•■ *
m(Ak,rx4>

yn(Ak,r xB2^
m(AkiI.xB2)

Les X. , l<i<n, sont indépendantes et suivent la même loi et*"
n sn

ECX. ] =1. Soit S = e X. , alors — = a si B, =B ou b siî ,n i=l
î ,n n n

L =R et on a EdS^I] =n . D'où
S n -,

Pr{ |— - 11 >e} = Pr{ |S -n | >,en}< Var S < Var X, nn n n ne^ i,n

<

D'où

J_ VarCy-(Ak|rxB2) ^ t E[(W (A^r x B.,) ) ] ^ ^
ne2 m2^Ak,rxB2^ ne2 m2(Ak rxB2^ ne2 °

4k, 4k,
Pr{sup |f (x)-fk(x)| >e}< E [—5-5-+ —f-ô + —ôkJ

x*Bj n r,Rk ncn neV n(l-n)2 0
8k

< Card R. [—2~2 +
ne n n(l-n)

2ko 8k^ 2k„U

ÿl < (b-a)kE—+ ■ U
ne ri n(l-n)'
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< 8(b-a)k0 en ^2(b-a)k0en
2 2

e n Cl-
n -> + °°

>0

(où k = nen , en — > 0).
n-> + 00

(1) : V A c j[ , (A borné), m(AxR+) < +00

(2) : V A c £, (A borné), N(f‘, A xR+) < + °o p>s>
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