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MAJORATION ET MINORATION PRESQUE SURE DES
EXTREMUMS DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

STATIONNAIRES M-DEPENDANTES DE MEME LOI

par

Maia BERKANE

Universite PARIS VI.

Sommaire : Si X1 ,X2,X3,...sont des v.a. stationnaires m-dépendantes de
méme loi et Zn = inf (X1,X2,...Xn), alors on peut encadrer presque sure-

ment Zn de la méme facon que dans le cas de 1'indépendance des v.a. Xi 5



1. INTRODUCTION

La théorie des extrémes de suites stationnaires a suscité beaucoup
d'intérét. On s'est apergu qu'en général, les phénomémes observés ne
sont pas, dans la plupart des cas, indépendants. Les travaux développés
par BERMAN (1), LEADBETTER (5),... concernant la loi limite des extrémes
ont abouti aux mémes résultats que ceux des suites de v.a. indépendantes
moyennant certaines conditions de régularité.

Notre &tude poursuit cette option, dans la recherche d'encadrements
presque sirs des extremums de suites de v.a. m-dépendantes. On montre
que les encadrements &tablis par M. DEHEUVELS (2) dans le cas indépendant

sont valables pour le cas de la m-dépendance.

A. Rappels des résultats établis par M. DEHEUVELS.

Soit {Xn, n = 1} une suite de v. a. indépendantes de méme fonction

de répartition F. Si on pose :

Glt) = int {x € R ,; Elx) &t}

alors si {Un, n = 1} est une suite de v.a. indépendantes uniformement
distribuées sur [0,1], {G(Un), n = 1} est identique en loi & {Xn, n = 1}
par suite, 1'encadrement de inf(X1,...Xn) se raméne & 1'encadrement de
inf(U1,...Un), de méme pour sup(X1,...Xn) on peut donc se ramener au cas

uniforme.

Proposition 1-A :

Minoration presque stire du minimum soit {Un, n = 1} une suite de

v.a. uniformement distribuées sur [0,1]; Zn = inf(U1,...Un)




p>1, A >0, hvec Logx = Log(Logp}_g1) et I_‘.ogaic = Logx
presque surement on a :

) ks
lim {Zn(nLognLogg...(LOgg) } =

%}E {Zn(LognLogg...Log;)} =0

La démonstration est une application directe du lemme de Borel Cantelli

aux éveénements indépendants {Un < un} :

Proposition 2-A :

Majoration presque siire de Zn. Considérons les temps de passage

définis par :Ce =nt (na=l, Zn < e}

presque surement pour n+e, A > 0, on a

LN L(Logn + 2Logn + Logﬂ +...+(14A)Logn)
n n 2 3 D

ce qui est équivalent & :

G < n(Logn + 2Logn + Logn +...+(1+A)Logn)
€n 2 3 b P

=
ole = 1/n

Preuve : pour A > 0, posons
c =15 > n(Logn +2Logn +...+(1+A)Logn, & =& >0
G ®n 2 3 B e

Dn ={G€n€ n(Logr21 +2Log% +...+(1+A)Logg)

anﬂ > (n+1)(LogE(n+\) +2Log3(n+'|) +...+(1+A)Logp(n+1)}

I1 est immédiat que I P(Cn) et ¢ P(Dn) sont finies d'ou le résultat.



B - Dans le cas de la m-dépendance, les propriétés des suites {GE A
n

ont été étudifes par M. HAIMAN (4). Nous allons rappeler les résultats

obtenus.
THEOREME 1. B. Soit {xn, n 2 1} une suite de v.a stationnaires 2—dépendameS

de méme loi F(x). Posons : a(F) = inf {x, F(x) >0}.

I1 existe u >olF) et des fonctions K et uy telles que si x € [a(F), u]

3
lorsque n+« on a :

~

q (x) = P {inf X; >x} » K(x)u™(x) .

ST e
au voisinage de a(F), K et u vérifient :

K(x) = 1 + 0(F(x)).

u(x) + 1 - F(x) + P (X, < x, X, < x}+ 0(F%(x)).

2

La démonstration de ce théoréme est basée sur des considérations

analytiques, utilisant les propriétés des séries entiéres.

Proposition 1-B :

PrlaX s s ]
1 2
=0’

Supposons que :_li
x*a?F) Fz(x)

() = Puline X >l -
*n i=1,.}.n

au voisinage de of(F), on a :

o
=
oS
=
[}
e
E
+
o
=
—
=
e,

¥ ng (x) = —— (1 + 0(F(x))
=1 %o Fo(x) I

o

Y nq,(x) = 5— (1 + 0(F(x))
n=1 i F2(x)

S e



Cette proposition se déduit directement du théoréme 1 - B.

Proposition 2-B . Supposons que la suite {Xn, n > 1} définie dans le

ntes théoréme 1-B vérifie

P [X1<x, X2 < ¥,z

il.linxs*leg +0 e
SRR s sup(x,z)(y-2z)

alors si EEn = inf {j =1, inf(X1,...Xn) < sn}, €, étant une suite
strictement décroissante vers 0, on a :

N ;
E(B€1) * BlE,) = ;:—(t+o1(e1)).

oREo. o
E(B1) o (e 02(21))
! 5
1
€517 5y 1
> = L .
Vi 2 E(ti) 1= (1+03(Ei-1)
Eie 1
=1
E(82) m A1 - 2 fy0nte, L))
€ e 4 i-1
i 2
i
€. i
1 i-1 1 1
E i = SRS SR o )
(?;1x 1) e e Ei(1 5(51))
Ei“1_ci Ej_.I'Ej
£ 4 e 3 = :
VY2 i J,E(ti,tj) — . (1+06(E1—1))
bt | Rt Al ot

Les techniques de démonstration de cette proposition sont utiles
pour la suite de notre étude c'est pourquoi nous donnons le calcul de la

premiére et derniére formule.

J



1ére Formule.

P [E1 =n "= P {X1 = ¢ y 51,...X i~ e Xn < 51]

T2 n=1 :

= &l <
P{X, ® e X 5 e X < 61} P (X, 2g..X , <e,,X < €,)

ji {X1 = 51,...X

¥ > L -
i > 51}.P {Xn < 51} 7 {X1 € s- Xn_1 %’xn<ci

d cause de la deux-dépendance;donc

Pl =n} =q Je,)e, + O(P {3, Segally <8 11V i@ o

B )= mw el = i (e,) we,) = £h (00, (e )

Derniére formule : calcul de E (ti % tj)’ 2< i < j. Considérons le cas

g = aE

soit D = {01 2 n; =08 P 20, By >0 } et soit la fonction définie

sur D par :
3 (p1,ni,p2,nj) Teu (5 BRAPEa T Gﬁ. =050 CE. it E£.= B ¢
i-1 i 1=1 J-1 1
el oy 16 =n. s ; )= TR D, on, ;
Z‘Ej 2. nJ } alors E (t:L % tJ) 2 Ppl,nl,oz,nJ)

soient les ensembles disjoints D1 et DE dont la réunion est D :

D ={p1>1,ni >0, .:)2>0, nj 20

=]
n

{91 = n. >0 02=0, n'j >0}

calculons la somme quadruple précédente relative aux sous-ensembles A, de

D, et A2 de D

1 2



=g
]

Pk >E,ni33,92>3,nj>3}

1

8, {p1>2,ni>3,p2=0,nj>3}.

sur A‘ on a :

<51] B( "1’“i'°2’“j) = qp1_2(ei_1) : q“i—s(ei) . q92_3(ej_1) . %3_3(%) =
xleg y = e OFF* O(F N % [ e, , + 0(F3) + o(F),)] x
xle; ;- es * O(Fg) + O(Fg)] x [e; + o(F,)]
F. =

e o <
PI%, Ssapipiiiesity ek naleh oGy = Bl Ry Sadegyeyliady <&

— b-! = - - < s
F3-?lx1<ei,){2€[ej1,ei]] x Fh P[X.lE[eJ 1,51] ,X2 53_1]
= = [ - " < B
F5 2 [x1 o Ej 10 x2 E[ej, Ej 1]l F6 B [X1 leJ,eJ_1L XE EJI
= < £ =
FT P[){.I sj, X2 EJI

D'aprés 1l'hypothése de la proposition, le produit des quatres

derniers facteurs s'éerit :
. - €. o =PEs 5 - E; < GTH0Le i-1)0.
(51_1 al) (e:1 sJ_.l) (eJ_1 eJ) €5 ( (sl ))

sur AE’ de maniére analogue, on trouve :
Plp. nasBshs) = Q (€ ) e} (Exdle;t o em) x
| PR AR Pi_p 1 1 clni_3 i %5_3 J d=1 1

x (Ej_1—5j) . ej(l + 0(e;_,)



En appliguant la proposition 1-B, on obtient

E el - € = e
zrrr= 3 L (vofe, )
TRt e e B L
BB (8 B0 (e )
10 4 E? !

22Xz (ZZIZZ)O (e ,)
D2062 52

Ce qui achéve la démonstration, le cas j = i+1 se déduit du calcul précédent

relatif & Z ED§ Z en prenant Ej—1 e b RlD=e

2 - Encadrements presque siirs dans le cas de la m-dépendance.

Soit (Xn, n = 1} une suite de v.a stationnaires m-dépendantes
uniformes sur [0,1], Zn = inf(X1,...Xn) rappelons la définition de v.a

m-dépendantes. X1,X2,...Xn,...sont dites m-dépendantes si pour i, < i, < ...

1 2
. ; ! o z
1P < 3y < Jp e Jq on a
B - jq(xi sXg weeXg aXs e Xs ) =
[ e e P I
= F. PR ) S T o (XL seaks ) G6s g =1 s i
11""'1p 1, 1P J1...Jq J4 Jq ]

en étant une suite strictement décroissante vers 0, on pose

¢ =1 j = ¥ e £
Z%n inf {j 1, ZJ €l }

A - Majoration presque siire de Zn'

Proposition 1 - 2 . Supposons que la suite {xn, n= 1} vérifie :

S B0 P [ Xq<x, X€ [y,2]]
sup(x,z) +0 sup(x,z)(y-z)




alors presque surement, lorsque n»e , A >0, P> L, on g

1
7. < — (Logn + 2Logn +...(1+A)Logn)
n n 2 3 D

Preuve : On suit le plan de la démonstration dans le cas oll les X, sont
indépendantes.

Il s'agit donc de prouver que :

Ge < n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn)
n 2 3 P

p.s lorsque n+= , A >0, p =k, soit

¢ ={z >n(logn + 2Logn + Logn +...+(14A)Logn, & -5 >0
n €n 2 3 i B St
D = {z < n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn
Py &1 &g en
& = (n+1)(L0g2(n+1} + 2Log (ﬂ+1)+Logh(n+1)+...+(1+A)L0gp(n+'|)
£
n-1

Posons N(n,A) = n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn).
2 <] P

D'aprés la proposition 2-B, on a :

= Zus Fan(n a)+1 D42l G lEnanldle,” Ene1)Ena1 (1100 )

or d'aprés la proposition 1-B

) b [ e b T
P=N(n a)+1 %-2"n p=2 %-2"n p=2 -2 “n
1 1 N(ﬂsA}
=q{1+0(€n)) = (1‘*0(8“))—&:' [1 ‘(1—En) I =
1 N(n A) [ g1t
R = 23 +i
B (w0l )). et £ a5 ) o (1400 )



10

done
N(n,A)

1
o Sne B cis BP0l

et

N(n,A)

&R
$Epic Bl i ga0le 1) T (i)
SE & L =T o

Il est évident que si A >0, L P(Cn) <ol
d'autre part :

P(D ) = P[5 <Nn,A),G, > N(n+1,A)] .

n n+1
o N(n,A
= (e_)a (er o JlE B a) & aCirole )oY
r=N(n+1) p=2 qp—z i e & pel il s
(€n)
o N(n,A) qx, €
A ¢ S qi—gﬂ) (€™ €par) Enes (1+0(e ))
r=N(n+1,A) p=2 B (oS )
wole
i [ 2
oll u (En+1) 1 T (p [X1 < €. xqs X, € +1] } # O(en+1)
comme défini dans le théoréme 1-B.
1-e N(n,A)
donc : 1'(r‘_—n e N(n+1,A)-3
_En+1 (1-2 +1)
P(D ) = (1+0(e ) . & (1+0(e_,.))
B g de J0= ¢ 10 B e m
n Tn¥l n+1 n+1
1 Uh N(n,A)
- (TS E———a) ) *
(epay)eqeni) enyy) "€ neq
N(n+1,A)”3
AL S x (1400, ;)
1-¢
1 . :
= : (11n+1)ﬂ(n+1,A) 2 (1 _(_n___)N(ngA))(.l_'_o(en))
cn+1(en_zn+1) 1‘En+1

] P(Dn) est finie pour A >0,
1



On déduit de la convergence des séries :

I p(Cn) ét 15 5 P(Dn) que pour A >0
=1 n=1

e (Logn + 2Logn + Logn +...+(1+A)Logn)
n n 2 3 i P

LS. lorcque ntew

Minoration presque siire de Zn 3

Proposition 2-2 . Presque sfirement, lorsque n*< A >0, P = 4 on a :

1

Z >
R nLognLong: ...(Logn)1*A
P

preuve puisque :

1
Fhek (X € !
=1 nLognLogg. ..(Logn)
P

1

= et que cette série converge pour
1+A
n>1 nLognLogn...(Logn)
2 P
A >0, il s'ensuit que P {Zn< - 1K i0} =0

nLognLognLogn. . . (Logn)
2 3 b
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