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1. INTRODUCTION

La théorie des extrêmes de suites stationnaires a suscité beaucoup

d’intérêt. On s'est aperçu qu'en général, les phénomèmes observés ne

sont pas, dans la plupart des cas, indépendants. Les travaux développés

par BERMAN (1), LEADBETTER (5),..» concernant la loi limite des extrêmes

ont abouti aux mêmes résultats que ceux des suites de v.a. indépendantes

moyennant certaines conditions de régularité.

Notre étude poursuit cette option, dans la recherche d'encadrements

presque surs des extremums de suites de v.a. m-dépendantes. On montre

que les encadrements établis par M. DEHEUVELS (2) dans le cas indépendant

sont valables pour le cas de la m-dépendance.

A. Rappels des résultats établis par M. DEHEUVELS.

Soit {X , n > 1} une suite de v. a. indépendantes de même fonction

de répartition F. Si on pose :

G(t) = inf {x e ]R , f(x) > t}

alors si * n > 1} est une suite de v.a. indépendantes uniformément

distribuées sur [0,1] , {G(U ), n >1} est identique en loi à (X , n > 1}

par suite, l'encadrement de inf(X^,...X ) se ramène à l'encadrement de

inf (U.|,.. .Un), de même pour sup(X^,.. .Xn) on peut donc se ramener au cas

■uniforme.

Proposition 1-A :

Minoration presque sûre du minimum soit (U^, n > 1} une suite de

v.a. uniformément distribuées sur [0,1]: Z = inf(U.,...U )*
n 1 * n
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p > 1, A >0, avec Logx = LogCLog^x^) et Logx = Logx

presque sûrement on a :

lim {Z (nLognLogn...(Logn)1+ } = »
n-*°° n 2 p

lim {Z (LognLogn...Logn)} = 0
n-*°° n °2 p

La démonstration est une application directe du lemme de Borel Cantelli

aux évènements indépendants {U^ < u^} .

Proposition 2-A :

Majoration presque sûre de Z . Considérons les temps de passage

définis par : - inf {n > 1, Z < e) .^
e * n

presque sûrement pour n-*», A > 0, on a

Z < -^-(Logn + 2Logn + Logn +...+(1+A)Logn)
n n 2 3 4 p

ce qui est équivalent à :

< n(Logn + 2Logn + Logn +...+(1+A)Logn)
en 2 3 “ P

OÙ en = 1/n

Preuve : pour A > 0, posons

C = {C > n(Logn +2Logn +... + ( 1+A)Logn, S" -g- >0}.
" Gn 2 3 p en+1 en

D ={S_ ^ n(Logn +2Logn +...+(1+A)Logn)
n en 2 3 p

^en+1 > (n+1)(Log2(n+1) +2Log3(n+l) +...+(1+A)Logp(n+1)}

Il est immédiat que E P(C ) et E P(D ) sont finies d'où le résultat.
n n
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B - Dans le cas de la m-dépendance, les propriétés des suites {g , n > 1}
n

ont été étudiées par M. HAIMAN (4). Nous allons rappeler les résultats

obtenus.

THEOREME 1. B. Soit (X , n > 1} une suite de v.a stationnaires 2-dépendantp«
——

n

de même loi F(x). Posons : a(F) = inf {x, F(x) >0}.

Il existe u >a(F) et des fonctions K et y telles que si x G [ct(F), u] ,

lorsque n-x» on a :

a (x) = P {inf X^ > x } ^ K(x)yn(x) .
i=1,... ,n,...,n

au voisinage de a(F), K et y vérifient :

K(x) = 1 + 0(F(x)).

y(x) + 1 - F(x) + P {X1 < x, X2 < x} + 0(F2(x)).

La démonstration de ce théorème est basée sur des considérations

analytiques, utilisant les propriétés des séries entières.

Proposition 1-B :

P [ X1 <x, X2<x]
Supposons que : lira, 5 0,f2(x)

q^Cx) = P {inf X. > x}
i=1,...n

au voisinage de a(F), on a :

TU nq (x) = -3 (1 + 0(F(x) )
n > 1 ^ F2(x)

n > 1
n2qn(x) = 4— (1 + 0(F(x))

F3(x)
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ntes

Cette proposition se déduit directement du théorème 1 - B.

Proposition 2-B . Supposons que la suite {X , n> 1} définie dans le

théorème 1-B vérifie :

P [ X1 < x, X2 < y ,z]
lin sup . < 00

SUP(X,Z1’> sup(x,z)(y-z)

alors si r = inf (j SM, inf(X,,...X ) < e }, e étant une suite
_ 1 * n nn

strictement décroissante vers 0, on a :

E(* ) = E(EJ = — (1+0 (e )).
e

1 1 e1 11

E(S1) = “f (1 +
£1

V i >2, E(t.) =

e. e . *

i-1 i
. 1

e
i-1

— (1+0 (e. J
e. 3 i-1
i

E(t?> = —1 i 2
i e

i-1 e.
i

E(!?1 * h5 - -b -q(1+05(ei):

1-1 1 J-1 J

Les techniques de démonstration de cette proposition sont utiles

pour la suite de notre étude c’est pourquoi nous donnons le calcul de la

première et dernière formule.
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1ère Formule.

[5, =n] = P{X, > e,,X2 > El',...Xn;j >

•»:«,> .V-2 >E1-Xn < e1J - P {X1 >£1"Vl <E1’Xn<

- P {X, Xn_2 => e,).P (Xn < *,) - P (X, Xn_1<e1,xn<£
1

à cause de la deux-dépendance;donc

p fe1 = n } = v^(ei} ei + 0(p {xi < erX2 < E1 })1 » n > 2‘

E ) = ZH nP {S-.21!1 ) = 11 (e 1 ) wn(e 1 ) = —- ( 1+0 (e ) )1
n>0 1 z&0 i e1 i i

Dernière formule : calcul de E (t. x t.), 2 < i < j. Considérons le cas
' ^ U

j > i+2.

soit D = {p „ > 1, n. >0, p_ > 0, n. >0 } et soit la fonction définie1 * i * 2 * J

sur D par :

P ( p1 .n^ P2,nj ) = P (S’e = P 1 » £Te “ S"e = ni» ^"e ~ ~ p 2 ’i-1 i-1
’

J-1 i

2T - 2? = n . } alors E (t. x t. ) = 2EZ2 p(p . ,n. ,p „ ,n . )
ej £j-1 ^ 1 J D i i 2 J

soient les ensembles disjoints et dont la réunion est D

D1 = {p 1 > 1, >0, p2 >0, n^ >0 }

D2 = * P1 > 1 * ni > °» p2 = nj >0*

calculons la somme quadruple précédente relative aux sous-ensembles A. de

2*D.| et A^ de D,
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A1 = {Pl > 2, n. > 3, P2 > 3, n. > 3}

A2 = *P1 > 2’ ni > 3» pg = 0> n. > 3) •

sur A on a :

<e), P(p,,ni,p2,n.) = • V fcjl • ■ «n <Ej1 ( I 1 J <- J J

(e.) x

x lei-1 ~ ei + 0(F1) + 0(F2)] x lei ' ej-1 + 0(F3) + 0(F1+)1 x

x fêV’j - z. + o(f5) + 0(F6)] x |*J + 0(F?)] .

F1 = P(X1 <Ei-1' V lEi’ Ei-1]l ‘ %*«***-# ‘Ei'Ei-,l’X2 <Ei>

; Fu = Plxie lE|r> Ei> ’x2<Ej-i'
F = p [X, < £. X2 efe e ]] Fg = P [X, € x2 < «i

F? = P [X1 < Cÿ, X2 < .

D'après l'hypothèse de la proposition, le produit des quatres

derniers facteurs s'écrit :

(Ei-i - £i> (ei - Ej-i) (Ej-i ' '*? Ej <,+0(Er1)>-
sur A_, de manière analogue, on trouve :

'’t'vwV = qp1.2(ei-i)v.3(Ei)v.3(Ej)(Ei-i 'Ei)
x (e,.,-ei) • e-0 + 0(e. ,)J ' J J ^
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En appliquant la proposition 1-B, on obtient :

e.1-e. e . .. - e .3-
. J d+0(e. J

» ma e*i £ • e • .. . e . 1-1
A1 U A2 i-1 i JM J

= ( 2 2^2 2) 0 (e ^_1 )
1 n Ü1

2 2 2_2 ( 2 2 2 2) 0 (e. ,)
d2 n a2 a2

Ce qui achève la démonstration, le cas j = i+1 se déduit du calcul précédent
relatif à 2 22 2 en prenant e .* = e. , e . = e . + 1

2 - Encadrements presque sûrs dans le cas de la m-dépendance.

Soit (X , n > 1} une suite de v.a stationnaires m-dépendantes

uniformes sur [0,1] , Z = inf(X^,...Xn) rappelons la définition de v.a

m-dêpendantes. X. ,X2,.. .Xn>... sont dites m-dépendantes si pour i' < i^< ,

ipC j, < 02 ... < J, on a :

F. . . . . (x. ,x. ...x. ,x. ,...x. ) =
l1l2...lpj1...jq y 12 Ip Jq

= F. . (x. ...x. ) . F. . (x. ...x. ) dès que j-i > m
‘t J* Ji 1 P

en étant une suite strictement décroissante vers 0, on pose :

£T = inf {j 3* 1, Z. < e } .'-e J n
n

A - Majoration presque sûre de Z^.

Proposition 1 - 2 . Supposons que la suite (xn> n ^ l) vérifie :

t P l Xi <x, X?e [ y,z] ] .lim sup 1 ’ d J * J < «
sup(x,z)-*0 sup(x,z)(y-z)
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alors presque sûrement, lorsque n-*°° , A > 0, P ^ U, on a:

Z < — (Logn + 2Logn +...(1+A)Logn)
n n 2 3 p

Preuve : On suit le plan de la démonstration dans le cas ou les sont

indépendantes.

Il s'agit donc de prouver que :

C?e < n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn)
n 2 3 p

p.s lorsque n-*® , A > o, p > U, soit

C = {S >n(Logn + 2Logn + Logn +... + ( 1+A)Logn, & >0}
n en 2 3 h P en+1 n

D = {£ < n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn
n \ 62 3 P

S > (n+1 ) (Log_(n+1 ) + 2Log (n+l)+Log (n+1 )+.. •+(l+À)LogT)(n+1 )
e d U v

n-1

-73 = r }
'e ,, en+1 n

Posons N(n,A) = n(Logn + 2Logn +...+(1+A)Logn).
2 3 P

D'après la proposition 2-B, on a :

P(Cn) =r=3 |f=N(n. A) + 1 P {üe_ = p» *>e

~ ?=3 f=N(n,A)+1 S>W*'n^ qr-3^n+1 ^en~ en+1 ^en+/1+°^n^
or d'après la proposition 1-B

oo oo u(n A\
2

, % ?(e ) = 2 q MJ- 2 V MJ «psNCn^J+l P 2 n p =2 P-2 n p =2 P-2 n
! , N(n,A)

~ (1+0(e )) - (l+0(e )) [1 — ( 1 —e ) 1 *
en n n £n n

N ( n ,A )
—(' - E-> ('+°(cn)). et £ qr.3(En+1) =_l<-°(En+i))
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donc
- N(n,A)

P(C ) = (e - e ') —(1- e ) O+0(e )).
n n n+1 en n

n

et

E«C,) (HO(eJ) £ (1-c„)
N(n,A)

n e
n^1 n

n
rvM n

Il est évident que si A >0, 2 P(Cn) ^ 00

d'autre part :

P(D ) « P [£ <N(n,A),^ > N (n+1 ,A)]
n en en+1

^—2 N(n.A)
= } > <L_o(Oq •»(*•**')tê^-eMA7) eMjJl+0(eJ).

r=N(n+1) p =2 S-2Un;Vp-3'en+1Men_en+1; En+1
,(en)

. N(n,A) q ' /-e - x
- > ) qLo (e_- e„j.i O+0(eJ)

r=N(n+1,A) p=2 p. j
4—3 n n+1 n+1

n+1

où V (en+1) = 1 ‘ En+1 + (P lX1 < En+1’ X2 < En+1] ] + °(en+1} ;

comme défini dans le théorème 1-B.

donc : )B(n-A)
l_en+1

P(D_) =

(V îVl)(1' En+1 ^
( 1+0(e_) ) .

N(n+1,A)-3

(U°(cntl))
'n+1

1-en N(n,A)
0- (——) )

^En+1 ^ ^n^n+l ^ ^ 1-En+1 ^ 1-En+1
N(n+1,A)-3

« <1+0'E„+i>

En+/En“En+1^ ! wn+1

1 . (,-e (, _(!^l_)1'(".A))(1+0(e „n+1 - ~1-e

5 P(D ) est finie pour A >0.
wh n
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On déduit de la convergence des séries :

E p(C ) et > P(D ) que pour A >0
n^1 n^1

Z <— (Logn + 2Logn + Logn +...+(1+A)Logn)
n n 2 3 U p

p.s. lorsque n-*®

Minoration presque sûre de Z^ .

Proposition 2-2 . Presque sûrement, lorsque n -*°°, A>0, P>Uona:

^ 1
Z >

n
nLognLogn... ( Logn )

2 P

preuve puisque :

H P {Xn <
n^1 nLognLogn...(Logn)

2 P

1+A

n> 1 nLognLogn...(Logn)
— et que cette série converge pour

A >0, il s'ensuit que P {Z <n nLognLognLogn...(Logn) +
2 3 p

iO } - 0
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