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Résumé – Ce papier résout le problème de super-résolution à partir de plusieurs images IRM. Le problème de reconstruction est formulé comme
une approximation multilinéaire tensorielle couplée. Nos résultats théoriques prouvent qu’il est possible de reconstruire exactement l’image à
haute résolution. Nous proposons également un algorithme simple basé sur une régularisation de Tikhonov. Nos simulations sur données réelles
illustrent les performances de cette approche, à un coût de calcul réduit par rapport à l’état de l’art.

Abstract – In this paper, we address the multi-frame super-resolution MRI problem. We formulate the reconstruction problem as a coupled
tensor multilinear approximation. We prove that exact recovery of the high-resolution 3D isotropic image is achievable for a variety of multilinear
ranks. We propose a simple algorithm based on Tikhonov regularization to perform the reconstruction. Our simulations on real datasets illustrates
the good performance of the proposed approach, with a lower computation time than state-of-the-art methods.

1 Introduction
L’imagerie à résonance magnétique (IRM) est une tech-

nique polyvalente d’imagerie médicale. Elle produit des tableaux
2D ou 3D d’un organe dans une orientation donnée. Les images
3D possèdent deux dimensions spatiales dans le plan, et une
troisième dimension spatiale caractérisant la profondeur. Ce-
pendant, le temps d’acquisition de ces images est de l’ordre de
plusieurs minutes.

La super-résolution [12, 19, 4] vise à contourner cette limita-
tion en reconstruisant une image 3D à haute résolution à partir
d’une ou plusieurs observations à basses résolutions. La super-
résolution à partir d’une seule observation est souvent basée sur
l’apprentissage profond [10, 17].

Ce papier s’inscrit dans le cadre de la super-résolution multi-
images. Cette stratégie consiste en l’acquisition de plusieurs
observations complémentaires de l’organe d’intérêt [5, 7]. Cha-
que observation possède de hautes résolutions dans le plan (1
mm) et une basse résolution dans la profondeur (3 à 10mm),
obtenues par une opération de flou et d’échantillonnage. Les
mouvements du patient sont pris en compte lors d’une étape de
pré-traitement [9, 15].

Des méthodes de reconstruction basées sur la régularisation
de Tikhonov [21], de Beltrami [9], ou par variation totale [18]
ont d’abord été proposées. D’autres approches [2] utilisent une
factorisation matricielle de rang faible 1 [16, 2]. Le coût de
calcul associé à ces méthodes matricielles est souvent élevé.
Celles-ci ne proposent pas de garanties de reconstruction exacte.

En imagerie médicale, des modèles tensoriels couplés ont
récemment été établis pour la reconstruction d’images cardi-
aques dynamiques [20] ou issues de l’imagerie fonctionnelle
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1. Dans le cas d’une seule observation.

[8]. Ces approches préservent les informations structurelles of-
fertes par le format tensoriel.

En particulier, la factorisation multilinéaire (ou Tucker) a été
utilisée dans [14] pour traiter le problème de super-résolu-tion
en télédétection. Un algorithme basé sur la SVD a été pro-
posé dans [14], permettant de reconstruire une image à partir
de deux observations dégradées. Chaque tenseur était dégradé
dans deux dimensions, ce qui rendait les conditions de recons-
truction théoriques plus restrictives que celles présentées dans
ce papier.

Dans ce papier, nous proposons une nouvelle approche ten-
sorielle au problème de super-résolution multi-images en IRM.
Notre solution se base sur une approximation multilinéaire cou-
plée de trois observations. Nous présentons un algorithme à
faible coût de calcul, appelé isometRic Image Reconstruction
by COupled Tensor Tucker Approximation (RICOTTA), et basé
sur la SVD [3]. Nous montrons que notre approche garantit la
reconstruction exacte de l’image à haute-résolution. Les simu-
lations sur données réelles illustrent les hautes performances de
reconstruction de RICOTTA. Un rapport technique contenant
une version étendue de ce travail est disponible [13]. Un logi-
ciel est à disposition en ligne à l’adresse https://github.
com/cprevost4/RICOTTA_Software.

Notation – Les scalaires sont notés (a) ou (A), les vecteurs
(a), les matrices (A) et les tenseurs (A). Leurs éléments sont
notés ai,Ai,j andAi1,...,iN . La transposée matricielle est notée
AT. La notation X ≥ 0 dénote la positivité terme à terme.
L’opérateur ⊗ dénote le produit tensoriel et l’opérateur •p note
le produit tenseur-matrice selon la dimension p.

https://github.com/cprevost4/RICOTTA_Software
https://github.com/cprevost4/RICOTTA_Software


2 Approximation Tucker couplée

2.1 Modèle d’observation
L’on souhaite reconstruite une image isotropique 3D à hautes

résolutions (HRII) Z ∈ RI×J×K . Le scalaire K représente la
profondeur, tandis que I et J sont les résolutions dans le plan.
Trois images à basse résolution (LRI) sont observées. Notons
Y1 ∈ RI1×J×K , Y2 ∈ RI×J2×K and Y3 ∈ RI×J×K3 , où
I1, J2 et K3 représentent les basses résolutions, i.e., I1 � I ,
J2 � J etK3 � K. Le ratio entre hautes et basses résolutions
est défini par les paramètres de la machine et la séquence d’ac-
quisition considérée. Le modèle de dégradation s’écrit

Y1 = Z •1 D1 + E1,

Y2 = Z •2 D2 + E2,

Y3 = Z •3 D3 + E3.

(1)

Les matrices de dégradation Di (i = 1, 2, 3),supposées connues,
sous-échantillonnent une dimension donnée. Elles sont telles
que D1 ∈ RI1×I , D2 ∈ RJ2×J and D3 ∈ RK3×K . Les ten-
seurs Ei (i = 1, 2, 3) sont des termes de bruit.

Considérons le problème d’optimisation suivant :

min
Ẑ

λ1‖Y1 − Ẑ •
1
D1‖2F + λ2‖Y2 − Ẑ •

2
D2‖2F

+λ3‖Y3 − Ẑ •
3
D3‖2F + µR(Ẑ), (2)

où les scalaires λi (i = 1, 2, 3) contrôlent le poids des observa-
tions. L’opérateurR(·) impose une régularisation de Tikhonov
[6] sur l’image reconstruite Ẑ . Son poids est contrôlé par µ. Le
terme de régularisation promeut une forme de douceur spatiale
dans l’image, tout en réduisant les potentiels artefacts surve-
nant lors de l’approximation de rang faible.

2.2 Modèle Tucker couplé
Dans ce papier, nous utilisons une approximation Tucker

couplée pour résoudre le problème de reconstruction. Suppo-
sons que Z admet une décomposition Tucker de rangs multi-
linéaires (R1, R2, R3) telle que

Z = [[G; U ,V ,W ]], (3)

avec U ∈ RI×R1 , V ∈ RJ×R2 et W ∈ RK×R3 , et G ∈
RR1×R2×R3 . Le modèle (1) devient alors

Y1 = [[G; D1U ,V ,W ]] + E1,

Y2 = [[G; U ,D2V ,W ]] + E2,

Y3 = [[G; U ,V ,D3W ]] + E3.

(4)

En incorporant (4) dans (2), le problème de super-résolution
revient à minimiser une fonction de coût :

fT (Ĝ, Û , V̂ , Ŵ ) = λ1‖Y1 − [[Ĝ; D1Û , V̂ , Ŵ ]]‖2F
+ λ2‖Y2 − [[Ĝ; Û ,D2V̂ , Ŵ ]]‖2F
+ λ3‖Y3 − [[Ĝ; Û , V̂ ,D3Ŵ ]]‖2F
+ µ‖[[Ĝ; Û , V̂ , Ŵ ]]‖2. (5)

2.3 Algorithme
Nous proposons une solution sous-optimale au problème de

minimisation de (5). Elle est décrite dans l’algorithme algébrique 1,
appelé isometRic Image Reconstruction by COupled Tensor
Tucker Approximation (RICOTTA).

Algorithm 1: RICOTTA
init. : Y1, Y2, Y3, D1, D2, D3 ; R1, R2, R3

retourner: Ŷ ∈ RI×J×K

1. U ← tSVDR1

([
Y

(1)
2 Y

(1)
3

])
,

V ← tSVDR2

([
Y

(2)
1 Y

(2)
3

])
,

W ← tSVDR3

([
Y

(3)
1 Y

(3)
2

])
2. Ĝ ← argmin

G
fT (G, Û , V̂ , Ŵ ) ;

3. Ẑ = [[Ĝ; Û , V̂ , Ŵ ]].

Premièrement, RICOTTA estime les facteurs U , V et W
par SVD tronquée (tSVD) des observations. Ensuite, l’algo-
rithme résout le problème de moindres carrés

argmin
Ĝ
‖X vec{Ĝ} − z‖2F + µ‖ vec{Ĝ}‖2F , (6)

par la résolution d’une équation normale(
XTX + µI

)
vec{Ĝ} = XT vec{z}, (7)

voir XXX pour le détail des calculs. La complexité de RI-
COTTA est

— O((R1 +R2 +R3)IJK) pour les SVD;
— O(min(R3

3 + (R1R2)
3;R3

1 + (R2R3)
3)) pour (7).

3 Garanties de reconstruction exacte
Dans cette partie, nous proposons des conditions génériques

de reconstruction pour l’image à super-résolution. La preuve
de ce théorème, ainsi que des conditions déterministes, sont
disponibles dans XXX.

Théorème 3.1 Soient D1 ∈ RI1×I , D2 ∈ RJ2×J , and D3 ∈
RK3×K de rang plein. Soit

Z = [[G; U ,V ,W ]], (8)

avec G ∈ RR1×R2×R3 , R1 ≤ I , R2 ≤ J , R3 ≤ K, and U ∈
RI×R1 , V ∈ RJ×R2 , W ∈ RK×R3 aléatoires, de distributions
absolument continues. Soient également Ei (i = 1, 2, 3) in (1).
1. si au choix R3 ≤ K3 ou R1 ≤ I1 ou R2 ≤ J2, et si

R1 ≤ min(R3,K3)R2,

R2 ≤ min(R3,K3)R1

R3 ≤ min(R1, I1)min(R2, J2),

(9)

alors il existe un unique tenseur Ẑ tel que Ẑ •1 D1 = Y1,
Ẑ •2 D2 = Y2 et Ẑ •3 D3 = Y3.
2. si (R1, R2, R3) > (I1, J2,K3), alors il existe une infinité de
Ẑ satisfaisant Ẑ •1 D1 = Y1, Ẑ •2 D2 = Y2 et Ẑ •3 D3 =

Y3 ; ‖Ẑ −Z‖ pouvant être arbitrairement grand.



Le Théorème 3.1 est illustré à la Figure 1. En vert appa-
raissent les rangs pour lesquels la reconstruction exacte est pos-
sible, tandis que la reconstruction est non-unique dans la zone
rouge. L’aire hachurée contient les cas pour lesquels (9) ne sont
pas satisfaites. La Figure 1 montre que l’on peut choisir deux
rangs très grands, tant que le troisième reste petit. Dans [14],
R1 et R2 devaient rester tous les deux pour augmenter R3, ce
qui générait des conditions moins flexibles.

FIGURE 1 – Illustration du Théorème 3.1.

4 Simulations

4.1 Données et validation

Un objet de test qualité a été scanné avec un appareil 3T
Prisma (Siemens Healthineers, Erlangen, Allemagne). La HRII
de référence était Z ∈ R224×224×224. Son temps d’acquisition
était de 6 min 30 s. Les LRI étaient de résolutions 1 × 1 × 4
mm3. Le taux de sous-échantillonnage entre la HRII et les LRI
était d = 4, soit D1 = D2 = D3 ∈ R56×224. Le temps
d’acquisition de chaque image était de 2 min.

L’acquisition du cerveau d’un volontaire sain 2 a été effectuée
sur un appareil 3T Signa HDxt (General Electric, Milwaukee,
USA). L’image de résolution 1 × 1 × 1 mm3 telle que Z ∈
R224×224×224. Le temps d’acquisition était de 8 min. Les LRI
avaient une résolution de 1× 1× 4 mm3, soit d = 4. Le temps
d’acquisition de chaque LRI était de 2 min.

Nous avons comparé RICOTTA à l’état de l’art en super-
résolution multi-images [9]. Les approches vectorielles de réfé-
rence, notées SR-T et SR-B, utilisaient des régularisations de
Tikhonov et de Beltrami [22], respectivement. Les données ont
été pré-traitées afin de correspondre au modèle séparable (1).

Nous avons utilisé divers indicateurs de qualité de recons-
truction. Le premier était le peak signal-to-noise ratio (PSNR)
[11] :

PSNR =
10

K

K∑
k=1

log10

(
IJE {(Z):,:,k}

‖(Z):,:,k − (Ẑ):,:,k‖2F

)
, (10)

Le second était la corrélation croisée (CC) [11]. Le troisième
était l’indice d’acuité (SI) [1], moyenné dans le plan (SI1,2)
et pour la profondeur (SI3). Le temps de calcul était donné
par les fonctions tic et toc de MATLAB. Les paramètres
du modèle (rangs et poids λi) ont été choisis de façon à obte-
nir les meilleurs indicateurs de reconstruction. Des simulations
supplémentaires sur le choix de ces paramètres sont disponibles
dans XXX.

2. L’étude a été approuvée par un comité d’éthique et le volontaire a donné
son consentement écrit. Voir identifiant ClinicalTrials.gov : NCT02887053.

4.2 Résultats
Pour l’objet de test, nous avons utilisé R = (220, 220, 50),

λ1 = λ2 = 0.2, λ3 = 0.8, et µ = 0.005. Les indicateurs sont
regroupés dans le Tableau 1. La Figure 2 montre des coupes de
l’image de référence et des reconstructions.

Alg. PSNR CC SI1,2 SI3 Time (s)
RICOTTA 18.531 0.9631 104.403 528.274 215.231

SR-T 19.386 0.9638 87.427 330.561 49.091
SR-B 17.101 0.9613 103.31 424.816 219.735

TABLE 1 – Reconstruction d’un objet de test qualité (d = 4).
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FIGURE 2 – Reconstructions de l’objet de test qualité (d = 4).

RICOTTA donnait un PSNR et une CC comparables à ceux
de SR-T, avec un SI était supérieur. Le temps de calcul de RI-
COTTA était similaire à celui de SR-B tandis que ses perfor-
mances étaient supérieures.

Pour les images de cerveau, nous avons utilisé les paramètres
R = (220, 220, 50), λ1 = λ2 = 0.2, λ3 = 0.8 et µ = 0.001.
Les résultats sont disponibles dans le Tableau 2 and la Figure 3.

Alg. PSNR CC SI1,2 SI3 Time (s)
RICOTTA 24.764 0.9153 174.346 580.933 236.506

SR-T 22.557 0.8854 278.068 422.824 266.280
SR-B 22.709 0.8842 264.000 447.629 361.398

TABLE 2 – Reconstruction d’un volume de cerveau (d = 4).

RICOTTA a fourni les meilleurs PSNR, CC et SI3. L’indice
d’acuité dans le plan était plus bas que pour l’état de l’art. Son
temps de calcul était comparable avec le temps d’acquisition de
la référence. Ce temps peut être réduit davantage en considérant
une approche par blocs.

5 Conclusion
Dans ce papier, nous avons proposé une nouvelle méthode

tensorielle de super-résolution multi-images en IRM. Notre al-
gorithme effectue la reconstruction exacte avec un temps de
calcul compétitif. Nous espérons pouvoir appliquer des approches
tensorielles similaires à d’autres problèmes de reconstruction
en imagerie médicale.
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M. Akçakaya. Low-rank tensor models for improved multidi-
mensional mri : Application to dynamic cardiac t 1 mapping.
IEEE transactions on computational imaging, 6 :194–207, 2019.

[21] X. Zhang, E. Y. Lam, E. X. Wu, and K. Y. Wong. Application
of Tikhonov Regularization to Super-Resolution Reconstruction
of Brain MRI Images. In Xiaohong Gao, Henning Müller, Mar-
tin J. Loomes, Richard Comley, and Shuqian Luo, editors, Me-
dical Imaging and Informatics, number 4987 in Lecture Notes
in Computer Science, pages 51–56. Springer Berlin Heidelberg,
2008.

[22] D. Zosso and A. Bustin. A primal-dual projected gradient algo-
rithm for efficient beltrami regularization. Computer Vision and
Image Understanding, pages 14–52, 2014.


	Introduction
	Approximation Tucker couplée
	Modèle d'observation
	Modèle Tucker couplé
	Algorithme

	Garanties de reconstruction exacte
	Simulations
	Données et validation
	Résultats

	Conclusion

