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RESUME.Dans cet article nous considérons un systéme linéaire soantes saturations en
entrée et en sortie, pour lequel une loi de commande stahiksest supposée connue. L'im-
pact sur la stabilité du systeme bouclé d’'une dynamiqueiiaénégligée en entrée est étudié.
Des conditions constructives basées sur des inégalitésamdles, si possible linéaires (LMI),
sont proposées afin de caractériser des ensembles de dyreswjgi préservent la stabilité du
systeme bouclé. L'influence sur I'estimation de la régiostabilité est également étudiée.

ABSTRACTT his paper considers linear systems subject to input angubaturations, for which
a stabilizing control law has been a priori designed. The&# of beforehand neglected dy-
namics appearing at the input are studied with respect tostability of the closed-loop sys-
tem. Constructive conditions based on matrix inequalitest least linear matrix inequalities
(LMI), are proposed in order to characterize some suitalyleaimics preserving the closed-loop
stability. The influence of these neglected dynamics ondtimate of the basin of attraction
for closed-loop system is studied.

MoTs-CLES Dynamiques négligées, saturations en entrée et en sogétigm de stabilité.
kKeyworDsNeglected dynamics, input and output saturations, regicstability.
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1. Introduction

L'élaboration de lois de commande pour les systemes dynamigst une tache
d’'autant plus ardue que le cahier des charges est exigeantpt€ tenu des per-
formances souhaitées, le concepteur peut étre amené Dpgeeldes contrbleurs
avancés nécessitant des efforts de commande importargen@ant, que ce soit
pour des raisons physiques, technologiques ou liées a lamitge¢out systéme phy-
sique est soumis a des limitations de fonctionnement quiaskiisent entre autres
par des contraintes d’amplitude et de dynamiques sur lésnaeiurs et les capteurs
(Bernstein, 2001). Ainsi le fait de ne pas prendre en comggdimitations, lors de la
conception du contrbleur ou de la mise en ceuvre, peut aveicaleséquences indé-
sirables (dégradation des performances) ou catastrogh{gerte de stabilité) pour le
systeme (Glattfeldest al, 2003), (Kapilaet al, 2002).

C’est pour toutes ces raisons que les systemes soumis atdextieas en entrée
et en sortie présentent de nombreux défis aussi bien danstextmd’'analyse que
de synthése de lois de commande afin de garantir la stalilit® eertain niveau de
performance : voir, par exemple, (Tarbouriettal, 2007) ou les techniques les plus
récentes sont présentées.

Un autre phénomeéne important qu'il convient de prendre empte concerne les
dynamiques négligées, qui peuvent provenir de dynamiqaéstodélisées ou igno-
rées lors de la synthése de la loi de commande. Dans (Aetak, 2001), les au-
teurs proposent une méthode de re-design pour la loi de cagerlarsqu’une dyna-
mique non linéaire a été négligée. Dans (Areh&l., 2000), la procédure deackstep-
ping est modifiée pour étre robuste par rapport a des dynamiqgéigées. L'article
(Aldhaheriet al., 1996) présente une analyse des systemes avec une dynam@gjue
gée dans I'actionneur et contenant un observateur avecinrélgaé dans la boucle
fermée.

Cet article considere des systéemes linéaires soumis ateatsans sur les entrées
et les sorties. On suppose que les actionneurs contienasrdythamiques linéaires
négligées au moment de la synthése de la loi de commandgetidtest alors de
caractériser un ensemble de dynamiques qui préservertgitétdu systéme et ne
dégradent pas trop I'approximation de la région d’attractie celui-ci.

Des conditions constructives basées sur des inégalitégiakés sont proposées.
Ces inégalités sont bilinéaires en les variables inconrnimes transformation permet-
tant de linéariser les inégalités est possible mais imptasdynamique négligée d’étre
du méme ordre que le systéeme. Cependant, une méthode détewanatrices de la
dynamique négligée sous forme d’un retour de sortie permebdsidérer un ordre
arbitraire pour la dynamique.

L'article est organisé de la maniére suivante : la formatatiu probléme est pré-
sentée dans la section 2. La section 3 rappelle un certaibmodioutils nécessaires
au développement des conditions. Les principaux résuh@sriques sont donnés
dans la section 4. Les procédures d’optimisation assoeidesonditions théoriques
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sont décrites en section 5. La section 6 illustre sur difftrexemples numériques les
avantages et les inconvénients des techniques proposéesrticulier, le cas de la
présence d'un retard négligé lors de la synthése est cagsid# dynamique négli-
gée est alors représentéia une approximation de Padé. Enfin, quelques remarques
et prospectives permettent de clore l'article.

Notation. A’ représente la transposée de la matAcéour des matriceA et B
symeétriquesA > B signifie queA — B est définie positive. Pour les vectewsy €
R", x>y signifiex) —yi) > 0, Vi = 1,...,n. A répresente la lignede la matrice
A. diagA,B) représente une matrice bloc-diagonale avec les bhoesB. | est la
matrice identité et 0 la matrice avec les éléments égauxaazéeprésente des blocs
symétriques dans des LMIs. Paue R™, sat, (v) : R™ — R™ représente la fonction
de saturation saf(V) i) = sign(v(;)) min(Vo(i), | Vi |), Vi = 1,...,m, olivg) > O est le
seuil de chaque élément. N() représente le noyau de

2. Formulation du probleme

Soit le systéme linéaire soumis a des saturations suréemtrla sortie commandé
par une loi de commande connue décrit par [1] et représenté figure 1 :

X(t) = AX(t)+Bsaty(ye(t))
y(t) = CX(t) [1]
X(t) = Acxc(t)+Besay,(y(t))
Ye(t) = Cexc(t) + Desat, (y(t))

avecx € R" I'état du systemex. € R™ I'état du contréleur dynamiqug,c RP la
sortie du systeme gt € R™ la sortie du contréleuA € R™", B R™™, C € RP*",

Ac € R B, ¢ R"e*P C, € R™M etD. € R™P, La loi de commande stabilisante
composée pakc, B, Cc etD¢ peut étre calculée en utilisant par exemple les techniques
proposées par (Batemanal., 2003), (Tarbouriecbt al,, 2006), (Garciat al, 2007).

Ye sat (Ye) y sat, ()

e syst. lin. e

cont. dyn.

Figure 1. Systéme commandé par un contréleur dynamique

Les seuils de la saturation pour la commande et la sortiersgpectivement les
vecteurs positifsip € R™ etyy € RP.



220 JESA.\Volume 43 —Tl1-2 /2009

Le systéme [1] ne représente pas le systéme complet. Enpeffietsynthétiser
la loi de commande (c’est-a-dire les matridgs B¢, Cc et D¢), hous avons négligé
une dynamique linéaire a I'entrée. En d’autres termes, @eo8ss supposé que le
signaly; entre directement dans le bloc de saturation (entrée daragsa contrdler).
Cependant, I'entrée du systéme est la sortie d'un systémsmaigiue négligé jusqu’ici
et que nous supposons défini par les matr{@gsBq,Cq,Dq} comme cela est illustré
sur la figure 2.

syst. lin.

Figure 2. Dynamique négligée a I'entrée

Le systéme complet que nous devons étudier est en fait lersgsécrit par les
équations suivantes :

X(t) = AX({t)+Bsaty(ya(t))

yt) = Cx(t)

Xe(t) = Acxe(t) +Besag(y(t)) 2]
Ye(t) = Coxc(t) +Desaty (y(t))

Xd(t) = Agxd(t) + Bayc(t)

ya(t) = Caxd(t) + Dayc(t)

avecxy € R"™ état de la dynamique négligéeygtc R™ la sortie de la dynamique
négligée. Les matrice’y, By, Cq, Dg Sont de dimensions appropriées.

Les probléemes que nous souhaitons résoudre dans cet aditdsstent a analyser
la stabilité du systéeme bouclé complet [2] lorsque I'on tieompte des dynamiques
négligées.

Pris dans toute sa généralité, le probléeme est complexgazhiblea priori difficile
de caractériser les dynamiques négligées en termes ddsanay, By, Cq4, Dq les
décrivant. Dans cet article, nous considérons donc les gealdémes suivants qui
présentent comme nous le verrons un intérét en pratique.

Probléme 1. Caractériser les dynamiques qui peuvent étre négligées déastabi-
liser le systeme et sans trop dégrader la région de stalilité&systeme complet [2],
exprimées sous la forméyy, By, Cy, Dy} ou I'ordre ny de la dynamique négligée est
fixéa priori.

Probléme 2. Pour une dynamique négligée fix@eriori (approximation d’un retard,
dynamique dans I'actionneur), caractériser la région debdité du systeme com-
plet [2].
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Notons que les problémes pourraient étre reformulés afiodsidérer également
certains criteres de performance.

3. Résultats préliminaires

En définissant les non-linéarités de type zone matéyq(t)) = sat, (ya(t)) —
ya(t) € RMetqy, (y(t)) = sat,(y(t)) — y(t) € RP, et en considérant un état augmenté

E=[ X x X ]/ € R4 nous pouvons réécrire le systéeme [2] de la maniére

suivante :

& = A%+ Bagy, (¥) + Baiy (vo) [3]

Qo (Ya) = SaAlCo 4 D1y (8)) — (Co& + D1y, (8)) [4]

@ (y) = salCi€) — Ca€ 5]

avec .

A+BDgD.LC BD4C. BC BD4D. B

A= B.C A 0 |;Bi= Be |;Bz=| 0| [6]
ByD:C BuCe Aq By4Dc 0

Ci=[C 0 0];C=[DidDC D4Cc Cq |; D1=DdDe [7]

Notons quep,(Yd) et @y, (y) sont des non-linéarités imbriquées puisque par défi-
nition @y, (Ya) dépend dep,, (y). Rappelons tout d’abord la condition de secteur mo-
difiée que satisfait une non-linéarité de type zone morteb@iariechet al,, 2006).
Considérons une non-linéarité générique définie compy(e) = sat,(v) —ve R™ et
I'ensemble polyédral :

S(vo) = {r € R™ —vo <1 < o} 8]

Lemme 1. Sir est élément de(f) alors la non-linéaritép,, (v) = sat,, (v) — v satis-
fait 'inégalité suivante :

P (V)T (@ (V) +V—1)<0 [9]

avec Te R™™ une matrice diagonale positive.
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4. Résultats principaux

Nous donnons tout d’abord un résultat sur la stabilité asgtique du systeme [2].

Proposition 1. S'il existe une matrice symétrique définie positive €
R(Mnetna)x(n+1etna) - deux matrices diagonales définies positivessTRP*P, T €
R™M et trois matrices £ € RP*(MNeta) B, ¢ RM<(MNeta) ot B ¢ R™P satis-

faisant :

AP+PA PB -CTi+ET PB-CT+ET

A= X om —ByT, <0 [10]
* * -2T
!
Ay = Ezl([) >0;0=1,...,p [11]
* Yo
P !
Agc = 20 | >0, k=1....m [12]
* Uy

alors les trajectoires du systéme [2] convergent asymgteinent vers I'origine pour
toute condition initiale appartenant& (P, 1) :

E(P1) = {Ec R" N g'Pg < 1} [13]

Démonstration. Nous donnons les principales lignes de la démonstratioasjuins-
pirée de (Tarbouriecht al, 2006). Si I'on consideére la fonction de Lyapunov candi-
dateV(§) =&'PE avecP=P >0,0na:

V(§) = 28'P(A% + B1qiy, + Bo@y,)

Considérons les ensembles polyédr&g) et S(uo) :

S(yo) = {& € R™e*M; —yo < E1€ < yo}
S(uo) = {& € R™™ ™4, —ug < Ep€ < Uo}

En utilisant le complément de Schur, on peut montrer queséerble polyédral
S(yo) (resp.S(up)) contient I'ellipsoideZ(P,1) si I'inégalité [11] (respectivement
[12]) est vérifiée (Boydbt al, 1994). Ainsi I'intersection des ensemb&sy) et S(up)
contient I'ellipsoideE (P, 1) si les inégalités [11] et [12] sont satisfaites.
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Avec l'inclusion de I'ellipsoideZ(P, 1) dansS(up) et S(up) il est possible de
prendre en compte l'inégalité [9] du lemme 1 en considérantE & pour @, et
r = Ex¢ pour@,, ceci donne powv :

V(&) < 28'P(AE + Baqu, + Bogy))
— 2G1,, Te(Quo — E& + C18) — 24 To( @y, — B2 + Co€ + D1qry)  [14]
pour tout§ € E(P,1).

Ainsi si le terme de droite de I'inégalité [14] est négatifimment dit si I'inégalité
[10] est vérifiée, le systéme est asymptotiguement stalie HeP, 1).

O

Notons que, lorsque les matrickg By, Cq etDg4 sont données, les conditions de la
proposition 1 sont linéaires par rapport a la variable désgéigtP mais bilinéaires par
rapport aux variable; etT;. Il existe néanmoins un changement de variables adéquat
permettant de les rendre linéaires par rapport a toutesaléables (Tarbouriecht
al., 2006). Cependant, dés que I'on considére les matAgeBy, Cy et Dy comme
des variables, les inégalités obtenues sont bilinéaineslies présentent en plus des
produits entreg; et Tj, les produitsPA et PB; (A et B, sont formées par les matrices
du systéme négligé, considérées comme des variables).

L'objectif de 'article est de déterminer des matridgs By, Cy et Dg admissibles
qui, d’'une part, ne déstabilisent pas le systéeme [2], etdjaytre part, préservent
la taille de la région de stabilité. Dans ce but, nous all@rssitiérer des techniques
permettant de résoudre le probléme de fagon le plus linpassible.

4.1. Quasi-linéarisation

Cette premiere technique peut étre appliquée lorfiue 0, c’est-a-dire, lorsque
I'on considére une dynamique négligée sans transmissientdi

Dans ce cas, le systéeme [2] se réécrit comme :

& = Aok + Bauy (Va) + Browy (¥)

ou @y, (y) est donné par [5] epy,(Yq) ne dépend plus que de

Qo (Ya) = saty, (C208) — Caof

avec :
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) A 0 BG] _ 0
Ad=| BL A 0 |;Bwo=| B

6202[0 0 Cqy |

Définissons les sous-matrices suivantes :

Nous pouvons alors donner le premier résultat pour le problé dans le cas
Ng = N+ nNc.

Proposition 2. S'il existe des matrices symétriques définies positivess R
R(MNe)x (1) g e RMNe)< (1) - des matrices diagonales définies positiveseS
RP*P, S, ¢ R™™ des matrices He R(Me)x(N41e) | ¢ RMx(nt1e) |y ¢ RPX2(N+1e)
Fo € R™2(0+Ne) gt 7 ¢ R(MNe)*M gatisfaisant les inégalités suivantes :

AR+BL+L'B'+ RA’ A+H
* SA+ZC+A'S+CZ
A = «
*
Be RC’ , B L p
[SBHZDJS“{C/ ]+F1 s |2 [ o]t
—2S 0
* -2S
[15]
TR I e ]
Ay=| | * S ;w) >0;4=1,...,p [16]
| * Yoy |
[[R 1] & ]
Ay = * S ;00 >0;k=1,...,m [17]
I Yo

alors la dynamique négligée définiea les matrices :
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Cd _ L(M/)71
Bi=N"1Z
Ag=N"1(H - SAR—SBL — ZCR)(M') 1

ou les matrices M et N sont inversibles et vérifient la relatio

MN' =1—-RS [18]

est une solution du probléeme 1 pour le cas particuligr=An+ n; et est telle que
I'ensembleE(P, 1) défini par [13] avec :

s N
P:[N’ T} (el

est une région de stabilité pour le systeme bouclé [2].

Démonstration. Considérons l'inégalité [10] aveg = Tfl, i =1,2. En structurant
les matriced® etP~! comme :

| S N|.,1 | R M
on a larelation [18]. Notons que la matrice RSest non singuliére, impliquant qu’il

est toujours possible de déterminer des matrices carréasnesingulieresM et N
satisfaisant [18] (Scheret al., 1997).

Soit les matrice§; = diag(, S, S) etl, = diag(M,1) avec :

=[5 1]

Alors & partir des conditions de la proposition 1, les tramsfitionsr} A1,
Al et TLAs0 2, et les changements de variables= C4M’, Z = NBy, H =
SAR+ZC.R+ SBL + NAJM’ et | = Eil, i = 1,2, permettent d’obtenir les inéga-
lités [15], [16] et [17]. En utilisant le méme raisonnementgdans le cadre de la
proposition 1, on peut montrer que I'ellipsoi@gP, 1), avec la matric® définie dans
[20], est une région de stabilité pour le systéme bouclé.

O
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REMARQUE 1. — Les valeurs propres de la matridg sont invariantes par rapport
au choix de la décomposition qui calciNeetN a partir de I'équation [18].

REMARQUE 2. — Pour rendre possible la quasi-linéarisation des iniggal10]-
[12], il est nécessaire d'impos@®y = 0. Les inégalités [16] et [17] sont linéaires,
tandis que l'inégalité [15] est quasi linéaire dans le sanig este les termes non
linéaires (SB. + ZD¢)S; et SBS,. Notons que 'on pourrait rendre linéaire cette
inégalité en fixant préalablement les matri@set $. Il est clair que ce choix
élimine des degrés de liberté pour la recherche d’'une soluiependant on pourrait
conserver les matrice§, = T{l etS = T2*1, comme variables de décision, et uti-
liser alors un algorithme avec relaxation comme cela etsti&ais (Garciat al., 2007).

REMARQUE 3. — Il est important de souligner qu’avec I'approche uéiisdans

la proposition 2, nous ne sommes pas capables de formulepraogdure pour

maximiser I'ensemble des dynamiques qui pourraient étgigeées. Par contre une
procédure orientant le choix des dynamiques négligéessadrtés afin de maximiser
la taille de la région de stabilité peut &tre mise en ceuvrie $eation 5).

4.2. Retour de sortie

Pour le cas d'un contréleur sans transmission diredte= 0) il est possible de
réécrire les matrices du systeme augmenté [6]-[7] comme :

) A 0 0
A=A+BKCr=| BC A 0
0 0 O
B 0
Dg Cq ][0 C O
e {Bd A\jHo 0 J [21]
< Dy Cy|[0 C O 0
Co=CaKCp = | o][ H ],él_ Be |;D1=0
Bs A || O O I 0

(22]

les matricesB, et C; restant inchangées. A partir de la matrkequi contient les
termes de la dynamique négligée, le probléme peut étre posée un probléme de
retour de sortie statique. La matriéefait apparaitre le termB(A; + BsKCy) dans

le bloc (1,1) deA; dans I'équation [10], ce qui transforme I'inégalité en uridiB
(bilinear matrix inequality. Pour résoudre un tel probléme, I'approche proposée dans
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(Peaucelleet al, 2001) peut étre employée. Cette approche consiste tobhbtiaa
trouver un gain de retour d’'étés = KCy, puis a l'utiliser pour calculer le retour de
sortie en utilisant des variables additionelles a partitedome d’élimination. Si la
paire (A3, B;) est stabilisable, une méthode pour trouver le gain de ret@tat est
donnée par le résultat suivant :

Proposition 3. S'il existe une matrice symétrique définie positive W

R(Mnetna)x(n+1etna) - deyx matrices diagonales positives SRP*P, S, € R™™ et

trois matrices Qe R(MMa)*P | ¢ RP*(MNetna) B, ¢ RMX(NNeta) gatisfaisant les
inégalités linéaires suivantes :

[ WA, +AW+QB,+B.Q B1S —WE +F B~ QCa+F
« -25 0 <0
i * * _2&
[23]
RVAN:T
10| >0i=1...p [24]
< Yo
W E,
20 | >0:j=1,...,m [25]
< U

alors avec K@ = Ks, Ks étant donné par K= QW1, I'ellipsoide E(W~1,1) = {& ¢
R Metnd; gV -1E < 1) est une région de stabilité asymptotique pour le systéme [2]

Démonstration. Poson®V =P 1, 5 =T, ! etS = T, 1. On multiplie les équations
[10], [11], [12] & gauche et a droite respectivement par (léd, S,), diag(W, 1) et
diag(W, 1). Considérons les matricésetC, décrites dans les équations [21]-[22] et
Ks = KGCy. Avec les changements de variables= E;W, F, = E;W et Q = KW, les
inégalités linéaires [23], [24], [25] sont obtenues.

O

A partir d’'un gainKs qui stabilise la pairéA,, Ba) il est alors possible d’énoncer le
résultat suivant qui peut étre vu comme une application gulta issu de (Peaucelle
et al, 2001).

Proposition 4. S'il existe une matrice symétrique définie positive €
R(MNetna)x(+1eta) - deyx matrices diagonales positives; Te RP*P,
T, € R™™M et cing matrices Re R(MMa)x(Mnetng) = F o R(MNg)x(Ming)
Fo € R(m+p)x(n+nc+nd+m), E; € Rpx(n+nc+nd), E, € Rmx(n+nc+nd), Gl c
R(n+nc+nd+m)x(n+nc+nd+m)' G, € R(m+nd)x(n+nc+nd+m) satisfaisant les inégali-

tés [11], [12] et |a suivante :



228 JESA.\Volume 43 —1l1-2 /2009

M(P, T1, T2, E1, E2) + To(Fe2, G1,G2) To (R, F) + To (R F) Te(Fe2,G1,G2)’ < 0

[26]
avec .
M(P, Ty, To,Eq,E2) =
AP+PA, PB-CTi+ET1 PB-CyT+EST,
* 2Ty 0
* * -2T
*
0
0 BP —CT,
* 0 0 [27]
* * 0
RG 0 O F 0O
T(RF) = I oo0| —-|O 1 0 [28]
0 0 I 0 0 I
{Kg 0
0 F
To(Fe,G1,G2) = < [29]

alors avec K= F IR, retour de sortie qui stabilise le systéme défini par legioes
[21]-[22], I'ellipsoide E(W~1,1) = {&§ € R™Netna; g'\W—1E < 11 est une région de
stabilité asymptotique pour le systéme [2]. Les matrit&g By,Cqy, Dy} correspon-
dantes a un tel gain K définissent alors une dynamique qui @eetnégligée sans
déstabiliser le systeme.

Démonstration. La preuve est similaire a celle présentée dans (Peaueeld,
2001). Sil'on pos®. = 0, [10] est équivalent a :
} [30]

CK 1 0
| 0 0 0| |MPT,TELE) chb
0 0 I :

o oo
— 0O o
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A partir du lemme d’élimination il est possible de montreediO] est satisfaite si
et seulement s'il existe des matridesTy, To, E1, E, et 7 telles que :

M(P, Ty, T2,E1,E2) + I K+ K'J' <0 [31]
avec :
KC, 0 O
K= | 00 -1 [32]
0 0 |1

En structurant la matricé comme :

s o]
0 F
J= _[F gl] [33]

0 G

le choixKg = (Fstl)’ et le changement de variablBs= FK nous donnent I'inéga-
lité [26]. Il faut remarquer que comme dans (Peaucetlal, 2001), la matrice~
est non singuliére si I'inégalité [26] est satisfaite cablec F + F’ est présent dans
sa diagonale.

O

REMARQUE 4. — Pour transformer I'inégalité [26] en une LMI, il restecedsaire de
fixer Ty et T2. Les matrices de la solution de [23] peuvent étre utiliséesde cas.

REMARQUE 5. — La proposition 4 permet de trouver une dynamique négligé
d’ordre arbitraire et fournit I'approximation de la régida stabilité correspondante.

REMARQUE 6. — Le choix deKs est déterminant pour trouver une solution a
I'inégalité [26]. Il sera considéré toujours comme un gaimn sfabilise(A,, Ba). Une
des méthodes possibles pour le calculer est donnée pardagition 3.

REMARQUE 7. — Certains critéres d’optimisation peuvent étre congislgour la

recherche des matricés et R qui définissenK. Un critére peut étre, par exemple,
I'élargissement de I'ensemble des conditions initialeaniadibles.

4.3. Dynamiques imposées

Un cas particulier intéressant est lorsque la dynamiquégéEy Ay, Bq,Cq,Dq}
a une structure préalablement imposée, ou bien encore tlgvamposées : cela
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peut par exemple étre le cas si des caractéristiques dynamies actionneurs sont
connues et qu'il faut tester leur influence sur la boucle &pou bien on peut tester
l'influence de retards sur la stabilité du systéme a paréipdtoximations de Padé.
Dans ce contexte, le résultat suivant découle directeneelat proposition 1 et est une
solution pour le probléeme 2.

Proposition 5. S'il existe une matrice symétrique définie positive W

R(Mnetna)x(n+1etna) - deyx matrices diagonales positives SRP*P, S, € R™™ et

trois matrices Re R™P, F; € RP*(MNeta) £, ¢ RMX(NNet1a) gatisfaisant les in-
égalités linéaires suivantes :

[ WA+ AW B1S —-WC[+F] BxS—WC)+F)

* 25 -SD; <0 [34]
i * * -2
W F,

W l>0i=1..p [35]
L Yoo
RS

20 1>0j=1...,m [36]
L+ Yoo

alors l'ellipsoide E(W—1,1) = {§ € R™"e™d: g'W—1E < 1} est une région de stabi-
lité asymptotique pour le systéme [2].

Démonstration. Poson®V = P~1,U; = T, * etU, = T, 1. On multiplie les inégalités
[10], [11], [12] & gauche et & droite respectivement par WMd)1,U>), diag(W, 1) et
diag(W, 1) . Avec les changements de variables= E;W etF, = E;W, les inégalités
linéaires [34], [35], [36] sont obtenues. O

REMARQUE 8. — Soit une matrice symétrique définie positiké c R(Mne)x(+ne)
deux matrices diagonales € RP*P, 5, € R™™ et deux matriceg; € RP*(1e),
F, € R™ (M) satisfaisant les inégalités linéaires suivantes :

[ WA +AW BiSi—WCi+ 7 BaS— WCh+ 75
* —25 -51D] <0 [37]
i * * —257
i w ’ B W /-
1) >0;i=1,....p 722@ >0;j=1,...,m [38]
o x Yo | Yo
avec .
~ [A+BDC BG |.5 [BD.].5 [B
A—|: BCC AC :|aBl__ BC :|!BZ_|:O:|! [39]
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Ci=[C 0];G=[DL C |;D1=D¢ [40]

Alors la régionE(W1,1) = { e ™™, W1 <1}, avecE = [ X %, | est
une région de stabilité asymptotique pour le systéme bmacié dynamique négligée.
En structurant la matric®/ de la proposition 5, comme :

| aw W
W= [ . W } [41]
ou W est solution de [37]-[38] et est un scalaire tel que©a < 1, on peut s'inspirer
de la technique developpée dans (Tarbourigtchl., 2008) afin de mesureia W et
a la dégradation de la région de stabill W 1,1) = {£ ¢ R, &W~1E < 1},
dans les directions X %, 0 ]'.

4.4. Région de stabilité imposée

Une approche complémentaire & celle consistant & imposedydemiques né-
gligées est d'imposer une région de stabilité. Afin de ne pgsdégrader la région
obtenue lors de la synthése du contrdleur, il est possiblehdesir les matrices qui
définissent I'influence des états initiaux de la dynamiqugigée dans la région d’at-
traction. ConsidéronB = P’ > 0 structurée comme :

P P Ps
P=| | » Ps| P [42]
* P6

Les matrice$, P, etP, sont calculées lors de I'obtention du contrdleur dynamigue
est alors possible de fixer les valeursdRdgPs et P; pour établir une région d’attraction
souhaitée et chercher des dynamiques qui satisfont lealitéég[10]-[12] avec une
telle matriceP.

Corollaire 1. Etant donné la matrice - P’ > 0, s'il existe une matrice diagonale
positive $ € R™™ et des matrices Ac R(MMetMa)x(Hnetna) By ¢ R(MNetng)xm
Cq € RP*(MNetna) Dy ¢ R™P satisfaisant les inégalités linéaires [11], [12] et :

AP+PA PB -Ci+E] PB;S-Co+E)
* ~2l -D} <0 [43]
* * -2

alors I'ellipsoide £(P,1) = {§ € R"""d;&’/Pg < 1} est une région de stabilité
asymptotique pour le systeme [2], avieky, B4,Cq, Dq} solution de [43].
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Démonstration. Posonsl; =l etS = T{l. On multiplie I'inégalité [10] a gauche et
a droite par diadl,1,S). L'inégalité linéaire [43] est obtenue. Les conditionsdlu-
sion [11] et [12] restent inchangées. O

REMARQUE 9. — Considérant la région de stabilit¢ de dép&E(Py,1) = {£
R e ¥ PoE < 1} avect = [ X x ] et:

=] 2| [44)

il est possible dimposer des limites pour la dégradatiomsd#es directions
[ X x O ]' de la régionE(P 1) = {§ € R""™d;&'PE < 1}. Si la matrice de
Lyapunov des LMIs du corollaire 1 est donnée par :

o P P Ps
Po = * Py Ps [45]
* P6

aveca > 1, alors la dégradation de la régidf(Py,1), peut étre mésurée par le
parametrex.

5. Procédures d’'optimisation

L'approche proposée dans la section 4.1 permet la maxiimisee I'approxima-
tion de la région d’'attraction du systéeme quand les étatsini du contrdleur sont
égaux a zéro en dépit de la présence de dynamiques négligées.

Le probléme d’optimisation consistant a maximiser I'ensknades conditions ini-
tiales qui assurent la stabilité du systeme [2], peut doreca@nsidéré :

min
sous

Bl < S< cpPl,[15],[16],[17] [46]

ou B est une variable scalaire positivgest la varible de décision définie dans la
proposition 2 et est un scalaire positif préalablement fixe.

6. Exemples numériques

L'interface Yalmip (L6fberg, 2004) et le solver Sedumi (8ty n.d.) ont étés uti-
lisés pour I'obtention des résultats de cette section.
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6.1. Résultats de la quasi-linéarisation

On considére le systeme, le contréleur dynamique et letssées saturations du
systeme [2] définis par les données suivantes :

0 1 | . g_|1]. ~_
A:{S—G}’B_{O}’C_[l 0 | [47]
-4 0 |, 1. :
Ac_{l _3},BC_[0.5},CC_[O.5 0];Dc=—4
U=2;Yo=2
Les valeurs propres de la matridet du systéme en boucle fermée sont respective-
mentA\go = {1.1231 —7.1231} etAgr = {—3.000Q —8.0418 —1.8435 —4.1147}.

Pour résoudre [46] de facon linéaire, il est nécessaire ée [izss matrices; et .
Les résultats de I'exemple correspondent au cl§pix 1 etS, = 2.

Les matrices d’'une dynamique négligée possible, obtenues éa résolution du
probléme d’optimisation [46] sont :

—7.0798 80748 05696 —0.1744 0.1197

Ag = 1.0242 -5.6524 06515 —0.0486 | B, — 0.3998
~ | 03022 -21848 57059 —0.5374|' 9~ | —0.0378
—0.6735 —0.0856 —1.5908 —4.3570 0.0567

Ca=[ 24614 34426 —0.7894 01463 ]

Les valeurs propres de la matriég obtenue sonha, = {—9.2026 —5.9871],
—4.077Q0 —3.5284}. La matriceP qui définit la région de stabilit&(P, 1) est don-
née par:

2.0418 -0.7314 00250 -0.0019
—0.7314 (09633 00074 —-0.0134
0.0250 Q0074 24407 02471
—0.0019 -0.0134 02471 27777

P= 1.0158 —-0.4105 15262 13921
0 17516 18481 16807
0 0 46980 25335
i 0 0 0 —6.3563
1.0158 0 0 0 ]
—0.4105 17516 0 0
15262 18481 46980 0

13921 16807 25335 —6.3563
26412 18927 43418 -3.1123
1.8927 93216 49319 -—-3.7668
4.3418 49319 124723 -5.0132
—3.1123 -3.7668 -5.0132 169614 |
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Une comparaison entre les réponses du systéme qui inclatdyetamique négli-
gée (trait plein) et du systéme sans cette dynamique négigét pointill€) pour une
condition initiale donnée p&(0) = [0.10.500 0 0 0 ¢/, est montrée dans la figure 3.

0.8

0.7
0.6\
05
0.4F
X2 \
0.3F \
0.2f N

0.1F N

Figure 3. Evolution de I'état x

6.2. Retour de sortie

Considérons le systeme, le contr6leur dynamique et letssges saturations du
systeme [2] définis par les données suivantes :

A { ~1 0.3000]; B [ 05

0o 05 = —10]?(3—[1 2 ] [48]

AC:{_OLL —18};BC:[—_O:.L5};C°:[O'3 -2]
Up=2;Yo=2

Les valeurs propres de la matriéeet du systéme en boucle fermée sont res-
pectivement\go = {—1,0.5} et Agg = {—5.5544+2.0835, —5.5544— 2.0835,
—0.6956+0.1395, —0.6956— 0.1395}. Les matrices de la dynamique négligée ob-
tenues apres la résolution du probléme d’optimisation $68 :

A= ~11406 07707 ], . _ [ 0.452
| —0.7737 —-11374 |’ 747 | 0121
Cd:

[ —0.08204 007964 ]; Dg = 1.0275
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Les valeurs propres de la matriég obtenue sonha, = {—1.1390+0.7722
—1.1390—0.7723}.

Les valeurs ddl; et T, ont étéa priori fixées commel; = T, = 1. La figure 4
présente la comparaison de I'évolution de I'étatdu systéme qui inclut une telle
dynamique (trait plein) et du systéme qui la néglige (traitfdlé) pour une condition
initiale donnée pak(0) = [0 0.5 0 0 Q03 0.0g".

0.6

Figure 4. Evolution de I'état x

Il est aussi important de remarquer que pour certaines tongliinitiales le sys-
téeme en boucle fermée peut devenir instable. La figure 5 pt&da comparaison
de I'évolution de I'étatx; du systéme qui comporte une telle dynamique (trait plein)
et du systeme qui la néglige (trait pointillé) pour une ctindiinitiale donnée par
£(0)=[005001617].

La matriceP qui vérifie I'inégalité [26] et qui fournit une approximatigour la
région de stabilité est donnée par :

202349 -0.3404 44314 -15223 -0.2135 -0.6236 |
—0.3404 09256 —0.2991 23315 00068 00649
44314 —-0.2991 57119 —-8.9356 -—-0.0142 04425
—1.5223 23315 -—-89356 352684 —-0.0438 -0.7709
—0.2135 00068 —0.0142 —0.0438 1045991 -0.0170
—0.6236 00649 04425 -0.7709 -0.0170 1045093 |

Pour un état initial dans la dynamique a I'entoge# O les valeurs de I'étax
pour lesquels la stabilité est garantie sont changés. Leefiymontre la projection de
I'ellipsoide qui approxime la région de stabilité dans larplxi,x2) pour les condi-
tions initialesx:(0) = x4(0) = 0 (trait plein) et pour les conditions initiales(0) = 0
X4(0) = [0.05 Q.05 (trait pointill).
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0.7

0.6 : " B
051 B
0.4 B

X1

0.3 b

0.2 b

Figure 5. Evolution de I'état x pour une condition initiale qui déstabilise le systeme
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Figure 6. Projection dans le plafix;, x2) des approximations de la région de stabilité

6.3. Dynamiques imposées. Approximation de Padé

Les conditions de stabilité de la proposition 5 pour le syst47] ont été testées
pour une dynamique donnée par une approximation de Padéudiede ordre pour
un retard a I'entrée qui avait été négligé. En utilisant lapasition 5 et en faisant
varier la valeur du retard, le systeme est identifié commaesjasqu’a un retard de
T=0.4102. Pour la valeur de retard de- 0.2 une réalisation de I'approximation est
donnée par :
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~300 —3000 1
Ac=1 1o 0 :|;Bd:|:0:|;cd:[—60 0];Dg=1

Avec une telle dynamique négligée le systéeme bouclé residdestt I'approxima-
tion de la région d’attraction est définie par [13] avec lanmat

0.5772 Q00861 Q0067 00001 00248 22941
0.0861 00161 Q002 Q0002 00168 38507
0.0067 0002 00207 —0.0047 00164 07327
0.0001 Q0002 —-0.0047 00036 00001 —0.001
0.0248 00168 00164 00001 4202 31288
22941 38507 Q7327 —0.001 31288 20474715

La figure 7 montre la trajectoire de la sortie pour un étatahitu systéemex(0) =
[1.250" (x:(0) = x4(0) = 0) avec I'approximation du retard (trait plein) et sans le
considérer (trait pointillé).

16

Figure 7. Sortie avec une dynamique approximant un retard négligé

6.4. Région de stabilité imposée

Considérons le systeme, contrbleur et seuils de saturdtaonés par [47] et la
région de stabilité [13] définie par la matriPedonnée par :
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2.3628 —0.7032 00342 —-0.0046 O 0
—0.7032 09522 00152 —-0.0093 O 0

p_ 0.0342 00152 23589 02351 0 0
| —0.0046 —-0.0093 02351 26766 0 0
0 0 0 0 Q5 O

0 0 0 0 0 01

En utilisant les conditions du corollaire 1, le systéeme dyitaue :

A _ | 588190 0 g, [ 11724
| 00103 -204402 |' "¢ | —1.7902

Ca=[ —0.0492 01638]

est obtenu et peut étre alors considéré a I'entrée du systenstabilité du systeme
bouclé complet est garantie dans la région de stabilité iggdar [13].

7. Conclusion

Dans cet article, quelques résultats préliminaires onbléténus pour la caractéri-
sation des dynamiques linéaires négligées lors de la symtie la loi de commande
qui préservent les propriétés souhaitées pour le systemaélorsqu’elles sont pré-
sentes. Le systéme considéré est un systeme linéaire sadedsaturations en entrée
et en sortie. L'objectif était alors de caractériser un ersle de dynamiques négligées
qui ne déstabilisent pas le systeme bouclé et qui ne dégrpdgirop la région de sta-
bilité associée.

Nous avons mis en évidence que la région de stabilité déperna dynamique
négligée : ainsi sur un exemple illustratif nous avons pu tneorgue pour certaines
conditions initiales de la dynamique négligée, le systemevpit étre déstabilisé.

Dans cet article, nous avons considéré deux approches pymecae par quasi-
linéarisation, qui si elle conduit a des conditions quasédires facilement tes-
tables numériquement, impose une contrainte forte suliéode la dynamique né-
gligée (méme ordre que le systeme); une approche baséelemme d'élimination
(Peaucelleet al,, 2001) qui permet d’avoir une dynamique d’ordre arbitrainedivi-
sant le probléme en deux étapes qui peuvent étre résoluasatelinéaire.

Nous avons pu montrer que lorsque la dynamique négligée atouneture impo-
sée, les conditions de stabilité deviennent linéairesstgar exemple le cas si on
néglige la présence d'un retard en entrée, retard que I'om re@résentevia une
approximation de Padé.
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