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RÉSUMÉ.Dans cet article nous considérons un système linéaire soumis à des saturations en
entrée et en sortie, pour lequel une loi de commande stabilisante est supposée connue. L’im-
pact sur la stabilité du système bouclé d’une dynamique linéaire négligée en entrée est étudié.
Des conditions constructives basées sur des inégalités matricielles, si possible linéaires (LMI),
sont proposées afin de caractériser des ensembles de dynamiques qui préservent la stabilité du
système bouclé. L’influence sur l’estimation de la région destabilité est également étudiée.

ABSTRACT.This paper considers linear systems subject to input and output saturations, for which
a stabilizing control law has been a priori designed. The effects of beforehand neglected dy-
namics appearing at the input are studied with respect to thestability of the closed-loop sys-
tem. Constructive conditions based on matrix inequalities, or at least linear matrix inequalities
(LMI), are proposed in order to characterize some suitable dynamics preserving the closed-loop
stability. The influence of these neglected dynamics on the estimate of the basin of attraction
for closed-loop system is studied.
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1. Introduction

L’élaboration de lois de commande pour les systèmes dynamiques est une tâche
d’autant plus ardue que le cahier des charges est exigeant. Compte tenu des per-
formances souhaitées, le concepteur peut être amené à développer des contrôleurs
avancés nécessitant des efforts de commande importants. Cependant, que ce soit
pour des raisons physiques, technologiques ou liées à la sécurité, tout système phy-
sique est soumis à des limitations de fonctionnement qui se traduisent entre autres
par des contraintes d’amplitude et de dynamiques sur les actionneurs et les capteurs
(Bernstein, 2001). Ainsi le fait de ne pas prendre en compte ces limitations, lors de la
conception du contrôleur ou de la mise en œuvre, peut avoir des conséquences indé-
sirables (dégradation des performances) ou catastrophiques (perte de stabilité) pour le
système (Glattfelderet al., 2003), (Kapilaet al., 2002).

C’est pour toutes ces raisons que les systèmes soumis à des saturations en entrée
et en sortie présentent de nombreux défis aussi bien dans un contexte d’analyse que
de synthèse de lois de commande afin de garantir la stabilité et un certain niveau de
performance : voir, par exemple, (Tarbouriechet al., 2007) où les techniques les plus
récentes sont présentées.

Un autre phénomène important qu’il convient de prendre en compte concerne les
dynamiques négligées, qui peuvent provenir de dynamiques mal modélisées ou igno-
rées lors de la synthèse de la loi de commande. Dans (Arcaket al., 2001), les au-
teurs proposent une méthode de re-design pour la loi de commande lorsqu’une dyna-
mique non linéaire a été négligée. Dans (Arcaket al., 2000), la procédure debackstep-
ping est modifiée pour être robuste par rapport à des dynamiques négligées. L’article
(Aldhaheriet al., 1996) présente une analyse des systèmes avec une dynamiquenégli-
gée dans l’actionneur et contenant un observateur avec un gain élevé dans la boucle
fermée.

Cet article considère des systèmes linéaires soumis à des saturations sur les entrées
et les sorties. On suppose que les actionneurs contiennent des dynamiques linéaires
négligées au moment de la synthèse de la loi de commande. L’objectif est alors de
caractériser un ensemble de dynamiques qui préservent la stabilité du système et ne
dégradent pas trop l’approximation de la région d’attraction de celui-ci.

Des conditions constructives basées sur des inégalités matricielles sont proposées.
Ces inégalités sont bilinéaires en les variables inconnues. Une transformation permet-
tant de linéariser les inégalités est possible mais impose àla dynamique négligée d’être
du même ordre que le système. Cependant, une méthode décrivant les matrices de la
dynamique négligée sous forme d’un retour de sortie permet de considérer un ordre
arbitraire pour la dynamique.

L’article est organisé de la manière suivante : la formulation du problème est pré-
sentée dans la section 2. La section 3 rappelle un certain nombre d’outils nécessaires
au développement des conditions. Les principaux résultatsthéoriques sont donnés
dans la section 4. Les procédures d’optimisation associéesaux conditions théoriques
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sont décrites en section 5. La section 6 illustre sur différents exemples numériques les
avantages et les inconvénients des techniques proposées. En particulier, le cas de la
présence d’un retard négligé lors de la synthèse est considéré : la dynamique négli-
gée est alors représentéevia une approximation de Padé. Enfin, quelques remarques
et prospectives permettent de clore l’article.

Notation. A′ représente la transposée de la matriceA. Pour des matricesA et B
symétriques,A > B signifie queA−B est définie positive. Pour les vecteursx, y ∈
IRn, x� y signifiex(i) − y(i) ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,n. A(i) répresente la lignei de la matrice
A. diag(A,B) représente une matrice bloc-diagonale avec les blocsA et B. I est la
matrice identité et 0 la matrice avec les éléments égaux à zéro. ⋆ représente des blocs
symétriques dans des LMIs. Pourv∈ IRm, satv0(v) : IRm → IRm représente la fonction
de saturation satv0(v)(i) = sign(v(i))min(v0(i), | v(i) |), ∀i = 1, . . . ,m, oùv0(i) > 0 est le
seuil de chaque élément. Null(A) représente le noyau deA.

2. Formulation du problème

Soit le système linéaire soumis à des saturations sur l’entrée et la sortie commandé
par une loi de commande connue décrit par [1] et représenté par la figure 1 :















ẋ(t) = Ax(t)+Bsatu0(yc(t))
y(t) = Cx(t)
ẋc(t) = Acxc(t)+Bcsaty0(y(t))
yc(t) = Ccxc(t)+Dcsaty0(y(t))

[1]

avecx ∈ IRn l’état du système,xc ∈ IRnc l’état du contrôleur dynamique,y ∈ IRp la
sortie du système etyc ∈ IRm la sortie du contrôleur,A∈ IRn×n, B∈ IRn×m, C∈ IRp×n,
Ac ∈ IRnc×nc, Bc ∈ IRnc×p, Cc ∈ IRm×nc etDc ∈ IRm×p. La loi de commande stabilisante
composée parAc, Bc,Cc etDc peut être calculée en utilisant par exemple les techniques
proposées par (Batemanet al., 2003), (Tarbouriechet al., 2006), (Garciaet al., 2007).

yc satu0(yc) y saty0 (y)

syst. lin.

cont. dyn.

Figure 1. Système commandé par un contrôleur dynamique

Les seuils de la saturation pour la commande et la sortie sontrespectivement les
vecteurs positifsu0 ∈ IRm et y0 ∈ IRp.
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Le système [1] ne représente pas le système complet. En effetpour synthétiser
la loi de commande (c’est-à-dire les matricesAc, Bc, Cc et Dc), nous avons négligé
une dynamique linéaire à l’entrée. En d’autres termes, nousavons supposé que le
signalyc entre directement dans le bloc de saturation (entrée du système à contrôler).
Cependant, l’entrée du système est la sortie d’un système dynamique négligé jusqu’ici
et que nous supposons défini par les matrices{Ad,Bd,Cd,Dd} comme cela est illustré
sur la figure 2.

yc yd sat(yd) y

dyn. négl. syst. lin.

Figure 2. Dynamique négligée à l’entrée

Le système complet que nous devons étudier est en fait le système décrit par les
équations suivantes :































ẋ(t) = Ax(t)+Bsatu0(yd(t))
y(t) = Cx(t)
ẋc(t) = Acxc(t)+Bcsaty0(y(t))
yc(t) = Ccxc(t)+Dcsaty0(y(t))
ẋd(t) = Adxd(t)+Bdyc(t)
yd(t) = Cdxd(t)+Ddyc(t)

[2]

avecxd ∈ IRnd état de la dynamique négligée etyd ∈ IRm la sortie de la dynamique
négligée. Les matricesAd, Bd, Cd, Dd sont de dimensions appropriées.

Les problèmes que nous souhaitons résoudre dans cet articleconsistent à analyser
la stabilité du système bouclé complet [2] lorsque l’on tient compte des dynamiques
négligées.

Pris dans toute sa généralité, le problème est complexe et ilsemblea priori difficile
de caractériser les dynamiques négligées en termes des matricesAd, Bd, Cd, Dd les
décrivant. Dans cet article, nous considérons donc les deuxproblèmes suivants qui
présentent comme nous le verrons un intérêt en pratique.

Problème 1. Caractériser les dynamiques qui peuvent être négligées sans déstabi-
liser le système et sans trop dégrader la région de stabilitédu système complet [2],
exprimées sous la forme{Ad , Bd, Cd, Dd} où l’ordre nd de la dynamique négligée est
fixéa priori.

Problème 2. Pour une dynamique négligée fixéea priori (approximation d’un retard,
dynamique dans l’actionneur), caractériser la région de stabilité du système com-
plet [2].
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Notons que les problèmes pourraient être reformulés afin de considérer également
certains critères de performance.

3. Résultats préliminaires

En définissant les non-linéarités de type zone morteφu0(yd(t)) = satu0(yd(t))−
yd(t) ∈ IRm et φy0(y(t)) = saty0(y(t))−y(t) ∈ IRp, et en considérant un état augmenté
ξ =

[

x′ x′c x′d
]′
∈ IRn+nc+nd , nous pouvons réécrire le système [2] de la manière

suivante :

ξ̇ = Ãξ+ B̃1φy0(y)+ B̃2φu0(yd) [3]

φu0(yd) = sat(C̃2ξ+ D̃1φu0(ξ))− (C̃2ξ+ D̃1φu0(ξ)) [4]

φy0(y) = sat(C̃1ξ)−C̃1ξ [5]

avec :

Ã=





A+BDdDcC BDdCc BCd

BcC Ac 0
BdDcC BdCc Ad



 ; B̃1 =





BDdDc

Bc

BdDc



 ; B̃2 =





B
0
0



 [6]

C̃1 =
[

C 0 0
]

; C̃2 =
[

DdDcC DdCc Cd
]

; D̃1 = DdDc [7]

Notons queφu0(yd) et φy0(y) sont des non-linéarités imbriquées puisque par défi-
nition φu0(yd) dépend deφy0(y). Rappelons tout d’abord la condition de secteur mo-
difiée que satisfait une non-linéarité de type zone morte (Tarbouriechet al., 2006).
Considérons une non-linéarité générique définie commeφv0(v) = satv0(v)−v∈ IRm et
l’ensemble polyédral :

S(v0) = {r ∈ IRm;−v0 � r � v0} [8]

Lemme 1. Si r est élément de S(v0) alors la non-linéaritéφv0(v) = satv0(v)−v satis-
fait l’inégalité suivante :

φv0(v)
′T(φv0(v)+v− r)≤ 0 [9]

avec T∈ IRm×m une matrice diagonale positive.
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4. Résultats principaux

Nous donnons tout d’abord un résultat sur la stabilité asymptotique du système [2].

Proposition 1. S’il existe une matrice symétrique définie positive P∈
IR(n+nc+nd)×(n+nc+nd), deux matrices diagonales définies positives T1 ∈ IRp×p, T2 ∈
IRm×m et trois matrices E1 ∈ IRp×(n+nc+nd), E2 ∈ IRm×(n+nc+nd) et E3 ∈ IRm×p satis-
faisant :

A1 =





Ã′P+PÃ PB̃1−C̃′
1T1 +E′

1T1 PB̃2−C̃′
2T2 +E′

2T2

⋆ −2T1 −D̃′
1T2

⋆ ⋆ −2T2



 < 0 [10]

A2ℓ =

[

P E′
1(ℓ)

⋆ y2
0(ℓ)

]

≥ 0; ℓ = 1, . . . , p [11]

A3k =

[

P E′
2(k)

⋆ u2
0(k)

]

≥ 0; k = 1, . . . ,m [12]

alors les trajectoires du système [2] convergent asymptotiquement vers l’origine pour
toute condition initiale appartenant àE(P,1) :

E(P,1) = {ξ ∈ IRn+nc+nd ;ξ′Pξ ≤ 1} [13]

Démonstration. Nous donnons les principales lignes de la démonstration quiest ins-
pirée de (Tarbouriechet al., 2006). Si l’on considère la fonction de Lyapunov candi-
dateV(ξ) = ξ′Pξ avecP = P′ > 0, on a :

V̇(ξ) = 2ξ′P(Ãξ+ B̃1φu0 + B̃2φy0)

Considérons les ensembles polyédrauxS(y0) et S(u0) :

S(y0) =
{

ξ ∈ IRn+nc+nd ;−y0 � E1ξ � y0
}

S(u0) =
{

ξ ∈ IRn+nc+nd ;−u0 � E2ξ � u0
}

En utilisant le complément de Schur, on peut montrer que l’ensemble polyédral
S(y0) (resp.S(u0)) contient l’ellipsoïdeE(P,1) si l’inégalité [11] (respectivement
[12]) est vérifiée (Boydet al., 1994). Ainsi l’intersection des ensemblesS(y0) etS(u0)
contient l’ellipsoïdeE(P,1) si les inégalités [11] et [12] sont satisfaites.
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Avec l’inclusion de l’ellipsoïdeE(P,1) dansS(u0) et S(u0) il est possible de
prendre en compte l’inégalité [9] du lemme 1 en considérantr = E1ξ pour φu0 et
r = E2ξ pourφy0, ceci donne pouṙV :

V̇(ξ) ≤ 2ξ′P(Ãξ+ B̃1φu0 + B̃2φy0))

−2φ′u0
T1(φu0 −E1ξ+C̃1ξ)−2φ′y0

T2(φy0 −E2ξ+C̃2ξ+ D̃1φu0) [14]

pour toutξ ∈ E(P,1).

Ainsi si le terme de droite de l’inégalité [14] est négatif, autrement dit si l’inégalité
[10] est vérifiée, le système est asymptotiquement stable dansE(P,1).

Notons que, lorsque les matricesAd, Bd,Cd etDd sont données, les conditions de la
proposition 1 sont linéaires par rapport à la variable de décisionP mais bilinéaires par
rapport aux variablesEi etTj . Il existe néanmoins un changement de variables adéquat
permettant de les rendre linéaires par rapport à toutes les variables (Tarbouriechet
al., 2006). Cependant, dès que l’on considère les matricesAd, Bd, Cd et Dd comme
des variables, les inégalités obtenues sont bilinéaires car elles présentent en plus des
produits entreEi et Tj , les produitsPÃ et PB̃1 (Ã et B̃1 sont formées par les matrices
du système négligé, considérées comme des variables).

L’objectif de l’article est de déterminer des matricesAd, Bd, Cd et Dd admissibles
qui, d’une part, ne déstabilisent pas le système [2], et qui,d’autre part, préservent
la taille de la région de stabilité. Dans ce but, nous allons considérer des techniques
permettant de résoudre le problème de façon le plus linéairepossible.

4.1. Quasi-linéarisation

Cette première technique peut être appliquée lorsqueDd = 0, c’est-à-dire, lorsque
l’on considère une dynamique négligée sans transmission directe.

Dans ce cas, le système [2] se réécrit comme :

ξ̇ = Ã0ξ+ B̃2φu0(yd)+ B̃10φy0(y)

où φy0(y) est donné par [5] etφu0(yd) ne dépend plus que deξ :

φu0(yd) = satu0(C̃20ξ)−C̃20ξ

avec :
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Ã0 =





A 0 BCd

BcC Ac 0
BdDcC BdCc Ad



 ; B̃10 =





0
Bc

BdDc





C̃20 =
[

0 0 Cd
]

Définissons les sous-matrices suivantes :

A =

[

A 0
BcC Ac

]

; B =

[

B
0

]

; Bc =

[

0
Bc

]

C =
[

C 0
]

;Cc =
[

DcC Cc
]

Nous pouvons alors donner le premier résultat pour le problème 1 dans le cas
nd = n+nc.

Proposition 2. S’il existe des matrices symétriques définies positives R∈
IR(n+nc)×(n+nc), S∈ IR(n+nc)×(n+nc), des matrices diagonales définies positives S1 ∈
IRp×p, S2 ∈ IRm×m, des matrices H∈ IR(n+nc)×(n+nc), L∈ IRm×(n+nc), F1 ∈ IRp×2(n+nc),
F2 ∈ IRm×2(n+nc) et Z∈ IR(n+nc)×m satisfaisant les inégalités suivantes :

A1 =









[

AR+BL+L′B′ +RA′ A+H ′

⋆ SA+ZC+A′S+C′
cZ

′

]

⋆

⋆
[

Bc

SBc +ZDc

]

S1−

[

RC′

C′

]

+F ′
1

[

B

SB

]

S2−

[

L′

0

]

+F ′
2

−2S1 0
⋆ −2S2









< 0

[15]

A2ℓ =





[

R I
⋆ S

]

F ′
1(ℓ)

⋆ y2
0(ℓ)



 ≥ 0; ℓ = 1, . . . , p [16]

A3k =





[

R I
⋆ S

]

F ′
2(k)

⋆ u2
0(k)



 ≥ 0; k = 1, . . . ,m [17]

alors la dynamique négligée définievia les matrices :
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Cd = L(M′)−1

Bd = N−1Z

Ad = N−1(H −SAR−SBL−ZCcR)(M′)−1

où les matrices M et N sont inversibles et vérifient la relation :

MN′ = I −RS [18]

est une solution du problème 1 pour le cas particulier nd = n+ nc et est telle que
l’ensembleE(P,1) défini par [13] avec :

P =

[

S N
N′ T

]

[19]

est une région de stabilité pour le système bouclé [2].

Démonstration. Considérons l’inégalité [10] avecSi = T−1
i , i = 1,2. En structurant

les matricesP et P−1 comme :

P =

[

S N
N′ T

]

; P−1 =

[

R M
M′ Q

]

[20]

on a la relation [18]. Notons que la matrice I−RSest non singulière, impliquant qu’il
est toujours possible de déterminer des matrices carrées etnon singulièresM et N
satisfaisant [18] (Schereret al., 1997).

Soit les matricesΓ1 = diag(Π,S1,S2) et Γ2 = diag(Π, I) avec :

Π =

[

R I
M′ 0

]

Alors à partir des conditions de la proposition 1, les transformationsΓ′
1A1Γ1,

Γ′
2A2ℓΓ2 et Γ′

2A3kΓ2, et les changements de variablesL = CdM′, Z = NBd, H =
SAR+ ZCcR+ SBL + NAdM′ et Fi = EiΠ, i = 1,2, permettent d’obtenir les inéga-
lités [15], [16] et [17]. En utilisant le même raisonnement que dans le cadre de la
proposition 1, on peut montrer que l’ellipsoïdeE(P,1), avec la matriceP définie dans
[20], est une région de stabilité pour le système bouclé.
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REMARQUE 1. — Les valeurs propres de la matriceAd sont invariantes par rapport
au choix de la décomposition qui calculeM etN à partir de l’équation [18].

REMARQUE 2. — Pour rendre possible la quasi-linéarisation des inégalités [10]-
[12], il est nécessaire d’imposerDd = 0. Les inégalités [16] et [17] sont linéaires,
tandis que l’inégalité [15] est quasi linéaire dans le sens qu’il reste les termes non
linéaires (SBc + ZDc)S1 et SBS2. Notons que l’on pourrait rendre linéaire cette
inégalité en fixant préalablement les matricesS1 et S2. Il est clair que ce choix
élimine des degrés de liberté pour la recherche d’une solution. Cependant on pourrait
conserver les matricesS1 = T−1

1 et S2 = T−1
2 , comme variables de décision, et uti-

liser alors un algorithme avec relaxation comme cela est fait dans (Garciaet al., 2007).

REMARQUE 3. — Il est important de souligner qu’avec l’approche utilisée dans
la proposition 2, nous ne sommes pas capables de formuler uneprocédure pour
maximiser l’ensemble des dynamiques qui pourraient être négligées. Par contre une
procédure orientant le choix des dynamiques négligées admissibles afin de maximiser
la taille de la région de stabilité peut être mise en œuvre (voir section 5).

4.2. Retour de sortie

Pour le cas d’un contrôleur sans transmission directe (Dc = 0) il est possible de
réécrire les matrices du système augmenté [6]-[7] comme :

Ã = Aa +BaKCb =





A 0 0
BcC Ac 0

0 0 0





+





B 0
0 0
0 I





[

Dd Cd

Bd Ad

][

0 Cc 0
0 0 I

]

[21]

C̃2 = CaKCb =
[

I 0
]

[

Dd Cd

Bd Ad

][

0 Cc 0
0 0 I

]

; B̃1 =





0
Bc

0



 ; D̃1 = 0

[22]

les matricesB̃2 et C̃1 restant inchangées. A partir de la matriceK qui contient les
termes de la dynamique négligée, le problème peut être posé comme un problème de
retour de sortie statique. La matriceÃ fait apparaître le termeP(Aa + BaKCb) dans
le bloc (1,1) deA1 dans l’équation [10], ce qui transforme l’inégalité en une BMI
(bilinear matrix inequality). Pour résoudre un tel problème, l’approche proposée dans
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(Peaucelleet al., 2001) peut être employée. Cette approche consiste tout d’abord à
trouver un gain de retour d’étatKs = KCb puis à l’utiliser pour calculer le retour de
sortie en utilisant des variables additionelles à partir dulemme d’élimination. Si la
paire(Aa,Ba) est stabilisable, une méthode pour trouver le gain de retourd’état est
donnée par le résultat suivant :

Proposition 3. S’il existe une matrice symétrique définie positive W∈
IR(n+nc+nd)×(n+nc+nd), deux matrices diagonales positives S1 ∈ IRp×p, S2 ∈ IRm×m et
trois matrices Q∈ IR(m+nd)×p, F1 ∈ IRp×(n+nc+nd), F2 ∈ IRm×(n+nc+nd) satisfaisant les
inégalités linéaires suivantes :





WA′a +AaW+Q′B′
a +BaQ B̃1S1−WC̃′

1 +F ′
1 B̃2S2−Q′Ca +F ′

2
⋆ −2S1 0
⋆ ⋆ −2S2



 < 0

[23]
[

W F′
1(i)

⋆ y2
0(i)

]

≥ 0; i = 1, . . . , p [24]

[

W F′
2(i)

⋆ u2
0(i)

]

≥ 0; j = 1, . . . ,m [25]

alors avec KCb = Ks, Ks étant donné par Ks = QW−1, l’ellipsoïdeE(W−1,1) = {ξ ∈
IRn+nc+nd ;ξ′W−1ξ ≤ 1} est une région de stabilité asymptotique pour le système [2].

Démonstration. PosonsW = P−1, S1 = T−1
1 etS2 = T−1

2 . On multiplie les équations
[10], [11], [12] à gauche et à droite respectivement par diag(W,S1,S2), diag(W,1) et
diag(W,1). Considérons les matrices̃A et C̃2 décrites dans les équations [21]-[22] et
Ks = KCb. Avec les changements de variablesF1 = E1W, F2 = E2W et Q = KsW, les
inégalités linéaires [23], [24], [25] sont obtenues.

A partir d’un gainKs qui stabilise la paire(Aa,Ba) il est alors possible d’énoncer le
résultat suivant qui peut être vu comme une application du résultat issu de (Peaucelle
et al., 2001).

Proposition 4. S’il existe une matrice symétrique définie positive P∈
IR(n+nc+nd)×(n+nc+nd), deux matrices diagonales positives T1 ∈ IRp×p,
T2 ∈ IRm×m et cinq matrices R∈ IR(m+nd)×(m+nc+nd), F ∈ IR(m+nd)×(m+nd),
Fs2 ∈ IR(m+p)×(n+nc+nd+m), E1 ∈ IRp×(n+nc+nd), E2 ∈ IRm×(n+nc+nd), G1 ∈
IR(n+nc+nd+m)×(n+nc+nd+m), G2 ∈ IR(m+nd)×(n+nc+nd+m) satisfaisant les inégali-
tés [11], [12] et la suivante :
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M(P,T1,T2,E1,E2)+TG(Fs2,G1,G2)TD(R,F)+TD(R,F)′TG(Fs2,G1,G2)
′ < 0

[26]

avec :

M(P,T1,T2,E1,E2) =












A′
aP+PAa PB̃1−C̃′

1T1 +E′
1T1 PB̃2−C̃′

2T2 +E′
2T2

⋆ −2T1 0
⋆ ⋆ −2T2





⋆

0




0 B′
aP −C′

aT2

⋆ 0 0
⋆ ⋆ 0













[27]

TD(R,F) =









RCb 0 0
I 0 0
0 0 I



 −





F 0 0
0 I 0
0 0 I







 [28]

TG(Fs2,G1,G2) =









[

K′
s 0

0 Fs2

]

−

[

I G1

0 G2

]









[29]

alors avec K= F−1R, retour de sortie qui stabilise le système défini par les matrices
[21]-[22], l’ellipsoïde E(W−1,1) = {ξ ∈ IRn+nc+nd ;ξ′W−1ξ ≤ 1} est une région de
stabilité asymptotique pour le système [2]. Les matrices{Ad,Bd,Cd,Dd} correspon-
dantes à un tel gain K définissent alors une dynamique qui peutêtre négligée sans
déstabiliser le système.

Démonstration. La preuve est similaire à celle présentée dans (Peaucelleet al.,
2001). Si l’on poseDc = 0, [10] est équivalent à :



 I





C′
bK′ I 0
0 0 0
0 0 I







M(P,T1,T2,E1,E2)









I




KCb 0 0
I 0 0
0 0 I













[30]
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A partir du lemme d’élimination il est possible de montrer que [10] est satisfaite si
et seulement s’il existe des matricesP, T1, T2, E1, E2 et J telles que :

M(P,T1,T2,E1,E2)+ JK +K ′J ′ < 0 [31]

avec :

K =









KCb 0 0
I 0 0
0 0 I



 −I



 [32]

En structurant la matriceJ comme :

J =









[

Fs 0
0 Fs2

]

−

[

F G1

0 G2

]









[33]

le choixKs = (FsF−1)′ et le changement de variablesR= FK nous donnent l’inéga-
lité [26]. Il faut remarquer que comme dans (Peaucelleet al., 2001), la matriceF
est non singulière si l’inégalité [26] est satisfaite car lebloc F + F ′ est présent dans
sa diagonale.

REMARQUE 4. — Pour transformer l’inégalité [26] en une LMI, il reste nécessaire de
fixer T1 et T2. Les matrices de la solution de [23] peuvent être utilisées dans ce cas.

REMARQUE 5. — La proposition 4 permet de trouver une dynamique négligée
d’ordre arbitraire et fournit l’approximation de la régionde stabilité correspondante.

REMARQUE 6. — Le choix deKs est déterminant pour trouver une solution à
l’inégalité [26]. Il sera considéré toujours comme un gain qui stabilise(Aa,Ba). Une
des méthodes possibles pour le calculer est donnée par la proposition 3.

REMARQUE 7. — Certains critères d’optimisation peuvent être considérés pour la
recherche des matricesF et R qui définissentK. Un critère peut être, par exemple,
l’élargissement de l’ensemble des conditions initiales admissibles.

4.3. Dynamiques imposées

Un cas particulier intéressant est lorsque la dynamique négligée{Ad,Bd,Cd,Dd}
a une structure préalablement imposée, ou bien encore des valeurs imposées : cela
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peut par exemple être le cas si des caractéristiques dynamiques des actionneurs sont
connues et qu’il faut tester leur influence sur la boucle fermée ; ou bien on peut tester
l’influence de retards sur la stabilité du système à partir d’approximations de Padé.
Dans ce contexte, le résultat suivant découle directement de la proposition 1 et est une
solution pour le problème 2.

Proposition 5. S’il existe une matrice symétrique définie positive W∈
IR(n+nc+nd)×(n+nc+nd), deux matrices diagonales positives S1 ∈ IRp×p, S2 ∈ IRm×m et
trois matrices R∈ IRm×p, F1 ∈ IRp×(n+nc+nd), F2 ∈ IRm×(n+nc+nd) satisfaisant les in-
égalités linéaires suivantes :





WÃ′ + ÃW B̃1S1−WC̃′
1 +F ′

1 B̃2S2−WC̃′
2 +F ′

2
⋆ −2S1 −S1D̃′

1
⋆ ⋆ −2S2



 < 0 [34]

[

W F′
1(i)

⋆ y2
0(i)

]

≥ 0; i = 1, . . . , p [35]

[

W F′
2(i)

⋆ u2
0(i)

]

≥ 0; j = 1, . . . ,m [36]

alors l’ellipsoïdeE(W−1,1) = {ξ ∈ IRn+nc+nd ;ξ′W−1ξ ≤ 1} est une région de stabi-
lité asymptotique pour le système [2].

Démonstration. PosonsW = P−1, U1 = T−1
1 etU2 = T−1

2 . On multiplie les inégalités
[10], [11], [12] à gauche et à droite respectivement par diag(W,U1,U2), diag(W,1) et
diag(W,1) . Avec les changements de variables,F1 = E1W etF2 = E2W, les inégalités
linéaires [34], [35], [36] sont obtenues.

REMARQUE 8. — Soit une matrice symétrique définie positiveW ∈ IR(n+nc)×(n+nc),
deux matrices diagonalesS1 ∈ IRp×p, S2 ∈ IRm×m et deux matricesF1 ∈ IRp×(n+nc),
F2 ∈ IRm×(n+nc) satisfaisant les inégalités linéaires suivantes :





W Ã′ + ÃW B̃1S1−WC̃′
1 +F ′

1 B̃2S2−W C̃′
2 +F ′

2
⋆ −2S1 −S1D̃′

1
⋆ ⋆ −2S2



 < 0 [37]

[

W F ′
1(i)

⋆ y2
0(i)

]

≥ 0; i = 1, . . . , p

[

W F ′
2(i)

⋆ u2
0(i)

]

≥ 0; j = 1, . . . ,m [38]

avec :

Ã =

[

A+BDcC BCc

BcC Ac

]

; B̃1 =

[

BDc

Bc

]

; B̃2 =

[

B
0

]

; [39]
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C̃1 =
[

C 0
]

; C̃2 =
[

DcC Cc
]

; D̃1 = Dc [40]

Alors la régionE(W −1,1) = {ξ ∈ IRn+nc;ξ
′
W −1ξ ≤ 1}, avecξ =

[

x′ x′c
]′

est
une région de stabilité asymptotique pour le système bouclésans dynamique négligée.
En structurant la matriceW de la proposition 5, comme :

W =

[

αW W2

⋆ W3

]

[41]

oùW est solution de [37]-[38] etα est un scalaire tel que 0< α < 1, on peut s’inspirer
de la technique developpée dans (Tarbouriechet al., 2008) afin de mesurervia W et
α la dégradation de la région de stabilitéE(W−1,1) = {ξ ∈ IRn+nc;ξ′W−1ξ ≤ 1},
dans les directions

[

x′ x′c 0
]′

.

4.4. Région de stabilité imposée

Une approche complémentaire à celle consistant à imposer des dynamiques né-
gligées est d’imposer une région de stabilité. Afin de ne pas trop dégrader la région
obtenue lors de la synthèse du contrôleur, il est possible dechoisir les matrices qui
définissent l’influence des états initiaux de la dynamique négligée dans la région d’at-
traction. ConsidéronsP = P′ > 0 structurée comme :

P =





[

P1 P2

⋆ P4

]

P3

P5

⋆ P6



 [42]

Les matricesP1, P2 etP4 sont calculées lors de l’obtention du contrôleur dynamique. Il
est alors possible de fixer les valeurs deP3, P5 etP6 pour établir une région d’attraction
souhaitée et chercher des dynamiques qui satisfont les inégalités [10]-[12] avec une
telle matriceP.

Corollaire 1. Etant donné la matrice P= P′ > 0, s’il existe une matrice diagonale
positive S2 ∈ IRm×m et des matrices Ad ∈ IR(n+nc+nd)×(n+nc+nd), Bd ∈ IR(n+nc+nd)×m,
Cd ∈ IRp×(n+nc+nd), Dd ∈ IRm×p satisfaisant les inégalités linéaires [11], [12] et :





Ã′P+PÃ PB̃1−C̃′
1 +E′

1 PB̃2S2−C̃′
2+E′

2
⋆ −2I −D̃′

1
⋆ ⋆ −2S2



 < 0 [43]

alors l’ellipsoïdeE(P,1) = {ξ ∈ IRn+nc+nd ;ξ′Pξ ≤ 1} est une région de stabilité
asymptotique pour le système [2], avec{Ad,Bd,Cd,Dd} solution de [43].
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Démonstration. PosonsT1 = I et S2 = T−1
2 . On multiplie l’inégalité [10] à gauche et

à droite par diag(I, I,S2). L’inégalité linéaire [43] est obtenue. Les conditions d’inclu-
sion [11] et [12] restent inchangées.

REMARQUE 9. — Considérant la région de stabilité de départE(P0,1) = {ξ ∈

IRn+nc;ξ
′
P0ξ ≤ 1} avecξ =

[

x′ x′c
]′

et :

P0 =

[

P1 P2

⋆ P4

]

[44]

il est possible d’imposer des limites pour la dégradation dans les directions
[

x′ x′c 0
]′

de la régionE(P,1) = {ξ ∈ IRn+nc+nd ;ξ′Pξ ≤ 1}. Si la matrice de
Lyapunov des LMIs du corollaire 1 est donnée par :

Pα =





α
[

P1 P2

⋆ P4

]

P3

P5

⋆ P6



 [45]

avec α > 1, alors la dégradation de la régionE(P0,1), peut être mésurée par le
paramètreα.

5. Procédures d’optimisation

L’approche proposée dans la section 4.1 permet la maximisation de l’approxima-
tion de la région d’attraction du système quand les états initiaux du contrôleur sont
égaux à zéro en dépit de la présence de dynamiques négligées.

Le problème d’optimisation consistant à maximiser l’ensemble des conditions ini-
tiales qui assurent la stabilité du système [2], peut donc être considéré :

min β

sous

βI < S< cββI, [15], [16], [17] [46]

où β est une variable scalaire positive,S est la varible de décision définie dans la
proposition 2 etcβ est un scalaire positif préalablement fixé.

6. Exemples numériques

L’interface Yalmip (Löfberg, 2004) et le solver Sedumi (Sturm, n.d.) ont étés uti-
lisés pour l’obtention des résultats de cette section.
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6.1. Résultats de la quasi-linéarisation

On considère le système, le contrôleur dynamique et les seuils des saturations du
système [2] définis par les données suivantes :

A =

[

0 1
8 −6

]

; B =

[

1
0

]

; C =
[

1 0
]

[47]

Ac =

[

−4 0
1 −3

]

; Bc =

[

1
0.5

]

; Cc =
[

0.5 0
]

; Dc = −4

u0 = 2; y0 = 2

Les valeurs propres de la matriceA et du système en boucle fermée sont respective-
mentλBO = {1.1231, −7.1231} etλBF = {−3.0000, −8.0418, −1.8435, −4.1147}.
Pour résoudre [46] de façon linéaire, il est nécessaire de fixer les matricesS1 et S2.
Les résultats de l’exemple correspondent au choixS1 = 1 etS2 = 2.

Les matrices d’une dynamique négligée possible, obtenues après la résolution du
problème d’optimisation [46] sont :

Ad =









−7.0798 8.0748 0.5696 −0.1744
1.0242 −5.6524 0.6515 −0.0486
0.3022 −2.1848 −5.7059 −0.5374
−0.6735 −0.0856 −1.5908 −4.3570









; Bd =









0.1197
0.3998
−0.0378
0.0567









Cd =
[

2.4614 3.4426 −0.7894 0.1463
]

Les valeurs propres de la matriceAd obtenue sontλAd = {−9.2026, −5.9871,
−4.0770, −3.5284}. La matriceP qui définit la région de stabilitéE(P,1) est don-
née par :

P =

























2.0418 −0.7314 0.0250 −0.0019
−0.7314 0.9633 0.0074 −0.0134
0.0250 0.0074 2.4407 0.2471
−0.0019 −0.0134 0.2471 2.7777
1.0158 −0.4105 1.5262 1.3921

0 1.7516 1.8481 1.6807
0 0 4.6980 2.5335
0 0 0 −6.3563

1.0158 0 0 0
−0.4105 1.7516 0 0
1.5262 1.8481 4.6980 0
1.3921 1.6807 2.5335 −6.3563
2.6412 1.8927 4.3418 −3.1123
1.8927 9.3216 4.9319 −3.7668
4.3418 4.9319 12.4723 −5.0132
−3.1123 −3.7668 −5.0132 16.9614
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Une comparaison entre les réponses du système qui inclut cette dynamique négli-
gée (trait plein) et du système sans cette dynamique négligée (trait pointillé) pour une
condition initiale donnée parξ(0) = [0.1 0.5 0 0 0 0 0 0]′, est montrée dans la figure 3.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

t

x2

Figure 3. Evolution de l’état x2

6.2. Retour de sortie

Considérons le système, le contrôleur dynamique et les seuils des saturations du
système [2] définis par les données suivantes :

A =

[

−1 0.3000
0 0.5

]

; B =

[

0.5
−10

]

; C =
[

1 2
]

[48]

Ac =

[

−4 1
0 −8

]

; Bc =

[

−1
−0.5

]

; Cc =
[

0.3 −2
]

u0 = 2; y0 = 2

Les valeurs propres de la matriceA et du système en boucle fermée sont res-
pectivementλBO = {−1,0.5} et λBF = {−5.5544+2.0835i, −5.5544− 2.0835i,
−0.6956+0.1395i, −0.6956−0.1395i}. Les matrices de la dynamique négligée ob-
tenues après la résolution du problème d’optimisation [46]sont :

Ad =

[

−1.1406 0.7707
−0.7737 −1.1374

]

; Bd =

[

0.452
0.121

]

Cd =
[

−0.08204 0.07964
]

; Dd = 1.0275
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Les valeurs propres de la matriceAd obtenue sontλAd = {−1.1390+0.7722i
−1.1390−0.7722i}.

Les valeurs deT1 et T2 ont étéa priori fixées commeT1 = T2 = 1. La figure 4
présente la comparaison de l’évolution de l’étatx2 du système qui inclut une telle
dynamique (trait plein) et du système qui la néglige (trait pontillé) pour une condition
initiale donnée parξ(0) = [0 0.5 0 0 0.03 0.08]′.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

t

x2

Figure 4. Evolution de l’état x2

Il est aussi important de remarquer que pour certaines conditions initiales le sys-
tème en boucle fermée peut devenir instable. La figure 5 présente la comparaison
de l’évolution de l’étatx1 du système qui comporte une telle dynamique (trait plein)
et du système qui la néglige (trait pointillé) pour une condition initiale donnée par
ξ(0) = [0 0.5 0 0 1.6 1.7]′.

La matriceP qui vérifie l’inégalité [26] et qui fournit une approximation pour la
région de stabilité est donnée par :

P =

















20.2349 −0.3404 4.4314 −1.5223 −0.2135 −0.6236
−0.3404 0.9256 −0.2991 2.3315 0.0068 0.0649
4.4314 −0.2991 5.7119 −8.9356 −0.0142 0.4425
−1.5223 2.3315 −8.9356 35.2684 −0.0438 −0.7709
−0.2135 0.0068 −0.0142 −0.0438 104.5991 −0.0170
−0.6236 0.0649 0.4425 −0.7709 −0.0170 104.5093

















Pour un état initial dans la dynamique à l’entréexd 6= 0 les valeurs de l’étatx
pour lesquels la stabilité est garantie sont changés. La figure 6 montre la projection de
l’ellipsoïde qui approxime la région de stabilité dans le plan (x1,x2) pour les condi-
tions initialesxc(0) = xd(0) = 0 (trait plein) et pour les conditions initialesxc(0) = 0
xd(0) = [0.05 0.05]′ (trait pointillé).
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0 1 2 3 4 5 6 7
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Figure 5. Evolution de l’état x1 pour une condition initiale qui déstabilise le système

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

x1

x2

Figure 6. Projection dans le plan(x1,x2) des approximations de la région de stabilité

6.3. Dynamiques imposées. Approximation de Padé

Les conditions de stabilité de la proposition 5 pour le système [47] ont été testées
pour une dynamique donnée par une approximation de Padé du deuxième ordre pour
un retard à l’entrée qui avait été négligé. En utilisant la proposition 5 et en faisant
varier la valeur du retard, le système est identifié comme stable jusqu’à un retard de
τ = 0.4102. Pour la valeur de retard deτ = 0.2 une réalisation de l’approximation est
donnée par :
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Ad =

[

−30.0 −300.0
1.0 0

]

; Bd =

[

1
0

]

; Cd =
[

−60 0
]

; Dd = 1

Avec une telle dynamique négligée le système bouclé reste stable et l’approxima-
tion de la région d’attraction est définie par [13] avec la matrice

P =

















0.5772 0.0861 0.0067 0.0001 0.0248 22.941
0.0861 0.0161 0.002 0.0002 0.0168 3.8507
0.0067 0.002 0.0207 −0.0047 0.0164 0.7327
0.0001 0.0002 −0.0047 0.0036 0.0001 −0.001
0.0248 0.0168 0.0164 0.0001 4.202 3.1288
22.941 3.8507 0.7327 −0.001 3.1288 2047.4715

















La figure 7 montre la trajectoire de la sortie pour un état initial du systèmex(0) =
[1.25 0]′ (xc(0) = xd(0) = 0) avec l’approximation du retard (trait plein) et sans le
considérer (trait pointillé).
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Figure 7. Sortie avec une dynamique approximant un retard négligé

6.4. Région de stabilité imposée

Considérons le système, contrôleur et seuils de saturationdonnés par [47] et la
région de stabilité [13] définie par la matriceP donnée par :
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P =

















2.3628 −0.7032 0.0342 −0.0046 0 0
−0.7032 0.9522 0.0152 −0.0093 0 0
0.0342 0.0152 2.3589 0.2351 0 0
−0.0046 −0.0093 0.2351 2.6766 0 0

0 0 0 0 0.05 0
0 0 0 0 0 0.1

















En utilisant les conditions du corollaire 1, le système dynamique :

Ad =

[

−58.8190 0
0.0103 −29.4402

]

; Bd =

[

1.1724
−1.7902

]

Cd =
[

−0.0492 0.1638
]

est obtenu et peut être alors considéré à l’entrée du système. La stabilité du système
bouclé complet est garantie dans la région de stabilité définie par [13].

7. Conclusion

Dans cet article, quelques résultats préliminaires ont étéobtenus pour la caractéri-
sation des dynamiques linéaires négligées lors de la synthèse de la loi de commande
qui préservent les propriétés souhaitées pour le système bouclé lorsqu’elles sont pré-
sentes. Le système considéré est un système linéaire soumisà des saturations en entrée
et en sortie. L’objectif était alors de caractériser un ensemble de dynamiques négligées
qui ne déstabilisent pas le système bouclé et qui ne dégradent pas trop la région de sta-
bilité associée.

Nous avons mis en évidence que la région de stabilité dépend de la dynamique
négligée : ainsi sur un exemple illustratif nous avons pu montrer que pour certaines
conditions initiales de la dynamique négligée, le système pouvait être déstabilisé.

Dans cet article, nous avons considéré deux approches : une approche par quasi-
linéarisation, qui si elle conduit à des conditions quasi linéaires facilement tes-
tables numériquement, impose une contrainte forte sur l’ordre de la dynamique né-
gligée (même ordre que le système) ; une approche basée sur lelemme d’élimination
(Peaucelleet al., 2001) qui permet d’avoir une dynamique d’ordre arbitraireen divi-
sant le problème en deux étapes qui peuvent être résolues de façon linéaire.

Nous avons pu montrer que lorsque la dynamique négligée a unestructure impo-
sée, les conditions de stabilité deviennent linéaires : c’est par exemple le cas si on
néglige la présence d’un retard en entrée, retard que l’on peut représentervia une
approximation de Padé.
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