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Abstract: This work addresses the problem of regional stability analysis of discrete-time linear
systems subject to asymmetric control saturation. Conditions to assess the exponential stability
of the origin using piecewise quadratic functions as Lyapunov candidates are proposed. Estimates
of the region of attraction of the origin are obtained as level sets of those functions and additional
conditions to obtain better estimates considering some size criteria are discussed. A numerical
example shows the applicability of the proposed method.

Resumo: Este trabalho aborda o problema de analise de estabilidade regional de sistemas lineares
de tempo discreto sujeitos a saturacao de controle assimétrica. Condigoes para certificar a
estabilidade exponencial da origem utilizando fungoes quadraticas por partes como candidatas
de Lyapunov sao propostas. Estimativas da regiao de atracao da origem sao obtidas como
superficies de nivel dessas fungoes e condicoes adicionais para obter melhores estimativas segundo
critérios de tamanho sao discutidas. Um exemplo numérico demonstra a aplicabilidade do

método proposto.
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1. INTRODUCAO

Todo sistema fisico de controle estd sujeito & saturagao
de seus atuadores. Este fato acarreta diversos desafios,
visto que a presenca da saturacao pode implicar em perda
de performance ou, até mesmo, na ocorréncia de um
comportamento instdvel (Hu and Lin, 2001; Tarbouriech
et al., 2011; Zaccarian and Teel, 2011). Neste contexto,
a andlise da estabilidade regional de sistemas lineares
sujeitos a saturagao de entrada é importante, particular-
mente quando a dindmica em malha aberta do sistema é
exponencialmente instavel pois, nesse caso, a estabilidade
do sistema em malha fechada pode ser garantida apenas
localmente (Tarbouriech et al., 2011). Neste caso, depen-
dendo das condigoes iniciais, podem ser geradas trajetorias
que divergem ou tendem a um ciclo limite. Visto que
tais comportamentos sao indesejados, o conhecimento da
Regiao de Atragao da Origem (RAO) se torna importante.
Entretanto, a tarefa de computar com exatidao a RAO
de um sistema nao linear é complexa. Mesmo para o
caso aparentemente simples de sistemas lineares sujeitos
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Finance Code 001 e pela ANR (Franga), projeto HANDY, N2 ANR-
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a saturacao, o tratamento direto usando desigualdades de
Lyapunov é bastante dificil (Tarbouriech et al., 2011). Por
isso, as técnicas disponiveis na literatura buscam computar
uma estimativa da RAO, comumente representadas por
superficies de nivel de fungoes de Lyapunov que certificam
a estabilidade regional do sistema.

Para sistemas sujeitos a saturacao simétrica, i.e., em que
os limites de saturacao superior e inferior sao iguais em
magnitude, uma vasta cole¢ao de técnicas estd documen-
tada em (Tarbouriech et al., 2011). Para o caso de satu-
racao assimétrica, uma estratégia consiste em considerar
uma saturacao simétrica correspondente ao pior caso, ou
seja, com o menor limite de saturagao em magnitude, e
utilizar as metodologias disponiveis para o caso simétrico,
o que pode levar a solugoes bastante conservadoras. Dentre
os trabalhos que abordam saturagao assimétrica, pode-se
mencionar alguns dos primeiros a abordar o problema de
sintese de uma realimentacao de estados que implicam na
invariancia positiva da regiao de linearidade do sistema
em malha fechada (Benzaouia and Burgat, 1988; Castelan
et al., 1994). Em (Benhayoun et al., 2013) um método
para computar dominios de invariancia quadraticos foi
proposto baseado em transformagoes de limites assimé-
tricos de saturacao pela adicdo de um termo de bias na
lei de controle. Para sistemas de tempo continuo, um



método para computar regioes de estabilidade assimétricas
foi proposto por Li and Lin (2018). Tal método considera
uma particao do espago de estados proposta por Yuan
and Wu (2015) e fungdes quadraticas por partes obtidas
de nao linearidades zona morta, como proposto em (Dai
et al., 2009). Para sistemas de tempo discreto, Groff et al.
(2019a) propuseram recentemente condigdes convexas para
certificar a estabilidade exponencial regional da origem
em um dominio quadratico por partes. Para isso, uma
representagao exata do sistema sob saturagao assimétrica
é construida a partir da divisao do espaco de estados por
hiperplanos, onde a nao linearidade saturagao é escrita em
cada regiao resultante em termos de nao linearidades zona
morta.

Neste trabalho, o problema de anélise de estabilidade regi-
onal de sistemas lineares sujeitos a saturacao é tratado uti-
lizando uma representagao do sistema em malha fechada
baseada em fungoes rampa (Groff et al., 2019b). Fungdes
quadraticas por partes sao consideradas como candidatas
de Lyapunov e condigoes para certificar a estabilidade
exponencial regional da origem sao derivadas. Superficies
de nivel (i.e. conjuntos definidos pelas curvas de nivel)
destas fungoes sdo utilizadas como estimativas da RAO
e condicoes adicionais para otimizar estas estimativas sao
discutidas. Devido a forma que a representagao proposta
em (Groff et al., 2019b) codifica a dindmica do sistema e as
regioes de saturacao, as condigoes obtidas neste trabalho
nao demandam uma andlise de alcancabilidade a priori
para detectar e desconsiderar transi¢coes impossiveis entre
regides do espago de estados. Esta é a principal diferenca
entre os resultados aqui apresentados e outras técnicas
disponiveis na literatura, como em (Groff et al., 2019a).

O artigo estd organizado da seguinte forma. A Secao 2
define o problema de andlise de estabilidade regional para
o caso de sistemas lineares sujeitos a saturacao assimétrica.
A Segao 3 apresenta como tais sistemas podem ser repre-
sentados em termos de funcoes rampa vetoriais enquanto a
Secao 4 apresenta propriedades da fungao rampa e deriva
condicoes suficientes para garantir a nao negatividade re-
gional de fungoes quadraticas por partes. A Secao 5 utiliza
os resultados anteriores para derivar condigbes suficien-
tes para certificar a estabilidade regional de um sistema
linear sob saturagdo assimétrica e estimar a RAO como
superficies de nivel de func¢bes de Lyapunov quadraticas
por partes. Condigoes adicionais sao discutidas para obter
melhores estimativas da RAO segundo critérios de tama-
nho. A Secao 6 aplica o método proposto em um exemplo
numérico, comparando os resultados obtidos com os apre-
sentados na literatura, enquanto a Segao 7 apresenta os
comentarios finais.

Notagao: Para um vetor v € R™, vg;) denota seu i-
ésimo elemento, v = 0 denota que vy > 0, Vi =
1,...,m. Para uma matriz M € R"*™, M ;y denota o
elemento na posicao (4,j) e M. denota o vetor linha
igual & i-ésima linha da matriz M. Se M = M, entdo
* representa elementos transpostos, por simplicidade de
notagdo. He(M) & M + MT. O conjunto das matrizes
diagonais de dimensdo n X n é representada por D". As
funcoes sat : R? — R? e sn : R — R representam,
respectivamente, a saturacao assimétrica e a fungao sinal.

2. DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere um sistema de tempo discreto, linear, invariante
no tempo e sujeito & saturagdo de entrada (potencial-
mente) assimétrica descrito por

x[k + 1] = Ax[k] + Bsat(ulk], u, i) (1)

onde z € R™ é o estado do sistema, A € R"*"™ e B € R™"*¢
sao as matrizes de dinamica e entrada, respectivamente, e
sat : R? — R? é a funcao saturagao, definida elemento a
elemento como

_H(i) se v < _E(i)

V(i) € — By S V) = FG)

+ﬂ(z) se U(z) > —‘rﬁ(z), 1= 1, Lo q
para vetores nao negativos elemento a elemento pwo=
0 e RT e = 0 € R? que representam os limites de
saturacao inferior e superior, respectivamente. Note que
o caso particular u = @ representa a saturagao simétrica

enquanto o caso geral pu # 7 corresponde & saturaciao
assimétrica.

sat(v, 1, ) =

Assuma que o sistema em malha aberta (1) seja controlado
por uma lei de controle do tipo realimentagao estatica de
estados descrita por

ulk] = Kz[k], (2)
em que K € R7*™ representa a matriz de ganhos, compu-
tada de forma a estabilizar a origem do sistema, ou seja,

tornéd-la exponencialmente estdvel. Assim, a dinamica do
sistema em malha fechada (1)-(2) pode ser descrita como

z[k + 1] = Ax[k] + Bsat(Kx[k|, p, z). (3)

A nao linearidade saturacao presente no sistema em malha
fechada (3) pode produzir comportamentos indesejados,
tais como a ocorréncia de trajetdrias divergentes e/ou de
ciclos limite. Assim sendo, muitas vezes a estabilidade
global da origem nao pode ser garantida. Em particular, se
o sistema em malha aberta (1) possuir polos fora do circulo
unitario (i.e. a matriz A nao for Schur estével), entao
existirao condigOes iniciais para as quais as trajetorias
divergirao. Portanto, é necessario definir o conceito de
Regiao de Atragao da Origem (RAO).

Defini¢ao 2.1. A RAO R4 do sistema em malha fechada
(3) é o conjunto de todas as condigbes iniciais xg tais que
a trajetoria do sistema ((k,z9) — 0 quando k — oo, ou
seja,

Ra= {xo e R"™ | lerr;OC(k,xo) = 0}.

Entretanto, a caracterizacao analitica exata da RAO é uma
tarefa complexa e, em geral, impossivel. Assim sendo, co-
mumente computa-se uma estimativa R da RAO, definida
a seguir.

Defini¢ao 2.2. Uma estimativa da RAO do sistema em
malha fechada (3) é qualquer conjunto R tal que

0eR,
R C Ra,

ou seja, que inclua a origem e esteja contida em R 4.

As estimativas R da RAO sio conjuntos em que a conver-
géncia das trajetérias para a origem é assegurada e, dessa
forma, podem ser compreendidas como regioes do espaco



de estados de operacao segura do sistema em questao.
Assim sendo, é de interesse computar os maiores conjuntos
R, de acordo com algum critério de tamanho.

3. REPRESENTACAO COM FUNCOES RAMPA

Nesta secao sera apresentada uma metodologia para re-
presentacdo do sistema em malha fechada (3) utilizando
fungoes rampa, baseada em (Groff et al., 2019b).

Considere a fungao rampa vetorial ¢ : R™ — R definida

elemento a elemento a partir da funcao rampa escalar

r: R — R como

b (v) = r(vs)) = 0 se vy <0
@V = e = vy se vy >0, i=1,...,m.

(4)

A partir da definigdo da fungdo rampa vetorial (4), o

seguinte Lema pode ser enunciado.

Lema 1. O sistema em malha fechada (3) pode ser equi-
valentemente escrito em termos da fungao rampa vetorial
¢ definida em (4) como

zlk + 1] = Fiz[k] + Fa¢(y([k])) 5)
y(z[k]) = Fsx[k] + fa,
onde as matrizes F; € R™*", F, € R"*24, F3 ¢ R?7*" ¢ o
vetor f4 = R2? sdo definidos como

Fy=A+BK, F,=B[-I 1],

n-[] =[]

Prova. Note que o sistema em malha fechada (5) pode ser
escrito como

xz[k + 1] = Az[k] + Bulk],
onde o vetor v[k] € R? é definido como

Ulk] £ K[k + [1 1) ([_fﬁ(] zlk] + {ZD
= Kulk] — o(Kx[k] — ) + ¢(=Ka[k] — p).
Pela definigdo da fun¢do rampa vetorial (4), o i-ésimo
elemento de v[k] pode ser escrito como
~L;) Se K hxlk] < B
) < Kayelk] <mg
+;) se K xl[k] > By, 1=1,...,q,
onde K(;.) representa a i-ésima linha da matriz K. Por-

tanto, v[k| = sat(Kx[k], u, 7z), de onde a equivaléncia entre
(3) e (5) segue. A

vy k] = K yo[k] se a

Na representagdo (5) as regides de saturagdo, isto é, as
regides do espaco de estados que correspondem as regioes
linear, de saturacao positiva e de saturagao negativa de
cada entrada (veja (Gomes da Silva Jr. and Tarbouriech,
1999) ou (Tarbouriech et al., 2011) para detalhes) sao
codificadas através da combinacao de elementos ativos
(i.e. Y > 0) e inativos (i.e. y¢;y < 0) do vetor y(z[k]).
Situagoes em que um ou mais elementos sdo nulos (i.e.
Y@y = 0) correspondem a um ponto do espaco de estados
que pertence a duas ou mais regioes de saturacao, ou seja,
a fronteira comum dessas regioes. Para ilustrar, considere
o sistema em malha fechada (3) com duas entradas (¢ = 2)
definido pelas matrizes

120 0 10 093 0
A= {—0.05 1] , B= {0 1} e K = {0.05 —0.07] (6)

e pelos limites de saturagao assimétricos

pl=[105 en’ =[61]. (7)
20
15 | Fl I‘3
10 b [‘9
50
2 o0
g s Ty b
5 10 b I's
5L
20 | T
25 Ly ’
ISP
30 ‘
-10 5 0 5
Estado x;

Figura 1. Regides de saturacao para o sistema (6)-(7)

A divisao do espago de estados em regioes de operacao nao
saturada, de saturagao positiva e de saturagao negativa
de cada entrada estd mostrada na Figura 1. A Tabela 1
associa cada uma das regioces I';, para ¢ = 0,...,15, com
a combinacao de elementos do vetor y(z[k]) ativos ou
inativos. Nela sn : R — R representa a funcio sinal,
definida como

+1 se yu) >0

sn(y(i)) = 0 se yu =0
—1 se Yi) < 0,
parai=1,...,4. Ainda na Tabela 1, a letra L representa

uma entrada nao saturada, P representa uma entrada
positivamente saturada, N uma entrada negativamente sa-
turada e X codifica a situagao infactivel de uma mesma en-
trada estar simultaneamente saturada positiva e negativa-
mente. Estas situagoes infactiveis correspondem a regides
I'; vazias no espago de estados e que, portanto, nao estao
representadas na Figura 1. E por isso que embora o vetor
y(z[k]) permita representar 227 regides através de todas as
combinagoes de seus elementos, apenas um maximo de 3¢
regioes sao criadas, ja que algumas combinagoes possiveis
de elementos de y(x[k]) sdo infactiveis e implicam em
conjuntos vazios. Este é o caso, neste exemplo, da regiao
I's, que codifica a situagao em que a entrada wu(g) estd
simultaneamente saturada positiva e negativamente.

4. PROPRIEDADES DA FUNCAO RAMPA

Visto que a funcao rampa vetorial ¢ é definida elemento a
elemento em termos da funcao rampa escalar, a mesma
herda as seguintes propriedades, validas para qualquer
vetor v € R™ (Primbs and Giannelli, 2001)

by (v) > 0;
(D) (v) —v()) = 0; (8b)
(i) () (D (V) = v(@y) = 0.

As relagoes (8a) e (8b) enunciam que a funcdo rampa e seu
complemento, dado por (¢;)(v) — v(;)), sdo nao negativos,



Tabela 1. Possiveis combinagoes de elementos
ativos e inativos em y(z[k]) para o sistema (6)-
(7). Na tabela, L indica entrada nao saturada,
P indica saturacao positiva, N saturagao nega-
tiva e X codifica a situacao infactivel.

sn(yay) | sn(ye)) | sn(ysy) | snyw)) | ua) | u) | Regido T
1 1 1 1 L L To

1 1 1 1 L N T

-1 -1 1 -1 N L Ty

-1 -1 1 1 N N T's

-1 1 -1 -1 L P Ty

1 1 1 1 L X T5 =0
-1 1 1 -1 N P T's

1 1 1 1 N X T7 =0
1 -1 -1 -1 P L T's

1 1 1 1 P N Ty

1 1 1 1 X L Tio=0
1 -1 1 1 X N I'1=0
1 1 -1 -1 P P T2

i 1 1 i P X Tis=10
1 1 1 -1 X P Ti4=0
i 1 1 1 X [ X Tis =0

enquanto a relacao (8c) afirma que o produto da fungao
rampa pelo seu complemento é identicamente igual a zero.

As propriedades (8) da fungdo rampa escalar permitem
derivar propriedades validas para a fungao rampa vetorial
¢, que serao instrumentais para obter condigoes que certi-
fiquem a estabilidade regional do sistema (3), representado
por (5). Para isso, defina o seguinte vetor

v ()£ [1¢7(v) (p(v) —v)T]
para v € R™. Com isso, os seguintes lemas podem ser
enunciados.

Lema 2. Para qualquer matriz diagonal T' € D™ e vetor
v € R™, a fungdo ¢ definida em (4) satisfaz

s1(T,v) 2 v () (T)r(v) =0 Yo eR™,

onde
00
2(T) =100

0
7. 9)
0T 0

Prova. Como T' é uma matriz diagonal, a expressao s1 (T, v)
pode ser escrita como

s1(T,v) =2 Ty i) (0) (6(0) (v) — vy,
i=1
que ¢é identicamente igual a zero como consequéncia da
propriedade de complementariedade (8c). W

Lema 3. Seja N(x) € ROFT2m)x(1+2m) yma fungio matri-

cial simétrica definida elemento a elemento por fungoes

regionalmente nao negativas h(; ;) : R" — R, ou seja,

Ny (@) =hg () >0V e DCR, i, j=1,...,1+2m.

Neste caso, a seguinte condigao é valida para qualquer

vetor v € R™

so(N(z),v) £ vT (V)N (z)v(v) > 0Vz € D, Yo € R™,

(10)

Prova. Devido as propriedades de N(z), a mesma é uma
matriz nao negativa elemento a elemento para todo x €
D C R™. Além disso, o vetor v(v) é ndo negativo para qual-
quer argumento v € R™ devido as propriedades de nao ne-
gatividade (8a) e (8b) da fungdo rampa e seu complemento.
Portanto, nessas condigdes o produto v' (v)N(z)v(v) é

composto apenas por elementos nao negativos, provando
(10). =

Note que o Lema 3 se refere a nao negatividade regional
de s2(N(z),v) dentro de uma regido D do espago de
estados. Este resultado é uma extensao da propriedade
global apresentada por Groff et al. (2019b), onde N(z) é
considerada uma matriz constante e nao negativa elemento
a elemento, situagao em que D = R™.

O desafio para derivar condigoes LMIs suficientes para
certificar a nao negatividade regional de uma fungao qua-
dratica por partes (que serd instrumental para a andlise
de estabilidade regional do sistema (5)) é escolher uma
estrutura para a funcdo matricial N(x) tal que as con-
digoes para garantir sua nao negatividade regional sejam
convexas. Para isso, considera-se a seguinte estrutura

N

onde M, € R?™*2m ¢ ym bloco constante e ndo negativo
elemento a elemento e as funcées h, : R® — Re hy : R* —
R2™ s3o0 definidas como

ha(z) = €' () Haé(2)

hy(z) = Hyé(x),
com Ha c R(1+7t+2’rrL)><(1+7z+2’rn) e Hb c R2m><(1+n+2m)
sendo matrizes constantes e o vetor £(x) definido como

€M(@) = 12" ¢ (y(2)) (s(y(x)) —y(z))].

Percebe-se que h, é uma fungao quadrética por partes em

x escrita como uma forma quadrética do vetor {(z). Por

outro lado, cada um dos 2m elementos de h; podem ser

escritos como um termo quadratico por partes em x da
seguinte forma

Hyiz

T 0

hogiy(€) = Hyné(x) =& (2) |

0

onde Hy(; ;) representa a i-ésima linha da matriz Hy,.

£(x)

Portanto, garantir a ndo negatividade regional de N (z) em
(11) dentro de uma regiao D implica em escrever condi¢oes
para assegurar a nao negatividade regional de uma funcgao
quadrética por partes em xz. Para obter tais condigoes,
escolheu-se descrever a regiao D como uma superficie de
nivel de uma fungao quadratica por partes em x como
segue:

D={zeR"|d(x) £ (¢)D(x) >0},  (12)
com D = DT e RO+n+2m)x(1+n+2m)  Degga forma, o

uso do S-Procedure permite assegurar a nao negatividade
regional de N(z) em D com o resultado do Lema a seguir.
Lema /. Seja h(z) = &7 (x)HE(x), com H = HT, uma
funcao quadratica por partes em z. Entao, se existirem
matrizes T € D™ e M = 0 € RU+2m)x(142m) tais que

I (H-D+G{(y(T)—-M)Gy)I; >0, (13)
com (T') definido em (9),
1000 1o
Gi2|0070] el 2| o o ;. (14
0001
—fa —F5 1

entdo a fungéo h(z) é ndo negativa em D, i.e., h(z) > 0
Ve e D CR".



Prova. Defina
X (@) & [1aT ¢ (y(2)]. (15)

Pré e pés multiplique (13) por xT(x) e x(z), respectiva-
mente, e observe que

ix(z) =€&(z) e Gi&(z) = v(y(z)). (16)
Dessa forma, utilizando os Lemas 2 e 3, (13) implica em
h(z) —d(z) >0 VzeR"™
Como, por definicdo, d(x) > 0 Vx € D C R", entdo
h(z)>0VzeD. B

Observe que podemos aplicar o resultado do Lema 4 para
cada elemento de N(z) em (11), ou seja, para o elemento
ha(z) € cada um dos 2m elementos em hy(z). Com isso,
assegura-se a nao negatividade regional de N(z) em D,
conforme demonstrado no Lema 3, visto que os demais
elementos de N(z) sdo constantes e ndo negativos.

5. ANALISE DE ESTABILIDADE REGIONAL

Esta secao apresenta o resultado principal deste artigo,
que consiste em condi¢oes LMI suficientes para garantir a
estabilidade exponencial regional da origem para sistemas
sujeitos a saturacao assimétrica. Para isso, os Lemas 2, 3 e
4 apresentados na Secao 4 serao utilizados para derivar
condicoes de forma a certificar a estabilidade regional
do sistema em malha fechada (5) e, ao mesmo tempo,
caracterizar uma estimativa R da RAO.

Considere uma funcao candidata de Lyapunov V(z) qua-
dratica por partes, definida por

V= agfon)] (1} 2] [oson]

Assim, a estabilidade exponencial regional da origem do
sistema em malha fechada (5) pode ser verificada através
do seguinte Teorema.

Teorema 5. Se existem matrizes simétricas P = PT €
R(20)x(n+29)  fy - — HaT e RU+n+dg)x(tntdq) fr —
HCT e RO+n+80)x(1+n+80) 1natrizes H, € Riex(+ntdq)
Hy € R8*(14n+89) 'matrizes diagonais Ty, T, Tp, € D%,
Ty, Te, Ty, € D*, matrizes simétricas ndo negativas
elemento a elemento My € R29%24 Mp ¢ RAx4q
My, M, € RO+49)x(1+4q) - pp My, € R(1+8g)x(14+8q) ¢
escalares nao negativos €, n € (0, 1), ag, ap,, ac € ag, que

satisfazem

I} (H, — aoD + G{ (¥(T,) —

0

Hb(z
i [ | O | —anD+GT((T,) - My)Gr | T > 0
0

0 0
H; <Z2 + G; (7(T2) - |:0 ]\/[B:|) G2 - Hc — He (

I, (H

Hagj:)
H;— 0 — Qg G3 DG3 + G2 ( ( ) Md )G2 II, >0
0
(22)
parai=1,...,2q,7=1,...,4q, onde as matrizes G e I}

foram definidas em (14) e as demais matrizes sdo definidas
como segue,

100000 100000
007000
N A 1070000
G2 l000700|, G2 ,
007000
000010 000070
000001
1 0 0
0 I 0
I, £ 0 0 I
—fa I 0
—fa F3F1 —F3Fy 1
0 0 00
;s [0P—el Py 0
“lo pf pyo| ©
0 0 00
0 0 0 0 0

0 F\ PLFy —nP, F'PiF, —nP, F'P, 0

Zy = — |0 * F)PFy,—nPs F) P, 0],
0 * * P3 0
0 0 0 0 0

entdo a origem do sistema em malha fechada (5) é expo-
nencialmente estdvel e qualquer superficie de nivel de V()
contida em D é uma estimativa R da RAQO.

Prova. Pré e pés multiplicando (17) respectivamente por
x " (z) e x(z) definido em (15) e observando (16), obtém-se
que

V(z) = ex"a+s1(T1,y(x)) — s2(Ni (@), y(x)) > 0, (23)

com

¢ (x) <G1T [8 ]L(}A] Gq+ H, + He (

.
= D [ 47, ]| @) + oo B |, O] hb(w)
=T [jaft) 47, | o) =T ) Mot

As condigoes (18) e (19) garantem que a funcdo escalar
ha(z) e todos os 4q elementos da fungao vetorial hy(x)
sejam nao negativos em D, conforme resultado enunciado
no Lema 4. Como M 4 é uma matriz nao negativa elemento
a elemento, aplicando os Lemas 2 e 3, (23) implica em

V(r)>ex'z >0 VreDCR™
Resta agora demonstrar que AV (z) £ V(z+) - V(z) <0

em D, onde x' representa o estado sucessor, ou seja,
x[k 4 1]. Para isso, defina os seguintes vetores

g@) 2 [y (@) y" @)

@) 212" ¢ (5a)]

3



&) 2 127 67 (5(x) (@) — ()]
e perceba que IloY(7) = £(x). Pré e pés multiplicando (20)
por Y (x) e X(z), respectivamente, obtém-se

—V(@")+nV (@) +51 (T2, §(x))—s2(Na(x), 5(2)) 2 0, (24)

onde
Vo) = (1) ar, |

com he(z) = £T(x)HL(z) e ha(z) = Hpé(x). As condigdes
(21) e (22), através da aplicacdo do Lema 4 considerando
&(x) ao invés de £(x), garantem que a funcdo escalar
h.(z) e cada elemento da fungao vetorial hg(z) sejam nao
negativos em D. Como o bloco Mp é uma matriz nao
negativa elemento a elemento, entao aplicando os Lemas 2
e 3, (24) implica em
V(zT)<nV(zr) VozeDCR"

Ou seja, AV (xz) < (n—1)V(z) < 0 em D, o que garante a
estabilidade exponencial da origem. Dessa forma, qualquer
superficie de nivel de V(z) contida em D é um conjunto
invariante e contrativo, servindo como estimativa R da

RAO. H

Uma vez que as condi¢oes do Teorema 5 sao resolvidas,
ou seja, uma solugao que satisfaca as condigoes (17)-(22)
é encontrada, entdo a funcéao de Lyapunov quadratica por
partes V(z) resultante certifica a estabilidade exponencial
regional da origem do sistema em malha fechada (5). Neste
caso, qualquer conjunto
Lp)={zeR" | V(z)<p, p=0}CD

é uma estimativa R da RAO. Ou seja, qualquer conjunto
limitado por uma curva de nivel da funcao de Lyapunov
contida em D é uma estimativa R. Note, entretanto, que
algumas solucoes particulares das condigoes do Teorema 5
podem implicar em uma regiao R maior, considerando al-
guma métrica de tamanho. Portanto, é interessante buscar
formas de encontrar tais solugoes.

Sem perda de generalidade, vamos considerar a superficie
de nivel £(1) = {z € R" | V(z) < 1} para a anélise.
E possivel garantir a inclusao de £(1) em D através do
seguinte Lema.

Lema 6. Se existe uma matriz diagonal T, € D?¢, uma ma-
triz nao negativa elemento a elemento M, € R(1+49)x(1+4q)
e um escalar nao negativo a, tais que

100
g (aeD — 8 —OP 8 + G (y(T) - ME)G1> I >0

(25)
entdo £(1) C D.

Prova. Pré e pés multiplicando (25) por x'(z) e x(z),
respectivamente, obtém-se
aed(z) — (1 = V(2)) + s1(Te, y(x)) — s2(Me, y(z)) = 0.
Usando os resultados apresentados pelos Lemas 2 e 3, com
N(z) = M., conclui-se que essa expressio é equivalente a
aed(z) > (1 =V (x)).

Note que para qualquer z € £(1) temos (1 — V(z)) > 0,
implicando em a.d(z) > 0 Vo € L(1). Visto que a, é nao
negativo, isso implica que d(z) > 0 Vx € L(1) e, assim,
segue que L(1) CD. W

Uma vez que garantimos que £(1) C D, outras condigoes
podem ser adicionadas para que £(1) compreenda pontos

de interesse do espago de estados. Para fazer isso, considere
que esses pontos de interesse sdo representados por um
conjunto de N vetores V = {v;}, paral =1,..., N. Entao,
um conjunto de N condic¢oes necessarias e suficientes para
garantir que V C £(1) é dada no Lema a seguir.

Lema 7. Se as seguintes condicoes forem satisfeitas para
os | vetores do conjunto V,

Lb(ylzlvl))} T P [Qs(yiélvl))} <1 Vli=1,...,N, (26)
entdao V C L(1).

Prova. Note que (26) representa V(v;) <1Vl =1,...,N,
garantindo assim que cada vetor de V (i.e. cada ponto de
interesse) esteja contido em £(1). W

Por fim, note que uma superficie de nivel de uma fungao
quadrética por partes nao é, necessariamente, um conjunto
convexo. Assim, o conjunto de condigbes (26) ndo garante
que o envelope convexo definido pelos vetores de V' esteja
contido em £(1).

6. EXEMPLO NUMERICO

Considere o exemplo 1 apresentado em (Groff et al.,
2019a), onde o sistema linear de tempo discreto

ok +1] = {—%)%5 ﬂ k] + H ulk]

é controlado por uma realimentagao estatica de estados
ulk] = Kz[k] com K = [-1 1]. Os limites de saturagio
neste exemplo monovaridvel sdo @ = 6 e 4 = 1. Como
o sistema em malha aberta é instdvel (os autovalores da
matriz A sdo 1.0 e 1.2), a estabilidade da origem do
sistema em malha fechada é apenas regional. Portanto, é
interessante obter uma estimativa R da RAO.

Podemos escrever o sistema em malha fechada utilizando
a representagdo com rampas ¢ utilizando (5). Com isso
obtemos

ol 1] = | G 1] a4 o' o] etwtetiy

ytali) = | 7 atir + |75

Para certificar a estabilidade exponencial regional da ori-
gem, um problema de Programagao Semi-Definida (SDP)
foi construido com as restri¢oes do Teorema 5, (25) e (26)
para o conjunto V de pontos de interesse

SN

A regiao de interesse para a andlise de estabilidade D
foi escolhida como uma bola deslocada da origem (mas
contendo-a), descrita por (12), com

88.3072 —9.0384 0 O
D= -9.0384 -1 0 0
o 0 0 -1 0

0 0 0 Osxa

Uma estimativa R da RAO com &area de 68.1 unidades ao
quadrado foi obtida e estd mostrada na Figura 2. Nela,
'y representa a regiao linear, I'; a regiao de saturagao
negativa e I's a regido de saturagdo positiva. A matriz
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Figura 2. Estimativa R da RAO (azul) considerando a sa-
turagao assimétrica (verde). O conjunto V incluido em
R estd mostrado em vermelho. Exemplos de algumas
trajetorias estao representadas pelos pontos pretos.

que define a funcdo de Lyapunov V(z) que certifica a
estabilidade regional da origem é dada por

0.0081 —0.0050  0.0165 0.0610

—0.0050 0.1554  0.0012 —0.0094
P=100165 0.0012 0.0539  1.2331 x 108

0.0610 —0.0094 1.2331 x 10°  0.1368

Perceba que P nao precisa ser definida positiva para
certificar a estabilidade regional do sistema, visto que
as condigoes propostas para analisar a estabilidade nao
exigem isso.

Os resultados obtidos foram comparados com outros resul-
tados da literatura, conforme mostrado na Figura 3. Em
preto considerou-se a saturagao simétrica de pior caso e as
técnicas de saturagao simétrica propostas em (Tarbouriech
et al., 2011) foram utilizadas. Isso levou & uma estimativa
R com area de 37.3 unidades ao quadrado. Em vermelho, a
técnica especifica para saturacao assimétrica apresentada
em (Groff et al., 2019a) foi empregada e encontrou-se uma
estimativa R com &rea de 58.4 unidades ao quadrado.
Por fim, em azul, as técnicas apresentadas neste trabalho
foram utilizadas. Deste modo encontrou-se uma estimativa
R com area de 68.1 unidades ao quadrado.

7. CONCLUSAO

Neste trabalho derivou-se uma metodologia para certificar
a estabilidade exponencial da origem de um sistema linear
de tempo discreto controlado por realimentagao estéatica de
estados e sujeito a saturacao assimétrica. Além disso, uma
estimativa da RAO é obtida como uma superficie de nivel
de uma funcao de Lyapunov quadratica por partes. Condi-
¢oes para obter melhores solugoes, ou seja, regioes maiores
como estimativas da RAO foram propostas e testadas
em um exemplo numérico. Os resultados foram superiores
aos obtidos previamente na literatura. Trabalhos futuros
abordarao formas de otimizar tanto a escolha da regiao D
quanto do conjunto de pontos de interesse V.
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