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DECISIONS LIEES AUX INTERVALLES D'UNE PARTITION :

LE PROBLEME DU CHOIX DANS LA PRATIQUE DE LA RECHERCHE*

GUY MOREL

Université de Tours
3 rue des Tanneurs 37000

SUMMARY.

Ihis paper is devoted to statistical decision problem where the possible de-

cisions are either one interval of a partition of the parameter space or two

consecutive intervals of this partition. Two weight functions are used to

partly order the decision functions space. Under suitable (and often reali-

zed) conditions a "good" decision function is selected and its computation

is examined.

These decision procedures should be interesting to draw a conclusion

in experimental researchs.

RESUME.

Ee travail concerne les problèmes de décision, où l'ensemble des actions est

constitué des intervalles d'une partition de l'espace des paramètres et de

ceux formés en unissant deux éléments consécutifs de cette partition. Les

Procedures de décision sont partiellement ordonnées par deux critères de

ce texte est issu d'un travail (cf. [8]) rédigé sous la direction de
RAOULT (U.A. C.N.R.S. 759, Université de Rouen)
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choix et, sous des conditions qui recouvrent un grand nombre de cas classi-

ques, une "bonne" règle de décision, unique à une équivalence près, est ex-

traite et son calcul envisagé.

Ces stratégies nous semblent adaptées au choix d'une conclusion dans

les travaux de recherche expérimentale.

1. INTRODUCTION

Dans un grand nombre de recherches en sciences humaines, un "effet"des varia-

blés indépendantes sur les variables dépendantes est mesuré par la valeur

d'un paramètre statistique réel -9-, cet effet étant considéré comme inexistant

quand 9- est "proche" de 0. Cependant si un test statistique est utilisé la

traduction de "non effet" est généralement l'hypothèse nulle : 9 = 0. Les

tests classiques d'analyse de variance, du khi-deux, sur la nullité d'un

coefficient de corrélation, etc., sont de ce type.

Cette inadéquation des hypothèses nulles et les erreurs d'interpréta-
tion qu'elle peut entraîner sont bien connues, Reuchlin [11] signale les
avoir formulées dès 1953.

Les hypothèses réelles du chercheur se traduisent plutôt par la donnée
d'une partition des valeurs de 9 en zones d'interprétations différentes. Par

exemple s'il veut choisir entre trois affirmations de la forme : effet néga-

tif, absence d'effet, effet positif, il devra définir une partition de trois
intervalles. Pour prendre en compte des partitions moins grossières le nombre
k des intervalles ne sera pas limité à 3. Lorsque 9 est la vraie valeur du

paramètre il y a (k - 1) mauvais choix possibles. Une bonne procédure de

I
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décision essaye de minimiser les probabilités de se tromper correspondant à

chaque 9. Cette fonction de risque ne peut pas être uniformément majorée par

un seuil. Ainsi pour k = 2, la théorie des tests s'applique et le risque

n' est majoré par le seuil que sous l'hypothèse HQ.
Cette dissymétrie dans la fiabilité du rejet de et de celui de

peut être levée si on accepte la possibilité de ne pas conclure. Ceci a été

envisagé par Neyman et Pearson dès 1933 (cf. [10]) et semble particulièrement

adapté à la prise de décision dans la recherche scientifique. Le chercheur

contrairement au contrôleur de fabrication n'est pas obligé de conclure à la

fin de son étude.

Nous allons généraliser l'approche de Neyman et Pearson, lorsque k £ 2,

en acceptant d'autres conclusions que les atomes de la partition. Nous ajou-

ferons les intervalles unions de deux intervalles consécutifs. Une décision

est correcte pour une valeur & du paramètre, si c'est un intervalle simple ou

double contenant 9. Quand il existe une procédure de décision majorant uni-

formément le risque de prendre une décision incorrecte, elle n'est générale-

ment pas unique. En effet, décider un intervalle double à la place d'un des

atomes qu'il contient ne peut que diminuer le risque. Pourtant, à risque

égal ou inférieur à un seuil donné on préfère décider un atome de la parti-

tion. Pour remédier à cette anomalie nous pourrions essayer d'introduire une

fonction de perte non nulle sur les intervalles doubles. Mais alors nous per-

Prions l'interprétation simple du risque. Aussi choisissons nous d'introduire,

en plus de la notion de décision correcte pour -9-, celle de décision juste

P°ur 9, qui est l'atome auquel appartient 9. Dans notre choix d'une bonne

règle de décision au seuil a, c'est à dire de risque uniformément majoré par

a> nous tiendrons compte des probabilités de prendre une décision juste en

essayant de les maximiser.
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2. CADRE THEORIQUE

Soit un intervalle 0 de IR. Nous considérons le modèle statistique

(IR, 8 admet par rapport à une mesure m, une famille de

densités (pa)a n à rapport de vraisemblance monotone, c'est-à-dire,\j v'Ct)

•9'^e 0> &2e ^1= &2

t^eËR, t2eIR, t^s t2
> P^Jtl) P^t2) " P^jt2) P^tl) = °-

Ce modèle correspond au modèle image, induit par un grand nombre des statis-

tiques qui définissent les tests classiques. On sait (cf. [3]) que les dis-

tributions de Student, Fisher et khi-deux, à paramètre de non centralité

constituent des familles à rapport de vraisemblance monotone.

L'ensemble D des décisions possibles est composé des k intervalles non

vides d'une partition kj de 0 et des (k - 1) intervalles
, (2)unions de deux 0^ consecutifs ; on posera D = lui avec

(2)I = {(i,i+l) ; ie{1,...,k-1}}, cet ensemble des décisions D est alors tota-

lement ordonné par la relation d'ordre partiel, dénommée "être avant", défi-
nie sur P(0)-{0} par

©'< 0" <=> (V a e 0'- 0") (V- b e 0' n 0") (V- c e 0"- 0') a < b < c.

Le caractère total de cet ordre est primordial pour les propositions qui
1

suivent, c'est ce qui nous oblige à ne pas considérer les unions de plus de
deux atomes. On notera pour tout d, 0,d] (resp. |>,d[) l'ensemble des déci-

sions avant (resp. strictement avant) d.

Dans un tel cadre, nous définirons une règle de décision ô comme une

application de ÏRxP(D) dans [0,1] qui vérifie :

1) pour tout d de D, 6(.,{d}) est mesurable

2) pour tout t de IR, 5(t, .) est une probabilité sur (D, P(D)).

Notons C l'ensemble des décisions correctes pour & ; lorsque $ appar-■9*

tient à 0. on a': {(i—1,i), i, (i,i+l)} si 1 < i < k1 -V7

= {1, (1,2)} si i = 1

= {(k—1,k), k} si i = k.
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Le risque R($,ô) étant la probabilité de prendre une décision incorrecte

avec la règle <5 quand •& est la valeur du paramètre, il est égal à

J(1 - ô(t,(y ) P^(dt).
Notons l'ensemble des décisions justes pour on a, si $ appartient

I ® 0i’ UK nous définissons l'information d'une règle 6 comme l'appli-
'

cation qui à tout $ associe la probabilité de prendre la décision juste, on a

I(M) = J6(t,) P^(dt).
Alors, étant données deux règles de décision 6 et 5', 6 est dite aussi

bonne que 6' si, quel que soit S-, on a :

i) R(M) ^ R(-9-,ô' )

ü) I(M) ^ I(M' 0 .

6 est dite meilleure que 6' si de plus il existe $ tel que l'une au moins

des deux inégalités (i) et (ii) soit stricte.

Nous nous proposons maintenant d'extraire de cet ordre partiel une

"bonne" procédure de décision.

3. UNE CLASSE ESSENTIELLEMENT COMPLETE DE REGLES DE DECISION : LES REGLES DE

DECISION MONOTONES.

a) Pour toute règle de décision 6, toute décision d et toute observation t

posons ô^(t) = ô(t,0,d]). 6^ application de l'espace IR des observations
dans [0,1], est une fonction de test. La famille (^l^eD est crois-
santé et vérifie <5. = 1™- .k ER

Le modèle étant à rapport de vraisemblance monotone, les fonctions de

test simples joueront un rôle primordial, comme dans la construction de tests

uniformément de plus forte puissance à un seuil donné (cf. [6]).

Rappelons qu'une fonction de test simple est une application e de IR

dans [0,1] vérifiant : si e(t) > 0, alors e(s) = 1 pour ; notons

E l'ensemble des fonctions de test simples ; on remarqu^que pour cju'une
application e de IR dans [0,1] appartienne à E, il faut èt'Xf j^dffit qu'il
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1 si t < x

6 si t = x
0 si t > x.

existe x dans IR et B dans [0,1] tels que e(t) =

L'ensemble E est totalement ordonné par la relation d'ordre usuelle sur les

applications de IR dans [0,1]. E sera muni de la topologie de la convergence

simple, qui coïncide avec la topologie de l'ordre ; il est compact pour

cette topologie.

b) Les travaux de Karlin et Rubin [A] et de Brown, Cohen et Strawdermar

[2] nous conduisent à considérer les règles de décision telles que, étant

fixée une décision d, on ait d'autant plus de chances de prendre une décision

avant d que l'observation t est plus petite.

DEFINITION 3.1 : une règle de décision 6 est dite monotone si et seulement

si, pour toute décision d, 6^ est une fonction de test simple.
Notons Aq l'ensemble des règles de décision monotones ; il s'identifie

évidemment à l'ensemble des suites croissantes d'éléments de E, (ô ,) , dontd deD

le dernier élément 6^ est 1^- . Nous le munissons de la topologie produit de
la topologie de la convergence simple sur les fonctions de test simples : une

suite ((5n)nej|Sj est convergente si et seulement si, pour toute décision d, la
suite

IN est convergente. Il est alors compact.
Si Ea désigne l'opérateur espérance mathématique relativement à la pro-

\7

habilité P. , on a pour $ dans 0. :
T7 1

1 - R(M) = y«(M+1)) - ySi.,) si 1 < i < k
= E4(6(1>2)) si i = 1
= 1 - E^(ôk_x) si i = k

et I(-9-,ô) = E^(ô.) - E^(ô(1_1 i}) si 1 < i
= E^Cô^ si i = 1.

Le risque et l'information sont donc des applications continues de Aq dans
[0,1]®, muni de la topologie usuelle.

c) Comme dans les travaux cités en 3)b) on peut énoncer le théorème

suivant :



î
99

THEOREME 3.1 : l'ensemble AQ des règles de décision monotones est une
: classe essentiellement complète dans l'ensemble des règles de décision.

Cet énoncé prend cependant ici un sens différent, du fait de la prise
(2)

! en compte des decisions "doubles" (dans I ) et de l'introduction d'un deu-
;

xième critère de choix (maximiser l'information).

I La démonstration consiste à construire, à partir d'une règle 6, une règle 6'
r

de Ag vérifiant R(&,6') ^ R(&,6) et 1(5-,6') S I($,ô). Cette construction se
trouve dans [8], elle peut aussi s'obtenir dans un cadre plus général, l'en-

ij
semble des décisions D n'étant pas nécessairement fini (cf. [9]).

4. CRITERE MINIMAX DE SELECTION D'UNE REGLE DE DECISION

a) Notion de règle minimax à un seuil donné

Dans l'introduction nous avons proposé l'étude des règles de décision à un

seuil donné, a. Pour chacune de ces règles et pour tout $ dans 0 la probabi-

lité moyenne de se tromper (c.-à-d. le risque) est inférieure ou égale à a.

D'après le paragraphe précédent nous pouvons restreindre notre choix à

l'ensemble Ag(a) des règles de décision monotones de risque inférieur ou égal
a a. Il résulte de la continuité du risque (voir 3.b)) que AQ(a) est une par-
tie fermée (et donc compacte) de Ag .

Dans le cas I = {1,2}, Ag(a) n'est jamais vide puisqu'il contient la
réglé constante qui consiste à prendre toujours la décision (1,2) (règle de

risque nul mais d'information également nulle !). Ag(a) peut être vide lors-
que k > 2. Il est facile d'en construire des exemples en se servant de la

propriété suivante.

LEMME 4.1 : soit k > 2 ; pour que Ag(a) ne soit pas vide, il faut et il
suffit qu'il existe une suite croissante

2 dans ^ » vérifiant, pour

| tout i de I et tout de 0. , E (a.-a. 0) à 1 - a (avec les conventions1 \7 1 1 ~~ Z.

a-i ~ ao = » ak_i = ak = lm^’
La condition suffisante est évidente en posant 6^ = 1^ et

I

i
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ô(i,i+l) = ôi+1 =. pour i dans {l,...,k-1}. Quant à la condition nécessaire
elle découle de l'existence d'une règle de décision de AQ(a) qui ne charge
que I

(2)

Nous supposerons pour la suite Ag(a) t 0. Dans le dernier paragraphe
nous examinerons les stratégies possibles lorsque AQ(ct) = 0.

Afin de pouvoir choisir un élément de Aq(cx) nous allons définir sur

AqCoi) une relation de préordre total. Pour une règle de décision 6 de A^ct)
nous considérons m.(5) = inf I(-9-,ô). C'est la probabilité minimum de donner

$e0i
la réponse juste (voir 1.) i quand & appartient à 0. . Le vecteur

m(Ô) = (m^(6))^<^<^ de [0,l]k réordonné par valeurs croissantes sera noté
(mi(6)) ISiSk

Deux règles de Aq(oc), ô et ô', seront dites m-équivalentes si et seule-
ment si (m1^)).^^ = (m1 (ô' ) )j<^<k • S sera dite strictement préférée à 6'
si ô' est avant ô pour l'ordre lexicographique sur les suites

{(m1(ô))1<^<(<}^eA ^ : autrement dit, posant J = {ici ; m1(6)0m1(6' )}, Ô

sera strictement préférée à 6' lorsque J / 0 et m^n^^(<5') < m^n^^J^(6).
Notons c la préférence stricte ainsi définie, et ç la préférence large qui
lui est associée (ci est une relation de préordre total sur Ag(a)).
DEFINITION 4.1 : une règle de décision 6 sera dite minimax (de minimums maxi-

mums) au seuil a si ô appartient à Ag(a) et si pour tout 6' de Aq(cx), on a
ô' c ô.

L'interprétation de cette propriété est la suivante : si 6 est minimax,

elle maximise le minimum de l'information sur tout O, m1(6) = sup m^(ô') !
ô'eAg(a)

puis parmi les règles ô' de Ag(ot) vérifiant m1(ô') = m1(6), 6 est une de
celles maximisant le deuxième, par ordre croissant, des minimums d'informa-

tion sur les 0^ , m2(ô) = sup{m2(ô') ; S'eAg(a), m1(6')=m1(ô)} ; plus généra-
lement, pour tout i (2 S i i k), ô vérifie

mi(ô) = sup{mi(ô') ; ô'eAQ(a), (V- j < i) m^(ô')=m^(ô)}.

\
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b) Théorème d'existence de règles minimax

THEOREME 4.1 : si Ag(a) n'est pas vide, il existe des règles de décision
minimax au seuil a.

* kDémonstration : soit h l'application de [0,1] dans lui même qui à

toute suite associe la suite croissante qu'on en déduit par permu-

tation sur les indices. Soit B = h(m(Ag(a))) ; comme h est une application
r k ~-ÿ

continue du compact [0,1] dans lui même, on a aussi B = h[m(AQ(a))].
12k

Soit (b ,b ,...,b ) le plus grand élément de B pour l'ordre lexicographique.

Pour qu'une règle de décision 6 soit minimax au seuil a, il faut et il suffit

que (m1(6),m2(ô),...,mk(6)) = (b1,b2,...,bk).
Dans m(Ag(a)) il existe évidemment au moins un élément ayant (b^,b2,...,bk)
pour image par h. Soit = (b^ ,b2,... ,b^_) un tel élément ; comme il
appartient à m(Ag(ot)), il existe une suite (<5n)neDS| de AQ(a) telle que

(n(ôn))nerN converge vers ; AQ(a) étant compact (voir 4.a)),
il existe une sous suite (6'n)ng;^ convergeant vers 6^ de Ag(a) et véri-
fiant encore lim m(ô'n) = (b.). .... .

„ î lsiskn-v+œ

Or (voir 3.b)) I(-9-,6) est continue en tant qu'application de Ag dans [0,1]® ;
donc pour tout $, I($,ô,n) converge vers 1(^,6^®^) et on a, pour tout i

(l=i=k), b. = lim inf I(-9-,ô'n) ^ inf lim lU,ô’n) = inf IU,Ô(0)) = m.(6(0)).
n-v+oaQ-e©^ $e0^n->-+°° -&e0^

On en déduit, pour tout i, m^(ô^®^) è b^ ; autrement dit h(m( ) ) domine

(d ,b ,...,bk) pour l'ordre produit et donc, à fortiori, pour l'ordre lexico-
12 kgraphique. Il en résulte, par définition de (b ,b , ,b ) que

h(m(6^®))-(b1,b2,...,bk) ; <5^ est donc une règle de décision minimax au

seuil a. B

5- UN THEOREME D'UNICITE DES REGLES MINIMAX

Deux règles de décision 6 et 6' seront dites équivalentes si et seulement si,

P°ur tout $, elles sont P presque sûrement égales (en tant qu'application de
V"
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IR dans [0,l]P^ (voir 2.)), autrement dit, puisque D est fini, si et seule- f
ment si on a, pour toute décision d et pour tout &, égalité Pa presque sûre

\J

des fonctions de test 6 , et ô\ .

d d

Il est clair que si ô est une règle de décision minimax au seuil a, il
en est de même de toute règle de décision qui lui est équivalente. Inverse- ^
ment, sous les seules conditions définies dans l'introduction, il n'est pas

possible de démontrer l'unicité à une équivalence près, d'une règle de déci-
sion minimax au seuil a (cf. [8] pour un contre exemple).

En ajoutant deux conditions, courramment vérifiées comme nous le ver- *
rons au paragraphe suivant, il est cependant possible d'avoir une seule règle
minimax au seuil a, à une équivalence près.

a) Nous supposons d'abord la continuité de la famille
> c'est à

dire la continuité de l'application qui, à ô dans 0, associe la classe d'équ:-

valence de l'espace vectoriel normé L^(m), correspondant à la densité .

On sait (cf. par exemple [7] p. 138) qu'une condition suffisante pour

qu'il en soit ainsi est qu'on puisse choisir les densités p„ de telle sorte
■vj

que, pour m-presque tout t, l'application $ -* p (t) soit continue.
\J I

Il résulte évidemment de la continuité de (PQ)a n que pour toute fonc-

tion bornée de IR dans IR, f, l'application 9- -* E^(f) est continue (c'est la
continuité de l'application associant à ô- la classe de p. , dans L (m) muni

de sa topologie faible). Cette continuité permet (cf. [8])de démontrer le

lemme suivant (il suffit même de l'avoir aux points frontières {sup0i}1<i<k)'
LEMME 5.1 : Supposons la famille (p^)^eQ continue ; soit a < (1/2), et

soient 6 et 6' deux règles de décision monotones au seuil a.

Alors, pour tout i (1 S i S k-1), on a 6. < 6^ .

Une autre conséquence (cf. [8]) utile de la continuité de la famille

(PJ. _ est donnée par le lemme 5.2.■9- $e0

LEMME 5.2 : Supposons la famille à rapport de vraisemblance monotone

(P ) continue. Soit On un intervalle de 0, et soit (a,b) un couple devCt) U
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fonctions de test simples, vérifiant a s b ; distinguons alors trois cas :

(i) 6g CI 0
(ii) a = 0 et sup0’0 e 0

(iii) b = 1 et inf0g e 0.
On a les deux propriétés suivantes :

(1) dans tous les cas, il existe e 0nn0 tel que E (b-a)=inf E.(b-a)**
ScOg e

(2) soit B tel que 0 < B < inf E (b-a) ; dans les cas (i) et (ii), il
SeOg

existe une fonction de test simple, c, vérifiant a < c < b, et e cLn©,
tels que E (c-a) = inf E (c-a) = B-^** -&C0Q ^

De plus on peut prendre = sup 0Q dans le cas (ii) et
\ = inf 0g dans le cas (iii).

b) La deuxième condition supplémentaire postule que les probabilités

Pçi (fteQ) sont équivalentes, c'est à dire toutes absolument continues les unes

par rapport aux autres ; lorsqu'il en est ainsi, si a et b sont deux fonc-

tions de test simples telles qu'il existe vérifiant E (a) = E (b), on au #g
Ea(a) = E^(b) pour tout $ dans 0.

PROPOSITION 5.1 : supposons la famille (P ) , continue et formée de
\7 \/GO

probabilités équivalentes. Alors, si 6 est une règle de décision minimax à un

seuil a (< 1/2), rruU) ne dépend que de la parité de i.

Démonstration : soit 6 une procédure de décision de Ag(a) pour laquelle
il existe j tel que m^(ô) / nu^tô) ; nous allons construire une règle 6' ap-
partenant à Ag(a) et strictement préférée à 6 (au sens défini en A.a)), ce
Qui établira que 6 n'est pas minimax. Supposons par exemple itk(ô) > nK^Cô)
(la démonstration dans le cas où nK(S) < mj+2(ô) est analogue).

Le principe de la construction de 6' est schématisé par la figure 1,

dans laquelle chaque fonction de test simple 6^ est représentée par un point
frontière x^ (ce qui est légitime lorsque les probabilités sont diffuses),
las points x^ étant figurés tous distincts.
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I

_^_1-ot_pour & e 0j+1
Li-i J) 4 1 (JJ+D U+L (j+l?J+2) JiL
“(j-ltj) xï

(jt j+D X'. .

J+l ï(j+l,j+2) x1Xj+2
^ 1-a pour & e 0.j+l

Figure 1.

Ceci revient à imposer à 6' les conditions suivantes :

(i) ÔJj = ôj pour tout d autre que j et (j+l,j+2)
(U) 6(J.1>J) S «j S «j
(ni) ôj+1 S j+l,j+2) = Ô(j+l,j+2)
(iv) E^(6|j+1 j+2) - ôj) = 1 - R(-9-, ô') ^ 1 - a pour tout $ dans 0.+1 .

Il est clair qu'une telle règle 6' appartient à ^(a). Elle vérifie de plus

mj rn j+2 ( ô ' ) £ m.+2(ô) et rrutô') = rrutô) (i / j et i ? j+2).
5' sera strictement préférable à 6 si on peut choisir g', et 5). , . de tel

J (J+l,J+2)
sorte qu'on ait :

(v) rrK(ô') > nu+2(ô) et m^+2(6') > mj+2(6).
Construisons <5j par application du lemme 5.2(2) au couple

(a,b) = (6/._, .x , 6.), en prenant 0 = 0 . (ce qui est possible puisque j/k
et que par convention 6^ ^=1^) et mj+2(â) < 3 < mj(ô) > l’existence de
(e0.H0) tel que EQ (6'. - 6 (j-1 J)
Les probabilités étant équivalentes, on a pour tout 9 dans 0^00 :
Ea(6j - > 0 et donc jtl,J+2) - «j) > VS(j+l,j+2) - «j> i 1 * « i
en appliquant le lemme 5.2(1) au couple (6'. , 6/. , -+2)) et à 0 . . , on ob-
tient inf E (6,. , . - 6'.) > 1 - a.

^0j+l * Ü+1’J+2) J
On peut alors construire ô^j+1 j+2^ par une nouvelle application du

lemme 5.2(2), cette fois en prenant, (a,b) = (61 , ô^+1 j+2))> ®q = ®j+l et

• \) = B implique E (ô . - ô'.) ^ m.(6) - B > 0.

6' tel que 1 - a £ B' < inf E (6/. , , 0s - ô'.) ; la condition (iv) est

^e0j+l U ’J J
évidemment vérifiée. Pour obtenir la condition (iii), on démontre l'inégalité
ô. , < ô). , . , en utilisant le lemme 5.1 et la règle de décision obtenuej+l (J+l,J+2) ’ a

1
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en remplaçant «|J+liJ+2) par supj«l+1 , «{J+1(j.2)).
Il ne reste plus qu'à prouver que ô' vérifie la condition (v).

Il résulte de la construction même de ô'. , qu'on a bien m.(ô') = 3 > m. (ô),
J J J +

D'autre part, par construction de Si. , . , il existe $' dans 0. ,00vj+r,j+e!i^ ** j+I

tel ,Ue E«.(Slj+l,jt2) - Sj) = B' ; on a alors
E»;.(6(j+l,j+2) 6(j+l,j+2)} = inf V 6(j+l,j+2) ’ ôj) ~ B' > 0.£

j+1
Les probabilités P étant équivalentes, il en résulte que, pour tout 0-,\T

Vô(j+1 j+2) ■ ô(j+l j+2)^ > 0 » en particulier, pour le point de 0j+2nO
(dont l'existence est, une fois de plus, assurée par le lemme 5.2(1)) qui vé-

ri fie V(s,) = E*< ôj+2 " ô(j+1,j+2)^ ’ Ce qui imPliclue
mj+2 } = E4Ôj+2 ‘ Ô( j+1, j+2)} + E4Ô(j+l,j+2) " 6C j+1, j+2)} > mj+2(6)-
On a ainsi construit une règle 6' vérifiant les conditions (i) à (v). H

c) Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer un théorème d'unicité

pour les règles minimax.

THEROME 5.1 : supposons la famille à rapport de vraisemblance monotone

’ cor|tinue et formée de probabilités équivalentes. Soit a < 1/2.

Si Aq(cx) est non vide, il existe, au seuil a, une règle de décision minimax,
unique à une équivalence près.

Démonstration : nous montrerons d'abord que les règles de décision 6,

minimax au seuil a, ont toutes le même vecteur m(6), et ensuite que m(6) dé-

termine ô , minimax, à une équivalence près.

(1) Il résulte de la définition des règles minimax qu'à deux de ces rè-

9les, 6 et 6', est associée la même suite réordonnée croissante :

^ ^^l<i<k = (ô'))i• Alors d'après la proposition 5.1, si les sui-
tes (m.(6))1<;^<k et (rTu(ô' ))1<i<k sont distinctes, on a nécessairement, pour
tout i (i<i<k) : nuU) = mi+1 ( ô ' ), rruU') = mi+1(ô) et nu (S1) t mi+1 ( ô ).
Nous allons démontrer que cela est impossible en construisant, sous ses con-

Citions, une règle ô" de Ag(ct), qui améliorerait strictement à la fois 6 et 6'.
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ô et 6' jouant des rôles symétriques nous pouvons toujours supposer

m^Cô) > m2(5). Ces deux règles étant de seuil a, strictement inférieur à 1/2,
il résulte du lemme 5.1 que, pour tout i (l^i^k-1), ô. < ôî. . .et

1 V. 1 j 1 +1 /

ô ! < ô / - , , v. On a donc 6! , < ô /. , . v s ô. < 6}. . ,.^6! . < 6,. . . n.i (i,i+l) i-l (i-l,i) i (i,i+l) î+l (i+lji+2)1
dès que ces 6^ et <5^ existent ; on obtient alors bien une règle de décision
monotone au seuil a en posant :

ôj = ôd 5i d = (i—1,i) ou d = i, avec i impair
^d = ^d si d ~ (i—1,i) ou d = i, avec i pair.

Cette règle vérifie pour tout i, nu(ô") = rn^(ô) = sup{nn(ô) , nru(ô')} ; elle
est donc bien strictement préférée à ô et 6'.

(2) D'après ce qui précède, toutes les règles de décision ô, minimax au

seuil a, définissent le même vecteur m(ô) ; notons ce vecteur (m^m^,...,^),
Soit deux règles ô et ô', minimax au seuil a ; nous allons démontrer,

par récurrence sur l'ensemble totalement ordonné

D - {(0,1), 1, (1,2) ,2,..., ( k—1 ,k) ,k} = {(0,1)} UD, que les fonctions de test

simples <5^ et <5^ sont P^-presque sûrement égales, pour tout d et tout $.

(0,l) = 6(0,irVLa propriété est triviale pour d = (0,1), car par convention ô

Supposons la propriété démontrée pour tout d s (i—1,i) ; on a alors, pour J
tout »' = S(i-l,i) <FVp-sJ-
ô et ô' jouant des rôles symétriques nous pouvons toujours supposer S. ^ •

D'après le lemme 5.2(1), il existe dans 0. O0 tel que

Es.(6i - = inIE»(si ' 4U-i,i)) ; on a alors■&e©i

”i =E»<si- ‘U-i,»’ * ' su-i.i>) 2E»t6i ô,. . ..) ^ m. d'où(1-1,1) 1

w. , - u.vu. - vj/ • , .v) et donc ô! = S. (Pa-p.s.) ; les proba-
K 1 (1-1,1) 1 (1-1,1) 1 1 VE4si - {(i-i,i)) ■ E46i ■ s(i

bilités Prêtant équivalentes, on a aussi ô| = (P^-p.s.) quel que soit
Il faut maintenant établir que 6^ (P^-p.s.). et 5'

jouant des rôles symétriques nous pouvons supposer ^ ^ ^+-]j •
Introduisons la règle de décision monotone, 6", définie par : 6^ = ô,^ si
d s (i,i+l) et 6" = ôt si d ^ i+1 (voir figure 2, avec les mêmes convention-

I
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que pour la figure 1, et en représentant comme confondus les points corres-

pondant à 6d et <5^ , lorsque ôd = 6^ (P^-p.s.)).
âl-a pour_^e0^_car 6eAg(^t) èl-ot pourj&c0^+2 car ô'eAn(qt)-0-^;

5" *i-l ^(i-l.i) *i *(i,i+1 ) j *1+1 *(i+l,i+2) *1+2 *(i+2,i+3)
x! , xl. , . x !l-l (i-l,i) ,l *(i,i+l) ;

^l-â-pôür_&i07“~-câr-3TëÂ~ta)
Figure 2.

6 et ô' étant dans AQ(a), par définition de 6", on a R($,ô") S a pour & n'ap-

partenant pas à 0. ; mais comme 6. =6! (P.-p.s.), on a pour tout & dans1+1 1 1 V

6W : R(»’S,,) = 1 - E9(4(Ul,U2)-5i> = 1 - E*(5(i+l,U2.rSi) = R(M'> S “•
6" appartient donc bien à AQ(a).
D'autre part, par construction, on a mi+1(S") = mi+i(ô') = mi+1 et> P°ur tout
j différent de i+1, m^CS") = nu .
6" est donc minimax au seuil a, puisque 6 et 6' le sont ; on a alors

■i+l(ô") = nu+1 . D'après le lemme 5.2(1), il existe dans 0^+jn© tel que

E»;(5Li - «(i.ui)' = j"î E»({Ù1 - 4(î,i+i)> ; et donc
i+1

V = E»i(si*i - «a,un’ 5 E»;(SÙ1 - 6(i,i+i)) 2 mui : d’où
Es;Ui+l - s(i,i+i)> = Es;(Sùl - 4(i,i+l)> : ce qui imPllciue
^(i,i+1 ) = ^(i i+i) (P£i_P*s*) > les probabilités P^ étant équivalentes, on a
aUSSl 4(i,i+l) = 5(i,Ul) (Vp-s’) pour tout 9- ■

6- APPLICATIONS

Avant de nous intéresser au calcul explicite de la règle de décision minimax,
nous allons donner quelques cas de figure conduisant à un modèle statistique
du type de celui qui a été traité.

a) Considérons un modèle statistique exponentiel à paramètre réel :

^ > A , (Q^)^e0), de densité q^(oo) = C($) exp[f($) T(u>)] par rapport à
une mesure y ; q étant un intervalle de IR et f(.) croissante.
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Le chercheur travaille sur un tel modèle lorsqu'il réalise un n échantillon

d'une loi de l'un des types suivants : binomiale, normale de variance ou de

moyenne connue, exponentielle, de poisson.

On sait que T est une statistique exhaustive. Il est alors facile de voir que,

pour l'ensemble des actions D, l'on peut se restreindre aux règles de déci-

sion qui sont fonction de T. On est donc amené à considérer le modèle statis-

tique image par T : (TR , 8 , (p^)^e0)- P^. admet la densité
p^(t) = C($) exp[f($) t] par rapport à la mesure m, image de p par T.
Ce modèle fait partie de ceux envisagés dans le paragraphe 2. Si de plus f(.)i

est continue, ce qui est le cas des exemples donnés, les conditions du théo-

rème 5.1 sont vérifiées.

b) Un très grand nombre de tests statistiques sont basés sur une sta-

tistique réelle T dont la famille des lois images (Pg.)^ Q (0c= IR) est exac-
tement ou asymptotiquement une famille de probabilités à rapport de vraisem-

blance monotone.

Karlin et Rubin [3] montrent par exemple que les familles de probabilités :

<Studentn,Aem > (Flsher«.,n,AeIR+ - (khi-deux,, . à paramètre de
non centralité ■&, sont à rapport de vraisemblance monotone. Elles vérifient

même les conditions du théorème 5.1.

La statistique T fournit alors un modèle statistique image, sur lequel on

peut appliquer les résultats précédents à une partition d'intervalles des

valeurs du paramètre $.

Il en est ainsi des tests d'analyse de variance, puisqu'ils sont basés sur

des statistiques engendrant une famille du type : (Fisher^ n ^ une
division par l'écart-type a près, & est le paramètre dont on teste la null^6.
Par exemple dans une analyse de variance classique à deux facteurs, $ est

égal à Æ&TT/o pour le test sur l'additivité des facteurs, et égal à /ïa[/°
pour le test sur la nullité des effets additifs du premier facteur. Le cher-
cheur peut ainsi prendre en compte des hypothèses moins strictes que la

i
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nullité de $.

Le fait de construire nos procédures de décision à partir de la statistique T

est légitime puisque les tests de l'analyse de variance sont les plus puis-

sants parmi ceux dont la puissance ne dépend que de $ (cf. [12]).

c) Ces deux types d'exemples nous semblent montrer que le théorème 5.1

a un vaste champ d'applications. Nous allons maintenant nous préoccuper de

savoir si la procédure de décision minimax qu'il met en avant, est facile à

expliciter.

Lorsque k = 2, une règle de décision 6 minimax au seuil a (a<l/2) est

définie par 6^ et tels que E^Cô^) = E^Cl-ô^ = a avec
= supO^ = inf02 . On a bien sûr m^Cô) = m2(ô) = a.

Les fonctions de test 6^ et (1 - 6q 2^) définissent des tests unifoj.menie.it
plus puissants de ©2 contre 0^ et de 0^ contre ©2- Les deux hypothèses 0^ et
02 sont ainsi traitées de façon symétrique.

Lorsque k = 3 et a < 1/2, Ag(a) peut être vide ; il ne l'est pas si

^ = sup©1 = inf02 et $2 = sup©2 = infO^ sont suffisamment éloignés. En effet
d'après le lemme 4.1 on doit pouvoir trouver a^ dans E tel que :
Ua ) H - a et Ea(l - a.) è 1 - a.
V 1

Appelons b le plus petit élément de E tel que E^(b) = 1 - a et c le plus
grand élément de E tel que E„(l - c) = 1 - a.

^2
Si AQ(a) non vide on a, b S a ± c et la règle 6' définie par = 10 ,

appartient à A^(a) ; alors, d'après le«(1 2) = b> = C 6t Ô((2,3) ' lJR ’
lemme 5.1 et le choix de b et c, on a pour toute règle 6 dans AQ(ot) :

Sous les conditions du théorème 5.1, on peut donc définir une règle de déci-
sion minimax au seuil a < 1/2 (unique à une équivalence près), en posant

«d 2) = b, ô2 = c, et en cherchant 6^ et ô^2 -j)
- y n - a

tels que :



110

(2) E (Ô.) = E.(l - 6
*1 1 ^2 (2,3)} maximum.

Ce qui rend difficile le calcul de 6^ et S<2, , c'est la vérification!
de la première condition.

Cette difficulté disparaîtrait si le minimum se réalisait à l'une des

bornes. C'est à dire, si le du lemme 5.2 était toujours égal à inf0Q ou
sup0Q . Ceci peut se démontrer (cf. [8]) avec la condition supplémentaire :

pour tout triplet d'éléments de 0 et tout triplet (t^t^tj) d'élé-
ments de IR, vérifiant ^ £ $2 = ^3 et = ^ = on a dét(p^(tj))i<i<3 *0.1

Cette condition est très souvent vérifiée (cf. [3]), elle l'est en particu-

lier pour les exemples d'application considérés.

L'existence et la construction d'une règle de décision minimax au seuil

a < 1/2 ne dépendent alors que des (k—1) probabilités {P } avec $. = sup0.
*i 1 1

pour i appartenant à {1,...,k—1}. Très souvent, des algorithmes de calcul des

fonctions de répartition F des Pa existent déjà. Barra [1] en donne pour$i
les lois de khi-deux et Fisher non centrés.

Un seuil a étant donné, il est alors possible (cf. [8]), à partir du lemme

4.1, de voir si AQ(a) est vide ou non.
Lorsque Ag(a) = 0, le chercheur doit, soit augmenter a ce qui revient à accep-

ter une information moins fiable, soit regrouper des 0^ donc chercher une in-
formation plus grossière. Ces solutions n'étant pas toujours possibles, il

est préférable d'essayer de calculer avant l'expérience une taille minimum

d'échantillon qui permette d'avoir Ag(a) non vide, pour un seuil a choisi par
rapport au contexte de recherche. La taille d'échantillon influe sur les cal-

culs par l'intermédiaire de la distribution de la statistique T (voir les

exemples 6.a) et 6.b)). Ainsi en analyse de variance elle change le deuxième

degré de liberté de la distribution de Fisher.

Lorsque Ag(a) n'est pas vide le calcul d'une suite ()cjep_{k} * définissant
une règle minimax au seuil a, unique à une équivalence près, peut se faire

à

ti

i]

pi

b

c

1
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à partir de deux algorithmes de calcul (cf. [8]). Comme le montre la construc-

tion de la règle <5", dans la partie (1) de la démonstration du théorème 5.1,

il est possible de définir les ^ et d'abord pour i impair, ensuite
pour i pair.

Nous pensons ainsi avoir montré qu'il est possible, dans un grand nom-

bre de cas classiques, d'utiliser les procédures de décision que nous avons

construites.
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