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BLOCS EQUILIBRES D’UNE SUITE ALEATOIRE
DE VARIABLES STATISTIQUES

par

Galaye DIA

L.S.T.A Université P. et M. Curie - Paris VI

0 - INTRODUCTION

L'objet de cet article est l'étude des blocs équilibrés de variables
statistiques associéës à une superposition de processus ponctuels. Dans le
cas de l'échantillon,GEFFROY [ 3] établit des conditions nécessaires et

suffisantes de convergence vers 0 en probabilité de la largeur des blocs.
Nous nous proposons d'étendre ces résultats dans le cas des processus
ponctuels.

I - NOTATIONS ET DEFINITIONS

On considère sur le même espace probabilisé n processus

ponctuels indépendants f! i = 1,...,n à valeurs dans R+ et de même loi
qu'un Droce ssus f *.

o

| Pour tout boré lien A de R+ si l'on pose A (A) = P(N(fQ,A) > 0) où
désigne l'effectif aléatoire de f^ sur A, on appelle support de

la répartition ponctuelle aléatoire ou processus ponctuel f^ l'ensemble

S = (x,x Ç R , VA ouvert, x ç A, A (A) > 0}.

f
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Qn suppose que S = R+ et que l'effectif aléatoire de f^
sur R est fini presque sûrement i.e. N(f*,R ) < + °° p.s.+ o +

Considérons la superposition f^ des n processus f!, i = 1 =
dont on désignera par m son effectif aléatoire sur „R+ i.e.

fCn) - A. " A N«1>Vi=1 i=1

Lorsque m s 1 désignons par xjn^,...,X^n^ les points du processus

Ces

fl , ordonnés suivant l'ordre naturel dans R .

(n) +

r(n)Si m = 0 on pose X^ =0.
Ainsi on a

o < xîn) ^...< x(n)1 m

Désignons par % I' ensemble des boréliens de R+.

Pour tout x f. R+ posons u(x) = E(N(f^, [0,x[)) où le symbole E
désigne l'espérance mathématique.

L'application E(N(f*,*)) de dans R+ étant une mesure, la fonc-
tion y(•) est non décroissante et continue à gauche sur R .

Posons || y || = E(N(f^,R+)) qu'on suppose fini et prolongeons y (O sur R
en posant y(x) = 0 si x ^ 0.

La fonction F(0 définie sur R par

(Vx e R), F(x) - ^
est alors une fonction de répartition.



Appelons et L^ les hypothèses suivantes :

H1 : (vh € R*), lim F-^+--} = 0
X*+°o 1 - F(x)

H2 : lim J - F.W
x->+°° P(N(f ,[x,+°°[) > 0)

Ces deux hypothèses sont respectivement équivalentes aux suivantes

* E(N(f* [x+h, +«,[))
H' : (vh e R+), lim = 0

x-*+w

E(N(f0,[x,+»m

E(N(£* [x,+«>[))
HJ, : lim = 1.

x->+oo P(N(£’,[x,-h»[) > 0)

On vérifie aisément que cette dernière hypothèse HJ, est vérifiée

lorsque f est le processus ponctuel d'effectif total égal à 1 associé à

une v.a. X. Elle est aussi vérifiée lorsque f^ est un processsus de Poisson.

Si m è 2, on appelle bloc de la suite X^n\ jX^11'* tout intervalle
^ la forme (X^ jX^ ). Les blocs de la forme (x|n^ ,X^:j.) sont appelés
mailles.

Afin d’étudier ces notions nous supposons que les v.s. X ... ,X^n^
(m = 2) sont presque sûrement distinctes c'est-à-dire : si m = mQ, mQ è 2
on a :

V(i,j), (i ^ mQ), (j £ m0), (i * j) , P(xf) X.Çn)/« ) = 1-.
J mo

Nous pourrons alors écrire :
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Pour tout a F. N considérons les v.a. ainsi définies

(n)
m-a+1

0

Si m à a
lesqi

si m < a .

D'après la propriété H3 on a, si m = mo, mo > 2
m

Y1 >...> Y 0 > 0.
n n

Réordonnons ces v.a. On a : le

0 < Y .<...< Y
n, 1 n ,m

nom

N Cf

Soit K un entier arbitrairement choisi tel que 2 g K s m . On peut

partager l'intervalle 10,Y 1 en K blocs de la forme ]Y .. ,Yr J ’
n,m J J n,R(j-1)’ n,R(j)

i = 1,... ,K avec Y nrr.>. = 0 et Y = Y de telle manière que chac;J * * n,R(0) n,R(Kj n,mQ
mm

r i r 1de ces blocs contienne ou [—] + 1 points de (X, ,...K Lv ^ 1 ’ ’ mA o

alé

L'é

Posons V . = Y - Y
nr 11 j = 1.....K,nj n,R(j) n,R(j-l) J * ’ ’

Vn = ,SVP„ Vnj >1sj<K

m

v = [lr] ,

comme m + + °° p.s. lorsque n -> + , on peut considérer que K peut
prendre toutes valeurs de N* et dépend fonctionnellement de m ainsi que R-

II - RESULTATS PRELIMINAIRES

Afin d'étudier les blocs de la suite nous introduisons de nouvelles

variables aléatoires que nous allons définir et étudier.

É
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j)

hac;

%

Quel que soit u e q, désignons par N(üO le nombre d'indices i pour
0/

lesquels N(f“ , [0,+°°[) est supérieur ou égal à 1 ;

NCoO = Card{i,N(£“,[0,+œ[) > 1, i = 1,...,n}.

N est une v.a. qui suit une loi binomiale avec

p = P(N(f*,[0,+»[) à 1).

Lorsque N(£^, [0,+°°[ ) s 1, choisissons le point du nuage correspondant
O»

le plus à droite que nous allons désigner par X^Ccd). Pour alléger les notations,
'X,

nous allons supposer que c'est pour les N premiers indices i qu'on a

N(£, 0,+œ ) > 1. Par ce procédé nous formons ainsi un échantillon de taille
'Xj ’Xj r\j

aléatoire (X^,... ,XJJp formé de variables statistiques, lorsque N > 1.
%

L'échantillon est réduit à (0) si N = 0.

'Xj O. Oi

Sachant que N = k, déterminons la loi du k-uple (X^,...,Xk).

P(X1 < x1,... ,Xk < / N = k) =
P(X1 < x1,...,XV < xv,N = k)

P(N = k)

_ cjj P(N(f:, ^,+*[3=0,NCf : ,[0,+œ[) > 1 ,i = 1,... ,k,N(f^,[0>+œ[)=0,i=k+1,. ,n)
~k kri .n-k
Cn P (1-p)

En utilisant l'indépendance des fj, i = 1,...,n on obtient :

%

PCX.
] < x1,...,Xk < xk/N = k) =

TT P(N(f •, [x. ,+o°])=0,N(f^, [0,+œ[)>1 )
i=1 1 1 1

ITT ^ >\/ >\jü en resuite que sous la condition N = k, la loi du k-uple (X^,...,Xk)
est la loi d'un échantillon de taille k d'une variable aléatoire X de fonc-
11 ion de répartition F définie par

FCx) = PCX < x) =

P(N(f * [x,+°°[)=0,N(f *, [0,+°°[)>1)
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Posons F^(x) = P(N(f^, [x,+oo[) = o).

En utilisant la formule de Bayes on a :

(E) F*(x) = F(x)p + (1-p)

Considérons l’échantillon ordonné déduit de (X-j,...,^
^a

et définissons la v.a. Y de la façon suivante :
n

X ^
(N-a+1)

n ■

si N â a

a.

si M < a

où a est un entier supérieur ou égal à 1

Lerrne l.II : Si a est une suite certaine non décroissante telle que a
n ■ n

tend vers + 00 lorsque n tend vers + 00 on a :

lim P(N(f ,[a ,+<»[) - 0) = 1.
n-*+œ

Preuve : Considérons l'événement (N(f^, [a ,+°°[) à 1}. Lorsque n varie on
obtient une suite décroissante d'événements. Soit

+00

A = n (N(f* [a ,+<»[) è 1}
n=1 0 n

et soit a) f A ; on a N(f^,[an>+0°[) ^ 1 pour tout n, d'où N(f^,R+) = + 00
donc ai £ défini par = (aj|N(f“,R+) = + «>}. Il en résulte que A <= fl(
Comme P(qQ) = 0 par hypothèse, on a P(A) = 0. C.O.F.D.

Il résulte de ce lemme que :

lim P(N(f*,[x,+oo[) = 0) = 1
x->+°°

ü
et que F est une fonction de répartition.
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r
Déterminons la loi de Y .

n

Proposition l.II : Soient X 2 X X les statitisques d'ordre— 1 ,n 2,n n,n L

|| d'un échantillon d'une v.a. X de fonction de répartition E&. y01 a la même

UoiqM V„+3,n i'e'

p(r < x) - -
a~l f-, ^n~a j

y (1-y) dy.

Preuve : PtY* < x) = x P(Y^ < x / N = k) P (N = k)n
k=Q n

= P (N < o-1) + Z PCY01 < x / N = k)-P(N = k).
k=a n

En utilisant l'expression de la loi de la statistique d’ordre k-a+1 par
la fonction béta incomplète on a :

a,

'v» yn-k rF(x) i ^P0£ < x) = P (N s a-1) + Z --?■ (1 ^ ' -k_a^ ^a_1

- P(N 2 a-1) +

k=a (k-a)!(a-1)!Cn-k)! ^0

rF(x) n-a

t1" a(1-t)a 1 dt

f-rixj n

I A L •

n!

J0 j=0 j ! (a-1) ! (n-ct-j)
— p“+ja-p)n'“'j Pei-t)“'1]dt

= P (N < a-1) ♦ —e^l!
(a-1)!(n-a)!

F(x)
(1-t)a 1 [1-p(1-t)]n“a dt

En posant p(1-t) = y on obtient :

ptt“ < x) = n fP

mais

(a-1)! (n-a)! JpO-^OO)
ya 1(1-y)n_a dy + P(N < a-1) ;

P (N < a-1) = —

(a~1 ) ! (n-a) ! -*p
' ya"1d-y)n'a dy
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et d'après (E) p(1-F(x)) = 1 - F^(x) ;

d'où il résulte que :

n!poe <x) = _#n
(a-1)!Cn-a)! J1-F(x)

ya_1(1-y)n-a dy. C.O.F.D.

Proposition 2.II : i) Supposons et Hj vérifiées. Alors on a :

(\fh > 0) lim F^JX-th) - o.
X^+OO 1 - P^'(x)

ii) Si F est absolument continue alors F^ est

absolument continue.

Preuve : i) Au voisinage de l'infini on a, d'après Hi, 1 - F^(x) est

équivalent à E(N(f^,[x,+co[)). On en déduit que :

1 - F"(x+h)

1 - F#(x)

E(N(f^, [x+h,+oo[))

est équivalent à

E(N(f* [x,+oo[))
qui d'après H.j tend vers 0 lorsque x tend vers +

ii) Il suffit de le montrer pour 1 - F^(x) = <j,(x). On doit montrer
que pour tout e >0, il existe 6 > 0 tel que pour toute famille {],d-^[

«

d'intervalles disjoints de R+ tels que :

X (dv - c, ) < fi on ait
k=1 K K

I |4>(cU - <f>(cv) | < e.
k=1

étant absolument continue on en déduit que ||y|| - y(x) = E(N(f^, [x, +<»[)) .

est absolument continue.

Les fonctions <j)(x) et E(N(f^, [x,+«>[)) sont des fonctions décroissantes de -
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On peut écrire :

+oo

E(N(f * [x,+«>[)) = x P(N(£*, [x,+oo[) > j) ;
j-0

et pour tout j = 0,1,... 5P(N(£^, [x,+oo[) > j) est une fonction décroissante
de x . ■

+oo

E(N(f* [x,+»[)) = <f) (x) + z P(N(f * ,[x,+oo[) > j).
j=1

En appliquant à E(N(£*, [x,+<»[)) la propriété d'absolue continuité on a

I |E(N(f;,[dk,M)) - E(NCf‘,[ck,+-[))| =k” 1

n n +«>

I 14.Ce, ) - <j,(d,)| + Z { I [P(N(£* [c-, ,+oo[) > j) -
k=1 K K k=1 j=1 ° K

P(N(fQ, [d^.,+oo[) > j)]} < e.

Tous les termes en sommation sont positifs, d'où :

n n

I [<J>(ck) - cf>(dk)] = Z |cf>(dk) - <J>(ck)| < e ;k=1 k=1

ce qui prouve que ^ est absolument continue. C.Q.F.D.

jkpfctque : Supposons que F soit absolument continue de densité £ strictement
positive pour x assez grand.

Si lim Elx+h)_ existe pour tout h > 0 alors l'hypothèse H1 est
x->+oo £ (x)

équivalente à la condition suivante :

(Vh > 0), lim UyW = 0.
X->+°o f (x)

I
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Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que F est absolument
continue de densité £.

Frei

Soit alors la densité de F" et considérons l’hypothèse suivante:

H. : f^(x) est strictement positive pour x assez grand et

lim
X^+“ f^Cx) || y |

don

eai

-P (gç J
Proposition 3. II : Si - admet une limite quand x tend vers + «= alon

f(x)

H
g est équivalente à H..

Preuve : Supposons vérifiée et soit e > 0

rv. *\ 1 f(x) 1(îix ) (Vx > xq) e < — < + e

ii:

D

f" (x)
2)

d'où :

1 1 - F(x) 1
e < t, < + e 4'

1 - F^Cx)

E(NCf*,[x,+»'[))
ou encore 1 - d|y|| < < 1 + e||y|

PCN(f*,[x,+oo[) > 0)

e étant arbitraire on a donc vérifiée.

f (x)
Réciproquement supposons H? et lim —z

x->+oo f#(x)
1 - Ffxl

Alors (Ve >0) on a dès que x est assez grand \-e < < a+E’
1 - F#(x)

Il en résulte que x||u|| = 1*

Proposition 4. II ; Si le support de f est R+ alors on a :

Supp F - R+.
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Preuve : Soit [a,b[ un intervalle ouvert dans R+.

On a 0 < P(N(f’,]a,b[) > 0) ^ E(N(f^,]a,b[)) d'où F(b) - F(a) > 0

[donc Supp F = R+. C.Q.F.D.

Ces résultats préliminaires étant établis, passons à l'étude des blocs
éauil ibrés.

III - ETUDE DES BLOCS V .

n,j

Considérons les hypothèses suivantes :

1) Le support de F^ est R+

2) Fr' est absolument continue de densité

jj
3) (Vh > 0), (Va > 0), (EIX € RJ, CVX ^ X ), (Vh' è h), ^ a° + o f*(x)

4) (Vx > 0), inf f^(x) > 0.
0<x<x

o

Posons bn = où G#(x) =1 - F*(x).

Le théorème que nous voulons établir est le suivant :

Théorème l.III ; Supposons que les hÿpothèses 1), 2), S), 4) soient satisfaites.
Si le nombre de blocs XfmJ est tel que :

K(m )
K(m ) - 0(m ) et lim —° = + <*>

o o
, T

m -++œ Loq m
o y o

a lors :

fVe > 0). v(m) = 0(nG^(b -e)) (p.s.) =» V 0 (p) (n ■> + °°).
n n
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Pour établir ce théorème on va utiliser les blocs construits à partir
de îjj).

Considérons les variables aléatoires Yn préalablement définies en

page 6.

La proposition 1.ÏI et l’hypothèse 2) imoliquent que les v.a. Y®

Mo

\mt

do:

sont presque sûrement distinctes.

O. r\j 'Xi 'Xi
Soient K un entier quelconque tel que 2 ^ K s N où N est une

ass

leu

O O
%

valeur prise par N supérieure ou égale à 2. On peut partager 1'intervalle

]0’Yn,N ] en K blocs de la £orme ]Yn,R(j-1)’ Yn,R(j)]’ ^ = avec

Lei

n,R(0)
= 0 et Y

n,R(K) n,N
= Y de manière que chacun de ces blocs contienne

[—] ou [—] + 1 points de (X1 •V:P0SOTS

n,J

'Xj 'V
~ Yn,R(j) ” Yn,R(j-l) j = 1 K

Cl

= sup% V ,

1<jsK
%

N
= [ôt] .

K

# w x

Qi sait que N -► + ® p.s., on peut considérer que K peut prendre toutes I%
les valeurs de I\f et dépend, ainsi que R, fonctionnellement de N.

On va établir d’abord le théorème suivant :
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«héorème 2.III : Sous les hypothèses du théorème l.III et en supposant que le
^ %

mbre de blocs K(Nq) soit tel que :
<\j 'Xj

■V ■>, •» MJ
K(N ) = 0(N ) et lim — = + »

O O r\j r\j

N 4-+<x> Loq N
o a o

ilors on a :

V -> 0 (p), (n -> + ooj <=> V -+ 0 (p), (n + <*>).
n n y k

Supposons que soit le processus ponctuel d’effectif total égal à 1

associe à une v.a. X. On a alors = n certain et Geffroy [ 3 ] a établi les
lerames 7), 8) et 9) suivants :

terme 7 : On suppose que les hypothèses 1), 2), 3) sont vérifiées. Soient
z > 0 et a f ]0,l/3[ et soit a > 0 tel que :

, t / 7 ei j (x+h)(yx a), (yh s -j), ^—r. s a.
f(x)

J (N)Choisissons b > a et une suite J(N) telle que Iqim —— - F*(b) et que
o K(N)

!\j ’Xl
'W ç_ {1,2,... ,K(N) - 1}. On a alors ?c > 0, p > 0 et tels que

Nj > n )

p( u v
r=J(N )

:) / N = j)vn,r > e' 7 " ^ ' l~2a ^"n,K{P(V„ % > z/N = j)

+ c[K(j) - J(j)]e PJ'}.

nïïne 2 : Sous les hypothèses du lemme 7 et supposons l'hypothèse 4) vérifiée.
Soit a’ > b ; il existe alors trois nombres y > 0, c' > 0, p' > 0 et un

, . ^ 'Xj

| ntter tels que pour tout j ^ N^ on ait
J(N) 1 % ^ t R[J(j)]

?(r% (\r> O /n = v < f-[vW«]« -vjfcgj + c ’e -p 3
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Lemrne 9 : Pour que la fonction

.r\j A»
r,(N ) - [v(N ) + 3] (1 - „

o o y.

R(J(N ))
ey , o

v(N )+3
o

tende vers 0 lorsque -*■ + » Ve > 0, il faut et il suffit que l'on ait ;

lim

'Xj 'b

K(N )
o

N
- + °° ou encore v(N ) = 0( —),

^ Log NN -++CO v O
O

EïËlJÏÉJÎy théorème 2.III :

%

Supposons que ^ -> 0 (p), (n -* + «0

Log N

(2)

% % f\j f\j ^ *\j

Calculons P(Vn > e). Soit = max(No,N^); Nq et définies aux lemmes?

N2-1
’b %

C1) P(V > e) = I P(V > e / N = j)P(N = j) + P(V > e/N = j)P(N = j). z
j=0 n 3=N2 n j.

On a :

J (N) -1

P(V > e / N = j) < P( U CV > e)/N = j) + PC U % CV >e)/N=J
r=1 n’r r=JCN) n’r

Si j > N*2 les lemmes 7 et 8 entraînent ;

PCVn > e/N = j) < ^ (PCVn^ > e/N = j) + c[KCj) - JCjD e"pJ}
+ [vCj) + 3] Cl - )RCJCj)) + c' e-p^ .

v(j)+3

En utilisant ces inégalités CD devient :

«
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(2)

O.

N2“1
PCV > e) S ^ P(V > e/N = j) P(N = j) +

n j=0

P (V ^ > e/ N = j) P (N = j) +
1-2a j=N2 n,K

1 n ^ %
— Z^ c[K(j) - J(j)]e p:> P (N = j) +
1-2a j=N2

a' " e„ MJÜ)) ,, n . „
— Z,, [vCj)+3]C1 ) P (N = 3) + C' Z^ e p;! P (N = j)

3=" v(j)+3 3=N,

La première somme figurant dans le second membre de (2) est majorée par

. N,-1
I P(N=j), donc tend vers 0 si n -* + °°.

3=0
.

1 %
La deuxième somme est majorée par T P(V ^ > e) et tend vers 0

n,K

lorsque n =* + « par hypothèse.

i n O.
_ -j ^Considérons la somme y '2 ^ c[K(j) - J(j3] e P (N = j) .' “

j=N2

îV L c[K(j) - JCj)] e-p-* P(N = jj £ Ji- j e-p^ P (N = j)
j=N2 Wa j=N2

’X, %

n-N? _ N +k
(3) s c z n! (p e~p)

l~2a if~rk=0 (N9+k-1 ) ! (n-î^2-k) !
(1 - p)

n-N2-k

n-N--k
c n(n-1)...(n-N2+1)(p e“p) 2 n-N2 (n-N2) !(pe‘p)k(1-p) "2

1-2a k=0 (N?+k-1)!(n-ft9-k)!
% %

«x, N_ _^T r\j v n-N9-k
c n(n-1)...(n-N?+1)Cp e~p) 1 n w2 Cn-N?)!(p e p) (1-p) Z

< — “ V ^

k=0 k!(n-N2-k)!1 -2a
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Cette dernière expression est égale à un définie par
%

un = c n(n-1)...(n-N2+1)(p e_p) 2 [p e“p+1-p] 2/(1-2a)
%

n-N„

La série de terme générale un est convergente d'où un -* 0 lorsque
n -* + oo ; ce qui montre que la troisième somme figurant dans (2) tend vers 0

lorsque n -> + œ.

De même C Z e'” P(N=j) = C Z e"P)J (1-p)n-j
j=N,

%

n-N„

(4) = c' z
n!

k=0 (ÏÏ9+k) ! (n-k-N?) !

N„+k n-N9-k
^ Cp e"p) (1-p) 2

n-N,
S c' n(n-1)... (n-N^+D (p e p) [p e-p+1-p]

expression qui tend vers 0 lorsque n -> + °°.

Pour montrer la convergence vers 0 de la quatrième somme dans (2) on utilisera
le lemme 9 ci-dessus.

'Xj 'Xj
Soit e' > 0. tel que Vj > on ait ç(j) < e'

Soit = max(N2,N^). On a

N-

(5) I ç(j) P(N=j) - I ç(j) P(N=j) + I ç(j) P(N=j)
I\, 'Xj

r\j

j=N? j=N j =N^+1

Considérons la première somme du second membre de (5);elle est majorée
'V,

I j P(N = j) et
'Xj

j=N2

|

-

par
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n!
j P(N=j) = X^ — p^CI-p)

j=N2 j=N2 (j-1)!(n-j)!

'Xj 'Xj 'Xj n—N —le
N_-N9 N9+kM .n W232 ,2 (1-p)n! p F

n-J

= X
k=0 (N2-1+k)!(n-N2-k)!

'Xj 'Xj

a. ’Xj ^2 n-^3
= n(n-1)... (Nj - N2+1)p (1-p)

'Xj 'Xj 'Xi %

N^-N? 'Xi 'Xi t, N_—N^—k
(N3-N2 ) ! pK(1-p) 5

k=0 (N2-1 +k) ! (n-N2-k) !
'Xj

% 'Xj M _

-Xj 'Xj M _VT /Xj % 1, /

«X, ^ N? n-N- ^3 W2 (LL-N?)!pK(1-p) 5
sn(n-1)...(NfN?+1)pz(1-p) ^ Xz

k=0 k!(N3-N2)!

1(6)
;ra

'Xi o>

rXj rx, 1^0 n_N_
< n(n-1)(N3-N2+1)p z(1-p)

La série dont le terme générale est l'expression dans (6) est convergente

d'°ù X ç(j) P (N = j) tend vers 0 lorsque n +
%

j =N9

Et pour la seconde somme dans (5) on a :

n
a, n ^

X ç(j) P(N=j) < e' X P(N=j) S e1,
j=N-

'Xj

j=N,

d’où Ve’> O on a :

lim x C(j) P(N=j) s e».
n-M-oo . ^

j=N?



Ce qui prouve que Ve > 0 P$ > e) tend vers 0 lorsque n + «,

Si -* 0 (p), (n + oo) alors on a évidemment Vn ^ ■> 0 (p), (n -* + «,)
C.O.F.D.

Supposons 1) et 2) vérifiées et l’hypothèse suivante :

(3)

v) f*(x) >0 Vx > 0 et (vh > 0) lim f „(.x+h) _ q_
X>+°° (x)

Théorème 3. III : Pour que V^ ^ tende vers 0 en probabilité lorsque n ■> +

il faut et il suffit que

(I) (Ve > 0) v - 0(n G#(b - e)J p.s.n r

Désignons par N^Ce) le nombre de points de l'échantillon (X^
U

s

■V

(4)

d'(

dont l’abcisse est supérieure à bn - e. (5

Lenvne l.III : il^CeJ étant précédemment défini on a :

(Ve > 0) lim P(N (e) > v) - 1 «=> lim P(V 'b. < e) = 1.
n

, n.Kn-*+œ n-++°° ’

Preuve : a) Déterminons d'abord la loi de N (e)
n

C1) P(N (e) = k) = Z P(N (e) = k/N=£) P(N=D
£=k

NnCe) conditionnée par N est une

) - e) d'où
n

= k) = Z Ck pk(1-p)£"k
£=k %

ri £ri .n-cn P (1-p)

l - k = j on a :

53 (n,p)
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H co)

,3, poSco-W . JUE pK z
~k k n:k (n-k) !

- rPlnï j f1-r>'in'k j
k!(n-k)! j =0 j!(n-k-j)!

C[1 - pjp) (1-p)

— kn! (p p) r1 —.. ,n-k= [1 - p + (1 - p)p]
k!(n-k) !

U ^
La relation F" = p F + (1 - p)(pape 6 ) nous permet alors d'écrire

(4) P(Nn(e) = k) = Ck(1 - F^(bn - e))k (F^(bn - e))n"k
d'où N (e) suit une loi binomiale (bn-0).

b) P(ÿn,K < eJ = P%,K ‘ e> bn ' £ s %)s bn + e)

'(5) ♦ P(Vn>{; < e, Pcfi)-bn| > S).
%

En utilisant la stabilité en probabilité de )|j on a :

(6) lin, P(Vn - < e , bn - E s bn + e) = lim PCV £<*,!>„ - s Sn->+<» n->-+°°

et (6') lin, PCV £ < e, l%Vbnl >0=0.
n->+°° * K

Mais on peut écrire :

P(înl<e>bn-£Î|)
O, % <\,

< Xù on, b - e < X?0P(l|- £ bn
(7) = P (b -2e<Xft'\,b-e<n ' %-yf 'n

I

x<?
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En tenant compte des égalités 6), 6’) et de la stabilité de on a donc

d'après 5)

iim P# J < U - lim P0>n - * <
n>+t» ' n>+oo

dans

et ]'événement {bn - 2e < est égal à l'événement (Nn(2e) > v} ,

e étant arbitraire on a le résultat désiré.

Preuve du théorème 3.III : On a n (^(b - e) = E(N (e)) et la stabilité

(8)

en

probabilité de implique que ECN^Ce)) -* + n ■> + ».

Supposons que V ^ tende vers O en probabilité,
n, k.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

dont

Con

(7') P{n G^(bn - e) - [n (#(bn - e)]3/4 < Î^Ce) < n G#(bn-e) + [n G#(bR-e)]J R.(
3/4 ^

> 1 - [n (3*(b - e)]"1/2
as:

et comme lim P(Nn(e) > v) = 1 on a, pour tout n > 0 et dès que n est

,-1/4,

assez grand,

1 - nsPCNn(e) > v) <PCNn(e) > v,Nn(e) <n G#(bn-e)(1 + [n G#(bn - e) ]"
+ [n G^(bn - e)]“1/2 ;

d'où pour tout n > 0 et dès que n est assez grand
-■Ss*

1 - n^P(v<nG^(bn- e) (1 + (n G#(bn - e) )'1 /4) ) + [n G^(bR - e) ]"1/2
ce qui implique donc que l'on a :

ma

P(

v « n G#(b - e) [1 + (G^(b - e))"1/4] .

Cp) n n

Considérons l'événement :

-1/4.En = {v < n Gp(bn - e)[1 + (n G*(bn - e))



d

39

Si a) € E on a lim V(«)
n-H-« n G^(b -e)

S 1 et si de dIus on choisit e:

dans ]0,e[ on a :

'V i . G^Cb -e’)
(8) îm —^ = UE { ^ * } = 0

n G' (bn-e) n^+°° n Gib^-e’) G^Cbn-e)

donc lim V(M)
n-n-°° n G (bn~e)

= 0 ; d'où il résulte que :

E c= {lim 77
n

_ . _

= 0}.
n-H-oo n Grf(b -e)

Comme lim P(E ) = 1, on a P(lim -g
n-H-°° n n-H-°° n G^(b -e)

= 0) = 1 ce qui prouve (I).

)] .

. Réciproquement si (I) est réalisé, soit n > 0 arbitraire. On a pour n

assez grand

1 - n < P(v<e'n G^(b - e)) avec 0 < e' < — ;

mais

P(v<E'n bn-e)) S P(v<c'n G^(bn-e),n G^ (bn-e) [ 1 - (n G^ (bn“e))~1 /4] < N^e))

+ (n G^(b -e)}'1/2
n

s PCv [1 - (n G*(b - e))"1/4]<e'N Ce)) + {n G#(b - e)f1/2 ;

d'où :

> 0 1 - n S lim PCv [1 - (n G*(b - e))"1/4]<e'N (e)) ;
n->+°°

cette inégalité entraîne nécessairement lim P(v < N (e)) = 1 ce qui
n++<=°

J | v *"Y/
aPres le lemme 1 est équivalent à Vr ^ tend vers 0 en probabilité,

i



Pour démontrer le théorème 1.III on introduit les notations et les définitions
suivantes :

Bn,R(j-1) ^Yn,R(j-1)’ Yn,R(j)-' » ^

Bn,R(j-1) = ]Yn,R(j-1)’ Yn,R(j)] » ^ =

on pose B .... = B pour tout i â K de même BF n,R(j-1) n,R(K-1) F J n,R(j-1) n,R(K-
%

pour tout j s K.

O»

Pour tout i ^ 1 définissons Y n parJ n,RU-1) ^

Yn,R(£-1) " o<i<K {Yn,R(i)IYn,R(i) = Yn,R(j-1)^
2||

et pour K è [—-—] +1 (p.s.) soit l'événement

2|| u II +1

An,j = {Bn,R(j-1) C s^0 \,R(£-1+s)}
Lerrme 2.III : Si l'on choisit K égal à K on a alors :

%

v(N) - v(m)(l + 0 (D) -2-
s

INI
où Ogd) tend presque sûrement vers 0 lorsque n + + <*>.

Preuve : D'après la loi forte des grands nombres on a ^ -* p (p.s.) et
% %

— ■> Il y II (p.s.) lorsque n -*• + » d'où il résulte que - = ^-2 -* --2— (p.s)11 H n m n m

lorsque n -»■ + °° ou encore

N = —2— m(1 + 0(1)) et d'après la définition de v(N) et v(
INI

on a bien le résultat annoncé,
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ons Lerne 3.III : En conservant la condition sur K du terme 1 on a

rvj*; 3 ^ 1 P(A . i.o) = 0.
n,3

Preuve : Soit e ' = ^ et soi"11 n > 0 quelconque. D'après le lemme précédent

il existe un rang nQ à partir duquel les événements {1 -eT < — < 1+e'}

sont simultanément réalisés avec une probabilité supérieure à 1 —n ; c'est-à
dire en posant :

T! = (i < on a PC n TM > 1 - n .n 2 V p 2 n=n n
O

Comme v ^ v on a T' c (-2— v < v < v} = T (on sait que p g ||y||).11
2||y||

Pour tout n l'événement T implique A . d'où PC n A -) >1 — n ;
n,} n=n n,}

on déduit donc que lim P( n A .) = 1.
n-M-œ a=n a

Lemme 4.III ; Sous l1hypothèse du terme précédent on a :

(Ve > 0), (Vn > 0), (Vj à 1) y

alUII
l-v—W *

P(V . > s) < t P(V >
n,3 „_n riyl+s _2jj

-) + n

dès

s=0

que n est suffisamment grand.

[füÜüJ]+2
P

Preuve : De la décomposition (V . > e) = (V - > e) fl T U (V . > e) fl TF
n,j n,j n,j

on a, pour n suffisamment grand

(1) PCV > e) < PCV . > e) n TJ + n-n,3 n,j n

D'après le lemme 3 on a :

P((V . > e) fl T ) < P((V • > e) n A .)
n,J n n,j n,]

-
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et

2II y II
[—M

(2) P((V , > O n A .) S I P(V > — )
n,J n,3 s=0 n,£+s 2||v||

1+2

(1) et (2) entraînent le résultat annoncé.

Lerrrme 5.III : On conserve l’hypothèse du lerrme précédent. On a Ve > 0),

Vn > 0) P(V > e) < P(V > e/ dl II > + nn n 2] | y ||
[ ]+2

P

dès que n est suffisamment grand.

Preuve : Comme précédemment en utilisant la décomposition de fi en Tn et
T . On a, pour n assez grand

(1) P(Vn> e) â P((Vn > e) n Tn) + n ;

on a aussi presque sûrement

2|| y II
(Vj à 1), {(Vn > e) n y c {c C [—-—]+2) Vn > e) n y ,

2|l y II „

(2) {Sup Vn > e} n Tnc {(([——]+2)V > e) n y (p.s.)
j P

d'où il résulte que :

2) I y II
(3) PC(Vn > e) n Tn)< P(([___]+2) Vn > e)).

(1) et (3) entraînent le résultat désiré.

Démontrons le théorème 1.1II.
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Considérons K vérifiant les conditions du théorème ; K = K

(II) N =
v

m(1 + 0(1)) implique

i) v(N ) -> + °° lorsque N ■> + °°, avec v(N) = [^]O O K

K(No)
ii) lim z— = + »

S ->+00 Log Nn or

c'est-à-dire que K satisfait les hypothèses du théorème 1.III.

De même si v(m) = 0(n Gff(bn - e)) p.s., (II) implique

v(N) = 0(n G^(b - e)) p.s.

D'après les théorèmes 3 et 2, on en déduit donc que Vn -* 0
n -»• +

En utilisant le lemme 5 on a alors :

(Ve > 0), (Vn > 0) lim P(V > e) < n ce qui prouve que V
n-M-00

C.Q.F.D.

. L'égalité

(p) lorsque

-»• 0 (p)

lorsque n + ».
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