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BLOCS EQUILIBRES D'UNE SUITE ALEATOIRE
DE VARIABLES STATISTINUES

par

Galaye DIA

L.S.T.A Université P. et M. Curie - Paris VI

l‘} 0 - INTRODUCTION

L'objet de cet article est 1'étude des blocs équilibrés de variables
statistiques associéés a une superposition de processus ponctuels. Dans le
cas de 1'échantillon,GEFFROY [ 3] é&tablit des conditions nécessaires et
suffisantes de convergence vers O en probabilité de la largeur des blocs.

Nous nous proposons d'étendre ces résultats dans le cas des processus

ponctuels.

I - NOTATIONS ET DEFINITIONS

On considére sur le méme espace probabilisé (g ,jt,,P) N processus
| Donctuels indépendants f; i=1,...,n 2valeurs dans R_ et de méme loi

qu'un processus f(; ;

Pour tout borélien A de R sil'on pose A(A) = P(N(£ ,A) > 0) ob

W N(f(;,A] désigne 1'effectif aléatoire de f; sur A, on appelle support de

la répartition ponctuelle aléatoire ou processus ponctuel f(; 1'ensemble

S={x,x€R, VA owert, x € A, A(A) > O}.
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On suppose que S =R_ et que 1'effectif aléatoire de f;

sur R, est fini presque sGirement i.e. N(’EC'),R+) < + o DS,

Considérons la superposition fin) des n processus f;, i=1-= 1,..,+

dont on désignera par m son effectif aléatoire sur .R_ i.e.

N n
S, TR

N(£E:,R)
i=1 S e ]

Lorsque m 2z 1 désignons par X1(n),. "’Xn(un) les points du processus

f En) ordonnés suivant 1'ordre naturel dans R,.
Si m =0 on pose Xc(}n) = 0.

Ainsi on a

) (n)
0's X1 v Xm v

Désignons par f, ) 1'ensemble des boréliens de R,.
Pour tout x € R posons y(x) = E(N(fc'),[o,x[)) o1 le symbole E
désigne 1'espérance mathématique.

L'application E(N(f(;,-)) de jb dans R, étant wne mesure, la fon

tion u(:) est non décroissante et continue a gauche sur R_.

Posons ||u| = E(N(fé,RJ{J) qu'on suppose fini et prolongeons y(-) Suf &

A

en posant p(x) =0 si x = 0.

La fonction F(.) définie sur R par

(vx € R), F(x) = ulx)

[l

est alors une fonction de répartition.

ICes

d
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Appelons H, et H, les hypothéses suivantes :

H1 t vhic R:), 1im ﬂl‘ﬂ:o
Xsto 1 - F(x)

Xt PNCE,[X, %) > 0) ||yl

(es deux hypothgses sont respectivement équivalentes aux suivantes :

. E(N(£,, [x+h,+=[))
Hi : (vhe R+), 1im =0
T EINCE, [x, +=[))
E(NCE_, [x,+[))
LI e SN e

Xr+oo P(N(f;,[x,ﬂo[) > 0) :

On vérifie aisément que cette derniére hypothese I, est vérifiée

1 lorsque fc; est le processus ponctuel d'effectif total égal 2 1 associé a

' e v.a. X. Elle est aussi vérifiée lorsque f(') est un processsus de Poisson.

Si m 2 2, on appelle bloc de la suite X1(n) ,...,Xlgn) tout intervalle

de la forme (Xi(n) ,Xj(n)). Les blocs de la forme (X:.(Ln) ,)'(i(ﬂ) sont appelés
les,
Afin d'étudier ces notions nous supposons que les v.s. X1(n) ,...,X’gn)
2) sont presque sfirement distinctes c'est-a-dire : si m = my, My 2 2

on a :

Hy i ¥G,5), Gsm), (Gsm), G=3), e = x:.f“)/nm Ked,

3 o S

Nous pourrons alors écrire :

(n) (n)
Oy B duboei e
il m0
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o
Pour tout o €N considérons les v.a. ainsi définies
(n) *esa&
Xm-uﬂ S1 m2 q
Y; =
0 Sk T ot

D'aprés la propriété H; ona, si m= mo, My 2 2

Soit K un entier arbitrairement choisi tel que 2 = K = m_ . On peut
: L'¢
: .
partager 1'intervalle ]O’Yn,mol en K blocs de la forme ]Yn,R(j—U’Yn,R(j)L
j=1,...,K avec Yn,REO) =0 et Yn,R(l() = Yn,mo de telle manigre que chal
v - (n) (n)
de ces blocs contienne [-Kc—’] ou [K—O] + 1 points de (X1n ,...,an i
0
Posons an = Yn,R(j) - Yn,R(j-l) = s K,
V = § W=z
2 1513:‘21( o
z !
o
N = ['K_] ’ ,}

comme m + + « p.s. lorsque n > + =, on peut considérer que K peut
prendre toutes valeurs de N* et dépend fonctionnellement de m ainsi que R.

1T - RESULTATS PRELIMINAIRES t

Afin d'étudier les blocs de la suite nous introduisons de nouvelles

variables aléatoires que nous allons définir et étudier.
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G
Quel que soit w € @, désignons par N(w) le nombre d'indices i pour

?esquels lq\i(f‘i’ » [0,+=[) est supérieur ou égal a 1 ;

\
N(w) = Card{i,N(f‘;’,[o,m[) 3 TS [

i - - - - -
N est wne v.a. qui suit une loi binomiale js(n ,D) avec

p = PONCE,[0,+=[) 2 1.

Lorsque N(f‘i’,[O,M[} z 1, choisissons le point du nuage correspondant

‘le plus & droite que nous allons désigner par S\ii(“’)' Pour alléger les notations, -

! § Ar
ous allons supposer que c'est pour les N premiers indices i qu'on a
(fi, O,+= ) = 1. Par ce procédé nous formons ainsi un échantillon de taille

3 = ) " 5 5 Py . L4
aléatoire (X1,...,%) formé de variables statistiques, lorsque N 2 1.

Ny
] 'échantillon est réduit 2 (0) si N = 0.

J) ny u N
Sachant que N = k, déterminons la loi du k-uple (Xl"' .,Xk).
") ny "
o N n P(X1 = X1,...,Xk £ xksN = k)
P(X1<x1,...,xk<xk/N=k)= =
PN = k)

e PINCE], [x; ,+l) =O,NCE], [0, 40D 2 1,1 = 1, .. K,NCE}, [0, 4D =0, =K1

il

0

k _k -k
C,p (1~p)n

En utilisant 1'indépendance des f;, i =1,...,n on obtient :

K
M P(N(f;, [x; ,+=])=0,N(£;,[0,+=[)21)
PR X N1 - L= ” ;
1 <x1,...,Xk<Xk/N=k}— pk

L") ny Y
I1 en résulte que sous la condition N = k, la loi du k-uple Xseees

3 ny
®St la loi d'un échantillon de taille k d'une variable aléatoire X de fonc-

3 - =N 0y .
tion de repartition F définie par

" o PIN(E,, [x,+=[)=0,N(£_, [0, +=[)21)
F(x) =P(X <x) = -

P
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Posons  FP(x) = PONCE], Ix,+=[) = O).
En utilisant la formule de Bayes on a :

® Fw = Fop + 0-p).

n,
Considérons 1'échantillon ordonné (XU),...,’X‘J('ﬁ)) déduit de (rxb],...,)mixf:
ny
et définissons la v.a. Yg de la facon suivante :

n n

o ’
'\‘a X(N-a"’"‘) S1 N = o Pr
= W
n Y f\’

0 si N <aqa

ol o est un entier supérieur ou égal a 1.

Lemme 1.II : 5% a, est une suite certaine non décroissante telle que a,

tend vers + « lorsque n tend vers + « on a :

im P(N(f ,la_,+=[) = 0) = 1.
. Lo i i

Preuve : Considérons 1'événement {N(f(;,[an,w[) z 1}. Lorsque n varie on
obtient une suite décroissante d'événements. Soit
4o

A= n21 {N(fo,[an,+m[)

v

1}

et soit w £ A ; ona N(fﬁ,[an,m[) 21 pour tout n, d'onu N(f‘;,RJ =+
donc w € , défini par T {wIN{fﬁ,Rg = + o}, I1 en résulte que A < &3

Corme P(no) =0 par hypothése, on a P(A) = 0. C.Q.F.D.
I1 résulte de ce lemme gue :

1im p(N(fc;,[x,m'[) =0) =1

X+

#

et que F° est une fonction de répartition.
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ny,
Déterminons la loi de Y;:.

ST . : - fiis i
Proposition 1.II : Soient Xl,n < X2,n S Xn 5 les statitisques d'ordre

3

n
d'un échantillon d'une v.a. X de fonection de répartition E# .Yz a la méme

lot que Xn-—u+1,n i.e.
%. 7 !
-.- P(}: 5 = _n{___J ya_l(l-y)n_a day.
(o=1)!(n-0)! I—E#(;c)
W n n, ", v
Preuve POY®<x) = ¥ PY®<x /N=k) PN =k

k=0 M

n n n ", n
PN <qg-1) + ¥ P(Y; <X /N=K-PN =k).

k=q

En utilisant 1'expression de la loi de la statistique d'ordre k-a+l par
la fonction béta incompléte on a :

v
n k n-k F(x)
p&; <x) = PN % o-1) ¢ 5 -BLE TP [ 5o ey g
=a (k-a)!(a-1)!@-K)! /O

n!

o F(X) N-q
= P(N £ a-1) + [ 2
10 7=0 jl(a-1)!Mm-a-j)!

“PNg o BBl

N
JF(X)
(a-1) ! (n-a)!

(1-0% [p -1 at
0

En posant p(1-t) =y on obtient :

1 pye n! P a-1 n-o N
T G e Yy (1) dy + P(N = o-1) ;
(a=1)!(m-a)! Jp(1-Fx))
mais
1
P ), « 1w BB [ Y la-p™ gy
' (u—1) !(n-q)! P

poa+j (1—p)n-0'_j tj (1_t)a-1 ]dt
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N
et d'aprées (E) p(1-F(x)) =1 - F (x) ;

d'ol il résulte que :

’
P&;’l < Xx) = —-—-—I}—I-—»J y“_‘lﬂ-y)n_cl dy. C.Q.E.D,
(o)l o)l J1-FTE0) -

Proposition 2.I1 : <) Supposons H, et H; wvérifiées. Alors on a :

(vh>0) tim LZEHTH
T+t 1 = F'#(:c)
i) 81 F est absolument continue alors F# est

absolument continue.

Preuve : i)  Au voisinage de 1'infini on a, d'apres 0, 3= Ff(x) est

équivalent & E(N(f ,[x,+=[)). On en déduit que :
o [Xste=[

_
1 - Frx+h) est équivalent a
1 - Frx)
E(N('f(.),[)(+h,+oo[))

- qui d'apres Hy tend vers O lorsaue x tend vers + =.
E(N(fo, [X,+m[))

ii) Il suffit de le montrer pour 1 - F(x) = $(x). On doit montrer
que pour tout e > 0, il existe § > O tel que pour toute famille {]ck,dk[};l(=I

d'intervalles disjoints de R tels que :

n n
T - PPy ol ik T 166, - ¢lc,)]| < 2.

ﬁ&ﬁl €tant absolument continue on en déduit que ||yl - u(x) = E(N(fc'),[x,"m[)] |
u :

est absolument continue.

Les fonctions 4(x) et E(N(fé,[x,-m[)) sont des fonctions décroissantes d %
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On peut écrire :
+o :
E(N(fé,[x,+m[)) = 5 P(N(f;,[x,+m[) L i
j=0

et pour tout j = 0,1 ,...,P(N(f‘;,[x,m[) > j) est une fonction décroissante

dei X,

+c0
ENCE], [X, %)) = ¢(x) + _21 PINCE_, [x,+=[) > J).
J:

En appliquant a E(N(f;,[x,m[)) la propriété d'absolue continuité on a

n
r  |EONCE, [dy,+=[)) = ENCE],[c),+=[))| =

n n +oo
r lelcy) - ()| + £ { £ [PONCE,[cp,+[) > §) -
1% AP T O

P(N(f&,[dk,+m[) i e

Tous les termes en sommation sont positifs, d'oii :

n n

¢ qui prouve que ¢ est absolument continue. C.Q.F.D.
Remarque : Supposons que F soit absolument continue de densité f strictement
Positive pour x assez grand.

si 1im EXH) Gpiste pour tout h > O alors 1'hynothese H

1 est
X+ f(x)

‘Quivalente a la condition suivante :

(vhe > 0), 1im  £0N)_ S
X++o  £(x)
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Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que F est absolument
continue de densité £.

Soit alors ff 1la densité de F et considérons 1'hypothése suivante .

H4 : f#(x) est strictement positive pour x assez grand et
gl T o
xoto £ ||
Proposition 3.I1 : Si i admet une limite quand x tend vers + = alon
)
H, est équivalente d .

Preuve : Supposons H, vérifice et soit e > 0

mx) Omsxpl - EA L

B =
ull 70 [lull

d'ol : D
B 5 -/ g 153
[l 1T-FQ |l
E(N(f(;,[x,+oe[))
ou encore 1T - ¢yl = < -+ | P
P(N(f('),[x,m[) > 0) -
e étant arbitraire on a donc H2 vérifiée.
Réci - £ T
éciproquement supposons H2 et = ldm = SR wia I
Xt £7(X%) ;
- 1 o P(X) 4
Alors (¥e > 0) on a dés que x est assez grand j)-¢ < ———— £ &
1 -
I1 en résulte que Alull =1,
C
Proposition 4.II : 5i le support de f, est R, alorsona : r

Supp F =R,.
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ewve : Soit [a,b[ um intervalle ouvert dans R,.

ma O < P(N(f,]a,b[) > 0) < E(N(f,]a,b[)) d'ol F(b) - F(a) > O

onc Supp F = R_. €.QsF:D,

Ces résultats préliminaires étant établis, passons a 1'étude des blocs

gquilibrés.

111 - ETUDE DES BLOCS Vn :

b

Considérons les hypotheses suivantes :

1) Le support de F' est R,

2) F' est absolument continue de densité £7

£ (x+h)

SEVRS0) ) ve > 00 (axoeR+), (vxgxol, {(¥hd* = h)E Wga

), >0, inf £ > 0.

O<x<x
0 g

Posons b= Gl (%} o Fx) =1-F.
Le théoréme que nous voulons établir est le suivant :

M : Supposons que les hypothéses 1), 2), 3), 4) soient satisfaites.
5% le nombre de blocs K(m)) est tel que :
K(mo) '
K(mo) = O(moi et lim ———— =+ @ -
e Log m,

alorg

3
(Ve > 0), w(m) = 0(nG*(b ~¢!) (p.6.) =V >0 (p) (n++w). |

[ S
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Pour établir ce théor2me on va utiliser les blocs construits a partir u

a5 g, Je. Jtuyi

\
Considérons les variables aléatoires Y:: préalablement définies en

page €.
Lo

"
La proposition 1.1 et 1'hypothese 2) imnliquent gue les v.a. Y:

sont presque slirement distinctes.

" i A7)
Soient K un entier quelconque tel que 2 < ' < NO ol No est ume
1Y
valeur prise par N supérieure ou €gale 3 2. On peut partager 1'intervalle

Y

a, n ; N
]O,Yn’ﬁo] en K blocs de 1a forme ]Yn

N Y n
= T, iz i
Yn,R(_O) D Let Yn,R(K) Ynﬁo de maniére que chacun de ces blocs contil

N, 0,
N N
[m_o] ou [m—o] + 1 points de (*1,...,%). Posons
K K 0
\'7 n N . 4"
n,j - m,RG) " n,RG-1) j=1,...K
v v
= S]_lp o
n 1§j§qﬁ Il,]
N
N
e =
K

v u
On sait quu N+ + = p.s., on peut considérer que K peut prendre toutes
N
les valeurs de N* et dépend, ainsi que R, fonctionnellement de N.

On va établir d'abord le théoréme suivant :

N
RG=1)2 Yo, R(iH1» I = 1.-- KU
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Léar"éme 2.IIT : Sous les hypothéses du théoréme 1.III et en supposant que le
C

NN
Tmbre de blocs K(N ) soit tel que :

oy

v v K(NO)

K(N ) =0(N) et 1im -+
o o " o

N 5+ Log N

o o

ulor-s ona :

N
V. o»0 @Lrn++u.¢hj+o (5], NSl

Supposons que fc') soit le processus ponctuel d'effectif total égal a 1

ssocie 2 wne v.a. X. On a alors N =n certain et Geffroy [ 3] a établi les
emes 7), 8) et 9) suivants :

emme 7 : On suppose que les hypothéses 1), 2), 3) sont vérifiées. Sotent

>0 et o€ ]0,1/3[ et soit a >0 tel que :

mT (ve 2 a), (vhz=), (s4h) <

u|m

i . i J (N)
Choisissons b > a et une suite J(N) telle que TLim
Jrtoo k(W)

F”(b) et que

a
I(N) € {1,2,...,]((%) - 1}. On a alors 3¢ >0, p >0 et No tels que

Mt "
VJ>N0)
n
K m N o, 5
_._ N =
P( U (ﬁl’) ", > el /N Jh & %0 {P(VR,K > e/N =sg)

Rl R (N2 T 3er®d )

L_e_m."ﬁ__g Sous les hypothéses du lemme 7 et Supposonsl'hypothese 4) vérmf'z,ee

Soit a' 5 p ; 11 existe alors trois nombres y > 0, ¢’ > 0, p' >0 et un

; " A
Piitier N, tels que pour tout j 2 N, on ait
"J 3
JH)-1 e e e [ DRy
P(rgl (Vn,r s el NEdl & E——[v(J)+3](1—W) +e'e ;
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Lemme 9 : Pour que la fonction

ny
R(J(N )
o RN T T @
o o NN
U(N0)+3

N
tende vers 0 Llorsque HO ++ o Ve >0, 2L faut et il suffit que l'on ait:

K ) ¥

N \y

1im O,\‘ = + ®w  ou encore r\‘;(”o) = 0f O,h )
N Log W, Log N,

oo
NO

Supposons que 'Vb A0 RS (e )
n,K -

Y N N v v o,
Calculons P(Vn > ¢). Seit N2 & max(No,N.!); NO et N1 définies aux lemneﬂT

Ny n
N,-1 N
o 2 e n a n o " a8 Z
) PV, >e) = Z PNV >e/N=jPN=3j)+ L, P(V_ > c/N=jIP(H-Slll 5
: n = n ;
j=0 J—NZ iF
On a :
i
J(N)-1 'I‘(' 1
PO »e /N=3) SPCU  OF > e)M=i)+PC U . (. ool
n ped n.r r;J(ﬁ) n,r

3

v
Sl s NZ les lemmes 7 et 8 entrainent ;
L") Y : 1 W n : . " 'Dj
P(Vn > ¢/N = b 0 =T {P(Vn’ﬁ >e/N = J) +C[K(]) -3l e }

¢ 2 foepl DI TSR R () v 6P,
e v(j)+3 (

En utilisant ces inégalités (1) devient :
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N
N2—1
th Y n ! " ’
(2) P(V >e€) = jEO PO Sacli-=J) PN = j§ +

1 n n . N !
T, POV vse/N=3j) PON=7) +
1-2a j=N, ™K
n -
e 1 5. cXG) - 3G1e™d P = ) +
1-2¢ j=N2
n R(I(G)) n :
2 5 e - iRl PON = §) +c' 5, e QY = j).
€ j=N, v(j)+3 i=N

2

57
1 La premiére somme figurant dans le second membre de (2) est majorée par
W
N,-1
2

N
I P(N=j), donc tend vers O si n + + =,
=0

Syt

N
La deuxitéme somme est majorée par %—EP(VH "Ié > ¢) et tend vers O
b

lorsque n = + » par hypothese.

i sil oo 8. wo Ishi s .0
7= I, CIK(j) - J(3)] e ™" PN =j) .
I=8,

Considérons la somme

1 n "o ‘ 'Dj a, . c n i g y :
7 I CIKG) - I e PN = §) s 5 E, G € PN = )

J=N, =N,
Y] N
n-N N, +k Y
,(3) §1£2_Zzni(]?ep)z U_p)nNzk
TR0 Ny N1 !
i v
N n-N,-k
¢ nm-1)...@-N)p e®) 2 0N, N pe™Kiip) 2
= ¥ =
J 1-20 k0 (Ny+k-1)1(n-Ry-10 1
v

"

N, o n-N -k

¢ n(n—1)...(n-§2+1)(p ey 2 Ny (n-ﬁzjz(p ePKp) 2
- PT

A

: 1-24 k=0 k! (n—ﬁz-k) !
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Cette derni®re expression est égale a u, définie par
4" A"
n-N

A = - 2
u =c n(n-1)...(n-N2+1)(p £ %% Ip e P+1-p] /(1-2a).

n

La série de terme générale u, est convergente d'ol u -+ 0 lorsque

N+ +« jce qui montre que la troisi®me somme figurant dans (2) tend vers 0
lorsque n -+ + =,

n e n =pyJ -3
De méme ¢! Zq, e pJ P(ﬁ=]) =c!' ¥ "_'EP“’_) (1_p)n )

< soar JEm=g01
J—N2 j—NZ
N n n
] 5 Lo Rk
@) PN F ' —— e’} s up
k=0 (N,+1)! (nk-N,)!
" 1"
n—N2 [

A

v = Nz =
c' nn-1...(-N,+1)(p ™) “ [p e +1-p]
expression qui tend vers O lorsque n - + o,

Pour montrer la convergence vers O de la quatritme somme dans (2) on utiliser
le lemme 9 ci-dessus.

") A"
Soit e > 0, aN..'s el que Vi = N:'5 on ait CLlN e et \
) N & &
Soit Ny = max(Nz,NS). On a l
Ny
n v N3 N n " k
() b cGYPM=) = £ () PO=j) + = z(j) P(N=j).
o : .
] =N2 J=N, J=Nz+1 |
Considérons la premiére somme du second membre de (5);elle est majorée
N, :
4"
par =L geBPINF =) Xet
\
=N

2
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LY L")

H N3 B o N3 n! j n-j
Ia. 1 ROGINT T T P LIP)
=N, j=N, G=1) Hn=— !

N
& o < n-N,-k
N.-N N,+k 2
i g g - 2 (1-p)

k=0 (N,=1+) L (=N, =) ¢

N N
o 2 e
= n(n-T)...(Ns - N2+1)p (1-p)

NN NN,k
@ .-
372 (NN, )1 pfaep) 22
=

a, n
k=0 (N2—1 +k) ! (n—NZ-k) !

n R R
= N2 n—N3 R (N3~N2) Ip (1-p)
n(n-1)... (Ns-Nzﬂ Jp “(1-p) z ~
k=0 k! (N5-N,) !

)k

A

N

ny
N. n-N
(6) < n(n—1)(’ﬁ3-ﬁ2+1)P 2(1'P)

3

La série dont le terme générale est 1'expression dans (6) est convergente
\

N
3 \

d'od 5 “ z(j) P(N = j) tend vers O lorsque n » + o,
=N,

Et pour la seconde somme dans (5) on a

n = n n
T ECRPINE = e ) P(N=j) = £
Ny N

j=Nyg J=N;

lim £ £(j) PON=j) s ¢'.
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Ce qui prouve que ve > 0 P(vn >¢) tend vers O lorsque n ++a

si i”rn >0 (), M >+ =) alors on a évidement V_ %> 0 (p),(n »+4
k]

C.0.F.D.
Supposons 1) et 2) vérifiées et 1'hypothese suivante :

v ) >0 wvx>0 et (vh>0) Llim £ ooh) _ 0.
X+ (x)

v
Théoréme 3.III : Pour que Vn]’t, tende vers O en probabilité lorsque n ++
p ]

il faut et il suffit que

(1) ove > BT 54 G#(bn = s S

Désignons par ﬁn(a) le nombre de points de 1'échantillon &1,...,%)

dont 1'abcisse est supérieure a bn =B

Lemme 1.IIT : Nn(e) étant précédemment défini on a :

N n
(Ve SE0I S 1 SN (2] S SIS 1 ey s e
o i 7>+co &

Preuve : a) Déterminons d'abord la loi de ﬁn(e)

" n n " "
(@D)] PN (e) = k) =5 PN (e) = k/N=¢) P(N=g).
n n
2=k
O n, 63 L
La loi de N (¢) conditionnée par N est une loi binomiale (n,p)

oi p=PX>b -e) don

U n S = - —
@ RO -V =z ¢ Fa-p* Tt ptup)™t,
2=k

En posant ¢ - k = j on a :

(4

d'

&
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al _k n_k 3 b - Fe
58 PP0i: (eysk) = RIIP L per RN 1 sl S5 e

Kl@m-K!  j=0 jl(-k-j)!

= 1
= n_]._(.P_P)_ [1-p+ (1- 5)p]n-k,
ki(n-k)!

la relation Ff = p Bl - p) (pagse 6 ) nous permet alors d'écrire
v -
@ PR =0 = - Fo - ek #Fo - )™k

d'ol ﬁn(s) suit une loi binomiale % (m,6* (b, - €)).

b) P(i)‘ <e)=P(\qf A7 B s . <irreand)
nak o E=X(N)= o

)  + PV X -b
+ < n o=
n,k £ 1))

nI 3T e

B n
En utilisant la stabilité en probabilité de )ﬁ;n on a :

v

IA
1A

T4

"] n
6 i = = N =
(6) Illilm PO/, g = e b +e) Illﬂxm POV, ¥<eby = o5 Xih)

et (6') 1im P(V N i;-‘\’-b|> =@
n, K 16 N)n s iR

N>+ »

Mais on peut écrire :

Y N N

P(&n ﬁ < E,bn ~ Eé)ﬁt‘n) .y D(}r —E<%_l\\.})<%tb.\;g,bn_e<w
v N "N
PO&'€<%_'\\-)}, b~ & <)&b}
n N
P(b, - 2 < Xy by - e <Xy

(7)
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N
En tenant compte des égalités 6), 6') et de la stabilité de )Em on a donc
d'aprés 5)

lim PO} ¥ <¢) = 1im PG - 2 < ¥
i, Bk S iy X&I-?DJ

Y]
et 1'événement {bn - 2% < %’\V,_%i est égal a 1'événement {Nn(Ze) > v} .

€ ¢tant arbitraire on a le résultat désiré.

probabilité de Yo imvlique cue EQY (¢)) > + =, n > + .
Supposons que %’n’l‘é tende vers O en probabilité.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

7y Pt -0 - Fd - N © <ndo -0 e G#(bn-e]]ih

>1-[n G#(bn - 5)1'1/2

']
et corme 1lim P(N_ (e) > V) =1 ona, pour tout n > 0 et des que n est

assez grand,
1-ns PO (>3 sPA ) > L, () <n b, - )1+ n cFep_- 021717

+ [n G"’(bn P b
d'ol pour tout n > O et dés que n 'ést assez grand

1=nsPGengto - )+ oy -4 e ch - 9172

ce qui implique donc que 1'on a :

¥ sndiles ot st a7,
p

Considérons 1'événement :

E, = O <ncfo - o0+ et - )74,

(8)

%d(mc

! Con

Ré:

=L

P(

A
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$i we B, ona Iim = 1 et si de plus on choisit ¢'

dans 10,e[ ona:

#
(8) T'lﬁ '\‘J‘(N) Tﬁ { %(m) .G (bn-5|)

P+ 7 G#(bn-e) N+ T G#(bn—e') G#(bn-e)

1-0

N
qdonc lim &)

SEE o @ ; A d'ondlrésulte que :
ns+e n G (bn-e)

"
E_ c {lim = =0}
[ R e G#(b =c)
n
")
lCome lim P(E) ='1,"on a P(1im A =0) =1 ce qui prouwve (I).
n #
I Nboo n+e N G (bn-s)

i | sl ¥
I Réciproquement si (I) est réalisé, soit n > 0 arbitraire. On a pour n
assez grand

1-n<P(<'n G#(bn -¢)) avec 0 < ¢e' < %— H

mais

A

Plicen ¢ (b -e) s P<e'n b -e) ;0 Fbo-er1-m Fb - < N en)

| vt o -e712

L

2

P61 -ty - e e ) + et - 172

d'on

W>0  1- s 1mpA0 - G etm - o)

v
]<E'Nn(€)) H
N>+
cette indpalité B . ; TN i
€ Inégalité entraine nécessairement 1lim P(v < Nn(s)) =1 cequi
N+4oo

- i
d'aprés le lemme 1 est €équivalent a V, ¥ ‘tend vers O en probabilité.
3
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Pour démontrer le théoréme 1.III on introduit les notations et les définitigy
suivantes :

Bn,R(j-1) 5 ]Yn,R(j-l)’ Yn,R(j)] o o e

% v = ]'YL' N\ % n ] 3 1 K
Il;R(j"'1) n,R(j-])’ n,R(j) > ou s oty

on pose Bn,R(j-l) = Bn,R[K—l) pour tout j z K de méme B

pour tout j 2 K.

N
3 Afini Y
Pour tout j z 1 définissons Yn,R(z-U par

n N n
YnRe-1) = S O x5y 1Y) Xy © Yo rG-)!?

0=izK
N 2”1-!" t o
et pour K oF D 1] +1 (p.s.) soit 1'événement
Y| ull +1
A . =1{B c E 0 }
n,J n,R(J"T) s=0 n,R(E"]*‘S) E

n
Lemme 2.III : Si l'on choisit K égal @ K on a alors :

SN = wim)(1 + 0,(1)) 1ﬁ
u

ou 03(1) tend presque sirement vers 0 lorsque n + + .

7
Preuve : D'aprés la loi forte des grands nombres on a -§+ p (p.s<) Fed
v i
-ﬂ—+ [lull (p.s.) lorsque n =+ + e« d'oh il résulte que g = %% -2 (o8
[Tl

lorsque n -~ + « ou encore

N = |-|P-”- m(1 + 0,(1)) et d'apres la définition de S(N) et v
H

on a bien le résultat annoncé.

n ,ﬁ(j 3= gn,ﬁ{k-‘
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Lemme 3.III : En conservant la condition sur K du lemme 1 on a

Vi) jz1 DM . Rgaola=i0

£l

Preuve : Soit ¢' = %— et soit n > 0O quelconque. D'aprés le lemme précédent

N

il existe un rang n, a partir duquel les événements {1-g' < < 1+'"}

| U
: - b et D 0 o | :
sont simultanément réalisés avec une probabilité supérieure a2 1-n ; c'est-a

dire en posant :

" 40
Tr'1={32<ﬂllu~<§} o P(A T >1-n.

n=n
o]

Come Vsv ona T'c{EB—yv<¥cy=T (on sait que p s||lulp.

n n
Afwl
+co
Pour tout n 1'événement T_ implique A . d'od P(n A_.)>1-1q;
n n,j n=n n,j
o
+w
on déduit donc que Lim SRR sfagadin= 1
n>+e g=n 2
Lerme 4.IIT : Sous 1'hypothése du lemme précédent on a :
O™>0), (vn>0), {Njz 1,
Alull
[ ]+1 n, € £
BV, . >e) s b PV, 1yg>——) #n !
s e E @il ; 1+2
dés que n est suffisamment grand.
Preuve : 5 iti = T
______ De la décomposition (Vn,j > g) (Vn,j = e)A Ty (Vn,j »€) 0T

Ona, pour n suffisamment grand
(M

Pwn,j Soell 2 P(Vn,j >e) i Tn) + 7.
D'apres 1e lemme 3 on a :

P((Vn,'

52 NP, 5 > A D

J
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et
2wl

< e p B
Q) B iy 5 e R CRe

(1) et (2) entrainent le résultat annoncé.

Lemme 5.III : On conserve L'hypothése du lemme précédent. On a (Ve > 0),

ny
(VT] > 0) P(VYI >e) 5 P(V??. > E/[ZHUH] 2) +n
+
p

dés que n est suffisamment grand.

Preuve : Comme précédemment en utilisant la décomposition de @ en Tn et

Tn' On a, pour n assez grand

(1 PO >e) sP(V, >e)NT) +n;

on a aussi presque siirement

2wl
P

Wi =13, {(an >e) NT }e {(

3’

2wl
P

(2) {Sl.Ip Vn,j *ERY { (L

J 1+zﬁn B)AT) (p.s.)

d'ol1 i1 résulte que :

Alull
P

(3 POV > ) 0T s P(——1+2) V_ > ).

(1) et (3) entrainent le résultat désiré.

Démontrons le théoréme 1.I11I.

1)V > T} &H

(I1)

fc'e:

v(N

(v

1o
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4"
Considérons K vérifiant les conditions du théoréme; K = K . L'égalité

an FI:HDH m(1 +0,(1))  implique
u

u
" n
i) t\\J'(N ) >+ lorsque N -+ + =, avec :};(ﬁ) = [H]
0 6] K
o)
K(N
ii) im —‘f;— SR
0++m Log i

c'est-adire que K satisfait les hypothéses du théoréme 1.1II.

be méme si  v@m) = 0 G¥(b_ - €)) p.s., (II) implique

¥ #
v(N) = 0(n G (bn = " Tpes.

v

D'aprés les théorémes 3 et 2, on en déduit donc que Vn +>0 (p) lorsque
n-++ @,
En utilisant le lemme 5 on a alors :
(Ve > 0), (vn > 0) lim P(Vn >g) £n ce qui prouve que V. =0 (p)

N>+

lorsque n + + =. C.QLE.D,
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