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STRUCTURE SPECTRALE DANS LES FIBRES D’ETAT

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. On décrit les fibrés de Fredholm et on étend les résultats de
I’homologie et de la cohomologie de la fibre au fibré. D’autres résultats sont
développés sur "axiomatisation d’un systeme quantique, I’opérateur d’évolution
est I’opérateur de Dirac.

Une représentation spectrale d’une structure spinorielle (W, ¢, J) est la
donnée d’une extension de cette structure a un fibré d’état de base W. On
définit les chaines de Clifford & partir du dual du fibré tangent complexifié,
la limite inductive de cette chaine définit un fibré €I (W), dit fibré de Clifford
a l'infini. Pour un fibré hermitien ¢ de base W, on construit les chaines de
fibrés Endy, (¢) de limite inductive €nd (¢). L’idée suivante est de montrer
Pexistence d’un fibré hermitien ¢ pour lequel €nd (¢) est isomorphe & €[ (W).
Si dim (W) = 2m et T' (¢) implémente une équivalence de Morita entre C (W)
et C1(W), le théoréme de Serre-Swan donne isomorphisme entre les fibrés
End (¢) et C1(W). Cet isomorphisme s’étend & l’infini entre €nd (¢) et €[ (W),
I’extension de 'action de Clifford et de 'opérateur J & ’'infini permettent de
construire opérateur de Dirac

D=—i(toVs)

ou Vgo est la connexion & l'infini obtenue de la connexion de Levi-Civita
complexifiée et de la structure spin.

1. FIBRE DE FREDHOLM

Un fibré d’état § est un fibré hilbertien de base une variété paracompacte connexe
W de dimension finie et de fibre un espace de Hilbert séparable H. Soit o un fibré
de fibre l'espace des opérateurs non nécessairement bornés de H, noté O (H), de
base W. Le fibré gz est le sous-fibré de §o dont la fibre est formée des opérateurs
bornés de H et §x est le sous-fibré de §5 dont la fibre est formée des opérateurs
compacts de H, c’est-a-dire, de fibre &> (H) qui est I'idéal des opérateurs compacts
de H. L’espace O(H) est muni d’'une structure d’espace vectoriel topologique
pour laquelle l'inclusion de B(H) dans O (H), muni de sa structure d’espace de
Banach, soit continue. On peut décrire le fibré Fo par automorphismes intérieurs.
Si ¢w,v (w) est une application de transition en w € W NV, les applications

¢W.,V (’LU) H—H
sont bornées et vérifient les conditions

ow,v (W) = 1g, dwv (W) = dv,w (w)™"
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2 JONOT JEAN LOUIS

et la condition de cocycle, siw e WNVNU
dw,v (w) = dw,u (w) o duv (w).

Les applications de transition de §» associées sont définies par
(I)W,V (w) : 0 (H) — O (H) R (I)WJ/ (w) (’U,) = ¢W,V (w) ouo ¢W,V (’w)il .

On peut construire, a partir de ces applications de transition le fibré §o, qui est
unique & isomorphisme pres, et les sous-fibrés g et F. Pour une algebre A non
commutative de dimension dim A < 400, un fibré F de base W et de fibre A est
un fibré dont les applications de transition en w € W NV sont des isomorphismes
de lalgebre A. Si A est une C*-algebre les applications de transition sont des
x-isomorphismes de A et F est un x-fibré.

Remark 1. Sile fibré complexe § est de dimension finie alors
S5 = End () .

Une représentation d’un fibré F dans § est la donnée d’un morphisme de fibrés
p de F dans 35
pzf—)ngp(w):Ew(‘F)—)Ew(sB)

tel que pour tout w € W, p(w) est une représentation isométrique de E,, (F)
dans FE,, (§). La représentation est compacte si p (w) est & valeurs dans E,, (Fx),
Yw € W. Pour toute section locale s de F, on note s, la section locale de §5 définie
par

sp (w) = p(w) (s (w)), Yw € dom (s).

Lemma 1. Les *-fibrés ont une représentation isométrique dans un fibré d’état §.

Proof. Soit 7 € € (A) un état de A, c’est-a-dire, une forme C-linéaire positive de
norme 1,

Ny ={ueA:7(u*u) =0} (1.1)

est un idéal gauche de A. L’espace A .. est la complétion de A A, formé des
éléments U = v + A; muni du produit scalaire

(@, 7) =7 (u'v).
H, = “W est un espace de Hilbert, soit y, I'~~homomorphisme de la C*-
algebre A qui associe u € A l'opérateur borné x. (u) de H.
ueA— x,(u):v—uw, x, (u) € B(H,), (1.2)
est la représentation GNS de 'état 7. Si & = 14 + N, = 14 alors
(& oxr (W) &) =7 ().

X+ est une représentation de A dans 'espace de Hilbert H.. x, est une représentation
cyclique car elle vérifie

Xt (-A) &r =A /NTa
X est irréductible si 7 est un état pur de A, 7 € P (A). On a

Iz (@, < llul
et pour tout u € A il existe 7, € € (A) tel que

X7 (Wl e, = el
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La somme direct
X = GucAXr, * A— @UGAB (H‘ru) cB (H) , H= @uGAHru

est une représentation isométrique de A dans H. Si on prend une carte de triviali-
sation du fibré F et du fibré d’état §g de fibre B (H),

dwimE (W) — W x A,

ow 50 (W) — W x B(H),
les applications de transition en w sont définies par
ovw (w) = (b‘_,l (w) o dw (w) : A — Aet
pvw (w) = ¢yt (w) o pw (w) : B(H) — B(H)
permettent de construire une représentation du fibré F dans un fibré d’état § de
fibre H, en posant
p(u) =pw (u), w=mr(u) €W

ou

pw ((w,)) = (w. o (w) o x0 dw (w) (@).

Vérifions que

oW ((w,a)) =pv ((w,a)) stweWnV,

on a

(w,a) = (w, pw,v (w) (a))

pw ((wva)) = pw ((U% w,v (w) (@)))
= (w, oy’ (w) 0 x 0 ¢y (w) ()
= (w, pv,w (W) (o (w) 0 x 0 Py (w) (a)))
=pv (W) :

p ne dépend pas de la carte de trivialisation choisie. py est continue sur 77! (W)
donc p est continue et p(w) est une représentation isométrique de E,, (F) dans
E, (F), 8.2. O

Definition 1. Une observable de Dirac de § est une section globale du fibré §g qui
est autoadjointe

D (w) =D (w)" pour tout w € W,

le fibré F est un fibré de Fredholm impair s’il existe une observable de Dirac D et
une représentation p dans un fibré d’état § telles que pour toute section locale de
F, sp(D* —1) et [D,s,] sont des sections locales du fibré Fi.

Theorem 1. Modulo la relation d’équivalence définie dans la théorie de Kasparov,
on peut toujours se ramener au cas ot D? = 1.

Proof. Pour une preuve on peut consulter [4]. O
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On rappelle, également, que le fibré F est localement p-sommable, respective-
ment localement pi-sommable, si pour toute section locale s de F, [D,s,] est une
section locale de Sp,c, respectivement S%. Les fibrés

S et Tt (1.3)
sont les fibrés de base W de fibre &7 (H), respectivement &P+ (H), qui sont les
classes de Schatten [10].

Definition 2. Si i est muni d’une Zs-graduation €
€ = 1z,
c’est-a-dire, d’une section globale € de §p vérifiant
e(W)® = 1p,(gs)
pour laquelle
le,5p) = 034, Vs € T'oe (F) et {e,D} = 03y,
on dit que le fibré F est un fibré de Fredholm pair. Les sections locales s, commutent

avec € et D anti-commute avec €. On note (F,§, D) le module de Fredholm associé

au fibré de Fredholm F.

2. LES ESPACES DE LEBESGUE-SCHATTEN-MAGAEV LP (F,v), LP* (F,v),
Le* (F.v)
Dans cette section, on suppose que la base VW du fibré F est munie d’une mesure
de Lebesgue v. Les résultats donnés sur les espaces de Lebesgue-Schatten sont des
conséquences liées aux propriétés des fibres définies par les idéaux de Schatten-

Macaev. On rappelle que les idéaux de Schatten sont définis par les espaces, avec
les notations précédentes,

+o0
6P (H) = {TEIC:ZMn(|T|p) <+oo}

0

ou |T| = (T*T)%, la sommation est indexée par ordre décroissant de la suite
{tr (|T])}. On note

400 % “+oo
i), - <Zun(lT|p)> - (zunw)
0 0

la norme de Schatten, pour cette norme l’espace est un espace de Banach et un
espace de Hilbert pour p = 2. On a l'inégalité de Holder de la forme

1
P

1 1
STl < USH, 1Tl o 5+ 5 =1 avee p, g € [1,+o0[.

Pour p € [1, +00], les espaces

+oo
&P~ (H) = {T eK: Z(n—i— 1)%_1;1” (7)) < —i—oo}
0

sont des idéaux bilateres pour lesquels on a les inclusions suivantes, ¢ < p
GY(H)C 6P~ (H) C 67 (H)
et 1'égalité
G- (H)=6"(H).
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L’égalité
400 .
T, => (n+1)7 " (1))
0
définit une norme, 'espace &P~ (H) muni de cette norme est un espace de Banach,
dont la boule unité est faiblement compacte. Les idéaux &5 (H) et &P+ (H), pour
p € [1, 400, sont

&P+ (H) = {TEIC:UN(T):O (Z(n+1)—;>}

0
ou

o (1) =3 ma (7).

et pour p = 400, espace &7+ (H) est I'espace des opérateurs bornés B (H) muni
de la norme standard. Si p < g on a les inclusions suivantes

&P (H) C &P+ (H) C &7(H),
pour p =1
G+ (H)={T €K :0on(T)=0 (log(N))}
et sip € |l, 400
&P+ (H) = {T €K pn(T)=0 (n*)}

On munit ces espaces de la norme

N -1
IT1l,, =Supq oN (T) <Z (n+1)" ) ;

s =

0

&P+ (H) muni de cette norme est un espace de Banach.

L’espace &5" (H) est I'idéal bilatere qui est I'adhérence pour la norme M,
de l'idéal des opérateurs de rang fini de &P+ (H), ces espaces sont caractérisés en
remplacant o par O. Pour p, ¢ € [1,+00] avec % + é =1, 69- (H) est le dual
de &5" (H) et &P+ (H) est le dual &%~ (H) par I'accouplement défini par la trace
Trace (ST'). Pour une preuve de tous ces résultats, on peut consulter [3], [18]. Pour
une section s € T' (§x ), on pose

+oo
5] (w) = Trace (|s (w)[) = D _ pin (Is ()]) < +00 et pin (5) (w) = pn (|5 (w)]) (2.1)
0

otl fi, (|5 (w)]) est la n?®™ valeur propre de |s (w)| rangée par ordre décroissant.
Chaque sous-espace de dimension finie n décompose le fibré d’état § en une somme
orthogonale
§=8e® e

ol g et L sont les fibrés de fibre respective E et EL. On a une décomposition
du fibré Fx de la forme

Sk =3ex®FpL
on pose
T=T|g®T |g. .
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Chaque section s € T' (Fx) se décompose en une somme de deux sections
s=sp+spL, sp(w) € By (Fex) et spr (w) € Ey (Fpe k), (2.2)
avec les notations de 2.1 et 2.2, on a le théoreme suivant,
Theorem 2. Pour toute section t et s de Fx
Dy, (t) =inf {||tg | : E sous-espace de H de dimension n},
2)pn (1) = [t = R
ot Ry, est le sous-espace de T’ (§p) formé des sections r vérifiant

sup {dim (Imr (w)) : Yw € W} < n,

3) | (8) — pn (s)| <[t = 5[, (2.3)
4)/1*n+m (t +8) < pn (t) + pim (8) ’ (2'4)
5)tntm (t8) < pin (1) pm () (2.5)

N
6)on () = pn (t) = sup {Trace(|sp|) : p € Pn}
0

ot P est lespace des sections p de Fic telles que p (w) est un projecteur orthogonal
sur un sous-espace de dimension N pour tout w € W. On a Uestimation suivante

N
Do (1) < 3 pin (1) ().
0
Proof. Les résultats sont démontrés sur chaque fibre dans [4]. En utilisant les

notations précédentes, on peut étendre ces résultats sur I’espace des sections. [

Le fibré - est le fibré de base W de fibre &5 (H), F4 et i sont les fibrés
définis précédemment. Ces fibrés sont des fibrés de Banach pour les normes respec-
tives. Les résultats sur les fibres s’étendent aux fibrés comme suit,

Theorem 3. On a les inclusions

FLCc¥p C¥h.a<p

FrCcFd C ¥ qa<p.

Les fibrés 3,1{ et S,lc sont les mémes, S?* s’identifie au fibré §p.
Proof. Les inclusions sur les fibres impliquent les inclusions sur les fibrés. O
Theorem 4. On a les isomorphismes de fibrés
Sk ~ (8K e s~ (8% )

Proof. La dualité est obtenue sur les fibres, elle s’étend aux fibrés. O

Les espaces de Lebesgue-Schatten L? (§, ) sont les espaces, complétés si nécessaire,
des espaces suivants

{s el (3): /W |sP| dv < +oo} .

La norme sur L? (§,v) est définie par

1
sl = (/ |sp|du) ,
w
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I'inégalité de Holder, pour deux sections s € LP (F,v) et t € L1 (F,v) avec %—l—% =1
est donnée par

[stll L < sl oo 1]l 2o -

Definition 3. L’intégrale de Lebesgue-Schatten d’une section s € L' (§,v) est

/W sdv = /W <+§u (s <w>>> dv (1) = f /W i (5 () dv (w)

0t fin, (s (w)) est la n**™¢ valeur propre de s (w) rangée par ordre décroissant de la

suite {pn (|s (w)])}

Remark 2. Si on fait Uhypothése d’une mesure finie alors les espaces

{s eI (Fy): /W |sP| dv < +oo}

sont complets.

Les espaces de Lebesgue-Magaev LP* (F,v) et Lh" (F,v) sont les espaces, complétés
si nécessaire, des espaces

N

-1
sel (Fe): 81]\1[p (Z(n—i—l)%) /WJN(S)dV < 400 p,

0

la norme sur LP+ (§,v) est donnée par

N ) -1
Isllprr = sup <Z(n+1)P> /WUN(S)dV

0
L’espace de Lebesgue-Magaev LP- (§, ) est défini par le complété de
+oo L
{s eI (3%,) : Z(n—l— 1)5_1/ tn (Js]) dv < —I—oo} ,
O W
la norme sur LP- (§,v) est donnée par
= 1_9q = 1 9
Isll - =D (n+1)7 / un(|5|)d’/:/ D (1P (|s)) | dv.
0 w W\ o
L’espace Lb" (F,v) est le complété dans LP+ (F,v)
{seT (%) : Isllprs < +o0}.
Theorem 5. On a les inclusions
LY (§,v) C L~ (§,v) CLP(§,v), ¢ <p
LY (§,v) C LT (§,v) C LY (,v), ¢ <p.
Sip,q € [1,4+] avec % + % = 1 alors L9~ (§,v) est le dual de LL" (F,v) et

LP+ (F,v) est le dual L= (F,v) pour la dualité définie par 'accouplement des sec-
tions s et t par Trace (st).
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3. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DES FIBRES DE FREDHOLM

On suit le plan proposé par Higson et Rodsphon dans [9] et [16]. Soit A une
algebre associative sur C, non nécessairement unitaire et F un fibré de fibre A
muni d’une représentation p de F dans le fibré d’état §. L’algebre des sections de
F est une algebre unitaire si A est une algébre unitaire. La théorie de Kasparov
permet de travailler sur des modules de Fredholm pour lesquels I'observable de
Dirac D associée vérifie D?> = 1. Soit un module de Fredholm pair sur F et ¢ la Zo
graduation sur le fibré d’état 3, la section autoadjointe e de Fp vérifie e = 1 et

le,5,] =0,Vs €' (F) et {¢,D} =0,
le fibré d’état § se décompose en une somme directe de fibré

§=F+DF-

_ 1f‘§'+ 0
€= ( 0 —1; )
et D s’écrit

_ 03+ T _ _ p+(5) 0 _
D—< T 03>7Sp—p(5)_< 0 p(s) ) AVeCr=rDr

telle que

T est le morphisme de fibré
T:5- —>5+=T:D|g,

et T est le morphisme dual

T :Fy — 3§, T"=D |3+.
Notation 1. On note

Sp=5p, +5p_, Spy = p+(5).

Si s est une section de F idempotente ( s? = s ) la section

Sp_Dsp, 2 85,8+ —> 5p_ T

est une section de Fredholm, c’est-a-dire, Yw € W
Sp_Dsp, (W) : By (8p,.8+) — Ew (5,_5-)

est un opérateur de Fredholm car

5p.Dsp_ 28, - — 55, T+
est la section inverse modulo les sections de F.

Definition 4. Un module de Fredholm sur F est finiment sommable si il existe
d > 0 tel que pour tout entier n > d et toutes les sections s? € T' (F),
o= [D.51] [Dos] -+ [D.s]
est une section d’opérateurs de classe trace, c’est-a-dire, une section de s € §g telle
que
s (w) : By (§) — Ew ()
est un opérateur de classe trace de E,, (§) pour tout w € W, [18] et [15].

On construit, pour les fibrés de fibre une algebre associative, la notion d’homologie
de cohomologie de Hochschild sur ces fibrés.
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Definition 5. Une fonctionnelle (p + 1)-linéaire
¢:T(FPT" — 4, a=C(W,C)
est un cycle si
¢ (s, 8", ,sP) = (1) ¢ (s, s, .- ,spfl) (3.1)
pour toutes les sections s7 € T' (F).

Le cobord d’une (p + 1)-fonctionnelle linéaire ¢ est défini, classiquement, par
P

bo (s0, s, sPH) = Z(_l)j¢(50,... PSR AR

§=0
+ (—1)erl 10) (sp+1so, st .- ,Sp) )

Definition 6. Une (p + 1)-fonctionnelle linéaire ¢ est un p-cocycle si b = 0.
De b? = 0, on peut définir le p?*™¢ groupe de cohomologie de Hochschild comme
le quotient des p-cocycles par les p-cocycles qui sont des bords. Pour les sections
d’opérateurs de classe trace sur le fibré §}., on définit la Trace comme suit. Sur un
ouvert de trivialisation W, on pose

Tr: W x &' (H) — C, (w,u) — Tr(u)
ou Tr (u) désigne la trace de 'opérateur u et
Trace : 7! (W) — C, Trace = Tr o ¢y
ol ¢w est I'isomorphisme de trivialisation
pw T H(W) — W x &' (H).

La fonctionnelle Trace s’étend & une fonctionnelle sur espace total de §j indépendante
du choix des cartes ¢y . La classe de Schatten &' (H) a une structure d’espace de
Banach, pour la norme |[ul; = T (|u|), pour laquelle la fonctionnelle Trace est
continue.

Lemma 2. Soit §} le fibré de fibre & (H) muni de la norme ||||,, alors pour toute
section s € I’ (S,lc) Uapplication

w € W — Trace (s (w)) € C (3.2)

est continue et de classe C*° dans le sens de Banach si s est de classe C*° comme
application de W dans la variété de Banach E (3,%)

En utilisant les résultats de Connes [6], on en déduit les théorémes suivants,

Theorem 6. Soit (F,§, D) un module de Fredholm impair sur F finiment sommable
et n =2k + 1 un entier impair pour lequel la section

0 1 n
[D’Sp] [D’Sp] [D’Sp}
est une section d’opérateurs classe trace pour toutes sections s7 € T'(F) alors la
formule
1
0 .1 n 0 1 n
gb(s N ) = iTrace(D [D,sp] [D,sp] [D,SPD
définie un cycle n-cocycle sur F dans le sens de la définition 3.1. Si s est une

section inversible, notée s~ de T (F) alors

¢ (5,87 8,571 = (=1)" 22541 Index (Ps,P : P§ — Pg) (3.3)
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ou P est la section de § définie par
1

et ¢ (s, sTh s, 8_1) est un cycle n-cocycle constant sur W.
Dans le cas pair on a le résultat suivant,

Theorem 7. Soit (F,§,D) un module de Fredholm pair sur F finiment sommable
et n = 2k un entier pair pour lequel la section

[D.,55] [Prs}] - [P, 7]

est une section d’opérateurs classe trace pour toutes sections s7 € T'(F) alors la
formule

6(s0,5", ") = 3 Trace (D [D, 9] [, 5] - [P, 7))
définie un cycle n-cocyle sur F. Si s est une section idempotente de F alors
¢ (5,8, ,5) = (—=1)" Index (s,Ds,) (3.4)
ot s,Ds, est I’lhomorphisme
5pDsp 5, (§7) — 5, (37)
@ (8,8, ,8) est cycle n-cocycle constant du W.

Proof. Les applications
(b(soaslv"' asn) :W—)Cv

sont des cycles n-cocyliques par les théoremes de connes [6] et le lemme 3.2. Avec
les hypotheses données dans les deux théoremes, dans le cas impair, la section

1

vérifie
P2 =p,

si la section s € T' (F) est inversible, s (w) est inversible pour tout w € W, alors
P (w) p(s) (w) P(w) est inversible & opérateur compact pres, le théoreme Atkinson
implique

P (w) p(s) (w) P (w): P(w) Ey (§) — P (w) Ey (35)
est un opérateur de Fredohlm et I’équation 3.3 a un sens sur chaque fibres par les
théoremes de Connes. Dans le cas pair, opérateur

p(s) (W) D (w) p(s) (w) : p(s) (W) (Bw (7)) — p(s) (w) (Bw (§7))
est un opérateur de Fredohlm pour tout w € W si s est une section indempotente
de F, 'équation 3.4 est bien définie. Les équations 3.3 et 3.4 impliquent que les
applications
¢(s,s_1,--- ,s,s_l) W —C
et
o (8,8, ,8): W—C

sont des fonctions continues par 3.2 et donc constantes sur la variété connexe W
comme applications discretes. (|
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Pour finir cette section, on introduit les (b, ®B)-bimodules pour définir les fonc-
tionnelles de Chern des fibrés de Fredohlm a fibre unifere. Les hypotheses et
définitions sont celles données précédemment avec A unifere. Soit CP (F) Iespace
des applications (p + 1)-linéaires de T'(F)™" & valeurs dans a = C (W, C) telles
que

¢(30,sl,--- ,s") =0
si il existe j tel que s/ = 1. Comme précédemment on définit les opérateurs
b:CP(F) — CPTH(F) et B: CPT (F) — CP (F)

définis par
p
b¢ (Soa 517 e ,S;D-‘rl) = Z (_1)J ¢ (SO, e ,Sjsj"rl, o ,S;D-‘rl)
0

j:
+ (—l)erl 10) (sp+1so, sh... ,sp) .
et

P
%¢ (SO,Sl, . ,S;D) _ Z (_1)Pj (b (1,Sj, Sj-i-l7 . ,S;D, SO, . 7Sj—l) ]
j=0
Les relations
b2 =0, B2 =0¢ct bB +Bb =0,
permettent de définir un double complexe associés aux espaces C? (F). On peut
définir un (B, b)-bicomplexe en homologie et un (9B, b)-bicomplexe en cohomologie
comme le dual de celui défini en homologie. On a la définition suivante,

Definition 7. La cohomologie cyclique périodique de F est la cohomologie du com-
plexe dual (continu par rapport o la filtration) au 2-complexe périodique donnant
Uhomologie cyclique.

On a les théoremes suivants,

Theorem 8. Soit (F,§, D) un module de Fredholm impair associé au fibré F et n
un entier impair pour lequel la section

[D.,5,] [Prs}] - [P, 7]

est une section d’opérateurs classe trace pour toutes sections s7 € T'(F) alors la
formule

rE+1) 0 (p o

o Trace (D [D, sp} [D, sp} e [’D, sg]) (3.5)
défini un cycle n-cocycle sur F dont la classe de cohomologie cyclique est indépendante
de n.

chf (30,51,--- ,s") =

Proof. Soit
b (8,58 e 00) = TS e (g 4] - [0
sur chaque fibre on a
b¢n+1 = - Ch5+2 et %(anrl = Chf

et
chf — chf 12
est un (b, B)-cobord sur chaque fibre. O
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Remark 3. Awvec les notations de Connes, dans le cas impair,

1 2k+1) _

1
chgﬁLl (so,s ,ore S = o Trace (52 [D,s})] [D,si] cee [D,sik“}) .

Theorem 9. Soit (F,§,D) un module de Fredholm pair associé au fibré F et n un
entier pair pour lequel la section

0 1
D.58) [Dos] - [D.57)
est une section d’opérateurs classe trace pour toutes sections s7 € T'(F) alors la
formule
r(z+1

ch? (50, st .. ,s") = 227”') Trace (¢D [D, sg} D, sll)] [P, SZD (3.6)

défini un cycle n-cocycle sur F dont la classe de cohomologie cyclique est indépendante
de n.

Proof. Les démonstrations des deux théoremes sont identiques, il suffit de vérifier
que, pour tout w € W

chg (so (w),s* (w),---,s" (w))

est un cycle n-cocycle sur 'anneau E,, (F) dont la classe de cohomologie cyclique de
ch? (s® (w),s! (w),--+,s" (w)) ne dépend pas de n, la démonstration est analogue
dans le cas impair. Les fonctions chE sont continues par 3.2. ([

Remark 4. Avec les notations de Connes, dans le cas pair,

!
chy, (s%, ', 8% ) = % Trace (es9D [D,st] [D,s2] -+ [D,s2571]).

Definition 8. Le (B, b)-cocycle ch® associé a 3.5 et 3.6 définit la fonctionnelle
cyclique de Chern-Connes associée au module de Fredholm (F,§,D).

Remark 5. En utilisant les résultats de 3.3 dans le cas impair, si s est une section
inversible ( ss™' = 17 si la fibre A de F est unitaire ),

chg (s, sl s st ,571)

est discrete, c’est une constante qui ne dépend pas de n. Dans le cas pair en utilisant
3.4, si s est une section idempotente (s> = s ) alors

chf(s,s,s,s,--- ,S)

est discréte, c’est une constante indépendante de n.

4. METRIQUE SPECTRALE ET TRANSFORMATION DE WICK

On se fixe un fibré F, de fibre une algébre involutive A, de base une variété
connexe W et (F,§, D) un module de Fredholm, 1-sommable, associé au fibré F.
Dans ce qui suit, le fibré € est le fibré tangent associé a W, &* le fibré dual. On
note &c et &5 leurs complexifiés. Soit v un morphisme du fibré £5 dans le fibré F

’Y(w) Ew(éé) —>Ew(‘F)7weWa
a chaque section locale d € T'joc (£2), on définit la section locale ¥4 € T'jo. (F)

7 (W) =75 (w) (d (w)) € By (F),
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et on pose, comme précédemment,

7 € Do (88, 75 (w) = p(w) (v* (w)) € Bu (35),

qui est une section locale du fibré §p ou p est une représentation fidele de F dans
§5. Pour un répere local {9, } sur W C W, on note {d”} la base duale

d” (Ou) = 6y,
et vV = vgu.

Definition 9. Le morphisme p oy du fibré £ dans §p est une représentation de
&G dans §p. Une section de Dirac v, associée a l'observable D, est un morphisme
v du fibré £ dans le fibré F vérifiant

[,Dvp)/,ﬂ S 1—‘lloc (gllc) ’ Vd € Floc (56) .

Le tenseur

y“# = Trace ([Dv /YV] [D7 7#])

est un tenseur symétrique qui est bien défini pour toute section de Dirac  associée
a4 D, ou Trace est la section trace sur §i donnée par, si s € e (Fk)

“+o0
Trace (s) (w) = Z fn (s (w))
n=1

avec {fin (s (w))} est la famille des valeurs propres de s (w) € E, (§x), comptées
avec leur ordre de multiplicité et indexées par ordre décroissant de la suite { iy, (|s (w)|)}
[4]. On peut encore écrire

—+o0

Trace (s) (w) = Z (s (w) (en (W), en (W) g, (3

n=1

ou {e,} est une section locale de bases hilbertiennes sur chaque fibre. Si s est
une section d’opérateurs classe trace, cette définition est indépendante de la section
hilbertienne {e,}.

L’involution sur 'algeébre A induit sur chaque fibre de F une involution, notée
*. Le morphisme y du fibré £ dans le fibré F est autoadjoint si

(v (w) ()" = (w) (u), Yu € Ey (£) et Yw € W,
on pose v* = ~.
Lemma 3. Si~y est autoajoint, le tenseur y'* est réel.
Proof. On a

~VF = Trace ([D,’y”]* [D,’YV]*) = Trace ([Dv (’7”)*} [Dv (VU)*D
= Trace ([D, 7] [D,~"]) = 7",

car D est une section autoadjointe de §g, p est un *-monomorphisme de F dans
S5 et 'hypothese v* = v impliquent que v et v* sont des sections locales autoad-
jointes. O
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Definition 10. On dit qu’un tenseur ¢"* est un tenseur métrique si il est réel,
symétrique

<uu c R, CV;,L — <;,w
et inversible, il existe un tenseur ¢, vérifiant

CurcTM = 55, VV,/,L.

Theorem 10. Si le tenseur v*# est un tenseur métrique, il définit une métrique
locale sur W, notée g, vérifiant

g (8117 3#) - ")/y‘u avec ’}/UT")/T‘U' = 55

qui est indépendante du repeére local {0, }.

Proof. Soit W' et W? deux cartes en w € W. On note {97} une base locale de
sections sur la carte WJ. Sur W' N W? les sections locales 92 s’écrivent dans la
base de sections locales {8,}}
92 = aldL.
On note d} la 1-forme duale locale de 97 alors
dy =bYdi, B=A""

avec A = (a¥) et B = (b¥) sont des matrices & coefficients réels. Les tenseurs
métriques associés, pour j = 1, 2, sont notés

7" = Trace (v/47) , 7f = [Po3f] et o = [D]]
on a
(13), =07 (71), et (v4),=b5(77),,
(73), (72), = b7 (7)), (1), »
donc,
5 = BT

Le tenseur métrique est réel, on peut choisir la section locales de bases {81%}
pour laquelle Gy est réelle ou G; est la matrice (G;)] = 777, Péquation précédente
s’écrit

Go=Bx G x("B)

on en déduit que Go est réelle et si M; = gj—l, on a

Mo = (TA) M, A.

Les matrices Mj et Mo sont des matrices rélles et congruentes, les métriques
qu’elles définissent sont les mémes. O

Definition 11. La section de Dirac ~y est métrisable si le tenseur v est métrisable.
Pour une section de Dirac v métrisable, la métrique g associée est la métrique
spectrale associée a 7.

Dans les définitions précédentes, si on remplace S,lc par 3,15, on peut définir
une métrique spectrale sur W en utilisant la trace de Dixmier [7]. On dit que la
section de Dirac v est d’indice 1. On peut généraliser la notion de section de Dirac
d’indice p ou p+.

A partir d’une section de Dirac v, on peut définir une métrique spectrale en
prenant pour tenseur

k" = Trace ([D,~"] ([D,7*])")
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si ce tenseur est métrique, la métrique définie par
N T
h(0y,0u) = Kup, OU Kyrk™H = 08,

est une métrique riemannienne locale sur W que 'on peut étendre en une métrique
riemannienne sur W. 1l suffit de choisir une section locale de bases {J,} pour
laquelle la section locale des matrices (k¥#) sont diagonales. La diagonale est formée
de fonctions

K" = Trace ([D,7"] ([D,7"])") = Trace (|[D,7"]F") > 0.

qui sont strictement positives.

On se fixe une section de Dirac 7, associée a 'observable D, qui est métrisable.
Cette section définit une métrique locale pseudo-riemannienne g. Peut-on construite
une métrique riemannienne h par transformation de la section de Dirac 7?7 Les
transformations de Wick permettent cette construction. On se fixe une section de
bases locales {9, } sur W C W pour laquelle le tenseur

A = esiv=yp
Osiv£p
ou €” est la fonction locale constante qui ne peut prendre que la valeur —1 ou 1.
On définit la section locale 7 par

v={ et (@1
La transformation
5 : Tioe (62) — Thoe (€2), 2 (d) = A\,d”
T { Ay si€ =1
v +i), sie¥ = —1
est la transformation de Wick qui induit par dualité une transformation sur les

champs complexes par rotation d’angle -7 sur les champs 9, pour lesquels " = —1
et ’équation 4.1 permet de définir 2P sections locales 5 sur W par

3 (W) : By (§8) — Eu (F), 7 (w) Ad” () = Xy (w) (@ (w)),

qui sont des sections métrisables ou (p, q) est la signature de la métrique g ( dans
cette situation on a p signes — et ¢ = dim (W) — p signes + ). Si les rotations
d’angle +7 des champs locaux 0, se font sur tous les champs a I'exception d’un
champ 9 = 0,,, on définit une métrique de Lorentz locale dont le champ local O est
un champ chronologique défini dans [12].

5. OPERATEUR D’EVOLUTION SUR UN FIBRE D’ETAT §

On rappelle qu'une connexion de Koszul V, sur un fibré d’état § complexe, est
la donnée d’une application C-linéaire

V:I@) —T(E®3),
vérifiant la relation de Leibniz
V(ps)=dp®s+eV(s), e C®(W).

Remark 6. Pour un fibré d’état §, T (§) est le C°° (W)-module des C'*°-sections
de §.
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Pour un morphisme de fibré

Ve @F — T, 7 (w) : Euw (§e®@F) — By (T)
on définit pour chaque section locale d € T'jo¢ (&), la section locale 74 de §p par

"Yd (w) : By (S) — By (3:) s
4 (w) (u) = v (w) (d (w) @ u), Yw € dom (d) et Yu € By, (F).

Definition 12. Le morphisme de fibré v est a trace si v € T' (i), Vd € I' (&) et
7 est dit a trace pour l'observable D si [D,%] € T (§k), Vd € T (£).

Le morphisme de fibré v permet de construire un opérateur sur les sections des
fibrés en posant,

7: D) —T(@),70) (w) =7 (w)t(w), VweW, Vel (©3F).

Remark 7. Sauf mention contraire, tous les opérateurs définis sur chaque fibre
sont bornés pour les structures hilbertiennes. Les sections sont C'° dans le sens
habituel.

L’opérateur

V,:T(3) — T ()
défini par
V4 (8) (w) =7(V(s)) (w), Vwe W, Vs €T (F). (5.1)
est Popérateur d’évolution du fibré d’état § associé a la paire (V, 7).

Soit W une carte de 'univers W sur laquelle les fibrés &c et § sont trivialisables,
{0, } une section locale de bases sur W et {d"} la section duale. Il existe une section
locale sur W de bases, notée {e, }, que 'on peut toujours supposer hilbertiennes en
la transformant par le procédé d’orthomalisation de Gram-Schmidt. Toute section
locale s € T' (§) s’écrit s = s™e,, avec la convention d’Einstein étendue aux sommes
hilbertiennes. Si les sommes partielles convergent sur chaque fibre, on a

Vs=ds" ®e, +s"Ve,
=ds" ®e, +5"I7,d" @ep
dans les sections locales de bases. La connexion s’écrit,
Ve, =17 ,d" ®ep
avec des C'*° fonctions I'? , définies sur W a valeurs complexes, I'?  sont les symboles
de Christoffel associés a la connexion V et ds™ = 9,s™d",
Vs=0,5"d" ®e,+s"I? d" ®@ep
= (0ys? + s"I% ) d” ® ep.
Avec les notations précédentes on peut écrire, sous ’hypothese de convergence
des sommes partielles sur chaque fibre,

7 (d” @ ep) =7 %€q,
Vy (s) = (8ys” +s"T7,)7 (d” @ ep) (5.2)
V, (5) =77 (0us? + 5" ) eq.
Definition 13. Un opérateur d’évolution associé a la paire (V,v) est localement

compact si il existe une section locale de bases hilbertiennes formées de vecteurs
propres de V..
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Theorem 11. Si les sommes hilbertiennes sont définies et V. est localement com-
pacte on a

Lot = hq (V4) 67,
pour une section locale de bases hilbertiennes propres, ot g (V) est la fonction
propre de V., associée a la section propre eq.

Proof. Si V., est un opérateur localement compact, pour la section locale de bases
hilbertiennes propres {e,,}, on a

Vy (em) = Pgw%l;qeq = tm (Vy) em = piq (Vv) dheq

ou pg (V) (w) est la valeur propre associée a eq (w). O

6. MESURE SPECTRALE ASSOCIEE A UNE OBSERVABLE DE DIRAC D

Soit D une observable de Dirac sur le fibré d’état § telle que ’application
w — D (w)
soit C*° dans le sens suivant, pour toute section s € I' (§), 'application
w — D (w) (s (w))

est une C'*°-section de §. Les fonctions A : W C W — C pour lesquelles il existe
une section s, non nulle sur W, vérifiant

D(w)(s(w))=A(w)s(w), Vwe W
sont les fonctions propres de D sur W et la section s est une section propre de D

sur W. On généralise cette définition en posant,

Definition 14. Un opérateur

I —IE)

a pour fonction propre locale A\, sur W C W, si il existe une section locale s non
nulle telle que

t(s) (w) = t(w) (s (w)) = A(w) s (w), Vw e W
une telle section s est une section propre de t associée a la fonction propre A qui
s’écrit
t(s) = As.
Le théoréme de Von Neumann permet d’associer & D (w), une mesure spectrale
PD(w) : B (R) - P (Ew (3)) ’
a chaque borélien B de R on associe un projecteur Pp () (B) de I’espace de Hilbert

Ey, (F). Pour chaque couple (s,t) € T'(F)? et chaque w € W, la mesure complexe
V(s(w),t(w)) Sur les boréliens de R est définie par

V(s(w).t(w)) (B) = (Pp(w) (B) (s (W) | t (W) o

sur chaque fibre E,, (§), le produit hermitien sur F,, (§) est induit par le produit
hermitien de H. On en déduit, pour chaque w € W et chaque s € T' (F), 'existence
d’une mesure sur les boréliens de R définie par

Vs(w) (B) = (Ppw) (B) (s () | s () g -

En particulier, pour s € T' (§), on définit une section v, sur le fibré B (W) dont
la fibre est formée des mesures boréliennes sur R et I'espace de base est W. Si la
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section s est normalisée pour tout w, c’est-a-dire, [|s (w)||g, 5y =1, Vsw) est une
probabilité sur les boréliens de R, notée P p avec Ps p (w) = vy(,). En utilisant la
décomposition de Paul Levy, v, s’écrit comme une somme de mesures

ac SC
ve = v + vl + vl

oll V2¢ est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, v?
est une somme de mesures de Dirac et ¢ est une mesure singulierement continue.
Pour cette mesure v{¢, la fonction de répartition est une fonction continue et la
mesure n’est chargée que sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Si

vs =vP

on dit que s a un spectre discret et si
ve = VoS,

on dit que s a un spectre continu. Dans I’hypothese ou
Vs = V;C,

le spectre de s est dit singulier. L’évolution du spectre de s en fonction de I’événement
w donne 1’évolution globale du spectre.

7. QUANTIFICATION DU FIBRE D’ETAT § PAR LES OBSERVABLES DE DIRAC

L’axiomatisation de la quantification du fibré § par les observables de Dirac est
décrite par la liste des axiomes suivants,

Axiom 1. L’état d’un systéme physique B de W est défini par une section s du
fibré d’état §.

Axiom 2. A tout phénomeéne physique P est associé une observable de Dirac D.

Axiom 3. Quelque soit la section s décrivant le systéme physique B, les seules
mesures possibles en l’événement w sont les valeurs propres de D (w).

Axiom 4. Si s représente l’état normalisé du systéme, la probabilité de trouver la
valeur X (w) dans le borélien A (w) de la fonction propre A lors d’une mesure sur
B en w est

PS,D (A) (U}) = Ps(w),@(’w) (A (w))

avec A (w) = A1 (w), Ay (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Pyp (N) () = Pyt aw) (A (0)) -

Axiom 5. L’état du systeme immédiatement, apres une mesure ayant donnée en
w la valeur A (w) de la fonction propre A, est donné par la section

_ PEA (8)
T 1 Pey )
P, (s) (w) = Pg,,, (s (w))

et Pg,,, estle projecteur sur le sous-espace propre Ey () associé a la valeur propre
A(w) de D (w).
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Axiom 6. Si dans une carte W de wy € W, le systéme n’est soumis a aucune
mesure, ['état s est une solution de l’équation d’évolution donnée par

V, (s) = —ids, (7.1)

ot V. est l'opérateur d’évolution du fibré d’état § défini en 5.1. En particulier, si
s est une section non nulle sur W, —i\ est une fonction propre de l’opérateur V..

Remark 8. Si on fait I'hypothése que la section de Dirac v est métrisable et que
la métrique spectrale associée est lorentzienne, avec T pour champ chronologique
local associé décrit dans [12] et [11], alors l"équation 7.1 est une généralisation de
Uéquation de Schriodinger au fibré d’état §.

Dans ce qui suit, en dimension finie, on justifie I’équation d’évolution donnée en
7.1. On construit la métrique de Minkowski de signature (—, +, +, +) sur W = R*
a partir d’'un D-morphisme de Dirac, dit de Dirac-Pauli, sur le complexifié du fibré
tangent

5 = (R4 X R47pr17R47R4) )
le complexifié s’écrit
&= (R* x C*,pry R, CY).

Dans cette situation le fibré d’état est le fibré hermitien § = &c avec H = C*.

On note {e, : v =0, 1,2, 3}, les champs constants

€y (U)) =€y = (587511/553753) )
{d" : u=0,1,2,3} est la base duale. Il suffit donc pour construire la section Yy,
permettant de retrouver la métrique de Minkowski, de définir les opérateurs x* de
C* par leurs matrices dans la base canonique. Ces matrices sont données par les

matrices de Dirac, pour un D-morphisme de Dirac y, elles doivent vérifier
1
D, x"] = 5”/’ avecv =0,1,2,3

ot {7"} sont les matrices de Dirac. Pour une observable D, on peut supposer que
D? = 1, I'hypothese [D, x*] = 37* implique que

{D,y"} =0,
la section d’opérateurs D dont les matrices dans la section de bases locales est la

matrice de Dirac 7°

D=7 = "y,
D vérifie les conditions démandées. Cet section d’opérateurs D est autoadjointe,
c’est une observable de Dirac sur le fibré § et on a

1 1
D, =~ | = =+¥, Yo =0,1,2, 3.
|:74FY’Y:| 27)/1) P B |

On peut prendre pour section y la section pour laquelle
v o 1 5.V
X = 4'7 7
pour ces opérateurs
X" =Tr ([D,x"] [D,x°]) = 1,x" = T ([D, x"] [P, x"]) = =1 pour v = 1,2,3

et
X" =Tr ([D,x"][D,x"]) =0 si u # v,
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le tenseur x*" est inversible réel et vérifie
X00 = _17 Xvv = 1 pour v = 17273

Xuv =08l p#v.
L’opérateur d’évolution V,, donné dans ’équation définie en 7.1, s’écrit dans la
section de base constante en utilisant I’équation 5.2

Vy (@) = xp? (0P + "I, eq
avec I'? =0,
VX (7/}) = X;qalﬂ/)peq = X;qav¢peq = Xyalﬂ/}a P = ¢p€p7
si on note
£ =90,
Popérateur de Dirac, 'opérateur d’évolution est

1
Vy = ;D¢

avec D est la section constante définie par v°. Pour une représentation classique

de la métrique

1 1
V=—4"V,==¢£
X 2’7 X 2
et la métrique de Minkowski est donnée par I'inverse du tenseur métrique

X" = Trace (x"x"),
I’équation de Dirac s’écrit
L = —imap
m
Vit = —’L'El/} = —i\Y
la fonction propre est constante et est égale a —i%. De facon analogue, on peut
représenter les sections de Dirac a ’aide des matrices ”gamma”, cette approche
permet de construire les sections de Weyl et de Majorana sur le complexifié ¢ du

fibré tangent. Je laisse le soin au lecteur, de décrire pour ces sections, I’'observable
D associée & la représentation spectrale de la métrique de Minkowski sur R?.

8. STRUCTURE DE CLIFFORD DANS LES FIBRES D’ETAT

Soit ¢ un fibré vectoriel de dimension finie de base une variété paracompacte W
et ¢* son dual. Si V désigne la fibre de ¢, les applications de transition du fibré ¢
sont données par

w e Wy NWg — ¢ap (w) € GL(V),
les applications de transition du fibré dual ¢* sont
w e Wy NWg — troas (w) € GL(V™),
de V" — troas (w) (d) (vV) =do pag (W) (v), Vv eV
tr pap (w) est la transposée de ¢o 5 (w). Cette application s’étend au complexifié de
¢*. On munit V d’une forme quadratique non dégénérée @, de signature (p, q) si ¢
est un fibré réel et d’une forme quadratique non dégénérée notée encore ) dans le
cas complexe. Le fibré de Clifford Cl(¢, Q) est le fibré de fibre C1(V,Q), dont les

applications de transition sont définies par extension & C1(V, Q) de I'isomorphisme
¢ap (w) de V en un isomorphisme de 1'algebre C1(V, @), en posant

Tag (W) : CL(V,Q) — C1(V, Q) est K-linéaire, K=R ou K=C
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vérifiant

Tap (W) (V102 -+ - V) = Pag (W) (V1) Pag (W) (V2) -+ - Pap (W) (vi) Yv; €V, (8.1)

ces applications de transition ne dépendent que du choix de ¢q5 (w) et la restriction
Tap (w) au groupe de Lie des éléments inversibles Inv (V, Q) de C1(V, Q),

0ap (W) = Tap (W) [mv(v,0): Inv (V,Q) — Inv (V, Q) (8.2)

est un difféomorphisme de groupe de classe C* si ¢ (w) sont de classe C*°. On
peut définir le fibré Cl(¢, Q) d’applications de transition 7,4 (w) qui est un C*-
fibré réel, respectivement complexe, si ¢ est un fibré vectoriel réel, respectivement
complexe. Tout sous-groupe fermé G de Inv (V,Q) est un groupe de Lie pour
lequel la restriction de oap (w) & G est un difféomorphisme de groupe de classe
C* de G dans Inv (V,Q). Si oap (w) vérifie o4 (w) (G) C G, on note Kqp (w) le
difféomorphisme de groupe de Lie

Kag (W) = 0ap (W) |a: G — G,
le fibré Clg (¢, Q) est le fibré de Lie de fibre G dont les applications de transition

sont kapg (w) et le fibré Clg (¢, Q) est le fibré d’algebre de Lie, de fibre g = T1G
dont les applications de transition sont
Xap (w) = Tikap (W) : g — @,

ce fibré est un fibré vectoriel dont la fibre est I’algebre de Lie g associée au groupe
de Lie G.

Dans le cas complexe on écrit Cl(¢) sans préciser la forme quadratique @ choisie
car les fibrés Cl (¢, Q) sont isomorphes. Si on ne précise pas si le fibré ¢ est réel
ou complexe, on note Cl(¢, Q) pour désigner le fibré de Clifford réel ou complexe

associé a (. Sur un espace vectoriel réel V' muni d’'une forme quadratique non
dégénérée, on associe la représentation complexe, d’espace complexe

VeC=V+iV
et de forme bilinéaire non dégénérée, notée encore g,

g (uo + ivo, w1 +iv1) = g (uo, u1) — g (vo, v1) + 4 (g (uo, v1) + g (vo, u1))
ol dans le second membre ¢ désigne la forme polaire associée a ). L’algebre
CL(V, Q) est une algebre de Clifford réelle, le complexifié de I'algebre de Clifford
est noté C1(V). Les fibrés associés sont notés Cl (¢, Q) et C1(¢). L’involution est
définie sur chaque fibre E,, (C1(¢)) de C1(¢) par

(Avy - "Uk)* =My - -v1, v € By (CL(Q))

et est étendue par linéarité sur E, (C1(¢)), on peut ainsi définir s* pour s €

I'(CL(¢)) par
s* (w) = s (w)", Yw € W.
Pour toute algebre de Clifford C1(V, @), on définit une Zs-graduation en décomposant

en somme directe

Cl(V,Q) =C1T (V,Q) & C1~ (V,Q), (8.3)
ol C1T (V, Q) est le sous-espace vectoriel engendré par les produits en nombre pair
d’éléments de V et C1~ (V, Q) est le sous-espace vectoriel engendré par les produits
en nombre impair d’éléments de V. La Zy-graduation y est définie par

x () =+vsive ClE(V,Q), (8.4)
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cette définition s’étend au fibré de Clifford C1({, Q) en posant
X (W) (v) = v sive B, (C1(¢,Q)*,

le fibré Cl1((, Q) se décompose en tant que fibré vectoriel réel, en une somme de
Whitney

Cl(¢,Q)=ClT (¢,Q)&Cl™ (¢,Q),

la Zsy-graduation x dans le cas réel ou complexe pour une section s du fibré de
Clifford est donnée par

X (8) (w) = x (w) (s (w)), Yw € W.
Remark 9. Les C*-algebres réelles C1(V, Q) sont des algébres normées complétes
vérifiant
* 2
l[abll < llall o], lla*all = lla|
et
1+ a*a est inversible,

dans le cas complexe la derniere condition est une conséquence de la définition.

Pour un fibré ¢ réel ou complexe les chaines de Clifford sont définies comme suit.
Si la fibre V' de ¢ est munie d’une forme quadratique non dégénérée @, la fibre de
CL(¢, Q) est C1(V, Q) qui est munie d’une forme quadratique non dégénérée, notée
Q. Pour une base orthogonale {e;} de V vérifiant

Qe;)=1sii<pet Q(e)=—1sii>np,
la base de C1(V, Q)

{ei €y e 1<y <idg <+ <ip<n}
est une base orthogonale pour @ vérifiant

Qeieiy - -eiy) = jﬁlQ (ei;) = +1,
le produit vide représente I'unité 1 de 1’algebre C1(V, Q). On munit V de la norme
leily, = |Q ()], {ei} est une base orthonormée
alors
€3, €3 "'eik|01(V,Q) =1
et {ei, e, - - - €, } est une base orthonormée pour Q. L’inclusion
in:V — Cl(V,Q)

est une isométrie. On pose par itération

Clo (V,Q) =V, CLi(V,Q) = C1 (V. Q), Cl2(V.Q) = C1(CL (V.Q). Q).

si @, est la forme quadratique induite par @ sur Cl,, (V,Q), in, est l'inclusion
de Cl, (V,Q) dans Cl,41 (V,Q) et ¢, est la base induite par ¢g = e = {e;} avec
e1 = ¢g = {e;,€i, €, } €b epp1 = €, alors in, est une isométrie pour les normes
lolc1, (v.) €t ol wi1(v,@)- La limite inductive pour la famille

{CL (V,Q) i}, inf = iniy 0 oime : L (V,Q) — CL (V;Q)
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est notée Cl o, (V, Q). A isomorphisme pres cette limite ne dépend pas du choix des
bases eg vérifiant @ (e;) = £1. Si V est un espace vectoriel complexe, on définit le
produit hermitien sur V' par
(ei ej) = 6
(ei, - "Cigy Cr 'ejz> = 5;1;,;
et ex la limite inductive {en,infc}, siu € Cly (V,Q) alors u s’écrit comme une

somme finie u = u’e; avec e; € ¢s, dans le cas réel la norme de u est
2
. 1
et dans le complexe le produit hermitien est

(u,v) o, = ZEU’

Le complété de Cly (V,Q) pour la norme |o|  est un espace de Banach pour
lequel eo, est une base de Schauder, dans le cas complexe Cly, (V, Q) est un espace
de Hilbert pour lequel ¢, est une base hilbertienne.

Definition 15. €1(V, Q) est la complétion de Cls (V, Q) pour les normes définies
précédemment.

Remark 10. A isométrie pres, €L(V,Q) est indépendante de ¢.

Lemma 4. CI(V,Q) est une C*-algébre réelle si V' est un espace vectoriel réel,
compleze si V' est un espace vectoriel compleze.

Proof. L’application produit
Cl, (V,Q) x Cl, (V,Q) — Cl (V,Q), (u,v) — uv
est uniformément continue, donc
Cle (V,Q) x Cl (V,Q) — Cl (V,Q), (u,v) — uv
est uniformément continue et se prolonge de maniére unique a €I (V, Q). O

Si ¢ap sont les application du fibré (, les applications de transition du fibré
Cl(¢, Q)sont défines en 8.1, on note Tog = Pag, cette construction s’étend au fibré

Cl (Cl ¢, Q) ,@) de fibre Cl (Cl (V,Q), @) et ayant pour applications de transi-

tions 5;; Ce procédé permet de construire une suite de fibrés en posant

Clo(¢.Q) =¢ Chi(¢.Q) = Cl (¢ Q), Cl2(6,Q) = C1 (1. Q), Q).
013(<,Q)_c1<(01 (c,cg),@),é) R

et par itération, on construit Cl, (¢,Q). La chaine de Clifford définie un systéme
inductif, si ing est 'inclusion naturelle

m,, : Cln(<,Q) — Cln-i—l (CvQ)a

la famille

{Cl, (¢,Q),in}}, in]; =in,_q10---0in, : Cl, ({,Q) — Cl,, ({,Q),
est un systeme inductif de limite Cl » (¢, @) dont les applications de transtion sont
définies par
Tafsoo [C1,(¢.Q)= Tapm
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ol Tog,n sont les applications de transition de Cl,, (¢, Q) définies par itération en
posant

—

TaB,0 = ¢o¢67 TaBy1 = ¢o¢67 TaBm+1 = TaBn
les applications Tog,00 sont continues sur Cl o (V, Q) par construction pour la norme
|o|, et uniformément continues. On pose tg les applications de transition définies
par
tag (W), w € W NWp

ol tapg (w) est P'unique extension de Tog,00 & C1(V, Q).

Definition 16. €[(¢, Q) est le fibré de fibre €L(V, Q) et d’applications de transition
{tas (w)}.

Theorem 12. €[((,Q) est un C*-fibré réel si ¢ est un fibré vectoriel réel et un
C*-fibré complexe si ¢ est un fibré vectoriel complexe.

On prend pour fibré ¢ le fibré tangent & sur W et £ = £* ® C le complexifié du
dual du fibré tangent. Le fibré de Clifford en dimension infinie sur W associé est
noté

(W) = el(&e)
et on pose

Cl (W) =Cl1 (&) = Cl (&),

par 8.2, on peut construire une représentation isométrique p de Cl (W) dans un
fibré d’état §

p:ClW) — Fs, (8.5)
la restriction p & Cl (W) est une représentation de Clifford dans un fibré d’état §.
Soit @ une forme quadratique de signature (p, q) sur la fibre V' d’un fibré ¢. On se
fixe une base orthogonale {e;} telle que

e 1sil<j<p
Q(eJ)_{ —1sip+1<j<dim(V) (%)

et on pose
P dim(V)
Vi=Vect{e; : Q(e;) =1} = ®Re; et V. =Vect{e; : Q(e;) = -1} = & Rej,
Jj=1 j=p+1
V est la somme orthogonale de V. et V_ de signature (p, q)
V=VioV_,
et il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
CL(V,Q) ~ Cl(V},Q4)®CL(V_,Q), (8.7)
cette somme est orthogonale pour la forme quadratique @, Q@+ = @ |y, est une
forme quadratique définie positive sur V; et Q_ = @ |y_ est une forme définie

négative sur V_. On peut consulter [1] pour une preuve de 8.7.

Remark 11. 53

A= ® A, et B= & B,
neN meN

sont deuz algébres uniféres, sur K, Zy-graduées alors ARB est Ualgébre graduée

A®B = 2 (A®B),, (A®B), = @® A, ® B,
€

k-’ n+m=k|2]
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muni du produit
(a®@bp) . (an@b) = (=1)" (aan) @ (bmb), a, € Ay, et by, € By,. (8.8)

L’isomorphisme est décrit par ©, si on pose
6:V —Cl(V,, Q) ®CL(V_,Q_),
0 (v) =vy @ Layv. 0 ) + lav,,,) ®v-
0 (v)’ = Q () layv,g)
Uextension de 6 a C1(V,Q), notée O, est l'isomorphisme défini en 8.7.
La chiralité est définie si {e;} est une base orthonormée de V ® C est

.[dim V]
2 lep---edimv,

=i
on a donc pour définition locale de la chiralité sur le fibré C1 (W),
Definition 17. La chiralité en w € W est donnée par une section locale de C1 (W)

dim(W)
]61 " €dim(W) elw (Cl (W))

v = 7/[ 2
ou {e;} est une section locale de bases orthormées dans une carte W.

On peut définir une notion de chiralité sur Cl1(V, Q) en prenant le produit des

chiralités de Q4 ® Csur V, ® Cet Q- @ CV_®C. On a

Y4 = i[%]el Ctepy Y-
= i[%]ep+1€p+2 “edim(W) = it 8lee, - - “€dim(W) (8.9)
ou {e;} est défini en 8.6.
Lemma 5. Sur le fibré Cl (W)
Yy =(=DT1y et v* = 1w
ot 1y est la section unitaire définie sur W et
1w (w) = 1g,c1(w))-
Proof. On a
ej.ej = 1y et e;.e; = —ej.€;,
donc
7 = (=) egimon) e
Yy = edim(w) " €1€1 " - Edimw) = 1w
V=7 =D e egimopier - edimow)
=1yw.
([

Remark 12. Dans l'univers de Minkowski la chiralité défines en 8.9 pour la forme

quadratique de signature (1,3) donne
NERIE
= il 05 14248 = o

Pour une métrique riemannienne g, la section des bases locales {e;} sont or-
thonormées pour g. Modulo orientation, la chiralité ne dépend pas de cette section

locale. Sin est pair
vsy=x(s) sise(Cl(W))
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et lorsque n est impair
sy = S.

Definition 18. Une section de formes quadratiques Q du fibré vectoriel réel  est
de classe C™ si, pour toute section s € I'™° (), lapplication

weW — Qw)(s(w)) eR
est de classe C°.

Remark 13. Pour une telle section @, la signature de Q (w) est indépendante de
w € W. Cette signature, notée (p,q), vérifie dim (V) = p+ q. La continuité suffit
pour obtenir linvariance de la signature de Q. Si on se fixe une forme quadratique
Q sur la fibre V de  on peut construire une section de formes quadratiques, notée
encore @, de classe C™ et de méme signature. La réciproque est-elle vraie? La
condition nécessaire et suffisante est que l’ensemble des applications de transition
du fibré ¢ soit contenu dans O (V,Q). Si le groupe G engendré par les applications
de transition est localement compact, un candidat possible est obtenu en se fixant
une forme quadratique q de V' de signature (p,q), une mesure de Haar d\ sur G et
en posant

Q)= [ 4 ) E). - (0) =a(r (o),
dans le cas G compact, cette forme quadratique QQ Tépond a la question.

Cette section @) permet de décomposer le fibré ¢ en une somme de Whitney de
deux sous-fibrés (4 et (_,

C=C+®C
cette décomposition est unique a isométrie pres. On peut décomposer le fibré
Cl (¢, Q) a partir de la forme quadratique @) et par récurrence sur tous les fibrés

Cl, (¢,Q) on a

Cl’n« (Ca Q) = Cln (Ca Q)+ @ Cln (Ca Q), )
si les limites inductives de {Cl, (C,Q)+}, {C1,,(¢,Q)_} sont notées €I ¢, Q)
Cl(¢,Q)_ alors €1(¢, Q) est la somme de Whitney

C(¢, Q) =a(¢ Q) & e((Q)_.

9. STRUCTURE SPIN

Dans ce qui suit dim (V) > 3. On se fixe une forme quadratique non dégénérée
Q sur la fibre V' d’un fibré vectoriel ¢, de base W et de dimension finie. Inv (V, Q)
désigne le groupe de Lie formé des éléments inversibles de C1(V, Q). On définit le
groupe spinoriel par

Spin (V,Q) = {u e ClT (V,Q)NInv(V,Q) : Q (u) =1, uVu ' =V},

si V est un espace vectoriel réel munit d’une forme quadratique @) de signature
(p, q), on pose
Spin (V, Q) = Spin (p, q) .

Remark 14. Les groupes Spin (p, q) et Spin (g, p) sont isomorphes. On note
Spin (p,0) ~ Spin (0, p) = Spin (p) .
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Le groupe Spin (p, ¢) est un groupe de Lie simplement connexe, connexe, d’algebre
de Lie

spin(p,q) = @ Regey
1<i<j<p+aq
si
Vi= & ReetV_= @ Re;,
1<i<p p+1<iSptqg

spin(p, q) est la somme directe des sous-espaces vectoriels K et p

spin(p,q) = RO p
définis par
p=spin(p,q) NCl~ (V4,Q)Cl™ (V_,Q)

et
R=spin(p,q)NCIT (V,,Q)ClT (V_,Q),
on a
R = spin(p) ® spin(q) = ( & Reiej) ® ( ® Rekel>

1<i<j<p p+1<k<I<p+gq

et
p= D Reiej.
1<i<p<j<p+q
L’algebre
a= @ Reeinr
1<i<p

est une sous-algebre abélienne maximale de spin (p, ¢), on en déduit le théoreme de
décomposition d’Iwasawa de Spin (p, ¢) sous la forme

Spin (p, q) = K.AN

avec
K = Spin (p) x Spin ()

p
A= { H (ch(tj)+sh(tj)ejej+p) : tj ceRetl1<y gp}
Jj=1

et

N=<1+ E a”Xij + E bUY;j + E c¥ Zij cav,bY et ¢’ e R
1<i<ysp 1<i<j<p 2p1<<J‘<<p+q
IXP

les éléments X;;, Yi; et Z;; sont définis par
Xij = eiej +ejeirp — €ijtp + Citpejyp, 1 <1< j<p,
<J

NN

1<
}/ij =eiej tejeitp + €i€jtp — €itp€jtp, 1< D,
et
Zij = ejej —eiqpej, L <i<pet 2p<j<p+yg,

on peut consulter [2]. L’algebre de Lie spin (p, q) se décompose en somme directe
spin(p,q) = RS adn
oll

n= Z O o = {X € spin(p,q) : [H,X] =a(H) X pour H € a}

acd
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et

O, ={acP:a(H) >0} avec H = Z p—j+1)ejejrp.
1<jsp

Les fibrés spinoriels, associés aux fibres Spin (V, Q) et spin (V, @), sont définis a
partir du fibré de Clifford. Pour tous sous groupes fermés G de Inv (V, @), les fibrés
Cle (€) et Clg (C) sont, respectivement, les fibrés de Lie et les fibrés d’algebre de
Lie.

Remark 15. Si les applications de transition ¢op (w) € O(V,Q) alors avec les
notations 8.2,

oap (w) (Spin (V,Q)) C Spin (V, Q)
pour toutes les applications de transition 1,5 (w) de C1(¢, Q).

Definition 19. Un G-spineur, respectivement un g-spineur sur un ouwvert W de
W, est une section de I'fy (Clg (()), respectivement I'Sy (Clg (¢)). Les Spin (V, Q)-
spineurs sur ( sont les spineurs de (.

Les Spin (V')-spineurs du fibré complexe ¢ sont les spineurs, dans le sens classique,
d'un fibré ¢ isomorphe au fibré Clgpin vy (¢*).
10. AcTIiON DE CLIFFORD

Dans ce qui suit,
Spin® (W), Spin (W) et SO (W)
sont les fibrés respectivement, si £* ® C est le complexifié du dual du fibré tangent,
Clgpine(vy (£ ® C), Clgpinvy (£ @C) et Clgoy) (£ ®C)

pour une forme quadratique définie positive @ sur V ot Spin® (V') est le sous-groupe
de Inv (Cl1 (V* ® C)) engendré par les produits pairs d’éléments

u=A,veVavec Q) =1let AecU(1),

SO (V) est le produit en nombre pair d’éléments v € V et Spin (V') peut étre vu
comme le noyau de ¢

¢ :Spin® (V) — U (1), ¢ (v1 -+~ vak) = vog -+ - V101 - - - V2g, v € Spin® (V).
Definition 20. Soit { un fibré vectoriel complexe et ¢ un morphisme de C*-fibrés
¢:Cl(W) — End (¢),

Uaction de Clifford a gauche associée a c est définie par
(s,8) — 55, 5 8(w) =c(s(w))(s(w)),
pour tout s € T' (CL(W)) et s € ' (¢). L’action est continue si
s-s€T((),Vse'(CL(W)) etVs €T (¢).

Lemma 6. Si laction de Clifford est continue alors I'(¢) a une structure de
(T (C1(W)),C (W))-bimodule.

Remark 16. Toutes les actions de Clifford, sauf mention contraire, sont supposées
continues.
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En utilisant 8.5, si ( = § est un fibré d’état, on remplace End (§) par le fibré
§p dans la définition. Le C*-fibré Cl (W) est isométriquement représentable dans
le fibré d’état §. Si p désigne cette représentation, p est continue si

weW — p(s(w))(s(w))

est une section continue de § pour tout s € I' (CL(W)) et s € ' (F). L’espace des
sections continues de § a une structure (I' (C1(W)),C (W))-bimodule. La conti-
nuité et la notion de différentiabilité en dimension infinie sont données dans le sens
de Banach.

Definition 21. Un module de Clifford sur W est la donnée d’un C (W)-module
T'(¢) des sections continues d’un fibré vectoriel compleze ¢ de base W et d’un mor-
phisme C' (W)-linéaire

¢:D(CIW) —T(0),
un module de Clifford sur W est un (I' (CL(W)),C (W))-bimodule de sections con-

tinues d’un fibré vectoriel complexe ¢ de base V.
Remark 17. Avec les notations précédentes, c(s) = cos.

L’action de Clifford est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de Ey, (),
sous l'action de Clifford sur chaque fibre

c(w): By (C1(W)) — E,, (End (€)),
sont {OEw(;)} et E, (¢) pour tout w € W. L’action est fidele si
Ker (c(w)) = {0p, 1wy } » Yw € W.
De
Cl(V) = Mam (C) si dimgV =2n
Cl(V) = Mam (C) ® Mam (C) si dimgpV =2n+1,

on en déduit que pour dim (W) = 2m toutes les actions irréductibles de C1 (W) sont
de dimension 2™ et pour dim (W) = 2m + 1, il y a 2 représentations irréductibles
non équivalentes de dimension 2™ [14]. En dimension finie, sous les hypotheses

dim (¢) # 2" si dim (W) = 2m
et
dim (¢) # 2" si dim (W) =2m + 1

le fibré ¢ s’écrit comme la somme de Whitney

(=¢ead
de sous-fibrés invariants sous I’action de Clifford, c¢’est-a-dire,

s-5€(¢*) siseT(CI(W)) et s €T ((¥),a=00ua=1,

quand Paction de Clifford est irréductible I' (¢) est un module de Clifford irréductible.

Remark 18. Dans [14], laction de Clifford est la donnée d’un espace vectoriel

compleze V' sur lequel agissent chacune des algébres Cl(E,, (£* ® C)),
c=c(w):Cl(Fy, (£*®C)) — Endc (V),

ce qui est équivalent & définir un morphisme du fibré C1 (W) dans le fibré End () ou

¢ est le fibré trivial de fibre V', de base W et d’espace total W x V. Si ce morphisme
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est continu alors l’action est continue, on rappelle que le morphisme c est continue
st pour toute section continue s de C1(W), la section

¢(s) (w) = ¢ (w) (s (w))
est une section continue de End (¢).

Comment étendre 'action de Clifford ¢ & €[(W)? Supposons que cette action
soit défine sur Cl,, (W), on la note

¢n : Cl,, (W) — End,, (¢)

les éléments de Cl,,11 (W) sont des combinaisons linéaires finies de produit fini
d’éléments de Cl,, (W). On pose

¢n+1 : Clypr (W) — Endyq (€)
Cny1 (V1) =Cp (V1) 00, (Vk), v; € Cl, (W)
¢ (v) = iny, (en (V) , Yo € Cl,, (W)
ou in, est défini en 11.4 et on prolonge par linéarité. On peut construire I’action
de Clifford
Coo : Clog (W) — End (€) , oo (v) = ¢, (v) siv e Cl, (W),
et remarquer que ¢, est continue. Pour définition de 'action de Clifford a linfini
c: (W) — End (Q) (10.1)

on prend lextension continue de ¢ ol €nd({) est défini en 11.5. On a un
autre procédé d’extension définie en 11.7, qui permet de définir une extension de
l'opérateur de Dirac a 'algébre de Clifford a 'infini 11.6.

Lemma 7. Sil’action de Clifford sur { est continue son action de Clifford a linfini
est continue. Si cette action est de classe CP, p € N, alors l'action a Uinfini est de
classe CP dans le sens de Banach.

Proof. Une action est de classe CP si s € I'? (C1(W)) et s € I'P ({) alors s-s € I'P ().
La limite inductive permet de conclure. O

Sauf mention contraire, les fibrés considérés sont complexes. On rappelle que
deux C*-algebres A et B sont Morita-équivalentes si il existe un 4-module a droite
plein M tel que B4 (M) est isomorphe & B ou B4 (M) est la fermeture dans
I’ensemble des opérateurs bornés de M de 'algebre des opérateurs de A-rang fini

Ba (M), Ba (M) est 'algebre des opérateurs
Hrs it —> s (t) =1 (s]|t) avecr,s,t € M,
pour la norme ||3¢ || = sup {||r (s | )| : [|t]| = 1} et ||t]| = /||(¢ | ©)||- Le A-module

M est plein lorsqu’il est muni d’une forme M x M a valeurs dans 4 définie positive,
A-linéaire & droite, antisymétrique (u | v) = (v | u)* telle que

(M| M) = A.

Lemma 8. Si M implémente une équivalence de Morita entre deur C*-algébres A
et B alors M est de type projectif fini comme A-module.

On a le théoreme de Serre-Swan, pour la preuve du théoreme on peut consulter
[8].
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Theorem 13. Avec les mémes hypothéses que précédemment, si A = C (W) alors
M =T () ou ( est un fibré vectoriel complexe sur W. Si B =T (C1(W)) alors les
fibrés End (¢) et C1L(W) sont isomorphes.

Un J-fibré ¢ de dimension < +o0o est un fibré hermitien si dim (¢) < 400, et un
fibré d’état si dim ({) = 400, muni d’un isomorphisme de fibré, antilinéaire
J:(—¢
continu dans le sens suivant, si
Jos(w)=J(w)(s(w)),
alors Jos € I'(¢) pour s € I' (¢) et vérifiant
J(w) (uz) = J (w) (u) %, J (w) (au) = x (a) J (w) (u)

(O () () | J () (0)) e = ] ), ) -
Si on suppose 'existence d’un isomorphisme antilinéaire J de I" (¢),
J:T()—T()
vérifiant si s,t € I'? (¢), a € T (CL(W)) et p € C (W) alors

J(sp) =J(s)P, I (as) = x (a) I (s) (10.2)
et
() [J(@)=(s]t), (10.3)
I'(¢) est une J-algebre. Un J-fibré ¢ défini une structure de J-algebre sur I' (()
avec

J(s) (w) =J(w) (s (w)), we W.

Un fibré de Morita ¢ d’indice n > 1, respectivement d’indice n = 400, est un
fibré hilbertien de base W pour lequel, I" ({) est une J-algebre, et il existe un *-
isomorphisme entre les fibrés Cl,, (W) et End (¢), respectivement entre €[ (W) et
(B. Si ce fibré est muni d’une action de Clifford continue et irréductible ¢ vérifiant

(ulc(w)(a) (U))Ew(() = (c(w) (a”)u | U)Ew(g)
pour a € E, (CIL(W)), u,v € Ey (), z € C, w € W, cest-a-dire, Yoo € T (C1(W))
et Vs,t € I'(¢) on a
(s e(@) ) = (el () 1) (10.4)
ol ¢(a)" = ¢ (a*), on dit que ¢ est un fibré spinoriel.

Definition 22. Une représentation spinorielle, d’une variété W orientée, est la
donnée d’un fibré spinoriel de base V.

Sin = 400, la représentation spinorielle est une représentation spinorielle définie
sur un fibré d’état. Une structure de spin, sur une variété W orientée de dimension
paire, est la donnée d’un bimodule I" ({) garantissant ’équivalence de Morita entre
C (W) et T'(CI(W)) et d’un isomorphisme J vérifiant 10.2, 10.3 et 10.4. Une
structure de spin définie une représentation spinorielle sur W d’indice 1.

On s’intéresse au cas particulier suivant. On se fixe un fibré d’état § sur W et
une représentation isométrique compacte de €l (W) dans §

p: (W) — Fk,
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si 'action de Clifford associée a p est continue, on peut définir I'indice dimensionnel
d’une section s € T' (€[ (W)) par

+o0
indice (s) (w) = inf {p eRT*: Z o (|p (w) (s (w)))F < +oo}

n=1
ol p (w) (s (w)) est un opérateur compact de Ey, (F). Si indice (s) (w) est un pdle
d’ordre fini ou infini de

+oo
2= Y (p(w) (s (w)))°

ayant pour décomposition

> ak (w) (2 — indice (s) (w))"
kEZ
la régularisée de la trace de s (w) est la valeur ag (w), le contre-terme est
a_p (w)
jene (2 — indice (s) (w))

pour les régularisations de trace on peut consulter [10].

k?

Remark 19. Pourquoi définir lindice dimensionnelle d’une section s, la raison
qui justifie cette construction est donnée par la rénormalisation dimensionnelle de
’t Hooft et M. Veltman, la trace définie l’intégrale a renormaliser et l'indice dimen-
sionnel donne la variation dimensionnelle dim (W) + €, on peut consulter [13].

L’espace T'c (€1 (W)) est I'espace des sections de €1 (W) pour lesquelles
inf (indice (s) (w)) > €
olt e € R,
Proposition 1. T'c (€L(W)) est sous-algébre de T (CL(W)).

Proof. Pour une preuve on peut utiliser 2.3, 2.4 et 2.5. O

11. OPERATEUR DE DIRAC DANS UN FIBRE D’ETAT

Le but de ce paragraphe est de décrire 'opérateur d’évolution 7.1 par I'opérateur
de Dirac défini par une représentation spinorielle. On se fixe une connexion V sur
un fibré vectoriel ¢

V:I® () — T ()" (W)
V est une application linéaire vérifiant la regle de Leibniz
Visp)=V(s)p+s®dyp
ot p € C® (W), s € ' (¢) et Q! (W) est I'espace des 1-formes.
Sur une carte de trivialisation W de W des fibrés ¢ et &*, si {sqa} et {dﬁ} sont
des sections de bases locales de ( et &* alors
Vs, =T2s, @ d°, T2 € C (W)
sis=s;0"
Vs=(d+T)s
ol
ds = sq @ dp™ et I's = p"I'l35, ® dP.
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Si ¢ = € est le fibré tangent, on se fixe une métrique pseudo-riemannienne sur
W, notée g. Soit V la connexion de Levi-Civita, de torsion nulle et compatible avec

9,
g(VzX,Y)+g(X,VzY)=Lzg(X,Y) ou X, Y et Z€ x(W)=D>(¢) (11.1)
et Lzg(X,Y) est la dérivée de Lie de g (X,Y) le long de Z.
Remark 20. Par abus de langage, on note 11.1 par
g(VX,Y)+g(X,VY)=d(g(X,Y)).
On définit la connexion de Levy-Civita sur &, par identification de g (X,-) &
w = X°. La connexion de Levi-Civita s’écrit sur &*
VoY =d(w(Y)) —w (VY),
localement B
Vw = (d - F) w
ol B
dw =d° @ dpp et Tw = —pT?_d* @ d".
Si X € T' (&) et V est une connexion sur le fibré vectoriel ¢ alors on peut étendre
la connexion & Cl (¢, Q) pour toute section lisse ) de formes quadratiques en posant

Vx (st) = Vx (s)t+ sVx (t), Vs, t € T (CL(C,Q)) et Vx (s) =V (s) siseT(C).
Lemma 9. V est une connezion sur le fibré vectoriel C1(¢, Q).
Proof. On a pour s = s1--- s avec s; € I' ({)
Vx (5¢) = Vix (51 85-1) 85 + 81+ - $5-1Vx (59)
= Vix (517 8k—1) Sk + 51+ 861 (srdep (X) + Vx (5) 9)
= (%X ($1+ - Sg—1)Sk+ 81 Sk-1Vx (s)) ©+s1- - skde (X)

= Vx (5) o + sdp (X).
O

On peut étendre une connexion V, définie sur un fibré vectoriel de dimension
finie ¢, en une connexion V définie sur Cl (¢, Q). Par ce procédé, on peut construire
pour chaque n € N, une connexion notée V,, avec

v0:v7v1:67v2:%7 7vn+1:ﬁ7

cette suite de connexion permet de construire une connexion a l'infini, notée Ve (¢,9),
en posant

Vo |F(Cln(<7Q)): Vn, (VOO)X S = (Vn)X ssisel (Cln (C, Q)) . (11.2)

Pour une métrique pseudo-riemannienne g, on note V la connexion de Levi-

Cita. Cette connexion a une extension sur €[(W), notée V), comme extension

continue de V¢ o). Si (W, (,J) est une représentation spinorielle d’indice 1, il
existe une unique connexion spinorielle sur ¢, notée V¢, vérifiant

(Vs 1) + (51 V&) = £x (s 1)
commutant avec .J,
IV = V5 J
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et telle que
VS (e (s) (1) = ¢ (%Xs) (t) +c(s) (v;t) VX € QP (W),
L’action de l'algebre de Clifford peut s’écrire comme une application
c:T* ()@ (CI(W)) — T (), c(s®@v) =c(v)(s), (11.3)
avec cette représentation on a la définition suivante,

Definition 23. L’opérateur de Dirac D d’une variété a spin (W, (, J) est Uopérateur
de T (¢) défini par
D=—i (Eo VC) .

Theorem 14. D est l'opérateur de Dirac de la théorie quantique des champs.
Proof. Pour une preuve on peut consulter [14]. ([

L’opérateur de Dirac peut s’étendre a un fibré d’état comme suit. Supposons qu’il
existe un fibré hermitien ¢ de base W tel que Cl(W) et End (¢) soient isomorphes,
on pose

End,,+1 (¢) = End (End,, (¢)) et Endg (¢) = ¢.

Il existe un plongement naturel in de ¢ dans End (¢). Sur les fibres F¢ et Fgnqg(c)
on définit le plongement

in : Fe — Fgna(e), in(u) : Fe — F¢
ot si {e;} est une base orthonormale de la fibre ¢ et u = Me;
ing (u) (v) = dej, o = Np?, v=ple;.
Pour une carte de trivialisation de ¢
Pa 17 (Wa) — Wa X Fy, ¢ (w) (u) = (w, 9o (w) (w)) i u € Ey (C)
et End (¢)
VYo - Wéid@) (Wa) — Wa X Frna (o)
on définit le morphisme
ing =9, 0040 ¢qa, o =1y, xin.
Sur W, N W3, les égalités suivantes sont équivalentes
ing (w) = ing (w),
Yt oho g, (w) :1#51090@3 (w), 8 =0, =0g sur W, N W,
hga (w) 0 in = inogga (w)

ol hga (W), gpa (w) sont les applications de transition de ¢ et End (¢). Pour tout
ORS Fg

hga (w) (in (v)) = in (gga (w) (v))
et ainsi
in, = ing.
On note ing le plongement
ing : ¢ — End (¢),

et
in,, : End, (¢) — End,4+1 (¢) (11.4)
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est obtenu par itération. Les endomorphismes I;; de F¢, dont les matrices dans la
base {e;} sont définies par
Gyt — {1 (km) = (0.5)
m 0si (k,m)# (i,4) ~
forment une base de Fgyq(¢), le produit hermitien est défini en faisant de /;; une

base orthogonale, End (¢) devient hermitien. On peut procéder de fagon analogue
sur Fgnq(¢) pour définir une suite

End, 41 (F¢) = End (End,, (F¢)),

a isomorphisme pres cette suite est indépendante du choix de {e;} et cette con-
struction s’étend au fibré ¢. On définit ainsi un systéme inductif {End,, (¢),in;,}
ol
iny, =in,_q0---oin, : End, () — End,, ({),
ol in,, est le plongement
in,, : End,, (¢) — End,,41 (¢)

induit par itération. On note €nd (¢) la complétion de la limite inductive du systeme
inductif

{End, (), in} (11.5)
qui est un fibré hilbertien si ¢ est un fibré hermitien.

Lemma 10. €nd (¢) est un fibré d’état pour lequel si C1(W) et End (¢) sont iso-
morphes alors €L (W) et End (¢) sont isomorphes.

Les constructions précédentes permettent de définir 'opérateur de Dirac & 'infini
en posant

D =—i(coVs) (11.6)

ot I'extension continue de VS, est encore notée VS et ¢ est 'extension de ¢ de
Cl(W) a €l(W) a valeurs dans End (¢) définie par

c: (W) — End((), (11.7)
¢ est I'extension continue de
Coo 1 Clog (W) — End (¢),
Coo |1, 01)= Cn
cn, est obtenu par itération en posant
¢:Cla(W) — End(¢), ¢(v1---vg) =c(vi)oc(vg)---oc(vg)

ol v; € Cl; (W) = Cl (W) et par itération on pose

Cnt1 = Cp et ¢ =c.

L’opérateur ¢ est défini par
T RT™®(CI(W)) — T (), c(s®@v) =c(v)(s).

Sous certaines hypotheses, les propriétés de 'opérateur de Dirac D s’étendent
a l'opérateur de Dirac a l'infini ©. Si lextension de l'action de Clifford est celle
définie en 10.1, T (€[ (W)) opere sur End (¢) en posant

TIT (€0 (€) @ T (CL(W)) — T (€nd (¢)), T(s @ v) = ¢ (v) (s)
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on peut étendre la connexion V de ¢ en une connexion
VEnd(C)u = [V, u]
par itération on a une connexion sur End,, 11 (¢)

vEndn+1(<)u = [vEndn (€)> u}

et une connexion a l'infini Vg,q_(¢) sur End_ (¢), I'extension continue a &nd ()
est notée Veny(¢). Si Vgna(c) est I'extension de la connexion spin

(vgnb(q))x (c(5) (1) = c((Veiwy) x 8) () +¢(s) ((Vgna(C))X t) :
s €T (CLOW)) et t € T (€nd (¢))

ou X est un champ du fibré tangent ¢ sur W. La généralisation de 'opérateur de
Dirac pour une extension de Clifford de €[(W) dans €nd ({) est

12. CONCLUSION

Dans une premiere partie on s’est intéressé aux représentations isométriques des
fibrés de Fredholm dans un fibré d’état. Les espaces de Lebesgue-Schatten-Macaev
sont décrits & partir des espaces de Schatten. L’homologie et la cohomologie des
fibrés de Fredholm sont étudiées a partir de I’homologie et la cohomologie sur
chaque fibre. La notion de métrique spectrale, transformation de Wick et la quan-
tification du fibré d’état § par les observables de Dirac donnent une description de
I’évolution d’un systeme physique quantifié. Les constructions spinorielles définies
en dimension finie peuvent s’étendre a l'infini. On donne un sens & 'opérateur de
Dirac sur les fibrés d’état. Peut-on, a partir de ces extensions a 'infini, donner une
représentation non commutative du modele standard sur un fibré d’état? Beaucoup
de questions restent ouvertes. La suite de ce travail consiste a écrire le modele stan-
dard de la physique sur les fibrés d’état. Méme si ce document est incomplet, dans
I'approfondissement de certains résultats, il a le mérite de proposer aux lecteurs
une représentation spinorielle sur les fibrés d’état. Les extensions des opérateurs
de Dirac a 'infini donnent des outils pour ’étude des fibrés d’état a partir de leur
base.
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