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Jean-Noé€l BACRO

L.S.T.A., tour 45-55
4, place Jussieu 75252 PARIS CEDEX 05

Soit xl,xz,... suite de variables aléatoires i.i.d. ; on pose
n

» 8, = I X,. Pour K(i) =[u(i) +d log(log(i)) 1, d€I-x,+=[,
1=1]

i) = c log(i) ou [c log(i) 1, ¢>0 , on s'intéresse a la statistique de

(

he T(n,K = = = - a 3
pp, T(n,K(n)) Tn 12:511(51"'1((1) Si) Pour tout appartenant 3 un

ertain intervalle, nous montrons que 1'expression (Tn- @K(n))/log(log(n))
Pour limite supérieure presque sfire (p.s.) (% = %) 1%;«- > pour limite infé-
feure p.s. et pour limite en probabilité —(%— + g)%* , o t* est un nombre

Cc

e dépendant que de o et de la distribution de Xl.

ts clés : lois d'Erdds - Rényi ; statistique de Shepp ; grande déviation.

) Introduction et résultats -

Soit Xl,XZ,. .. une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme

oi, telles que :

Al) E(Xl) = 0=y GAL) ){1 nq; dégénérée, i.e. P(X1=x)<l pour tout x ;
i=

B) e = supl ¢z o) = ECe M<o } 30 .

Soit k(1) » i=1,2,... une suite d'entiers positifs. On pose So=0 5

n=xl+-.+xn » T_ = sup (S

. =S S
Tsien 2 RGL) T A1



En 1964 , Shepp [8] a montré le résultat suivant :

T
lim -K-(%)— =a p.s. , lorsque K(n) = [c Log(n)] , € et a étant liés :
nie
L
- ]
par 1'identité et = Inf {o(t)e a.t} , avec a &€(0,A) , ot A = lim 2

tE&(o,t ) . O
) )
Ce résultat est i rapprocher de celui d'Erdés—Renyi (1970) , od 1'on

considére la statistique U_ = Sup (
0<i<n-K(n)

Récemment Deheuvels-Devroye (1983-1985) et Deheuvels-Devroye-Lynch (1986)

By o)

ont obtenu les résultats suivants ; considérant o et c = c(a) comme précé
ment défini :

Théoréme A : (D.D.L.(1986))
8'(t)

Soit t* = t*(u)é(O.to) unique solution de 1'équation o
Alors, :
= ) = * .
(i) Lin;&_laus;up (Tl_1 oK (m}}log(log(n)) (1/2t%) p.s. 3 P
(
(i) 1fm  dnf (Tn—uK(n))/log(log(n)) = - (1/2t*) p.s. ;
nyee L,
(iii) 1im (Tn-al((n))/log(log(n)) = - (1/2t*) en probabilité.
-

Dans les assertions (i), (ii) (diii) , Un peut remplacer Tn'

t 1
Remarque: Soit e lf'J 2 tm'(t)dt , ot m(t) = i('(:;) 5 1
o 1
5 -c ~thet
D.-D.-L. (1986) ont prouvé que pour tout o€ (0,A), e = d(t*)e s

ol t* unique solution de 1'équation m(t) = a, c E(co,w) ; de plus, pour to¥
cé(co,w) , il existe un unique o €(0,A) tel que c¢ = c(a).
Nous prouvons alors que les résultats du théoréme A ne peuvent Etre

améliorés, par l'intermédiaire du théoréme suivant :

Théoréme B :
Pour tout a € (0, A), ou d'une maniére équivalente, pour tout ¢ G(Co’”]

s1 1%an @



-

[

—
n

[u(i) + d log log(i)] , d€J-=,+= [, et u(i) = c log(i) , ou

[c 10g(i)] , alors :

=
—_—
[
—

n

Tkt Ba v y
(1) iiz m = —("2- + E)E-* en probabilité ;
T -aK(n)
(ii) lim sup S . ('1— Lt p.s.
h2>®  log log(n)

T -aK(n)

(iii) lim inf ——Mm—— =
s log log(n)

1 d.
- (2 + c)t* pP.S.
Les assertions (i), (ii),(iii) restent vraies si 1'on remplace T“ par

U = Sup (s - §,), statistique d'Erd8s-Renyi.
0¢i<nK (n) i+K(n) i :

IT . Démonstration du théoréme.

Nous procédons comme suit : dans un premier temps (partie a ) nous
montrons que le théoréme est vérifié par K(n) = [c log(n) + d log log (nﬂ
puis nous étendons le résultat au cas K(n) = [[c log(n)] + d log log (n)]

(partie b ).

4) Cas ol K(n) = [c log(n) + d log log(n)] , dEl—m,4m [

La base des démonstrations est un théoréme de Pétrov (1965), sur les

grandes déviations.

Théoréme 1 (Pétrov (1965))

P(s 2n o)~ TE) exp(n(log(d(e%)) - tra)),

uniformément en tout o E(e,min(A-€,

™ =

VDL e oi €>0 est arbitraire, et
(t)>0 est un nombre ne dépendant que de t* et de la distribution de X .
Pour un choix explicite de Y (t*), voir [7]

Corollaire 1 : (Deheuvels - Devroye (1983)) 1

Soit  a €(0,A), et (v,)

Quand f 4o 4

2
) >0 une suite de nombres telle que ny . a0
Alors uniformément sur toute suite (zn)n telle que | znl sly

n

P(SHZn(uH.n))- igir*) exp(- f Jexp(-nz_t*)



_Une démonstration directe de ce lemme peut Eétre consultée dans [4] .

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2 :

Pour tout e €R , tout a€&e(0,A) , on a :

4 log(km)) 1
D<n P(SK(n) > aK(n) +(et+ »-2) —T—-) < e Den
d
c
s bt (t*)cl +ol(1) :
- e =
K@ 22
Preuve :
K(n) d  K(m)+l
Par définition de K(.) , ona : (l)e <n (10g(n))c <e £
Appliquant le corollaire 1, on a :
L I
. e Ex 7 =
B(s, i et (252 572 K@)y y(evye © k) 2 ¢ 2

d 5
c (105(n))t(1+0(l)) , on a directement le résul- ¥

e [-%

Remarquant que K(n)~
tat cherché en utilisant les inégalités (1).
Pour la démonstration proprement dites du théoréme B , on utilise la suité

croissante d'entiers (nj)jw , définie par ny = inf{ n : [c log(n) + dlogls

j} ; il est clair que pour tout n tel que nj'_<_n<nj+1 , K(n) = j.
Lemme 1 :

T —aK(n)

1 anlt
(1) lim sup ——— < (5 - 9= pis. ;
bk log(K(n)) 2 c’t*
faaal E 3oddl

(44) pour tout e>0 , P(m A=z ¥ o +e)—n—: L

T -aK(n)

n 1 d, 1
Eiatai)) liﬁei‘nf Tog (K(n)) £ = (2 + c) t*.p.s.
Preuve :

Pour njin‘(nj_'_l , on a Tn_<_Tn _p = Sup A, ou™R - Sup (S]_-!'K(l)—'

. mo i,
31 0<i<] n il(ni_'_

I 1



) On montre que pour tout €>0 , P(A

i d, log(j
ji“.'] +(E +g - E) oti ) i.0.) =0

1'on en déduit le résultat cherché.

= -(e+1)+ =
o e -nj>(w(::*)arou))eil :
482

r application du corollaire 1. Or nj+1_nj e © (1) c(1+c|(1) , d'ol, pour tout

0, P(hj}_uj + (“;' +e- %)1—:§le) £ 09 (1+E)) terme d'une série sommable en j.

lemme de Borel-Cantelli permet de conclure.
i) On pose ©, =T 3 1'assertion (i) permet d'affirmer que, pour tout
3 “;]+1‘1
b

| ,P(ejZOEi +(% = _ogij__) reog 0 ; par suite changeant j en (j-[ 1),

e __.&L;ll
PO ye/2 0l + +e )) ) — P
De plus, posant Aj =aj + (-% “Q;L,EL s
s SR = o(j"¢/2
dﬁup A2 < & P(A A ) $ i oLy, = 01T 9,
R Acacy J=C3 =1<i) o e e

13 » 4
Posant El = Tk > ona le résultat cherché.

1) la démonstration est basée sur le fait que pour toute suite d'événements

tel que P(An) _n':l , alors P(Al_1 i.0.) = 1 ; posant

= {Tnf_ﬂK(n) + (- % +e- %) Eg?l:(_nl} ot €>0 arbitraire, on a , via (ii),

=1, 4" ol 2a conctdaton ad Tedne: 1

n
l2 suite des démonstrations nécessite 1'emploi des deux lemmes suivants :

€ 2 : (Chung-Erdés (1952)).

Pour toute suite d'événements AI""’An , on a :




Lemme 3 : (Deheuvels-Devroye (1983)).

Pour 1<i<k , soit S, =X

4 y TeestEy o 81 o= Xyt K

S" Xyt --t¥ 4 - Alors, pour tout x , tout q et pour tout t €(0,t*), on:

P(S,+S)_.>x ; S} .48 >x) & (<p(c*)) g, P(S >x)(4»(1:))i St Og)

Lemme 4 :

Pour tout €>0 , on a :
n—uK(n)
P s> %8 " L) o

Preuve :
Pour nj$i<“j+1 » et €>0 arbitraire on pose : A, = {S 1+ Si>lj} , ot
A, =aj - (l"- +e+ E)M »yet A, = Sup €S, ..=5.)5
B 2 e t*¥ 3 el ;s (i
S
P(A> Ag) = P(:LL-)IA ) od N=ng -n. Par définition de (1) 554 -
J deid L 3 2 d d
e® 7% e re (1)) <N <e © 37 S (l0(1)).
N
On montre, par le biais de deux conditions suffisantes, que (*) P(UA =¢l
i=1
ce qui, via la relation Tn 2 Ilj pour nznj_'_1 ¥ nous.permettr&. de conclure.
Utilisant le lemme 2 et 1'indépendance de A; et A, pour | -1 > .
il suffit de prouver pour montrer (*) : (i) I\IP(A.:’)j e

2
(11) I P(aA.NA) =o {NP(A)I):
|i-l|<j i i 0

i#1
1<1,1<N

(1) est évident par application du corollaire 1.

i |
(ii) revient & prouver que pour tout €>0 , N I P(AoaAi) = o(jZE).

i=1
i 2 d
- = £ 0% * = - o ;
Posant x J\j et g=0j & log( ¥t )).+t*1og(1) T log(j) , on a par
le lemme 3 ;
= d 04 E+%
P(AoﬂAi) < et T P(Ao)e" j

ol .0 = t( ;1;; log (9(t*))- -'12 log($(t))) > 0




(-:/2:|

oit 1 =[] jona:

j 371 g
tp(a NA,) <21 P(A )+ I P(ANA,) , et par la précédente inégalité
gt = o o 2 &
=] i=1+1
] : 4 o 75 o
I P(A ('\Ai) s ZlNP(Ao) AR R 0 o D (8 i i NP(AO)_'] = <
E, ° i>1 l-e
%
=2
ag & ST s

La condition (ii) est ainsi démontrée, et 1'on a pour tout e >0

[Tnz J\j)ij—r 1 uniformément en tout n tel que nj+1$n<nj+2 ; cela implique

d log(K(n))
(Tn_>_u K(n) + (- T b 2¢e) = ) = 1 pour tout €>0 .Le lemme 4

st alors démontré.

emme 5 :
T —aK(n)
n 1 d, 1
HRo? Toglk@)2 270 o Pes

reuve :

Soi = =
| el Sup (si-i-j Si)' Pour tout

<n<n
n<idng ) -3

n:j 441 * on a Tnsz.
V2 montrer que pour tout e>0 P(szptj + (% —-£- %)l_o%é‘jl ii0.) = 1 , ce
ui nous permettra de conclure.

La suite (Fj)j est indépendante ; il faut et-il suffit donec de prouver que

jEP(Fjg aj+(%__g_.‘i).l_°3£.il)=gp =

c’ t* j 5 i
Soi - » & 5 = L ___dy log(j)
oit Ai {Si+j S:.-Z x} , ot x =aj + (2 € c) e .
N
Pj = P(iljl Ai) s ol Nu= n:]+1 - nj -1
Utilisant le lemme 2 et le corollaire 2, on a :
cf j-2(1-a)
P = (130 (L))",
37 g7y | P(AN A)

i=]

1 et ¢, constantes positives.



On montre alors qu'il existe ¢y » constante positive, telle que :

N P(AN A < (egto(1))57!

T s
I_[jeIZJ

Cela suffira, car alors :

J - _1+3€ 3€
NI PANAD < (egt0(1))i) + (epto1))] (e +0(1))J >
1=1 ° :

f.e. Pj > (14+o0(1)) E%_ j_H-E/2 » terme d'une série divergente en j , d'ol
2

1l'assertion du lemme.

Soit q = af - G- log(e(ew) + (1+ 2 1B _ 4y
Appliquant le lemme 3 , on a :
j d St 2y
P(AonAl) < e‘l j'c 1 -(l+2/e)+ P(Ao)jt* ZORE 001 s,
2 d 2 1 A
j = = % = —l+e+ —(e+ -+-)e
B o Lo BAAAYA) <@° ¢ + o@EI"TT) ™ + (c,+0(1))]
T 4-¢
< (03 + c»(l))j_l » Cy constante positive.
Lemme 6 :
T —aK(n)
n ik
Un fnf pwm)2 - Gt Om P
Preuve :

Pour nj<n<n s on a T > T + On montre que, pour tout £ 200
%
@
5 P(T < aj - (% + e+ %)E%%ill <& , et 1l'on conclut via le lemme de Borel-
=1 "

Cantelli.
Soit Q, = Sup (5 =5,) , ou
L apiaidanay; W T 3
i€J
]

r=§,1,2,... }; soit L 1le plus grand entier tel que (2L + 1)j-1 < nj—j.




n,+j-1 n
Onea, L = t" (""i— -1)]~ 5‘} . Pour tout M tel que O<M<L ,

na:T > Sup Ql - La suite (Ql)1 est indépendante. On choisit M = o(L)
By MSI<E

el que, pour tout 16_{2Mj,...,(2L+1)j} , on ait j—lo E*)o(l) <K< ]

» ol
es termes en "o(1)" sont uniformes en i quand j tend vers = . Soit

: 5
rai - Gre+ HIBAD S pr )< M RQCA) < exp(- T P(Q2A,))
' i AT gy * T 1=M 173

On a, par une inégalité de type Bonferroni :
@210 2 = B(s

> A)- g(ii)pe -82> 4, ;8 -8 x)
iC—.Il K(i) &l e r+l<(r) i s+K(s) s 5

(x, 5)61
i1 . Jjﬂ 2{1‘;.],...(21+1)j-l} .

|v

Par le corollaire 1 , on a uniformément en tout ié.Il s pour j assez

rand : 3
3 € d
P(Sg(y2 X ) 2 (#(eR)+o(1)) “"5‘_'+°
K(i)=

1/ec
N (e Y(e*)+o(l sl e ed s Niog ()
)PISK(U 22 3——&;1)&, = > (1+o(1))P(SJ3*J-(Z + 5% o) =
e

BET
ar le corollaire 2
Mont 5 5 »
ontrons alors que r*sE P(Sﬂ_K(r) B2 AGS S SSZAJ)
(r.S)eI
B i bl i ZN))
iep -
1
U encore, compte tenu de (*), que :
N-1 v
L P(S >uj o (_ d., _%)l_oﬁéj_).. e i S E/ Taj —(2+ + Og(,i
=g . Jaefd o b, rlj
P oLy 4 SeRtosll)
9(NP(Sj2€IJ (5 + < ¥5 )= 0)pe, Iavee
= Nombre d'indice 1611 : Nyjl'Eﬂ' quand jae .
Cela revient a montrer que :
Ilp el —d 1 d, log(j)
o P 3 e e . = L e )
B sj+r[je/4] = (1745 25 = oty 8.0 ol s Al 6 gt sl

.
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Appliquant le lemme 3 , avec q = aj - E%—log (o(t*)) + é%log(m) - E%?iqm

=041, ona:
P(S.>x 5 S -5 > - % sy=(Es %) 5+;+§
T x) < (1+o(1))e ~ {r '} +(L;+o(1))] A
avec 030 , L, = y(ex)cd/e (e,
Sommant sur r , on obtient :
by "3{ 4(5—%)
1_':iop_(sjz:: H sj+r[j5f“1— sr[jeM]z x) < (4o(1))e S{0(3 ).
1 L, i % e-@thEMJ }
l1-e e[jem ] ;
C'est-a-dire,
N-1 E+% _%
rED RS 2% Sj+r[j€/4]_ Sr[jEM]z x) =io(] Se 9

On en déduit :

P(T < A.) < exp{-(L-M) (1+o(1)) P(Q > Aj)} , d'ol
d/c

1 j
P(T, <)) < exp (- (c—@

]

On a une majoration par un terme de série convergente en j , d'ou la

6/4}

o (1) s car L - M= L(l+o(l)).

conclusion du lemme 6 .

b) Cas o u(i) = [ ¢ log(i)] .

Reprenant les mémes schémas de démonstration, on montre que les lemmes
1,4,5 et 6 restent vrais si 1'on a

K(n) = [[c log(n)] + d log log(n)] , d€l-=,+= [.
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L'idée directrice est la suivante : on se raméne au cas ou la fonction

.) est constante sur des intervalles I, , sur lesquels un corollaire de

]

ne type que le corollaire 2 s'applique de "maniére satisfaisante".

Soit kj = inf {k/ [c log(k)] = j} ; posant I:l = [kj’kj+1[ , Oon a pour

ut kte , [e log(k)] = j.
+ -

Soit K, = sup {K(kj) : K(k.__]_'_l—l)} H Kj = Inf {K(kj) 5 K(kj+l-1)} g
mme 7

Sur IjU 1‘:“_1 » la fonction K(.) est telle que sa restriction a Ij ou
Ij+t est constante. En d'autres termes, il est impossible d'avoir

- + -

K;] +1 et Kj+1 =K_H+1.

euve

Soit V(x) = d log log(x) et U(x) = c log(x). Si x, est tel que

3

! -1

(Xj) j alors kj-1. < X, < k_-]' V(xj+1) - V(xj) + 0 car (VOU )' +0.
: )

mme —kj__ ‘J—_H.T’ s V(kj+l—l) - V(kj)JTF 0

rai . = i = 5U -
aisonnement est alors le suivant : Soit Aj {152 )LJ}, ol !\j iEpI(Si"'K(i) Si)'

~ Come K(n) ~[c log(n)l , (1) Aj et Aj sont indépendants si
1 2.
- +
1"12E_>_2.0npose A =isupl (S .. =SS Ay =igup (S —8L) 5 et
3 ite i‘l'Kj i iEIj i+Kj i

o Aj événements associés.

3

g, A < Mamthl oA
J-ax(i 3

) et "au moins une fois sur deux" , A-; = A, (lemme 7).

T P(At) + 3 P(A]) <= , limsup A, =9 pus.

| J i . Je®
L Inf {P(A,,) ; P(A,.,.)} =, lim sup A, =Q p.s.
3 43 43+1 e - i
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(1)- évident par le lemme de Borel-Cantelli.

(ii) La suite (A4j, 4j+1) est indépendante via (l). Par ailleurs, il

existe une application déterministe .qUi fixe Alrj ou A4j+1 a étre
AAj ou A,y 3 alnsi P(AajL}A4j+l) > Inf {P(AQj), P(A4j+1) } et
1l'on conclut par le lemme de Borel-Cantelli.
Lemme 9 :
Pour tout ct£RR, on a :
1
1 d, log(K(n)) e
D<n P(SK(n)zcc K(n) + (ex 7 c) 5 yoLie™ D
ou d
*3c® +0
D= My(t*)e + i(l) » avec M canstante
' + =
; k(nf* 27 2

telle que e <M<1

Preuve :

I1 suffit d'appliquer le corollaire 1 , et de remarquer que

_K(n) i I fc log(n)] d d [c log(n)] [c log(n) J+1
e S s We < c© K(n)-'c , et e < . fn<e <

Reprenant les mémes schémas de démonstration qu'en partie a) , on peut
obtenir, grdce au lemme 9 , les mémes types d'évaluation de probabilité, qui
ne sont pas modifiés si 1'on remplace j par j+l ; on .choisitdonc de faire
les calculs pour K:_]' o et_ensuite on fait 1'évaluation pour K;+1 . La naturt
des séries mises en évidence n'est pas modifiée si 1'on prend un terme sur

quatre (soit 4j, soit 43+1) ,puisque du c5té divergent on minore par des sériesé

Rieman.Nous pouvons donc transposer sans difficulté aucune les démonstrations &

la partie a.

Démonstration du théoréme B.
I1 suffit de combiner les résultats des lemmes 1(ii) et 4 , 1(4) et
1(iii) et 6, ainsi que leurs extensions faites en b), pour obtenir les asser~

tions (i), (ii) et (iii) du théoréme B .
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