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Encadrements limites de lois

de type Erdos-Renyi-Shepp

par

Jean-Noël BACRO

L.S.T.A., tour 45-55

4, place Jussieu 75252 PARIS CEDEX 05

Résumé

Soit suite de variables aléatoires i.i.d. ; on pose
n

s0 = o , Sn = Z X^. Pour K(i) = [ u(i) + d log(log(i)) ] , d £.]
i=l

u(i) = c log(i) ou [c log(i) ] , c>0 , on s’intéresse à la statistique de

Shepp, T(n,K(n)) = T = sup (S Pour tout a appartenant à unn
l<i<n 1+K(1) 1

certain intervalle, nous montrons que l’expression (T^- aK(n))/log(log(n))
3 pour limite supérieure presque sûre (p.s.) ^ ^ t* ’ pour infé-
rieure p.s. et pour limite en probabilité -(4 + — )— , où t* est un nombre'

c t*
ne dépendant que de a et de la distribution de X^.

Mots clés : lois d'Erdos - Rényi ; statistique de Shepp ; grande déviation.

I) Introduction et résultats

Soit XpX^,... une suite de variables aléatoires indépendantes
1 1 _ _

, d.

l°i> telles que :

fÂ1) E(X ) = 0 ; (Al) X. non dégénérée, i.e. P(XL = x)<l pour
pA3) tQ = Sup{ t : $(t) = E(e 1)<œ } >0 .

J Soit K(i) , i=l,2,... une suite d'entiers positifs. On pose

f»'V--+Xn . Tn ■ <Si+K(i) ‘ V-l<i<n

tou

r



En 1964 , Shepp [8] a montré le résultat suivant :
T

lim kTÏÏT = a p,s‘ » lorsclue K(n) = Ce Log(n)] , c et a étant liés
n-»-00 ' '

^

par l'identité eü = Inf {$(t)e_at} , avec a 6(0,A) , où A = lim
té(o,t ) t*t *(t>o o

Ce résultat est à rapprocher de celui d'Erdos-Renyi (1970) , où l'on

considère la statistique U = Sup (S.,,,, X-S.) .
n

0<i<n-K(n) 1+K<n) 1
Récemment Deheuvels-Devroye (1983-1985) et Deheuvels-Devroye-Lynch (1986)

ont obtenu les résultats suivants ; considérant a et c = c(a) comme précéà

ment défini :

Théorème A : (D.D.L.(1986))

Soit t* = t*(a)6.(0,t ) unique solution de l'équation f= ao $(t)
Alors,

(i) Lim sup (T -nK(n))/Log(log(n) ) = (l/2t*) p.s. ;
n->oo n

(ii) lim inf (T - a K(n))/log(log(n)) = - (l/2t*) p.s. ;
n-+*J

(iii) lim (T - aK(n))/log(log(n)) = - (l/2t*) en probabilité,
n ->-oo

Dans les assertions (i), (ii) (iii) , peut remplacer T .

Remarque : Soit c = 1/
°

tm'(t)dt , où m(t) = ^ .
o ■ 1

D.-D.-L. (1986) ont prouvé que pour tout a 6.(0,A), e C = $(t*)e t*°S
où t* unique solution de l'équation m(t) = a, c 6(co,°°) ; de plus, pour tou!
c £(c ,°°) » il existe un unique o< 6(0,A) tel que c = c(a).

Nous prouvons alors que les résultats du théorème A ne peuvent être

améliorés, par l'intermédiaire du théorème suivant :

Théorème B :

Pour tout a 6(0, A), ou d'une manière équivalente, pour tout c 6(c
si l'on a :
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K(i) = Cu(i) + d log log(i)] , d€.]-°°,+<=° C, et u(i) = c log(i) , ou

u(i) = Ce log(i)d , alors :

T -otK(n)
(i)

(ü)

lim
log 'l^rnT = "(i + C}t* en Probabilité ;

n+°° 6

lim sup

T -aK(n)
n

log log(n)

(iii) lim inf
T -aK(n)

n

d.l
- (2 " c}r* p-s-

fl . d.l- - + r)r* p-s.log l°g(n) 2 et*

Les assertions (i),(ii),(iii) restent vraies si l'on remplace par

U = Sup (S , S.), statistique d'Erdos-Renyi.
0<i<n-K(n) 1 K(n') i

Il . Démonstration du théorème.

Nous procédons comme suit : dans un premier temps (partie a ) nous

montrons que le théorème est vérifié par K(n) = t log(n) + d log log (n)J
puis nous étendons le résultat au cas K(n) = [[c log(n)J + d log log (n) ]

(partie b )

a) Cas où K(n) = [c log(n) + d log log(n)] , d£.]-°°,+°° [

La base des démonstrations est un théorème de Pétrov (1965), sur les

grandes déviations.

IMoièmeJ. : (Pétrov (1965))

P(Sn>n a)~ exp(n(log(<j)(t*) ) - t*a)),
uniformément en tout a é,(e ,min(A-e, ~ ) ) , où e>0 est arbitraire, et

‘I(t*)>0 est un nombre ne dépendant que de t* et de la distribution de X. .

P°ur un choix explicite de 4'(t*), voir [7] .

^2I°Üaire__l : (Deheuvels - Devroye (1983))

Soit a é(0,A), et (y ) . une suite de nombres telle que ny^
quand n

on a :

n n>o

Alors uniformément sur toute suite (z ) telle que
n n

P(sn>n(a+zn) )~ ^ exp(- ^ )exp(-nz^t*)
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Une démonstration directe de ce lemme peut être consultée dans [4]

On en déduit le corollaire suivant :
(i)

et 1

Corollaire 2

Pour tout £ £lR , tout a£(0,A) , on a :

d 1og(K(n))

P(A.
J

D< n F'(SK^n) > a K(n) +(e+ -) < eL D ,

par

OU D = 4> (t*)c +o(l)

£>0,

L
( e ± —)+ —

K(ny 2

Preuve :

K(n)
Par définition de K(.) , on a : (lje"^ <n (log(n))C <e C

(ü)

£>0

d K(n)+1

Appliquant le corollaire 1 , on a :

P(SK(n)>aK(n) + loS^(n)))~ y(t*)e c K(n)
- K(n) - + 1_ d ï 1

v- 7 c >~ ?

d d d
— TT "" C "" TT

Remarquant que K(n) = c (log(n)) (l+o(l)) , on a directement le résul-

tat cherché en utilisant les inégalités (1).

Pour la démonstration proprement dites du théorème B , on utilise la suite

croissante d’entiers , définie par n^ = inf{ n : [c log(n) + dloglog(iP+
j} ; il est clair que pour tout n tel que n^<n<n^+^ , K(n) = j.

Lemme 1 :

(i)
Tn-aK(n) L d ]_

lim SUP i riri <7 “ c}t* p-s- 5

n

P (A

log(K(n))

(ii) pour tout e>0 , P(
T -cxK(n)

log(K(n))
< - (i + ^7* +£)- i ;

Le®

T -ctK(n)
(iii) lim inf q-TT7£7T7\ < - (7 + -) ri P-s-log(K(n)) - 2 c t*

Preuve :

Pour n._<n<n . , on a T <T = Sup A. , où A. = Sup
J n nj+l-i 0<i<j 1 1 -n.<l<n., ,

1— 1+1
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M) On montre que pour tout e >0 , P(A ,>aj +(4 +e - —) ^ ^ i.o.) =' '
j— z c t"

et l'on en déduit le résultat cherché.

P(A.>aj
i , . ... "i -(e+l) +

+ q+e - f) )<(n1+l-n ) (Ÿ (t*)+o(l))eXr jj+1 j'
Aai.

par application du corollaire 1. Or n^+^-n^ < e c (~) c(l+ô(l) , d'où,pour tout
, P(A.>aj + (4 +e- —)~*~°|^^) < o (j terme d'une série sommable en j.•j- - '2 .et*

Le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure.
(il) On pose 0. = T ; l'assertion (i) permet d'affirmer que, pour toutJ nj+1
£>0

. £

. P(0.>®j +(-| + e “ ~) y— > 0 ; par suite changeant j en (j-C j 3 )

p<0j-cjE/2j-“J + f+E- ) pr
De plus, posant ^ . = aj + (- 4 +e - —) ,

J z c t*

Sup A.>x.) <

. Wi^CKj 1 J
£

. .e/2
J-[J 3<i<j

P(A.>X.) <i— i —

j-[j£/2]<i<j
0(i‘£) = 0(j~e/2) ,

r le corollaire 2.

te Posant = — , on a le résultat cherché.

(r (iii) la démonstration est basée sur le fait que pour toute suite d'évènements

An tel que P (A ) "1 , alors P(A i.o.) = 1 ; posant

4 ~ ^Tn l«K(n) + (- y +e- ~) 3 où e>0 arbitraire, on a , via (ii) ,t*

P(A ) ► !
, d'où la conclusion du lemme 1.

La suite des démonstrations nécessite l'emploi des deux lemmes suivants

pSüi : (Chung-Erdos (1952)).
Pour toute suite d'évènements A,,...,A , on a :I n

( Z P(A ))■
i=l

u v > —
i=l 1 ? P(A,)+ j PCA.HA,)

i-1 1 i*l 1 1
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Lemme 3 : (Deheuvels-Devroye (1983)).

Pour l<i<k , soit S, - X. + ..,+X. , S.' , = X_.+...+X. etil i k-i i+1 k

S'.' * X. ,, + ...+X. ..
i k+1 k+i Alors, pour tout x , tout q et pour tout t Ê(0,t*), on

»k-i„-t*qj. B,e s„N/4,^vi -t(x-q)P(Si+Sk-i-X ; Sk-i+Sï -X) <+<**» e q+ P(Sk>x)($(t))1e"

Lemme 4

Pour tout e>0 , on a :
T -aK(n)

P(T77^-„V>> - à + -Olog(K(n))— ^2 c;t* J n->-°°

Preuve :

Pour n <i<n . , et e>0 arbitraire on pose : A, = {S.. .—S.>A . }
J- J+1 r i i+j i- j

i+j_Si^X. = aj - +e+ 7)1°f^ , et A. = Sup (S -S.)"2 c t*

N

P(A > X ) = P((jA )
JJ i=l 1

î d d 1

n.<i<n...
J- J+1

où N = n..,-n.. Par définition de (n.).v ,J+1 J J J>°

j+1 d d
e° j-1" cC(ec-l)(l+o(l)) < N < e C j C cC (Ho(l)).

On montre, par le biais de deux conditions suffisantes, que (*) P(VjA.)—+
i=l

ce qui, via la relation 1^ >. TL pour n>n ^ » nous permettra. de conclure.
Utilisant le lemme 2 et l'indépendance de A^ et A^ pour | i—1| j ,

il suffit de prouver pour montrer (*) : (i) NP(Aq)^ ;

(ii) Z PCA.ru,) = o ({ NP(A )}2)-
1 1

i^l
Ki.KN

(i) est évident par application du corollaire 1.

(ii) revient à prouver que pour tout e>0 , N Z P(A H A ) = o(j2£).
i=l ° 1

i 2 d
Posant x=Aj et q= aj - log(<Xt*)) +t^log(i) - ^ log(j) , on a par

le lemme 3 ;

P (A n A ) < eC jc i 2 + P(A )e“0ij £+?
o 1 — o

où .0 = t( log (<Kt*))- £ log(*(t))) > 0
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i f.e/2-, .soit 1 = Lj ] ; on a :

j j-1
l P (A C\ A.) _< 21 P(A )+ E P(A fl A ) , et par la précédente inégalité

i=l ° 1 ° i=l+l °

J e+5 -014 4 -2 leN l P (A HA.) < 21NP(A ) + e c (1-K?£1)) E i + NP(A )j ■ »
I i=l i>l 1-e

3e

< 0(j~2) = P.(j2e) .

La condition (ii) est ainsi démontrée, et l'on a pour tout e >0 ,

P(T > 1.) > 1 uniformément en tout n tel que n.,.<n<n.1„ ; cela impliquen- j j-►«> a j+1— j+2

iP(T >a K(n) + (- 4 - — - 2e) n^) >• 1 pour tout e>0 .Le lemme 4n- 2 c t* n-*-°°

est alors démontré.

Lemme 5 :

Preuve :

T -aK(n)
n

UMUp iogtK(n))— <5 - !> i p-s'

Soit F - Sup (S. . - S.). Pour tout n.<n<n.,. , on a T >F..J
n ,<i<n

, -j 1+J 1 J--J+1 n-jJ" J + l
0n va montrer que pour tout e>0 , P(F.>aj + (4 -e- -)i.o.) = 1 , ce

j— 2 c t*
'lui nous permettra, de conclure.

La suite (Fj)j est indépendante ; il faut et'il suffit donc de prouver que

Soit k± = {s^ - S^> x} , où x = aj + (| - e - ^) loÿ ^ .
N

P. = P( U A.) , où N = n.,. - n. - 1
3 !=! i J+l J

Utilisant le lemme 2 et le corollaire 2, on a :

P. >

2 .-2(l-e)
C1 J

j
c„j (i~e)+2N î P (A f\ A )2

1=1 ° 1
(l+o(l)) ,

C1 et c
2 constantes positives.
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On montre alors qu'il existe c3 , constante positive, telle que

N Z . P(A/U ) < (c +o(l))jl=[iE/Z] ° 1 J
-1

Cela suffira, car alors

N Z P(AonA1) < (c3+o(l))j 1 + (c2+o(l))j Z' ^~(c2+o(l))j1=1

c2
i.e. P^ (l+o(l)) j } terme d'une série divergente en j , d'où

l'assertion du lemme.

Soit q = aj log($(t*)) + (1+ |) _ _±_ log(j) .

-1+-3£
“Z -1 +■3£

Appliquant le lemme 3 , on a :

d t .
, 1 _i_ 2 \" * ‘V*. 0>O .P(AoOA1) < e^ jT 1 (1+2/e)+ P(Ao)jt*

j i £
N Z, P (A Aa ) <(eC cC + o(l))([j/ ]E) 1 + (c7+o(l))j!=[je/2] ° 1 2

£. 2
.2 -,e. -1

“1+E+ p-(£+ |+f)e

< (c^ + o(l))j ^ , c^ constante positive.

Lemme 6 :

T -aK(n)
lim inf jr—,—r. > - (— + —)—- p.s.log(K(n) )— v2 c't* v

Preuve :

Pour n.£n<n . , on a T > T .On montre que, pour tout e>0 ,JJ nj
00

Z P(T < aj - (4 + e+ —))<°° , et l'on conclut via le lemme de Borel-
. , n# Z c tx /
j=i j

Cantelli.

Soit Q = Sup (S . .-S ) , où J ={ nèlN : n = r[ ,1
21j <i<(21+l)j 1 KC ') J

iérJ.
J

r=ç,l,2,... }; soit L le plus grand entier tel que (2L + 1 )j — 1 _< n^-j.
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On a L

n +1-1 n
■ [î «-V- - *)3 - 2} •

Pour tout M tel que 0<M<L ,

a : T > Sup Q1 . La suite (Qi)-i est indépendante. On choisit M = o(L)
nj M<1<L

tel que , pour tout i 2Mj , ..., (2L+1) j } , on ait < K(l)< j ,

les termes en "o(l)" sont uniformes en i quand j tend vers 00 . Soit

■ aj - 4 + £+ i P (T <1 )< n P(Q <À) < exp(-E P(Q>X)).
J L c j 3 1=M 3 1=M 3

On a, par une inégalité de type Bonferroni :

P(V ‘j* i ,££i P(SK(i)i V' rjls £ P(Sr+K(r)-Sri XJ > Ss«(s) ' Ss i XJ>
1 (r,s)£l^

où l1 = J O 2{lj,...(21+l) j-1} .

Par le corollaire 1 , on a uniformément en tout i é.1^ , pour j assez
grand :

j 3 c d

P(SK(i)-Xj } - ^(t*)+o(l))ë'Cr j7r_ + C ,

d'où :

(*> P(SK(i) > y > ~(j ^(t*)+o(1)^ > (l+o(l))P(Sj>«< j-(i + | + f) l0glj))
par le corollaire 2.

Montrons alors que Z
r^s

P(s .-S > X. ; S ,v, .-S >X.) =r+K(r) r- j s+K(s) s— j

(r,s) &I.

o( E P(S ( . > X ))
iél ' KU) “ 3

0u enc°re, compte tenu de (*), que :
N-l

N l P ( S . > aj - (I + É + £)log(j) . s _ o >ai _fl+d+£)lo£(l).) =
r=o J-aJ 4 c 23 t* ’ 4. r.e/4n p. e/4-,- 3 4 + c + 2} t* ’J+r [j J r Lj J

= o.(NP(Sj>a j - (^ + f + | )l0fi3) )) , avec
nombre d'indice iél^ ; £^ quand j-*»
Cela revient à montrer que :

i-. P(sj-’t ; s t/4 -s t/»/'1 " 0(J °e C) -°ù * ■ “J -(i+1+j+r[j ] r[j ]
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Appliquant le lemme 3 , avec q = aj - ^ log ($(t*)) + -^log(m) - ^log(
r .e/4-,m = rLj J , on a

, -î _*-(«-f) 54p(S >x ; S - S , > x) < (l+o(l))e (r *j + (L1+o(l))j 2J j+r[jE/4] r [jE/4] 1

+ d mê:
V

avec 0>O , Lx = Ÿ(t*)cd^C ely^C,
Sommant sur r , on obtient :

N-l
E P(S.>x ; S

_1

J-

_(e_d)
r e/4-.- S r.£/J"» < U+o(l))e c(0(j c ) +j+r[j ] r[j ]

5+ f+ î ew/4]
+ rr },

1-e-0[j£/4 ]

C'est-à-dire,

N-l
E P(S.>x ; Sj- . , r .e/4-. ^ r .e/4-.J+r[j ] r[j ]

e+ — J-
> x) = o(j C e C).

On en déduit :

P(T < X.) < exp{-(L-M)(l+o(l)) P(Q > X.)} , d'où
nj J ° 2

cd/c'P Ct*'» e/4
P(Tn < X.) < exp {- (-- -2yv-' ; + o(l))jE/*} , car L - M = L(l+o(l)).

On a une majoration par un terme de série convergente en j , d'où la

conclusion du lemme 6 .

Leb) Cas où u(i) = [ c log(i)]

Reprenant les mêmes schémas de démonstration, on montre que les lemmes (i

1,4,5 et 6 restent vrais si l'on a

K(n) = [[c log(n) ] + d log log(n)] , d£]-°°,+<=° [.
(i

Pr
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L'idée directrice est la suivante : on se ramène au cas où la fonction

K(.) est constante sur des intervalles 1^ , sur lesquels ùn corollaire de
type que le corollaire 2 s'applique de "manière satisfaisante".

Soit = inf (k/ Cc'log(k)] = j} ; posant 1^ = [kj,k^+^[ , on a pour
tout kélj , [c log(k) ] = j.

Soit K* = sup {K(kj) ; K(k3+1-1)} ; K~ = Inf (K(k ) ; K(kj+1~l)} .

Lerane 7 :

Sur I.Ul , la fonction K(.) est telle que sa restriction à I. ou
J J+l J

à I
^ est constante. En d'autres termes, il est impossible d'avoir

K+ = KT + 1 et k"Î" , =K~ +1 .

JJ J+1 j+d

Preuve :

Soit V(x) = d log log(x) et U(x) = c log(x). Si x^ est tel que
H(XJ = j alors k.-1 <x. <k.. V(x.,,) -V(x.) 1 0 car (V U ^ ) ' + 0.| J J - J - J J+l J o

► 1 , V(k.,,-1) - V(k.)-J-*=° J + l J J-»-00

le raisonnement est alors le suivant : Soit A. ={A.> A.}, où A. = SUP (S.,V/,N-S )
J J- j J ifii. i+K(i) i

(Comme K(n) ~ [c log(n)] , (1) A. et A. sont indépendants sii. i _ J1 J2'

J2I >2 . On pose A = sup (S - S ) , A = sup (S + - S ) , et3 ±6.1. i+Kj 1 3 i£l. 1+Kj 1
.+ - J J

évènements associés.

On a A. < Max(A* , A.) et "au moins une fois sur deux" , A* = A . (lemme 7)
J ~ J J JJ

(1) Si

I1!) Si

Z P(A.) + I P(A.) <» , lim sup A. = 0 p.s. ,

j 3 j 3 . 3

Z Inf {P(A, . ) ; P(A, )} = °°, lim sup A. = fi' p.s.
j 3 3

. j-roo 3

Preuve :
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(i) évident par le lemme de Borel-Cantelli.

(ii) La suite (A^,A^+^) est indépendante via (1). Par ailleurs, il
existe une application déterministe qui fixe A^ ou A^ ^

A4j ou A4j+1 » ainsi p(A4jUA4j+i) > Inf (P(A4j), P(A4j+1
l'on conclut par le lemme de Borel-Cantelli.

) )

etre

et

Lemme 9

Pour tout s£lR, on a :

D < n P(SK(n)>a K(n) + (e± \ - £) ■1?fi^(n)) ) < D

[;

[:

où

D

1
— q

telle que e <M<1 •

d

Mi|)(t*)cC + Q (1)
avec M constante

Preuve :

Il suffit d'appliquer le corollaire 1 , et de remarquer que
_ K(n) _ te lofi(n)3 d d [c log(n)] [c log(n)]+l

c c c „, , - c c , , ce M e c K(n) , et e 5.n£e

[t

tf

[f

t;

Reprenant les mêmes schémas de démonstration qu'en partie a) , on peut

obtenir, grâce au lemme 9 , les mêmes types d'évaluation de probabilité, qui

ne sont pas modifiés si l'on remplace j par j+1 ; on .choisitdonc de faire

les calculs pour , et ensuite on fait l'évaluation pour nature

des séries mises en évidence n'est pas modifiée si l'on prend un terme sur

quatre (soit 4j, soit 4j + 1).puisque du côté divergent on minore par des séries M
Rieman.Nous pouvons donc transposer sans difficulté aucune les démonstrations J
la partie a.

Démonstration du théorème B.

Il suffit de combiner les résultats des lemmes 1(ii) et 4 , 1(i) et ^

l(iii) et 6, ainsi que leurs extensions faites en b), pour obtenir les asser-

tions (i), (ii) et (iii) du théorème B .
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