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VALEURS ALGEBRIQUES DE E-FONCTIONS AUX POINTS
ALGEBRIQUES

T. RIVOAL

1. INTRODUCTION

On s’intéresse dans cette note aux F-fonctions transcendantes sur @(z) qui prennent des
valeurs algébriques en des points algébriques non-nuls. Les premiers exemples qui viennent
a lesprit sont les E-fonctions F'(z) de la forme

F(z) = a+ (2 - §G(2)

onéeQ,aeQet G (2) est une E-fonction transcendante quelconque. Les résultats plus
précis suivants montrent que ce sont les seuls exemples.

Théoréme 1. Soit F'(2) une E-fonction transcendante sur @(ﬁ) et £ € Q' tels que F(€) €
Q. Alors il existe un entier m > 0, un polynome P(X) € Q[X]| de degré < m et une
E-fonction G(z) transcendante tels que

F(2)=P(z—= &+ (2= ™G(z) et G(&) ¢ Q.

Remarque. Soit p 'ordre d'un E-opérateur annulant F'(z). La preuve ci-dessous montre
que p > 2et quem < pu— 2.

On peut renforcer le théoreme 1 de la maniere suivante.

Théoréme 2. Soit F(z) une E-fonction transcendante sur Q(z). Soit &1, ..., & la liste de
tous les nombres algébriques non nuls tels que F(&;) € Q, o l'on suppose que s > 1. Alors
il existe des entiers my,...,ms > 0, un polynéome Q(X) € Q[X] de degré < my + --- +
ms + s — 1 et une E-fonction G(z) transcendante sur Q(z) tels que

S

F(z) = Q) + (T]¢ - &)™) 6e)

j=1

et quel que soit E € Q" , G(£) ¢ Q.

Remarque. Une terminologie possible est de dire que la E-fonction G(z) est purement
transcendante dans le théoreme 2. On explique au début de la démonstration du théoreme 2
pourquoi il n’y a bien qu'un nombre fini s de nombres algébriques non nuls £ tels que
F(&) € Q. Si s =0, le résultat est trivialement vrai avec Q(z) =0 et G(z) = F(2).
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2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On commence par la remarque suivante. Soit £ un E-opérateur annulant F(z) (il en
existe), d’ordre p > 1 disons. Par la théorie d’André [1], £ n’a que z = 0 comme singularité
finie. Si l'on réécrit 1'équation LF(z) = 0 sous forme de systeme différentiel, on obtient
donc

HF'(z),...,FW(2)) = M(2) - "(F(2),..., F¥V(z))
ot M(z) € M,(Q[z,1/z]). Par le théoreme de Siegel-Shidlovskii, on en déduit que pour
pour tout £ € @*, on a

degtrgQ(F (), ..., F¥1(¢)) = degtrg,,Q(F(2),..., F* V(z)) > 1 (2.1)
puisque F'(z) est transcendante. (')

Supposons maintenant que § € Q" soit tel que F (€) = ap € Q. (Notons que cela force
w>2carsip=1, F(&) ¢ Q par (2.1).) Par la Proposition 4.1 page 8 de la version arXiv
de [2], il existe une E-fonction Fj(z) (forcément transcendante) telle que

F(z) =ao+ (2 = §)Fi(2).

Si Fi(€) ¢ Q, le théoréme est démontré. Si au contraire F}(£) = a; € Q, on applique
de nouveau la Proposition 4.1 : il existe une E-fonction transcendante Fy(z) telle que
Fi(z) = g + (2 — &) Fa(2), c'est-a-dire

F(2)=ag+a1(z— &)+ (2 — &)*Fy(2).

Si [5(¢) ¢ Q, le théoreme est démontré. Sinon, on réapplique la Proposition 4.1, etc.
Nous allons montrer que ce procédé s’arréte toujours apres un nombre fini d’étapes et que
I'on a donc la conclusion attendue : il existe un entier m > 0, un polynome P(X) € Q[X]
de degré < m et une E-fonction transcendante G(z) tels que

F(z) =Pz = &)+ (z = "G(2) et G(§) ¢Q

Pour cela, supposons a contrario que le procédé ne s’arréte jamais. Alors quel que soit
m > 0, il existe un polynéme P, (X) € Q[X] de degré < m et une E-fonction transcendante
Fo1(2) tels que

F(2) = Pu(z = &) + (2 =™ Fupi(2) et Fni(§) €Q (2.2)

et, par construction, P, (z — &) = Pn_1(z — &) + am(z — €)™ pour un certain a,, € Q.
L’équation (2.2) est donc simplement le développement de Taylor tronqué a 'ordre m de
F(z) en z = €. On en déduit donc que F™(¢) = mla,, € Q pour tout m > 0. Or ceci est
impossible par la minoration > 1 du degré de transcendance (2.1) ci-dessus. En fait, cette
méme minoration montre que le procédé s’arréte pour un m < py — 2.

1. Dans cet argument, le point essentiel est que F(z) soit solution d’une équation différentielle dont 0
est la seule singularité finie, afin de pouvoir appliquer le théoreme de Siegel-Shidlovskii en tout point
algébrique non-nul. Un E-opérateur convient mais ce n’est pas forcément la seule possibilité.
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Remarque. Dans I’énoncé de la Proposition 4.1 de la version arXiv de [2] (mais c’est aussi
le cas dans la version parue), il est supposé que £ € Q*. Il s’agit d’une coquille et il faut
lire £ € Q. En effet, dans la preuve de cette proposition, on commence par changer z en
&z pour se ramener a supposer £ = 1. Ce changement de variable marche tout aussi bien
en supposant £ € @* puisque la E-fonction f(z) considérée est a coefficients algébriques
pas forcément rationnels.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Comme F\(z) est transcendante sur Q(z), elle est en particulier Q(z)-indépendante de la
fonction 1. Comme de plus F(z) est holonome sur Q(z), il existe donc un systeme différentiel
sur Q(2) vérifié par des E-fonctions f1(2) = 1, fo(2) = F(2),..., fm(2) telles que toutes les
fi(2) sont Q(2)-indépendantes. Alors, par le Corollary 1.4 de [2], pour tout & € Q, sauf 0 et
éventuellement les singularités du systeme, les nombres f1(§) = 1, fo(§) = F(§), ..., fm(§)
sont Q-indépendants. Il suit en particulier qu'il n’existe qu'un nombre fini de nombres
algébriques ¢ tels que F(£) € Q.

Passons maintenant a la démonstration proprement dire. On commence par appliquer le
théoreme 1 & F(z) et £ = & : on obtient

F(z) = Pi(z = &) + (2 = &)™ Gi(2) (3.1)

ot Pi(X) € Q[X] est de degré < my, G1(2) est une E-fonction transcendante telle que si

G1(€) € Q pour un € € @X alors nécessairement § = & pour j = 2,...,s. Sis = 1, le

résultat est démontré.
Si s > 2, on applique alors le théoreme 1 & G1(2) et £ = & : on obtient

Gi(2) = Pa(z = &) + (2 — &)™ Ga(2) (3.2)
ot Py(X) € Q[X] est de degré < my, Go(2) est une E-fonction transcendante telle que si

G2(€) € Q pour un € € Q" alors nécessairement £ = & pour j = 3,...,s. En reportant
(3.2) dans (3.1), on obtient que

F(z) = Pz = &) + (2 = &)™ Rz — &) + (2 = &)™ (2 — &)™ Ga(2)

ce qui démontre le résultat si s = 2.
On itere ce procédé jusqu’a épuisement des &;, pour finalement obtenir

F(z) = Pz = &) + (2 = &)™ P2 — &) + -+
(2= &)™z = &) (2 = )™ T P (2 — &)
Q) e = ) (o - )G ()
ol Py(X) € Q[X] est de degré < m, et G,(z) est une E-fonction transcendante telle qu’il
n'y a aucun £ € Q" vérifiant G4(€) € Q. Cela démontre le théoréme avec
Qz) = Pi(z = &) + (2 = &)™ Pz — &) + - -
+ (2= &) (2 = &)™ (2 = &)™ T P2 = &)
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et G(z) = G4(2).
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