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Sur la probabilité qu'un cylindre
aléatoire coupe un réseau de plans dans E’a

par Philippe BARBE '

Considérons dans I'espace euclidien E13 un réseau de plans partitionnant

I'espace en parallélépipédes P de cotés a, b, c. On se propose de déterminer
i : : z 2,1/2

la probabilité qu'un cylindre, de hauteur h, rayon r, avec (h® + 4r9) =

min(a,b,c), aléatoire, uniformément distribué dans Ez. coupe le réseau.
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Cette probabilité s'écrit p = 1 - ﬁiﬁ; ou u(N) est la mesure de |'ensemble
des cylindres contenus dans un parallélépipéde P particularisé, et p(M) la

mesure des cylindres dont le centre appartient a P.
Dans E3 la mesure cinématique est : dK = |[sing| do.d¢. dy.dP , avec 0,9,y

les trois angles d’Euler composant la rotation, (x,y,z) les composantes de

translation et dP = dx.dy.dz.

(M) = Ig" J‘g“ J”g/ gino de d¢ dy JIS dP

. 5 {PeP}
4n” vol(P) = 4 n° abc.

uN) = JEmp2R 2500 do dg dy FF dP

050,40 .
* {PEP [9.¢”‘
ol P (8,¢4) est un parallélépipéde obtenu en considérant pour 6, ¢ et y fixés

les positions limites du cylindre dans P (cf. figure 1).

Le cylindre étant globalement invariant par rotation d’angle Y et par

Symétrie de la figure lorsque ¢ est dans [0;2m], [m/2:m), [m;3n/2), (3n/2:2n)

on a: u(N) = 8n J‘g/zfg/zsine Vol[P‘{B,qu) de d¢.
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»
Pour calculer le volume de P (0,¢), établissons quelques propriétés.
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coordonnées d'un point M.

Considérons dans 53 le plan M d'équation sin@ y +
pour 8 # /2 [m]. Sur T, soit le cercle € de rayon 1,

désigne la boule unité centrée en 0, C =

2 Zos 2
X" +y+z1=1
alors 1'équation : { 5 5
x + (y"/cos“@)=1

Projetons C sur le plan (O;x,y,z).

E_ est rapport¢é & un repére (0;x,y,z). On notera par (Mx’My‘Mz] les

-y tgé
B(O,1)

Les points de C veérifient

cosB z = 0 ie z =
centré en O. Si

B(O,1) n T.

On obtient une ellipse E de grand axe |

et de petit axe cos@. Soit MeC repéré par y = angle{alel,f.?%) ou P = (0; -cose;

==y =)
sin@) (cf. fig.2). M se projette sur E en Ml’ repéré par s angle{OPl,OMl)

avec Pl = (0; -cosB; 0).

Evaluons sinl,ll1 et (:osu‘fl en fonction de y.

Dans (0O;x,y), M]= (plsinwl; - plcost}ll). Comme Mle E, p?[sinzl‘bl *

2
cos iﬂl]

2
cos 0

e —————————e

1, d’ou P et en reportant dans les coordonnées de Ml :

cosf sinl‘!vl
M =

2 g Tz
(cos“®@ sin wl + cos Wl]

- coso coswl
M =
5

: ’2
(cos’e smzwl + coszt,'ll)l
La cote de M est donnée par :
cos@ cost,l;l

MeE g Ea® Lgpai
z X

2 ek 2
cos 8 sin v};l + cos wl

On peut alors évaluer :
cos!lll

cosy = 6ﬁ>. 6i3> = = = = e
(cos wlsin @ + cos @)

d'ou : cosy = coswzcose — (1)
k (I - cosy sin“@)

S Siﬂﬁll 2 e )
(1 - cos™y sin"@)

On vérifie que M_= sin® cosys (3)

-000-

Considérons maintenant un point P repéré

par les angles ¢, 6 et la distance



P = OP (cf. fig. 3). Sur le plan T orthogonal a la droite OP et passant par P,
soit un cercle C centré en P et de rayon r. Soit M un point de C, repéré par y
= angle(f’ﬁ>. 1515>
OP.

) ou PP’ est une droite passant par l'axe Oz, orthogonale 3

Evaluons les coordonnées de M dans (0;x,y,z). On convient d’indicer par 1
les projection sur le plan (0;x,y,z) : par exemple, M1 est le projeté de M.

Mldécrit une ellipse d'axes r et r.cos@ sur (PI;X.Y).
—_ - I~
P din

2 N7z
cos ll:l

2
cos 6

En remplagant sinv,c!rl et '::osw‘bI par les expressions (1) et (2), il vient :

sin I]Jl +

B r.(l - coszt,rj.sinze)v2
Ml =P —plcos(¢+w])
Les coordonnées de Ml sont : i

Ml'y=Py—plcos[¢+wl)

cos¢. cosy.cosB - sing.siny

cos(¢ + wl) - (:os:):o.t:osqlll = 5in¢.5in\4€!1 = 3 e e
- .(‘6 - cos Y.sin"@)
_ sing.cosy.cos@ + cos¢.sin
cos(¢ + "[’1] T 2 P s
(l = cos ¥.sin=8)
D’ou les coordonnées de M dans (6 xy,Z) =
Mx = Px-— r.(cos¢.cosy.cos@ - sing.siny)
M= My = Py— r.(sing.cosy.cos@ + cos¢.siny)(4)
M =P + r.sinf.cosy
z z ,
Prenons maintenant P comme origine : P = P = PZ =0. Cherchons le repere
x v

parallele a (0=P;x,y,z), c’est-a-dire obtenu a partir de celui-ci par

translation uniquement (et pas par rotation), qui passe par le cercle décrit

par M en trois points. Le sommet du repére est a l’intersection des plans x =
-

. -
A R . il M, (W), % 1 inf M), z = igf M ().

M () = -r.(cos¢.cosy.cos® - sing.siny).
d—x(u‘:) s'annule en y' et tgy = 8% (5)
4 cos , Ak
Comme 0,¢ € [0,n/2], Mx est minimal lorsque ¢ € [3n/2; 2n] et cosn,trx >0, Sln‘l'x
.
<0. 0 1 v ' i B’ i
-unaalors cosyy = ———, sing = ————— | e
(1+tg2w )12 x (1+tg2¢ NG
- x X
cos@
Gos0 = 2 2, .1/2
(cos™® + tg“¢) 6)
* 2
Sinwx= 2 e 2 .1/
fcos™® + tg'g) 22 £
d'ou Mx(\tfo = -r.(cos"8.cos’p + sin’$)’? en évaluant (4) a I'aide de (6).

En faisant de méme sur M et M on obtient
y z




1/2

b
]

-r. (cosze.cosqu + si nz¢)

2. .p 172
-r.(cos"@.sin"p + coszr.t)

<
n

-r.sin@

N
]
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On peut maintenant calculer le volume de P.(B,q}). Pour cela, supposons
que le parallélépipéde P particularisé a un sommet O, et des cétés de longueur
a, b, c respectivement sur les axes Ox, Oy, Oz. Plagons le cylindre, a 8 et ¢
donnés dans [0;n/2], dans sa position limite au coin O.

Soit Pl le centre du cercle tangent aux plans x = O, ¥y =. 0.- & .= 0, Pl
étant sur le cylindre. Les coordonnées de F‘l sont (-x ,-y ,-z ) dans
(0;%,y,2). Soit P* le point d’abscisse x maximal du cylindre, situé sur le
disque supérieur du cylindre (cf. fig. 4). On peut déplacer le cylindre, dans
P, dans la direction de 1'axe Ox tant que Pi n’atteint pas a.

Soit P* le point correspondant a P* sur le cercle inférieur, tel que p*p*

soit une génératrice. i;: = -2x et Pz = l;': + h.sinB.cos¢. On peut donc giis:ser
le cylindre, dans P, dans la direction Ox d'une longueur Toimna ¥ 2
h.sin@.cos¢.

De méme le point d’ordonnée maximale PY vérifie E‘;z = —Zy. et P; =

h.sin@.sing + Zy.. Le cylindre peut glisser, dans P, selon l'axe Oy de Ty =i'b
+ 2y - h.sinB.sing.

Enfin P: = h.cos® - 2z et et i h.cos@ + 22-.

Finalement, le volume dans lequel peut varier un point rigidement lié au

-
cylindre est T .t .t = vol(P (8,¢)).
T gl i)

Mais ceci n'est vrai que si T, Aok sont positifs. Tig Ton Bed ZEising—
h.cos@. Pour tgh = h/2r, 2r.sin@ + h.cos® est maximal et vaut R
T, est positif pour tout @ et ¢ ssi c = (h% + 4rH"2 Par symeétrie des rodles
de a, b, ¢ dans le probléme, P'(0,¢) est non vide pour tout 6 et tout ¢ ssi
(b + ary)"? < min(a,b,e).
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La probabilité que le cylindre coupe le réseau est :

SR 2 oot e e ad
e LN :
4112 a.b.c 5 5 5
=il 1 latzh nr atsbid e 2h 16rh 2 h phy 3
ST g el T T e R N RS e e 4



2
4 8Log2 = h i b e
- B 3n Y 3'60'abc 5 abg g" - > .
Remarque : les termes en r%a + b + c), r’h et r° sous forme décimale

correspondent a des intégrales évaluées numériguement.

2 3
- el 1 Ish a+ b+ ¢2h h
ST, lawp o= (a + pat E].2 T e s est la probabilité

qu'un segment de longueur h coupe le réseau, résultat donné par M. Stoka

([1L,[2]) dans le cas général.

Au lieu de prendre un cylindre, considérons maintenant un cylindre fermé
en ses deux extrémités par deux demi-sphéres de rayon r. La probabilité qu'un
tel corps coupe le réseau de plans est trés simple a calculer. Il suffit de
remarquer qu’'aux positions limites du corps dans P, les trois faces de P
touchant le corps sont tangentes a une demi-sphere. Si S désigne le segment,
de longueur h, formant l'axe de rotation du cylindre obtenu en supprimant les
demi-sphéres, on est ramené a évaluer la mesure des segments de longueur h
contenus dans un parallélépipéde de coté a - 2r, b - 2r, ¢ - 2r La

probabilité que le corps ne coupe pas le réseau est :

3 2 2
il ol 1 1 a+b+ ¢ h 8r eH l6rh
];; “(E"'E"‘E]-(zl'*h)—h———abc .{r+5~E)—E 6%"’ abe +
0.8
nabc’
-000~
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