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Sur la probabilité qu’un cylindre
aléatoire coupe un réseau de plans dans E^

par Philippe BARBE 1

Considérons dans l’espace euclidien E^ un réseau de plans partitionnant
l’espace en parallélépipèdes P de côtés a, b, c. On se propose de déterminer
la probabilité qu’un cylindre, de hauteur h, rayon r, avec (h^ + 4r2)1/2 ^

min(a,b,c), aléatoire, uniformément distribué dans E^, coupe le réseau.

-oOo-

Cette probabilité s’écrit p = 1 -
fi(JV)
fi(M)

où \±{N) est la mesure de l’ensemble
des cylindres contenus dans un parallélépipède P particularisé, et p(M) la
mesure des cylindres dont le centre appartient à P.

Dans E^ la mesure cinématique est : dK = |sin0| d0^d0Ad0„dP , avec 0,0,0
les trois angles d’Euler composant la rotation, (x,y,z) les composantes de
translation et dP = dx^dy^dz.

= Xq* Sf X^sinO d0 d0 d0 XXX dP
2 2 {PGP}

= 4rc vol(P) = 4 n abc.

M(W) = XQTrXQTtXQ/2sin0 d0 d0 d0 XXX dP
* (PeP*(0 ; 0)1

où P (0,0) est un parallélépipède obtenu en considérant pour 0, 0 et 0 fixés
les positions limites du cylindre dans P (cf. figure 1).

Le cylindre étant globalement invariant par rotation d’angle 0 et par

symétrie de la figure lorsque 0 est dans [0;Zn], [ir/2;ir], [tt;37i/2], [3tt/2;27r]
ît/2 tt/2 *on a : jn(Af) = 8ir Xq Xq sin0 Vol(P (0,0)) d0 d0.

-oOo-

*

Pour calculer le volume de P (0,0), établissons quelques propriétés.
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E est rapporté à un repère (0;x,y,z). On notera par (M ,M ,M ) les3 ' x y z
coordonnées d’un point M.

Considérons dans E^ le plan TT d’équation sin0 y + cos0 z = 0 ie z = -y tg0
pour 0 ï n/2 [it]. Sur ïï, soit le cercle C de rayon 1, centré en O. Si B(0,1)

désigne la boule unité centrée en O, C = B(0,1) n TT. Les points de C vérifient

alors l’équation

2 2 2
x + y +z =1

:f'•x + (y2/cos20)=l
Projetons C sur le plan (0;x,y,z). On obtient une ellipse E de grand axe 1

et de petit axe cos0. Soit M€C repéré par ip = angle(Ôl&,ô£) où P = (0; -cos0;

sin0) (cf. fig.2). M se projette sur £ en repéré par <p = angle(ÔP^,ÔM^)
avec P[ = (0; -cos0; 0).

Evaluons sini/i^ et cosip^ en fonction de ip.
Dans (0;x,y), M^= (p^sini//^; - p^cosi/O. Comme £, p2^sin2i/»i +

1, d’où p ; et en reportant dans les coordonnées de M :
i 1

2,
cos 0

M =
l

cos0 sin0
M =

x

M =

y

(cos20 sin20 + cos20 )1/2
î i

- COS0 cos0

l 2 . 2 2 , .1/21 cos 0 sin 0 + cos 0 )
1 î

La côte de M est donnée par :

M2 = 1 - M2 - M2 =

COS0 COS0

2 2 2
cos 0 sin 0 + cos 0

î î

On peut alors évaluer :

cos0 = Ôm\ ÔP> = -

COS 0

? 9 91/9

(cos 0 sin 0 + cos 0 )

.. - , cos0 cos0d ou : cos0 =

iS 0 !

s in0

1 ,, 2, 2 .1/2(1 - cos 0 sin 0)

sin0 =
1 2, . 2_ .1/2(1 - cos 0 sin 0)

On vérifie que sinO cos0

(1)

(2)

(3)

-oOo-

Considérons maintenant un point P repéré par les angles <p, 0 et la distance



6

p = OP (cf. fig. 3). Sur le plan TT orthogonal à la droite OP et passant par P,
soit un cercle C centré en P et de rayon r. Soit M un point de C, repéré par 0
= angle(PM , PP^) où PP’ est une droite passant par l’axe Oz, orthogonale à
OP.

Evaluons les coordonnées de M dans (0;x,y,z). On convient d’indicer par 1
les projection sur le plan (0;x,y,z) : par exemple, est le projeté de M.

M décrit une ellipse d’axes r et r.cos0 sur (P :X,Y).i î

p = M P =
1 î 1

• 2/
sin ip

2 . S 1/2
COS 0

1

2
cos 0

En remplaçant simet cosipar les expressions (1) et (2), il vient :

,. 2. . 2.1/2

Pj = r.( 1 - cos 0.sin 0)
Les coordonnées de M sont

M =P -p cos(</>+i/i )
1,X X 1 1

M =P -p cos(0+i// )
l.y y 1 1

2, . 2.1/2cos i//. s in 0 J

, , , , , , , . . . , cosd>. cosi//. cos0 - simi.sintbcos[<p + ÿ) = cos^.cosi//^ - sim/i.sint/^ = —r
cos(</> + ib ) = sin<^-cosl/,-cos9 + cos0. sini/^1 , , 2 , .2.1/2( 1 - cos i/i. s i n 0 )
D’où les coordonnées de M dans (0;x,y,z) :

= P^_- r.(cos0.cosi//.cos0 - sin</>.simp)
M= M = P - r.(sin0.cos0.cos0 + cos<i.sini//)(4)

y y

M = P + r.sinO.cosib
V Z Z

Prenons maintenant P comme origine : P = P = P =0. Cherchons le repère
x y z

parallèle à (0=P;x,y,z), c’est-à-dire obtenu à partir de celui-ci par

translation uniquement (et pas par rotation), qui passe par le cercle décrit
par M en trois points. Le sommet du repère est à l’intersection des plans x =

* * * * * *

x , y = y , z = z , avec x - ii^f fvMt/i), y = irjf M (ip), z = ii^f M (0).
M (0) = -r.(cos0.cos0.cos0 - sin0.sin</i).
dlfàx, , , , ,* ,* tg<t>(i/O s annule en ib et tgib = ----

dy coi©
Comme 0,0 e [0,7t/2], M est minimal lorsque t/» e [3n/2; 2tt] et cos0 >0, sin0

(5)

<0. On a alors cosip =
X

COS0

-tglp

Mj_. 2, '.1/2(1+tg l/l )
, sint/i =

(l+tg20 )1/2
COSl/l =

(cos20 + tg20)1/2 (6)

si nil> =
~tg 0

J cos 0 + t^ </>)d’où M (0 ) = -r.(cos Q.cos 0 + sin <p) en évaluant (4) à l’aide de (6).
En faisant de même sur M et M on obtient

y z
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y

z

2 2
-r.(cos 0.cos </> +

, 2„ • 2,
-r.lcos 0.sin 0 +

-r.sin0

• 2.0/2
sin 0)

2 ,.1/2
cos 0)

-oOo-

*

On peut maintenant calculer le volume de P (0,0). Pour cela, supposons

que le parallélépipède P particularisé a un sommet 0, et des côtés de longueur

a, b, c respectivement sur les axes Ox, Oy, Oz. Plaçons le cylindre, à 0 et 0
donnés dans [0;n/2l, dans sa position limite au coin 0.

Soit P le centre du cercle tangent aux plans x = 0, y = 0, z = 0, P
* * *

étant sur le cylindre. Les coordonnées de P^ sont (-x ,-y ,-z ) dans
(0;x,y,z). Soit Px le point d’abscisse x maximal du cylindre, situé sur le

disque supérieur du cylindre (cf. fig. 4). On peut déplacer le cylindre, dans

P, dans la direction de l’axe Ox tant que Px n’atteint pas a.
ys X ^

Soit P le point correspondant à Px sur le cercle inférieur, tel que P P

soit une génératrice. Px = -2x et Px = Px + h.sin0.cos0. On peut donc glisser
X XX

#

le cylindre, dans P, dans la direction Ox d’une longueur t = a + 2x
X

h.sin0.cos0.
De même le point d’ordonnée maximale Py vérifie Py = -2y et Py =

y y

h.sin0.sin0 + 2y . Le cylindre peut glisser, dans P, selon l’axe Oy de x = b
* ^

+ 2y - h.sin0.sin0.
Z * *

Enfin P = h.cosG - 2z et x = c - h.cosG + 2z .

Z 2

Finalement, le volume dans lequel peut varier un point rigidement lié au
*

cylindre est x .x .x = vol(P (0,0)).
x y z

Mais ceci n’est vrai que si x , x , x sont positifs, x = c - 2r.sin0 -
x y z z

2 2 1/2h.cos0. Pour tg0 = h/2r, 2r.sin0 + h.cosG est maximal et vaut (h + 4r )
2 2 1/2

t est positif pour tout 0 et 0 ssi c £ (h + 4r ) . Par symétrie des rôlesZ
*

de a, b, c dans le problème, P (G,0) est non vide pour tout 0 et tout 0 ssi
IU2 , 2,1/2 ...(h + 4r ) < min(a,b,c).

-oOo-

La probabilité que le cylindre coupe le réseau est :

Sir J'^/2J'^/2sinO Vol(P*(0,0)) dO d0
P = 1

_ ,1 1 1, ,h= (- + r + -)■(-
a b c 2

4ti a. b . c

7r r.
_ a + b + c .21/

2 abc ‘ 37i

16rh t o-, 2\ h
—— + 2,37. r ) + -j r—3n 4;iabc

rh 3
abc ‘ 4abc



2 2
c), r h et r sous forme décimale

* i- * §L0g2, * 3.60.C-Ï * «Z ,r3Jir on abc abc
Remarque : les termes en r (a + b

correspondent à des intégrales évaluées numériquement.
e- n c 1 1 1, h a + b + c 2hZ h3

, , , .
Si r=0, P = (- + r + - r r— est la probabihtéa b c 2 abc 3n 4rcabc K

qu’un segment de longueur h coupe le réseau, résultat donné par M. Stoka
([ 1 ],[Z]) dans le cas général.

Au lieu de prendre un cylindre, considérons maintenant un cylindre fermé
en ses deux extrémités par deux demi-sphères de rayon r. La probabilité qu’un
tel corps coupe le réseau de plans est très simple à calculer. Il suffit de

remarquer qu’aux positions limites du corps dans P, les trois faces de P

touchant le corps sont tangentes à une demi-sphère. Si S désigne le segment,
de longueur h, formant l’axe de rotation du cylindre obtenu en supprimant les
demi-sphères, on est ramené à évaluer la mesure des segments de longueur h
contenus dans un parallélépipède de coté a - 2r, b - 2r, c - 2r. La

probabilité que le corps ne coupe pas le réseau est :

,1 1 lWn , , , a + b + c , h .= (- + m + —(Zr + h) - h r . r +abc abc 3n

8r3
+ ^ rZh + 16rh2

abc 'abc abc

7iabc‘

-oOo-
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