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ETUDE DE LA CONVERGENCE L1 DE LA DISTRIBUTION LOCALE MOYENNE
D'UNE MESURE COMPOSITE ALEATOIRE

Sami SALEH

Dans un récent article [4], on a défini la mesure composite aléatoire (m.c.a.)
sur R et la distribution locale moyenne d'une m.c.a. Dans [5], on a étudié
l'estimation de cette distribution. Dans le présent article, on va étudié la
convergence L1 de l'estimateur défini dans [5].

The L1 convergence of the mean local distribution ofarandom composite measure.

In a recent paper [4], v/e defined the random composite measure on R and
the mean local distribution of a random composite measure. In [5], we studied
the estimation of this distribution. In the présent paper, we study the L1
convergence of the estimator defined in [5].

1-Soit u' une m.c.a. sur R . Soient la mesure moyenne de p' , m^ sa pro-
jection sur R et qx la distribution locale moyenne de p‘ au point xeR . Dans la
suite Æb et désignent respectivement les ensembles des boréliens bornés de
R^ = R x [0,+»[ et R+ . Soit B e (r3b ; f est la fonction de R dans R+ qui, à
x £ R , fait correspondre f(x) = qx(B),[5].

Soit (u^,p2 pn) un échantillon de la loi P^. vérifiant pour tout Ce*Æb,
E[p'(C)] < +œ . On considère comme partition de R , A. ={A„ } où

. ’ k K,r r e N*
Wn) ; ne N*} est une suite d'entiers telle que K(n) tend vers l'infini quand n

tend vers l'infini et A,, = [-^-L, L [ . L'estimateur f de f , associé à Lv ,k,r K K n K
est [4], [5] :

n

I Pi(AKrxB) n

VreN*, VxeA„ , f (x) = — , si I U.(Ak xR+) ^ 0K,r n
n i=1 1 K*r
Z P. ( A,, x R )

i=1 1 K’r
n

.

= 0
, si I M-(Aw XR)=Ü

i=1 1

et à toute partition ak , nous associons une fonction , en posant :

VreN* , 7, = ^Ak,rj_ _ J f(x)mQ(dx)
mO^Ak,r^ mO^Ak,r^ Ak,r

Qb(A) = m(AxB), pour tout A c R)
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★
et nous poserons pour tout r£N , pour tout xti, , f, (x) = T,

K,r k k,r *

Dans la suite, on prend B = [0,v[, v 6 R+ , et on fait les hypothèses suivantes

(a) p'(C) a des moments de tous les ordres (C = B^ x R+, B^ e^) .

(b) 3 H> 0 ; V j>2, |E[(m’(C) - m(C))j] | < (1) HJ‘2 Var[M* (C)] (C = B,xR+
2 1

ou C = B1 x [û,v [ , B1 £<3+ , v € R+).
(c) 3 a> 0 ; VA€^ , m(ûx [0,v[) > aX(A) , où X est la mesure de Lebesgue,

(a dépend de m et de v).

(d) 3Nq€ R+ ; V x,y e R , y>x, alors |f(x) - f (y) | <NQ|x-y|
d(n)

et on note : A = / |f (x) “ f(x) |dx , où d(n) est une fonction croissanten
o n

de n .

(où i

et C

2- Théorème 1 : - Si p* vérifie de plus la condition

(A) 3 M(m) > 0 ; Var[|i*(C)] < M(m)m(C) = M(m)E[p*(C)]

(où C = B1 x R+ ou 0 = 6^ [0,v[, B1 v e R+) et si d(n) = Log n , 1 im —'1 '1
n -*•“ k Log n

et lim L-°^ n = 0 , alors A converge presque complètement vers 0 .

n k

Soit Rk = (r€N*; Ak r n [0,d(n)[^UJ et soit e>0 . On a, pour n assez
grand :

A < 1 | sup |f (x)-f (x) |
reRk k <E4kir

< - I
k r€ R.

[ | fn(x)-Tk(x) | + Wf(Ak>r)3 » ^xeAk,r^

k r e R. n k k
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(où u) (A ) est l'oscillation de f sur Ak ). D'où (puisque 1 im Lo9— = 0f k,r > n -*■«> k ,

etCardRk< 1 + kLogn)
N,

Pr{A > e } < I Pr{|f (x)-T. (x)| + — >—— }
n

r€Rk n k k CardRk

< I Pr{ | fn ( x ) -Tk(x)| >
re R 2 Log n

Posons En suivant la méthode utilisée dans [5] (et puisque

E(n )’

2 Log n

0) on peut démontrer, pour n assez grand :

2
e(n)

Pr{|fn(x) -7k(x) | > e^n^} < 4 exp(-n hQ a —)
où hn est une constante positive. Donc pour n assez grand, on a :

1

Pr{A > e} < 4 Card R. exp(-n hn a —^—)n k u
k

4( 1+n^) exp(n)(-nh0a
1 U)

-)
4 k Log n

11 est clair que le dernier terme est le terme général d'une série convergente.

Théorème 2 : - Sous les hypothèses du théorème 1 , on a lim E[An] = 0 .
n -*-oo

On a An ^,c9■> 0, donc A ^—*■ 0 ; il suffit alors de démontrer que
n -h- « n n +o°

la famille Un)n£N est équi-intégrable à partir d'un certain rang [3] ; pour

cela, on a pour n assez grand :

1 N,
< - [Card R. + z — ] , (car on a : V n 6 N , 0<f , 7. < 1 )

k k reRk k

< - (Nn + 1)(1 + KLog n)k u
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d'où, pour n assez grand

/ A>) P(dw)(3)
A >z

n

- (Nq+1 )( 1+k Log n) Pr{An>e)

< 4(Nq+1 )( 1+Log n)(1+k Log n) exp^(-n hQ a —ü
klog^n

1 c 1
<16 (Nn+1) n exp, x(-nhfia — )u [n> u 4 k LogJ n

r2
< 16(Nq+1 ) exp,x(3-h0a—) = ip(n,e) ,(Carlim —!L-=+«]; 4 n+°° kLogn

si on fait tendre e vers l'infini alors il existe £q>0 tel que, pour n assez
grand (soit par exemple pour n>N^) et pour tout e>Cq , on a

3 -

2

hg a — < 0 et ÿ(n,c)<16(NQ+1) exp^2j(3-hQ
donc, pour tout e > Eq , on a :

2
sup J A (w)P(düj)< sup ÿ(n,c)< 16(Nn+1)exp,?x(3-hna —) ► 0
n>Nj An>e n>N^ 4 c + +®

d'où le résultat.(l)V A c R, (A borné), m(Ax R+) < +°°

(ï) V x € R , exp(n)(x) = nx .

(3) a) £ il , où (fl,G-»P) est l'espace probabilisé sur lequel p‘ est défini.
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