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LA DECANTATION EN ESTIMATION ASYMPTOTIQUE

]
Raymond MOCHE
Labonratoine de Statistique et Probabifités (M2)
Univensité des Sediences et Techniques de
Litle Flandnres Antois
59655 - Villeneuve d'Ascq Cedex (France)

- First we prove a new sufficient condition for the uniform asymptotic

paration of two composite hypothesis of a general statistical model
+o
;1 (X»B)), H). We only require that the conditional distributions of the
bserved random variables satisfy decantation conditions.

In part II, we deal with the decantation problem : given two families
f probability laws Ho and H’1 on a mesurable space (R,A), when does there

xist a function § : (R,A) —* [0,1] such that :

Inf(le.dP;PeH1)>Sup(Jlﬂ.dQ;QeHD)?

Using convex hulls method and decanted balls method, we then prove usable

corollaries of the first result.
Finally applications to the asymptotic estimation of a general parameter

are given in part III.

Mo capdl 4
4 clefs Statistique des processus, décantation, séparation asymptotique

uniforme, hypothéses multiples, estimation asymptotique.

Classigication AMS (MOS) : 62M09
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Résumé : Nous présentons d'abord un nouveau théoréme de séparation asymptotig

s

forme de deux hypothéses multiples Ho et h'1 dans un modéle statistique gy

40
(n: (Xn,Bn), H) ol le processus (Xn)
4 des conditions sur ses lois conditionnelles, dites conditions de décantatiml

bt des observations est seulement agy

type suivant :

entc
e 2
A=l

Vazz, e 1 &, 34 oy r 68 — [ i

L X
8
telle que : -

(n-1) (n-1)

: ' ST SN T (X, .00 X 0 :
Inf (| ¢ ! o) )i Sup(fﬁ wdBy | R e
PeH x(n-” xn PeH x(n-” xn

1 o

Dans la seconde partie, nous étudions diverses conditions suffisante

que deux familles de lois soient décantées, portant sur les enveloppes convexes

7]

familles, ou sur des propriétés de décantation de certaines distances, ou de ¢
préordres sur l'ensemble des lois concernées. Nous en déduiscns des versions appl

bles du théoréme de séparation asymptotique uniforme.

Nous les utilisons dans la troisiéme partie pour estimer un parametre
quelconque f : H — (E,d) , & valeurs dans un espace métrique E au moins s
Nous obtenons des estimateurs qui convergent suivant différents modes suivant qu
a, ou non, certaines propriétés de compacité supplémentaires, ou que 1'hypothés

générale H est munie d'une probabilité a priori.

0 - INTRODUCTION.-

L'emploi de la décantation en statistique asymptotique s'est développé
1'impulsion de J. Geffroy, & partir de 1974 (4) dans le cas ol les observations
indépendantes sans @tre nécessairement équidistribudes, puis, aprés 1976 (5) pout
observations quelconques. Rappelons que 1'un des traits les plus remarquables de

méthode est qu'elle permet d'établir 1'existence de suites convergentes de tests®
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ipateurs par des procédés essentiellement constructifs, et qui ne font intervenir
un moment de lois des grands nombres. La théorie repose, outre diverses construc-
, sur un théoréme de séparation asymptotique uniforme de deux hypothéses multi-
(>, th. 1) dont nous avons obtenu une version sensiblement amélioréde que nous
entons ici. Nous en profitons pour faire le point sur 1'ensemble de la méthode,

e i des Tésultats originaux, démontrés délibérément dans le cadre le plus général
ible, Ceci dit, la décantation n'est pas qu'une théorie abstraite : elle est

i présent appliquée avec succés a3 de grands problémes de la statistique asymp-
o ique tels que l'estimation par le maximum de vraisemblance, dans le cas d'obser—
i ions quelconques (19 p. 42-69), ou l'estimation d'un signal dans un bruit blanc

p. 70-90). Elle parait également apte & 1'évaluation des vitesses de convergence

1tes € 95 estimateurs, ouvrant ainsi de trés belles perspectives de développement.

Xes

SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNTFORME UE DEUX HYPOTHESES MULTIPLES.-

I - Théonme 1.- Soit (N A) un espace mesurable, CBn)rPO une suite crois-

te de sous-tribus de A, avec Bo =(@,9, ()

i P (pn)nﬂ deux suites

fonctions réelles définies sur R era) une suite de nombres réels

n'nz1

ifiant leg propriétés suivantes : Vn 251
" ‘ﬂn est Bn—mesurable $

T Py est B -mesurable ,

= Osﬂn,pn,an,pn+ans1 .

On désigne par (C“)n>1 la suite des événements

. n
2 {): a, y. > - + 1 - 4o Vi
e qu ; (Pj 5 aj)) : elle est adaptée a (B“)1121 5

Soit Ho et H1 deux familles de lois de probabilité p sur (2, A)

”.Es que :
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J

. . : . x n a g ol
Vn 2 1,1l existe une version réguliéere u de la probabilité

conditionnée par Bn’ et telles que :

B
—VP € HO " Epn—1 (\on) s Py
P-p.s.

B
_VQ € H'1 o EQn_I (an) 2 P, * 2

n
QR pré
Alors nous avons :
T2
-3/8 § )
: =1
A Sup(P(Cn) s Pe Ho)=$ e
n
-3/8 § o 4
j=11 int

5 Inf(Q(Cn) + Qe H

1) z 1 =—e

Nous utiliserons dans la démonstration les résultats suivants :
soit (R,A,u) un espace de probabilité, B une sous-tribu de A pour la

> . : , 4 B L ALY - -
il existe une version réguliére de la probabilité p conditionnée par

a) Inégalité de Matkov conditionneffe : Si X et Y sont 2 v.a.r.

sur (R,A,u) , X étant de plus B-mesurable, nous avons :

Bop gyeerge g RiyaB y
H-p.S. =

b) Une inégalité de W. Hoeffding (8, inégalité (4.16)) : si Z est um

v.a.r. sur (Q,A,u) prenant ses valeurs dans 1'intervalle [a,b], nous avot

2
E”(EZ-E(Z)) < e1/8(b-a) '
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¢| Forme conditionnefle : en appliquant cette inégalité i la loi condition-

le yg de Z sachant B, nous obtenons :

B
Z-E (2) 2
Eg(e B8 8 g i WBG-a) 6)
B-p.S.
n
Démonstration : Vn 2 1, posons Yn = 2 aj \Uj 5
n j=1
prés (5), et puisque _X aj (pj + % aj) est Eh_1-mesurab1e, nous
3=
s : VPc HO A
¢ 1
- .(p.+ = a,
o jz, Bylp ey 5 iyl
P (cn) < e o Eg (e ) .
P-p.s.
intégrant, on obtient :
¢ 1
_j£1 aj (Pj+ 2 aj) n=ls n
P(C ) < Ep(e cEy (e ) (7)
v +a
n-1 - =
o Ol O Tl g
¥ & vt = )
= Mo 1 E n 1(e n n)
n=-1 lei2
r il L Wty
<e e 5 d'aprés (6)
t .2
Y ap+=a
n-1
£ e e BB 5 d'aprés (1) .
P-p.s.

Teportant dang (7), on obtient :



n=1 1
P(Cn):s e . EP(e . e )
n-1 1
-3/8 a2 ‘J.Z, Safpsng 8 A%
=e 4 EP(e . EP (e 1

=3/8 (a%+...+ai) y
£ e ) , en répétant (n-1) fois le calcul

précédent, ce qui termine la démonstration de 1'inégalité (3). Posons

maintenant : Vn =1,

SRR R R .

n "~ Pn

Puisque nous avons évidemment, Vn % et VQ € H’1 :

n n
on obtient, en appliquant (3), que : Vn =1
n
2
g . , -3/8 jzi aj
sy . (p! +=a.)) g - ;
Q(_Z1 3, \9] .21 aj (pJ 3 aJ)): e
] J
Or nous avons :
e e P oyt
( a= a.(pi+=a.)) = ( a. P. ¢ § a.(p.+=a.)
g 30 Sy 2y =1 31 gay 175 2
24 - Cn) .

On obtient donc (4) par simple passage au complémentaire.

? - Remarques.- Dans le théoréme fondamental de J. Geffroy (3, th th
les fonctions lﬂn sont nécessairement des fonctions indicatrices, et les |

sont des constantes, ce qui en limite le champ d'application. L'améliorati®
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e nous apportons est simplement due a4 1'emploi de la forme conditionnelle de

inégalité de Hoeffding, l'essentiel de la démonstration de J. Geffroy étant

r ailleurs conserveé.

3 - Application a fa statistique des processus.-

Considérons une suite d'observations X = (Xn)nzvl a valeurs dans
2

+o
(”), B(W)) = @ (Xn,Bn) dont la loi inconnue appartient & un ensemble

n=1
mné H de lois sur (X(“), B(w)).

YoeH et Va S/ ey P et P(n) désignent respectivement la

oi de X, sur (Xn,Bn), et celle de x(“) = (XI,...,Xn). sur

n
X(n), B(n)) = 0 (XJ.,Bj) , lorsque X suit la loi P.

g=1
Nous disons que (X(“n), B(“'), H) est un modéle statistique si :
et et Vo2 , la loi conditionnelle de xn sachant X(n_1), lorsque

suit Ja loi P , existe, et nous supposerons toujours qu'une version en a

été choisie. Alors, Vx(n-n € X(n—l), P k=i désignera la loi de Xn
X

sachant que x(n-—i) = x(n-1).

L'existence de ces lois conditionnelles est assurée par exemple

i (n) e ;
si Yhs o S est un espace métrique o-compact, ou un espace polonais,

: o (n)

dont B est la tribu borélienne (cf 9, cor: ITT).

4 - Traduisons maintenant le théoréme (1) dans ce contexte statistique : .

Théoneme 2.- soit H, et H, deux hypotheses d'un mod2le statistique
(=) (=)

LSS » H). On suppose que Va s 2 » 1l existe

= “ﬂn . (x(n)'B(n)) L [0’1:]

- pn . (x(l'l-l)’B(n—l)) a2 D:‘]
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=a € [0,1] tels que :

-Vee e e Ll x(n-'), J 9 (x(“-l).xn) Pon-pyax)) < Pn(x(n'l})
= :

n

-.1 - —_ -
—VQ € HI et Vx(n ) € )((n 1), J ) (x(n U,xn) Qx(n_”(dxn) &z pn(x(n 1)}

Alors il existe une suite adaptée (Cn) de cylindres (Vn 2i iy cns

nx1
tels que :
n
“3f8 .} .a?
(n) 1 j=2 1
Sup (P (cn) ; P e Ho) <e
n
-3/8 } ai‘
Inf(Q(n)(Cn) smQmie H1) 21 -e jre
5 - Remarques.-

a) Les lois initiales ne sont pas ici utilisées (mais elles pourr

1'€tre) puisque l'on a choisi de poser nol =p, =a, =0.

b) La distance en variations dv sur 1'ensemble P de toutes lé
lois sur un espace mesurable quelconque (Q,A) est définie par :
., ger, d_(P,Q) = sup([P(A) - Qa)| ; A € A)
=Suptlf¢'dr-“dql ;s Peo)

oi ¢ est l'ensemble des fonctions  : (Q,A) —> [0,1]. D'aprés (10) et

(11), nous avons :

s
-3/8 | a;
(n) j=2 3

Vnal,dv((P o B 5 (Q(n).QeH1))>,1-2e
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c) Séparation asymptotique uniforme.- On dit que deux hypothéses

H et H1 d'un modéle statistique se séparent asymptotiquement uniformé-
0

b i Vna1,35n63(n) tels que :

= Sup(P(n)(Sn) T RE Ho) — 0
[iad ool

Inf(Q(n)(Sn) ;g € H1) —_ .
wH+=

On peut alors énoncer :

Conollaine 1.- Soit Ho et H1 deux hypothéses d'un modéle
statistique auxquelles on peut appliquer le théoréme (2). Alors, elles se

séparent asymptotiquement uniformément si :

+@
1 al=a sl
n=2 "

En effet, d'aprés (10) et (11), il suffit de poser :

i gl 5 il S -1y . 1
Yos2, g = - Zz a, UJ'J.(x Yo ooy aj(pj(x )+2aj)) .

i j=2

Cn peut donc exhiber les cylindres suivant lesquels se fait la séparation

asymptotique uniforme, et minorer l'amplitude de cette séparation (inégalité

(12)). On peut aussi montrer facilement que Ho et Hl sont orthogonales,

c'est-3-dire que : Jsc A que :

‘VPEHD 3 P(S) = 1

=We #y o ek mi

' - - - .
L'orthogonalité de H, et H, , sauf cas trés particulier comme le cas de
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deux hypothéses simples, n'implique pas la séparation asymptotique unifor, | {
ol
1T - DECANTATION. - Ll
1.- Définition.- On dit que deux familles de lois PD et P1 sur g e
espace mesurable (2,A) sont décantées s'il existe une fonction U e g
que :
Inf(fdi.dQ;Qe P1)> Sup(JdJ.dP;Pe Po). b
C'est évidemment une notion de convexité. En effet, si c(Po) et c(?l)
désignent respectivement les enveloppes convexes de Po et F’1 2. B1 C(Pn =
et TP‘Y désignent les adhérences de ces enveloppes convexes pour la loi
distance dy , nous avons Vieo:
Inf([ V.4d0;Q ¢eP) - Sup([ §.dP ; PeP) e

Inf(J §.dQ ; Qe C(PT)) - Sup(J J .dP ; P ¢ c(Po))

Inf([ Y. d0 Qe c(P15) - Sup(fnﬂ .dP ; P ¢ c(poﬂ-

On voit que les hypothéses (8) et (9) du théorime (2) sont des hypothéses
de décantation des familles de lois conditionnelles : (P T Pe Ho)
2 )

5 ¢ - -1
et (Q 3 Qe H.) , notées dans la suite Hn(x(n 1)), et Hn(x(n )) .

x(n—l) 1 o 1

Nous présentons ci-dessous trois types de preuve de la décantation de

Hg(x(nﬁl)) et H?(x(n_”) : la méthode des convexes, la méthode des boules,

et la méthode des lois ordonnées.
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9.- Méthode des convexes.- Elle repose sur le théordme suivant, dd

L. Le Cam (12, eh, 5} s spit Cc| et C.I deux familles convexes de lois

r un espace mesurable (2,A), dominées par une mesure o-finie sur cet

space, et € 2 0. Alors, nous avons :

dV(Co,C1) re<==>Jf e telle que :

Inf(jﬂ.dQ;QeC1);e+Sup([1ﬂ.dP;PsCo)
ette fonction { peut fort bien ne pas étre une indicatrice.

Exemple.- Soit Q= (“’1"”2""3)' A étant l'ensemble de ses six
3

S—
e

arties. Considérons la loi uniforme U= z 6w et l'ensemble (C des
i=1 i

lois qui chargent wy deux fois plus que wy o

W=

W) et c=(%5m +%:Sm +(1—-3-°i) 8, ;OSGS%) sont
1 2

deux ensembles convexes et dominés de lois, dont la distance en variations

st 4 (W,0 =4 .

I1 est facile de voir qu'il existe une fonction Y € ¢ et une

seule telle que :

Ve e (0 J § . du s % +J Y . dP : c'est la fonction définie par
ﬂ(ru‘) =i, tﬂ(mz) =07 lp(wj) =% > ce qui illustre le résultat précédent. Il
ESL tout aussi facile de vérifier que (U) et C ne sont décantées par

ducune fonction indicatrice.
3.- Nous devrons souvent imposer des conditions de régularité aux

fonet n n % e 5 . .
fctions Ho et |"f1 . Nous exprimerons ces conditions & 1'aide de 1'écart

de Hausdorff 52 s oy . o e
eyy associé a dv de la maniére suivante : si Po et P1

désj . :
“Slgnent deux familles non vides quelconques de lois sur un espace mesurable
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(?,A), on pose :

eHV(Po’PI) = Hax(Sup(dv(P,P1) i PlE Po), Sup(dv(Q,Po) : Qe P1)) .

Théonréme 3.- Soit HD et Hl deux hypothé&ses non vides d'un

(X('"'), B(M)’ H) .

modéle statistique

Vnzz,onpose:

V@ e x01 a6 - e ™)), cod cl

= gideanea 0y 2O e

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

Sheie 5 Xn est un espace topologique a base dénombrable, Bn est

X (n)

sa tribu borélienne ; est o-compact pour la topologie - produit,

-Vnz 2, C(H:(x(n-l))) et c(H?(x(n-‘))) sont des fonctions conti

x(n-l)

de pour e 3

HV
-Vnz 2 et Vx(n_l) € x(n-1) » les deux familles de lois Hg(x(n-”]
et Hl::(x (n-1)) sont dominées par une mesure o-finie sur (Xn,Bn). Alors,
pour que H_ et HT se séparent asymptotiquement uniformément, il suffit

que :

+co
2 = @
nz2 et U

Démonstration : D'aprés (13), il existe une suite (A;)nﬂ de

réels tels que :
= g1 L=
st Ao =@ A =0

= SARL SCRERR A0 IR AR g 8
n n

§ 82 wsm ey .
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Le probléme est essentiellement de construire les fonctions

,n 22, décantant les deux familles de lois conditionnelles.

3

a) Soit n 32 tel que 4 >0.

Par définition de An Y Vx(n_” € X(n—” , Nous avons :

g™, el &) 5

ces deux familles de lois sont dominées, d'aprés le théoréme de Le Cam,

en résulte que :

e 1) - X oB) —— [0, , fonction telle que :
x

E([!

[* @en dvi v e ey 8 SuP(J[ Y oy dusue e

est (n-1) o

(15)

d Hz(x(n-l))) et c(H‘;(x(n-”)) étant des fonctions continueé de x(n-t) -
t:
J o € x(n-1) , On peut trouver un voisinage ouvert V(x(n_n) de x(n-1)
B] s X0 tel que : Vy(n-” € V(x(n-”) ;. om ait®
s - e (C(Hn( (ﬂ‘i))) Hn( (n-1) < An z AI“ (16)
. HY st 5 il o M) S
: ¢
" ¢

e B _ (17)

- o™y, iy ™) < 2

On déduit de (16) que :

up(J wx(n-ﬂ it H € c(H‘;(y“"”n. 3" & 7"y
£ Su (I " & ; W= + 2% (18)
P Y gy 98 & B S S 2
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et de méme de (17) que :

Inf(J RN P TR R TR Y
b 4

> Inf( v ; W @Dy - oo
> In wx(n—l) «+ dv j ve C L= e

Compte tenu de (15),(18), et (19), nous avons finalement :

(n-1)

Inf(f \Px(n__l) A C(H?(y ), 3"(n-1) - v(x(n—I)))

z SUP(I ?x(n_” =dp s e C(Hg(y(n—l))) s y(n_l) € V(x("_1)))+ Al

X(n—I)

étant ¢-compact, on peut extraire de (V(x(n_n), x(n-l) £ X(n-”)

(=10

un recouvrement dénombrable de X (V(x;n—”) » P 2 1) a partir duquel

on construit une partition dénombrable de X(nhl) notée (Vu, u 3 1)Sen

posant :
A R et
Yoz, Vo= V(x ) - U Vix ¥ (s
u u
p=1
s (n-1) (n-1) . i
Cette partition est B -mesurable car B est la tribu borélienne
de X(n_” pour la topologie - produit.

On pose alors, Yu > R Vy(“-” € Vu " Vyn € Xn -

(n-1) -
= lﬂn(y -)'n) = ‘l’x(n_1)(Yn)

u

-2, 6 - Sup(J Y ey - 9P =Py

Y(n_n W V3 PEHO)

u

: . k n
Par construction, les fonctions ;ﬂn et p ~ sont respectivement 3() et

B(n-'1)

-mesurables et vérifient :



¢ b Vy(n-”e Ve Ve e Ho ,VQEH

an(y(n-l) , yn) 7 Py(n-l)(dyn) < p_(y

i (n-1
Jan(y(n 1) - yn) . Qy(n-i)(dyn) 2 Inf(J 'l'x(n_” 3 de(n'l) 1 Qe HI’ v n )e vu)

> A + Pn(y(n—n) d'apres (20).
trement dit, nous avons :
(o-1): ) k=) , Ve A Yo e Ly
(n-1) (n-1)
Iﬁn(x s x) Px(n—1)(dxn) s p,(x ) (22)
J 'ﬂn(x(n-”’ %) Qx(n-l)(dxn) T Pn(x(n-1)) 23

b) Soit n 2 2 tel que b, =0 : alors (22) et (23) sont trivialement

érifides si 1" = =
s on pose tﬂn P, 0

c) D'aprés le théoréme (2), il existe une suite adaptée de cylindres

(C“)ml tels que :

E dnoaid
5187 S5
Ve e H0 r p(“) €)se =2
n
-3/8 A}z
e lies 208500 xabetins o

Compte-tenu de (14), i1 y a donc séparation asymptotique uniforme de H
et H
i
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4.~ La distance de Hellinger d, entre deux lois P et Q surm

espace mesurable quelconque (Q,A) est définie (cf.m) par :

4 (B,Q) = V1 - o, (7,0 ob

pH(P,Q) = [ ' ‘;—"E . % du, 1y désignant une mesure o -finie quelcongy

sur (Q,A) dominant a la fois P et Q.

Sur 1'ensemble P de toutes les lois sur (2,A), dV et d'l!

sont des distances topologiquement équivalentes puisqu'elles vérifient :

Ve, qeP, 2.0 5a,@Q s a0 @) @', p o

Les écarts de Hausdorff eay et oy (calculé a partir de dH) sur

1'ensemble des parties non vides de P sont eux aussi topologiquement
équivalents puisque pour tout couple de familles non vides P_ et P1
de lois sur (Q,A) , on a:

2
e (PosPq) € ey (P WPy ¢ V2 e PoePy)

Il est alors évident que dans le théoréme (3), on peut substitue

d]-l a dv ,» ce qui est intéressant car dH se calcule presque toujours plii
facilement que dv (voir par exemple la distance de Hellinger de deux lois

n 12 13

normales non dégénérées sur R : , P- 129 ou » P- 191). On obtien

alors :

Conollaine 2.- Soit H, et M1 deux hypothéses non vides d'u®

modéle statistique (X(M), B(h); H).
Vnaz , On pose :

YD) @) g 0y dH(c(Hn(x(n—”)), C(Hn(x(n—l))))
n o 1

-5 - Inf(an(x(ﬂ‘ﬂ) ; x@1  y@-1)y
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ur yp suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. )(n est un espace topologique a base dénombrable, Bn est

x(n)

tribu borélienne ; est o-compact pour la topologie - produit ;

-Vn B0 c(Hn(x(n-”)) et c(Hn(x(n_t))) sont des fonctions continues
o 1

(ﬂ" ) our e H
X P HH °

-Vn 3.2 . Vx(n*” € X(n-'}) , les deux familles de lois Hz(x(n-‘)) et

dll (x(n'”) sont dominées par une mesure o-finie sur (Xn,Bn).

Alors, pour que H0 et H1 se séparent asymptotiquement uniformé-

e
] 6 =+ (25)
n=2 ° i

R?._nmue.— Dans les applications, on pourra souvent remplacer (25)

2 3 X "
T z 6 =+ . C'est le cas par exemple dans le probléme de 1'estimation
1 : . . “ . . -
un signal dans un bruit gaussien, cas ol les lois conditionnelles seront des
lois gaussiennes de méme variance sur R .

Cuer
5.- Distances décantantes.- Les hypothéses du théoréme (3) comprennent

des hypotheses de continuité qui sont dans une large mesure étrangéres au

Probléme de 1a séparation asymptotique uniforme de Ho et H.| : elles ne

sont utilisées que pour assurer la mesurabilité des fonctions lﬂn « Par

tongé . A : .
fséquent, elles deviennent inutiles si les espaces Xn s 02 1 sont

dénombrables, on obtient ainsi un résultat général que l'on pourrait par

3 : . L )
*emple appliquer au cas oit la suite (Kn) des observations est une

nzl

ks
haine e Markov dont 1'espace des états est dénombrable.
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Conollaine 3.- Soit Ho et H1 deux familles de lois sur
e P

2] (xn,sn) ,» chacun des espaces Xn , n 21, étant dénombrable et muni
n=1

de la tribu Bn de toutes ses parties.

Alors, pour que Ho et H‘l se séparent asymptotiquement unifor

ment, il suffit que :

A =+= (13) -

De notre point de vue, ce genre de modéle, ou n'interviennent qu

des conditions de décantation, est trés représentatif de la théorie.

En outre, on peut remplacer la distance d a partir de laquell

N

sont calculés les An , par de nombreuses autres distances.

Définition.- Nous dirons qu'une distance d sur un ensemble P
de lois sur un espace mesurable (R,A) est décantante s'il existe une

fonction f :]O, + w[—»:]o, + m[ telle que :
Ve, @ eP et Ya> 0, a0 20=> 4,00 ).

Si d est décantante, on choisira la meilleure fonction £ possible, 2

fd :JO, + w[—rjo, + w[ définie par

fd(u) = {1 si WE,0)) ; P, Qe P et d(P,Q) > a) =g

Inf(dv(P,Q) ; P, Qe P et d(P,Q) z a) , sinonm:

f.:1 est croissante et vérifie évidemment :

P # Q ==> dV(P,Q) 2 fd(d(P.Q)) <



voir que £
nj d
¥ ! , distances décantantes).

1 fon

5%

aprés (24), 1a distance de Hellinger dy est décantante, et il est facile

est la fonction x#+—» Min(x2.1), si (@,A) = (R, Bm)

Les distances wsuelles sudlvantes sont décantantes :

VP5Q| Inf (e

4 ®,Q)

Inf (e

F est l'ensemble des fermés

elle £

eF et Ye>o0, F* = (x;
X, 8)

e la convergence faible (cf 2,

On sait que si

- les distances de Lévy dL

- la distance de Prohorov dP

s sur tout espace métrique (X,

sur 1'ensemble de toutes les lois borélien—

§)

>0; YeF , P(F) g QE) +¢)
>0; WeF , QF) <PE) +ey ,
de (X,8) et ol

Xite X fet 65 (acyF e )i

est séparable, d_, définit la topologie

P
App. ILI):

et de Kolmogorov dK sur l'ensemble de

outes les lois boréliennes sur

onction de répartition de toute

ol h désigne le n-uple

dL définit comme d

§9)

On verra que

'd-L(P;Q)=Inf(h;h>0 et ch]Rn,F

r.il._,,cl]_.,c].K

une iété & : z 3
Propriété plus forte, i savoir qu'elles décantent leurs boules. Lorsqu'il

R" , ainsi définies : si FP désigne la

o1 PB¥, on pose , VP,Q:

7 dK(P,Q) = Sup(iFP(x) - FQ(x)| ; x e RY).

Q(x-ix) - h sFp(x) € Folxsh) + 1,
(05 - = s e
P la topologie de la convergence faible (cf & suchaps 2.
i 4 est la distance du théoréme de Glivenko - Cantelli (cf i )i

sont décantantes parce qu'elles vérifient
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s'agit des distances sur l'ensemble de toutes les lois sur (R, B]R)’ nous

avons :

Y > 0 , £, (x) =f, (x) = £_ (x) = Min(x,1) (cf p » déja citd),

4 % 4

Distances non décantantes.- Parmi les distances qui ne sont pas

décantantes mais qui sont utiles en statistique asymptotique, citons la dist
. » . - *
de Fortet - Mourier (cf 3) . Elle est définie sur l'ensemble P  des lois

boréliennes P sur un espace métrique quelconque (X,8) telles que :
J 8(x,x ) P(dx) < + =

ol x_ est un point arbitrairement choisi dans X.

L'ensemble Ex des fonctions réelles lipschitziennes définies
o :
sur  (X,6), et qui s'annulent en x_, est un espace de Banach pour la norm:

Yeiw T s i =2
KO X

o §(x,y)

$.%, ¥y e X et x # y)uu

Toute loi P de P peut &tre identifiée & un élément du dual topologique
* * i,
(Ex L ||x ) de cet espace de Banach, a savoir la forme linéaire continmu
o o
f A [ ExiRdPls

Enfin, il est clair que :

Ve ,qepP, ||p—q1|: =Sup(|ff.dP—Jf.dQ|;feEx et |]EIL
o 0

o
*

ne dépend pas de x_ . Par définition, on pose dey (B2Q) = [ |p-q] |x
o

On démontre facilement que dFM est décantante si et seulement si (X,8)

est borné.
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s Par exemple, si (X,8) = (R,| [) , P est 1'ensemble des lois
telles que : J |x] P(dx) < + =, et dpy st la distance non décantante
Lé). (2,Q) =J |FP(x) - Fq(x)| dx (3. il

D'aprés (26) et le corollaire précédent, il est clair que nous

as

lis
Conollaine 4.- Soit Ho et Hl deux familles de lois sur

4@

1] (Xn,Bn), chacun des espaces Xn , n > 1, étant dénombrable et muni de la

n=1

s

tribu Bn de toutes ses parties.

Yo s 2 , on suppose que c(P v PuE Ho UH.! - x(nﬂl) € X(n-”)

x(n-i)

est munie d'une distance décantante cin , et on pose :
o, = Wi H &), @&y x0T e xD,

Alors, pour que HD et H1 se séparent asymptotiquement uniformément, il

suffit que :

+0
3 fj {agd = tuss
& n=2 n

6.- Cas des fois - produits.- Une loi P sur (X(w), B(m)) est dite
+o
loi - produit si P = @ Pn . 81 P est la loi d'une suite d'observations
n=1
A= (xn)n;1 » P est une loi - produit si et seulement si les v.a. Kaw, m 21l

sont indé . e . s
t indépendantes. Il est clair que dans ce cas le théoréme (3) se simplifie
considé Bl 7 4 5 . 4
stderablement, et que seules des conditions de décantation seront imposées.
Ono 1 : . . . P .
btient ainsi le corollaire (5), ou l'on utilise seulement la distance dV .

et 1 : 2 - £ "
¢ corollaire (6), ol 1'on utilise des distances décantantes quelconques.
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Conoflaine 5.- Soit HO et H
(x(”), B(«o)) 3

1 deux familles de lois - proj;

sur

Yo 2 2, on pose B - dv(C(Pn b HD), c(Qn 2 Q€ H1)) 3

et on suppose que ces familles de lois sont dominées par une mesure g-fiy

sur (xn'Bn) .

Alors Ho et H1 se séparent asymptotiquement uniformément

4o
si ] aleve.

n=2

Conollaine 6.- Soit Ho et H
(X(M), B(m)).

1 deux familles de lois = produ

sur
Vo 2 2 , on suppose que c(Pn ;. Pie Ho u Hl) est munie d'une distaw
décantante d et est dominée par une mesure o-finie sur (Xn,Bn) ) eta

pose :

o = dn(c(Prl SR e Ho), c(Qn 3 Qe HI)) :

Alors, pour que H et H, se séparent asymptotiquement unifo
ment, il suffit que :
+ o

2
E fd (q.“) =4+
n=2 n

7.- Méthode des boufes.- Dans ce qui suit, les familles de lois

H:(x(n-l)) et Ht;(x(n_”) seront décantées parce qu'elles seront contet

dans des boules définies & partir de distances ad hoc.

Définition.~ Soit P un ensemble de lois sur un espace mesurd

quelconque (2,A). On dit qu'une distance d sur P décante ses boules
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existe une fonction Fd : ]0, i “’[_"]0: % u[ telle que :

les que soient les boules fermées B(Po,uo) et B(P‘,n1) de P

el que soit o > O tel que d(Po’P1) B a, » on peut trouver
fonction ¥ € ¢ telle que :

0-fiz}

Vpga(?o,uo) et VQ € B(Pl,ul) = I ¥ . dQ 2 I Y . dp + Fd(a) (28)

1 Remarques. -

- Toute distance vérifiant (28) est évidemment décantante.

- Nous ne faisons plus d'hypothéses de domination sur les boules de

roduii, : s . - .
odifeis considérées qui, de plus, ne sont pas nécessairement convexes. Nous ne

s donc plus dans le cadre d'application du théoréme de Le Cam.

jtan: - La généralité de la définition précédente n'est pas restreinte

et «f81 1'on impose 2 Fd , ce que nous ferons dans la suite, d'€tre continue a

uche, et de s'annuler 3 1l'origine.

Exemples de distances qui décantent fLeurs boufes.- 1l est facile de

M, p. 66-69) que dV , sur l'ensemble de toutes les lois sur

éspace mesurable quelconque, dP , sur l'ensemble de toutes les lois

énontrer (cf

oréliennes sur un espace métrique quelconque, dL et dK sur 1'ensemble
. o o
¢ toutes les lois boréliennes sur IR  décantent leurs boules, 1'une

Uelconque d de ces distances vérifiant la propriété plus forte suivante :

VPD’P1€P = Vuo,u1 aO,Vu>0 tels que d(Po,P1)>uD+D‘-1+G.

feh  tel que :

e B ,a) et Yoe B(P,,a,) » Q@) 2P +a (29)
ble

Par 5 A * 5
contre la distance dp, ne décante pas ses boules sur P (voir 27)
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puisqu'elle n'y est pas décantante , si (X,8) n'est pas borné.

§.- Théonéme 4.- Soit HO et H, deux hypothéses non vides d'un modi)

1
statistique (x(w). B(M), H).

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

- ¥ 2 Xn est un espace topologique i base dénombrable, Bn est y
tribu borélienne, Pn est un ensemble de lois sur (xn'Bn) muni d'une dist

d_ qui décante ses boules ;

- Vn ST s X(n) est 0o-compact pour la topoiogie - produit ;

-V 22 et Vx(n-l) € X(n-l) » 11 existe deux boules fermées de 1'esp

(n-l)) (n—1))

métrique .(Pn,dn) notées Bn(x

(n-1)) (n—l))

et B';(x centrées respectives

en pn(x et en ur'l(x et de rayons respectifs rn(x(n-l)) et

rl'](x(n-])) et telles que :

s Hz(x(l'l"‘)) = Bn(x(n‘i))
R H!;(x(n—l)) c Bt.l(x(n—1))

- les centres uooet ”1.1 et les rayons r, et rr" de ces boules sont

des fonctions continues de x(n_l).

Vn;Z,onpose:

. gy

Py = Inf Max(o,d Gu, x ™), 1 7))o (0T (o1,

Alors, pour que Ho et H’1 se séparent asymptotiquement uniformément, il

suffit que :

3 2
el e i
n=2 dnrl
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Démonstration : D'aprés (32) et puisque les fonctions F‘_-1 sont
n

ntinues 4 gauche, il existe une suite (pr'l)n>2 de réels tels que :

sl =0 pe =0

Y = ®

a) Soit n 3 2 tel que Py > 0 . Par définition de P, » mous

vons

vx(n-1) 4 X(n-1) (n-—l)), ur.l(x(n-i)

L 4G (x 3 2 O ) )

Comme ) ut'l. re 1.’r'1 sont des fonctions continues, on peut trouver un voisi-

(n-1) (n-1)

g€ ouvert V(x(n—”) de tout point x dans X tel que, d'apreés
(30) et (31), on ait :
Vy(n-l) . v(x(n—l)) :
L0 My 8 6T € 3 6™ ) n O, o, 35)
i . (n-1) (n=1) (n-1) (n-1) =
B et DAMRaTY , 216" e fn ’a, (36)

Conme dn décante ses boules (28) et compte tenu de (34), (35), (36), il

existe une fonction ¥ (Xn,Bn) — [0,1] telle que :

L=y i
\/y(n—l) i z(n—1) g v(x(n-1)) 4 Vo e Ho : VQ 3 H1

v 5 ;
I (o1 sz(n_n 2 Fdn(p‘;) + J vx(n_l) . dPy(n_” (37)

(n-1)

En utiljg & »
Utilisant 1a o-compacité de X , on peut extraire du recouvrement

Ouvert (V(x(n-”), x € x(n-I)) de X(n_l) un recouvrement dénombrable
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noté (V(xén_n). P 2 1) a partir duquel on construit comme précédemment

B(n—'l) (n-1)

une partition dénombrable -mesurable de X

, notée (Vu, us
en posant :

u-1
Va sl i vV = V(x(n-”) = V(x(n-1))
u u et P

(
On définit alors deux fonctions {J : (X _n)’ 8y =y [0,1] et

P, ¢ (X(n-‘). B(n_”) — [0,1] par :

=]
Vu:;f, VY(n)eVu etVyne:Xn:

(n-1) -
ol V) - ORI

u

= Pn(y(n—”) = Sup(J \Un(y(n—”,yn) P )(dyn) s e N y(n_” gVn]

n-1
y(

Ces fonctions vérifient : Vx(“_” e x@ 1 :

.
S s J lﬂn(x(n—”,x ) P

n x(n-l)

(dx ) s pn(x(“_‘))
(n-1) Y (n-1)
= VQ € H1 - J lﬂn(x ,xn) Qx(n_1)(dxn) > Fdn(pn) + pn(x )
d'aprés (37).

b) Si P, = 0, on pose lﬂn =p, = 0 . Les inégalités (38) et

(39) sont alors trivialement vérifiées.

D'aprés le théoréme (2), on conclut qu'il existe une suite adapté

. " :‘
(Cn)nal de cylindres tels que Va N b4 (

g 2
-3/8 } Fy 0}
Sup(P(n)(Cn) e HL) =te j=2 7}
o S

(n)(Cn);QeH1)a 1 -e LT

Inf (Q
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apres (33), H_ et H1 se séparent donc asymptotiquement uniformément.

ent o

2 1)
9.- Dans le cas de lois - produits, ou lorsque les Xn ,n 21 sont

dénombrables, le théoréme (4) se simplifie considérablement. A titre d'exemple,

si 1'on utilise seulement la distance dv pour des lois =] produits, on

obtient :

Conollaine 7.- Soit Ho et H1 deux familles de lois - produits

(x(«”). B(W)).

sur

; - . .
On suppose que Vn 2 2, il existe deux lois b, ooet "1:1 sur

(X,B) et deux réels r_ et r' tels que :
n’ “n n n

:"V"} -VP (> HD R dv(un,Pn) 3

-Yo e H d.(®,0) & z* ,

et on pose . Max (0, dV(”n’”;) = e rt'l).

Alors pour que HO et H’I se séparent asymptotiquement uniformément,

il suffit que
4+

F et e,
n=2 "

10.-  Méthode des £ois ondonnées.- Soit P un ensemble de lois sur

U espace mesurable quelconque (R,A), muni d'un préordre s . Ce préordre

PeUt avoir ou non certaines propriétés de décantation. On pourrait par exemple
£ 18

maginer que deux familles quelconques de lois de P, convexes pour s (c s

Bl = 21) sont décantées dis qu'elles sont disjointes.
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Choisissons une définition moins exigeante :

Définition.- Nous dirons que s décante ses sectioms si

VP » P1 € P telles que Po < P, , la section finissant en Po soit

1
B(PD) =(P, Pe P, Pg Po) et la section cﬁmmencant en P1 soit
S(Pl) = (P PE P, B> P1) sont décantées.

Exempfe.- Soit < 1'ordre défini sur l'ensemble P de toutes

les lois sur (IR, BIR) par :

P_£Q<==>FPSF

T

Il est facile de vérifier que cet ordre décante ses sectioms et

vérifie la propriété plus forte suivante :

VPD 2 P‘l € P telles que Po < I’1 5 33 € R tel que :

PP, et QzP, =3Q(-=, al)'z ¢ .2) + p(- = 2l

ou ]- =, a| est soit |- =, a], soit |-, a[.

De plus cet ordre devient total si on le restreint a 1'ensemble d&
translatées d'une méme loi, ce qui est le cas dans le probléme généralisé d
l'estimation d'un paramétre de translation (cf. 6) ou dans 1'estimation d'C
signal dans un bruit gaussien, ol on appliquera tout naturellement cette techr
nique. Nous l'avions aussi utilisée autrefois (M. p. 101) pour estimer un
paramétre réel dans un modéle statistique associé i des observations indéper
dantes, les lois de chacune des observations étant des fonctions monotones &
paramétre. On pourrait plus généralement obtenir de méme des conditions suffi

de séparation asymptotique uniforme de deux hypothéses multiples Ho et "1
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que 1'hypothése générale H est ordonnée, les familles de lois condition-

es (P ety PaeH) *; Vas 2 3 VX(n-” € x(n—l) , sont ordonnées,
%

fonctions P "> P e étant de plus monotones.
X

Nous ne développerons pas cette idée ici.

- APPLICATION A L'ESTIMATION ASYMPTOTIQUE GENERALE,-

l.- Rappels.- Soit (X(W), B(w), H) un modéle statistique, (E,d) un
ce métrique, et £ : H — E un paramétre que l'on désire estimer.
osons que ce modéle vérifie la condition suivante :

\ﬂ’o 5 l’1 e, Vuo > Gy > 0 tels que d(f(PD),f(P1)) >a,+ta,,
) les hypothéses f_1(B(f(P°),uo)) et e (B(f(P1),u1)) se séparent
asymptotiquement uniformément.

§ avons alors les résultats généraux suivants :

41) si 1'espace métrique (E,d) est précompact, il existe une suite

1 : . . . . .
)na1 d'estimateurs de f qui converge uniformément p.s., c'est-a-dire
des . . . .
verifie :
+@

vs >0, Sup(P(ls ((d(Ek’ E(B)) > g) i n Xj)); PeH) —0 ,

"un
k3n j=k+1 .

ech

4 p
(62) si (E,d) est seulement o-précompact, il existe une suite
S._Cconvergente d'estimateurs de f 7
(4 17 .

3 plus generalement, si (E,d) est séparable, il existe une suite
ve ;

Igente d'estimateurs de f£. De plus, si l'hypothése générale H est
le ¢ ; . 1

e la triby A engendrée par les fonctions P v~ P(n) (B, o =il o Be B(n),

d'une ¢yl s 1
robabilité a priori p sur A, il existe une suite d'estimateurs

f .
941 converge P - p.s. pour py-presque toute probabilité P.
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2.- Remarques.-

(i) Ces suites convergentes d'estimateurs sont entiérement construit

sa |
a partir des cylindres qui séparent asymptotiquement uniformément les coy

d'hypothéses auxquels (40) s'applique. Ces constructions sont dues a

J. Geffroy et nous-méme en ce qui concerne (41) et (42) (cf M, p. 29 - &) o
et s'appuient directement sur deux résultats de H. Schmerkotte (21, th, &
sur l'algébre des hypothéses que 1l'on peut tester, et lemme 2.5) en ce qui f§f me:
concerne (43).
fo
(ii) Concrétement ces constructions sont inutilisables, d'autant plis ):
e
que pour estimer £, il faudra leur ajouter celles qui figurent dans la
Al

méthode des convexes ou la méthode des boules. On retiendra de L 'hypothes
(40) que les seules hypothéses qui importent sont les images réciproquesp

f des boules fermées B(f(P),a) de (E,d).

(iii) Enfin, rappelons que pour certains modéles statistiques, 1'exis

d'une suite convergente d'estimateurs de f implique 1'existence d'une s

p.s. convergente d'estimateurs de f (cf. 15

)

3.- Application de fa méthode des convexes.-

e = [
VPO eH, Vao > 0 notons, Yonz2 et Vx(n {1 € X(n 1).c(Pl:,nfl‘,"‘
1'enveloppe convexe de (P (@-1) B e f-1(B(f(PO),u0))). Le résultat suli
X
est une conséquence immédiate du théoréme (3) qui implique (40),

et des rappels ci-dessus.

Theondme 5.- soit (X, B H) un modéle statistiquey B
un espace métrique séparable, f : H — E un paramétre a estimer. On

suppose que :
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Ak - R Xn est un espace topologique a base dénombrable, Bn est

X (n)

sa tribu borélienne, est o-compact pour la topologie - produit ;

(n-1)

SV s VYeeH, Ya>o0, x(n-” e c(P,a, x ) est une

- 4 Jf fonction continue pour ey ;
4, -Va 22 oy Vx(n-i) = X(n_”. (P (n-1) °? P € H) est dominée par une
X

2 qui f mesure o-finie sur (Xn,Bn) :

-VP ,P1EH.V€ID,Q

. > 0 tels que d(f(Po)’f(Pi)) =io 4

1 1

T
) (Inf(dv(c(l’o,uo. x(n-‘)), C(Pl’ut’ x(n-”)) : x(n—” € )((n-‘)))2 =+ w (44)
n=2

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f (et méme une suite
p.s. convergente, si (E,d) est o-précompact). De plus, si H est muni
d'une probabilité a priori u (cf. rappels ci-dessus), il existe unme suite
d'estimateurs de £ qui converge ‘P - p.s. pour p-presque toute loi

possible P.

Bien entendu, d'aprés le corollaire (2), on peut dans cet énoncé

remplacer ey Par e, et (44) par :

o
I (nf (@, (P ,a , Ry c®ysa,, M O L I i) TS FPR

n=2

4.- Le théoréme (5) se simplifie dans le cas ob les espaces des
observations sont dénombrables, ou dans le cas ol ces observations sont
Indépendantes. On en obtient alors des versions qui ne contiennent que

des conditions de décantation ((45) et (46) ci-dessous).

-_-—-———
Conoflaine &.- Soit (X(h), B(m), H) un modéle statistique

dans lequel chacun des espaces Xn ,n 2 1 est dénombrable et muni de la
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tribu de toutes ses parties, (E,d) un espace métrique séparable,

f : H— (E,d) un paramétre a estimer. On suppose que :
= Yaps 2., (P (n-1) 3 E e, x(n-” € X(n-i)) est munie d'une dis
X

décantante dn H

-V, Poet, Yo, a >0 tel que d(£(2), £(P,)) > a_ ‘el

ey
z fi (Inf(dn(c(Po,uo,x(n—l)), c(P1,a‘,x(n_1))) ; x(n_1) € X(n—”)) =4t
n=2 n

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f, et méme, si (i

est o-précompact, une suite p.s. convergente d'estimateurs de f. In

Conollaine 9.- Soit (X(“), B(w), H) un modéle statistique s
4 une suite d'observations indépendantes, (E,d) un espace métrique sépari

et f : H— (E,d) un paramétre i estimer. 1
{

On suppose que :

- Va =5 e t::(Pn 3 Pe H) est munie d'une distance décantante d, ¢

dominée par une mesure o-finie sur (Xn,Bn) ;

-VPO,P

cH.Va 5.0
o

1

B 0 tels que d(f(Po),f(P1)) >a +a

1 )
+o

2 L]
n§2 fdn(dn(c(rn P dE@)LER)D) s @), c(Q) ; d(£Q,E(R)) £ a))) =+

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f, et méme, Si &

est O-précompact, une suite p.s. convergente d'estimateurs de f.

5.- Application de fa méthode des boules.- Au lieu de donner une appi

directe du théoréme (4) et de ses diverses variantes, nous allons démontrer ¥

résultat moins général mais plus maniable, en supposant que les lois condit®
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nelles sont des lois a4 densité. Nous utiliserons le fait bien connu suivant :
si P et Q sont deux lois de densités f et g par rapport i une méme

mesure o-finie, alors d (P,Q) = Q(g > £f) - P(g 2 f).

Thépatoel - 0 D ROy L g s e sk M )
un espace métrique séparable, f : H — E un paramétre 3 estimer. On pose :

EWeH, Vas>o, Yana , W™D . x0
(n-l)) g

£ Ba,x Supy(® (132 Q@ (0 yy) 5 Qe £ BEP), a))) ;
X X

Ve QeH, Ya,8>0, Va2, o (Pa;iQ.8) =

(n=1) (n=1) (n-1) (n-1)
Inf(Hax(O,dv(Px(n_”,Qx(n_I))—rn(P,a,x )-rn(Q,B,x ) i e X e

On suppose que :

-Ya 22, l'ensemble (P (a=13 3 PEetii. x(n-” € X(n—”) de toutes
X

les lois conditionnelles & 1'instant n est dominé par ure mesure o-finie

My sur (xn’Bn) et que VP e H, on peut choisir une version fn I,(x(n-l),.)
»
dP
1) (n)
de 5 telle que la fonction f soit B '-mesurable ;

5 n,P
-Vn 22, VP € iy ch >0 rn(P,u,.) est B(n_")—mesurable s

'VP,QEH, Yo ,850 tels que d(f(P),f(Q)) > a + 8 ,

]

p2(R,a3Q,8) = +» 47)
2

Il b1,

n

Al i : : . 5
ors il existe une suite convergente d'estimateurs du paramétre f. De plus,

i S d'une probabilité a priori p , il existe une suite

dl . . -
eStimateurs de f convergeant P - p.s. pour p-presque toute loi possible

P.
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b) si (E,d) est o-précompact, il existe une suite p.s. convergent

d'estimateurs de f.

Démonstration : Il suffit de montrer que ce modéle vérifie (40).

cela, considérons P , Qe H et a, B8 >0 tels que d(£(P),f(Q)) >a+'s,

a) Soit n > 2 tel que pn(P,a;Q,ﬂ) - 18
e

Par définition de pEe , nous avons :

: (o= (n-1)
dv(Px(n-l)’Qx(n-l)) 2 o, (P,a3Q,8) + r (P,a,x ) + r (Q,B,x )

(n)

On définit une fonction B “-mesurable lﬂn en posant :

Vx(nvn € X(n-” et Vx e X =l (x(n_”,x ) =1
n n n

(n)
e (£ )(x ¥

n,Qafn,P

L'inégalité (48) s'écrit alors :

R R
’ X a5

= il
On(P,a;Q,B) ” J ‘ﬁn(x(n 1)")dpx(n-l) + rn(P,u,x(n ))

D'autre part, par définition de r , nous avoms, Vp: . Gt enHEE

AE®EF)) g0 ==> du(® (0, ' ) s r @a,x®")
X X

(n-1) . (n-1) (n-1)
donc J lﬂn(x ")dPx(n-I) < j :ﬂn(x ,.)dPx(n_” - rn(P,a,x )

et de méme d(f(Q), £(Q')) s B =—>

(n-1) s (n-1) (n-1)
J \Un(x ,-)de(n_D > J ﬂn(x ,.)de(n_” - r (Q,8,x )
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5 » 2
ente it vx(n 1) s x(n ) .

- = (n-1
pn(x(n 1)) 4 J ,‘}n(x(n I)’_) dPx(n-i) g rn(P,a,x n ))

40).

+'B. = J 'yn(x(n-l),xn) fn,P(x(n—1),Xn) “n(dxn) + l‘n(P,.a,x(n-l)) )

)

éfinit une fonction B(“-1 -mesurable P, qui, d'aprés (49),(50) et

vérifie :
W e £ @BeE®),0)), [ LT e SR (52)
X

- e £ (£ @),8)), J 0,6 a0t Ly 2 e ) o i) 53)
X

B Sipour n>2, on a 2 (®,a;0,L) =@ . on pose ¥ . =p. =0, ce
St n n n

fait que (52) et (53) sont encore trivialement vérifiées.

¢) Finalement, d'aprés le théoréme (2) et compte tenu de (47),il existe

suite adaptée (Cn) suivant laquelle se séparent asymptotiquement

n21
fornénent les hypothéses f-1(n(f(P),u)) et f"(B(f(Q),B)), ce qui prouve

1 que (40) est vérifide.

Nous venons de décrire le cadre général de l'utilisation de la
“antation en estimation asymptotique, et, de maniére sous-jacente, dans la
fstruction de suites convergentes de tests. Il faudrait compléter cette
ude en Té-actualisant notre travail sur les modéles de Geffroy, modéles

isti 16 17
#tistiques eux aussi trés généraux ou 1'on suppose (cf , ) que les
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: \ s
observations X“ » 1 2 1 sont toutes a valeurs dans TR , et que toutes

lois conditionnelles du modéle sont les images d'une loi connue sur R®

des transformations dont les propriétés géométriques permettront, ou non,

d'estimer la loi de (X )
n'nx1

A moins d'une nouvelle amélioration du théoréme de base (le thé
(2)), les développements de la théorie, attendus ou en cours, concernent |s

applications que nous avons signalées précédemment et 1'étude dans certain

cas des vitesses de convergence des estimateurs ainsi construits.
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