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LA DECANTATION EN ESTIMATION ASYMPTOTIQUE

Raymond MOCHE
Laboratoire de. Statistique, et Probabilités (M2)
Université des Sciences et Techniques de
Lille Flandres Artois
59655 - Villeneuve d’Ascq Cedex [Fiance]

iSumaly, - First we prove a new sufficient condition for the unifonn asymptotic

séparation of two composite hypothesis of a general statistical model
+00

(0 (X ,8 ), H). We only require that the conditional distributions of the
n=1 n n

observed random variables satisfy décantation conditions.

In part II, we deal with the décantation problem : given two families

of probability laws H and H. on a mesurable space (fi,A), when does there
O 1

exist a function if) : (fi,A) —*■ [û,l] such that :

iP . dQ ; Q e Hq) ?

Using convex hulls method and decanted balls method, we then prove usable

corollaries of the first resuit.

Finally applications to the asymptotic estimation of a general parameter

are given in part III.

Inf ( \p . dP P e H ) Sup (

Statistique des processus, décantation, séparation asymptotique

uniforme, hypothèses multiples, estimation asymptotique.

jleatlon AMS (MOS) : 62M09
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Résumé : Nous présentons d'abord un nouveau théorème de séparation asymptotiqiAtyjal
forme de deux hypothèses multiples et H^ dans un modèle statistique Sfc: auCun I

( 0 (X , B ), H) ou le processus (X ) ^, des observations est seulement assnl-, &4 n n n n£l ions, »n=1

à des conditions sur ses lois conditionnelles, dites conditions de décantation,*-- &
type suivant :

îles ('|
irésentc

Vn * 2

telle que :

Inf (
PeH, ■

n-1

V*(n'0 E n x. , 3 #
1=1

'f(n-,)-dPX
x n

(xi Vi»-
(n-1)

<W

) > Sup (
PeH

[0,1]

(n-1 )
.dP

(xr

irâce a

(n-1)

dès à l

totiqui

vation

,19( P-

Dans la seconde partie, nous étudions diverses conditions suffisantes:

que deux familles de lois soient décantées, portant sur les enveloppes convexes

, . I - S,familles, ou sur des propriétés de décantation de certaines distances, ou de ceia

préordres sur l'ensemble des lois concernées. Nous en déduisons des versions applil
blés du théorème de séparation asymptotique uniforme. jLnt.(

Nous les utilisons dans la troisième partie pour estimer un paramètre le ù

quelconque f : H *■ (E,d) , à valeurs dans un espace métrique E au moins sép®ri:
Nous obtenons des estimateurs qui convergent suivant différents modes suivant que

a, ou non, certaines propriétés de compacité supplémentaires, ou que l'hypothèse

générale H est munie d'une probabilité a priori.

0 - INTRODUCTION.-

cL'emploi de la décantation en statistique asymptotique s'est développe- n

l'impulsion de J. Geffroy, à partir de 1974 (^) dans le cas où les observations s-

indépendantes sans être nécessairement équidistribuées, puis, après 1976 ( ) P0UI'| te

observations quelconques. Rappelons que l'un des traits les plus remarquables Ie l'ï

méthode est qu'elle permet d'établir l'existence de suites convergentes de tests -1

i
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tot^t(iestmateurs par des procédés essentiellement constructifs, et qui ne font intervenir
6 e^Wun moment de lois des grands nombres. La théorie repose, outre diverses construc-

assu-Uons, sur un théorème de séparation asymptotique uniforme de deux hypothèses multi-

ition,^ies (5 t th. i) dont nous avons obtenu une version sensiblement améliorée que nous

irésentons ici. Nous en profitons pour faire le point sur l'ensemble de la méthode,

■race à des résultats originaux, démontrés délibérément dans le cadre le plus général

possible. Ceci dit, la décantation n'est pas qu'une théorie abstraite : elle est

dès à présent appliquée avec succès à de grands problèmes de la statistique asymp-

totique tels que l'estimation par le maximum de vraisemblance, dans le cas d'obser-
(n-l)

îtes :

19
vations quelconques ( p. 42-69), ou l'estimation d'un signal dans un bruit blanc

19
( p. 70-90). Elle paraît également apte à l'évaluation des vitesses de convergence

de ses estimateurs, ouvrant ainsi de très belles perspectives de développement.

! • SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME VE VEUX HYPOTHESES MULTIPLES.-

app- ! - ThéOAème. 1.- Soit (fi. A) un espace mesurable, (B ) „ une suite crois-
n igu

feante de sous-tribus de A, avec B = (Ç), £2) , (il? ') , et (p ) . deux suiteso n n£i n n51

re |de fonctions réelles définies sur fi, et (a ) . une suite de nombres réels
n n$1

sépwérifiant les propriétés suivantes : Vn £ 1 ,

quel 0 est B -mesurable ,n n

P„ est B

~ 0 $

-mesurable ,n-1

P„ , a , p + a $ 1n n *n n

On désigne par (C ) la suite des événements
n n21

l n n

n (I aj ^î ^ î a4 (P: + 4 a-)) : elle est adaptée à (B ) > .j=1 J J j_i J J 2 j r n n*1

H0 et deux familles de lois de probabilité p sur (fi, A)
telle s que
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Vn * 1 , il existe une version régulière jj n de la probabilité p

conditionnée par 8 , et telles que :
«elle P

- Vp e Ho • Ep"~
„ 5 p„P-p.S.

8
- Vq e H, , E n‘ 0 y s Pn ♦ \

Q-p.s.

Alors nous avons :

D'après

! avons

-3/8 l
Sup(P(Cn) ; P e H ) $ e

j=1

-3/8.1 ^
. Inf(Q(Cn) ; Q £«,)>, 1 • e j_1

En inl

Nous utiliserons dans la démonstration les résultats suivants :

soit (H,A,p) un espace de probabilité, B une sous-tribu de A pour laqusll
8

il existe une version régulière p de la probabilité p conditionnée par

a) InégaLUé. de. HaJikov conditionnelle : Si X et Y sont 2 v.a.r.

sur (Œ,A,p) , X étant de plus 8-mesurable, nous avons :

u6(Y >. X) S . E8(eY) .
U

p-p.s.

b) Une ÀnigaLctl da W. Hot^cUng ( , inégalité (4.16)) : si Z est une

v.a.r. sur (fl,A,p) prenant ses valeurs dans l'intervalle [a,bT, nous avons L

E (eZ-ECZ)) <: e1/8(b-a)Z >



m

43

I q) foAme. concLcùconnel-ie. : en appliquant cette inégalité à la loi condition-
O

nelle ^ de 2 sachant B, nous obtenons :

ïB<«Z'Eu<Z>) s e1/8(b-a)'
p-p.s.

(6)

Démonstration : Vn * 1 , posons Y = I
j = 1 J J

V 1 JD'après (5), et puisque 2, a- (P • + nr a.) est g -mesurable,
j = 1 J J ^ J n~ *

avons : Vp e H ,

P n 1 (C
•J, aj(pj+i V s , y

,) « e^ = 1 • Epn~ (e n)
P-p.s.

En intégrant, on obtient

P(C ) « E„(e j 1
-ï VVîV s

n P

Bn 1 Y B . Y ,+aiP
y n-1, n> _ n-1 , n-1 n nxEp“ (e “) = Ep '(e

Epn 1(e n)) (7)

Y
, 8 , a|

_ „ n-1 n-1 , n nx- e . Ep (e )
B

$ e

_ n-1,n \ 1 2
Y anEP ^n + 8 ann-1

d'après (6)

Y
, a p + 4- a2n-1 n*n 8 n

$ e . e

P-p.s
d'après (1) .

rePortant dans (7), on obtient :
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n-1

.... -3/8a^ Vv! V vu
P(Cn) $ e . Ep(e . e )

n-1

-3/8 a;
2 ~ l a•(P-+ J a-)

• Ep (e
■ . jVlJ 2 j B Y

J = 1
. E^11”2 (e n_1 ))

-3/8 (a2+...+a2)
$ e , en répétant (n-1) fois le calcul

précédent, ce qui termine la démonstration de l'inégalité (3). Posons

maintenant : Vn * 1 ,

ip ' = 1 - ij) , p ' = 1 - a - pn n rn n *n

Puisque nous avons évidemment, Vn $ 1 et Vq e :

B B
Enn-1GP') = 1 - E n_1 (<j) )Q n Q n

$ 1 - a - p = p ' ,
n rn *n

obtient, en appliquant (3), que : Vn £ 1 ,

Q( I a. i/)ï ^ l a. (p! + j a.)) $ e
j=1 J J j=1 3 3 3 -

-3/8 l
j = 1

Or nous avons :

(l a ij)’ * l a (p!+|a))= (I a. . S J a (p + | a.))j=1 J J j=1 3 3 z 3 j=1 3 4 j=1 3 3 1 3
3 (fi - cn) .

On obtient donc (4) par simple passage au complémentaire.

2 - R&maAquZA. - Dans le théorème fondamental de J. Geffroy (^ , t*1,
les fonctions ij) sont nécessairement des fonctions indicatrices, et les

sont des constantes, ce qui en limite le champ d'application. L'améliorat:
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que nous apportons est simplement due à l'emploi de la forme conditionnelle de

11'inégalité de Hoeffding, l'essentiel de la démonstration de J. Geffroy étant

par ailleurs conservé.

3 - Application à la AtaXtbtique. d<LA paoccAAuA

Considérons une suite d'observations X = (X ) . à valeurs dans
n n£l

+ 0°

|x^, B 440 ) = 8 (X ,8 ) dont la loi inconnue appartient à un ensemble
n=1

donné H de lois sur (X^4^, B^400^).
(n)

(n)

Vf e H et Vn 2 1 , P et p',“/ désignent respectivement la

loi de X , sur (X , B ), et celle de X^n = (X.,.. . ,X ), surn n n l n

(^(n) g(n)) _ g (X.,8.) , lorsque X suit la loi P.
j = 1 J J

( + °°) ( 4-Nous disons que (X , B , H) est un modèle statistique si :

W e H et Vn 5 2 , la loi conditionnelle de X^ sachant X^n lorsque
X suit la loi P , existe, et nous supposerons toujours qu'une version en a

été choisie. Alors, Vx^n ^ e X^n P (n_q\ désignera la loi de X^xv
sachant que X*'0-^ = x^n_1\

L'existence de ces lois conditionnelles est assurée par exemple

s* Vi ^ 2 , X(n) est un espace métrique o-compact, ou un espace polonais,

dont 8 est la tribu borélienne (cf cor. III).

4 - Traduisons maintenant le théorème (1) dans ce contexte statistique :

Théoaèrne. 2.- Soit et H deux hypothèses d'un modèle statistique
(X

, B(+oo), H). On suppose que Vn * 2 , il existe

- i' (X(n),g(n))
'

Pn :: (X(n_1),B(n'



I

46

- a e [0,1] tels que :

- 0 $ p + a $ 1
n n

-Vp c H et Vx(n-° e X*"’0,O

- Vq e H, et Vx(n-'> e x'”’0,

t <x<nH)-x„> p („-,)<dV 5
X

** (xln‘°>xn) Q (n-1 ) <dxn) *

Alors il existe une suite adaptée (C ) , de cylindres (Vn >, 1 , C eln n> 1 n

tels que :

-3/8 l a2
j-2 JSup(P(n) (C ) ; P e H ) $ e

-3/8 l a2
Inf(Q(n)(Cn) i Q £ Hj) i 1 - e j_2

5 - RMa/iquzA.-

a) Les lois initiales ne sont pas ici utilisées (mais elles pourra:

l'être) puisque l'on a choisi de poser ^ ■ p *= a^ = 0.

b) La distance en variations d sur l'ensemble P de toutes les
v

lois sur un espace mesurable quelconque (fl, A) est définie par :

, Q e P , d (P, Q) = Sup ( |P (A) - Q(A) | ; A e A)

= Sup ( | j$dP - dQ 1 ; e * )

où $ est l'ensemble des fonctions ij) : (fl, A) »■ [o, l] . D'après (10) et

(11), nous avons :

Vn ^ 1 , dv((P(n), P e H ), (Q(n), Q e H )) * 1 - 2 e j'2
-3/8 l a

;=9 J
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c) Séparation asymptotique uniforme.- On dit que deux hypothèses

fj et H d'un modèle statistique se séparent asymptotiquement uniformé-
o 1

ment si : Vn î 1 , 3 S e B(n) tels que :

- Sup(P(n)(Sn) ; Pe Hq)

- Inf(Q(n)(Sn) ; Q e Ht)

On peut alors énoncer :

n-)-+<x>

ir*-+“

CoKoticÛAZ L - Soit H et H< deux hypothèses d'un modèle
o 1

statistique auxquelles on peut appliquer le théorème (2). Alors, elles se

séparent asymptotiquement uniformément si :

+f 21 a = + ~ .

n=2

En effet, d'après (10) et (11), il suffit de poser :

‘

S1 ' X1
(n) I a. ij).(x^) * l a.(p.(x^ ^) + j a.)) .

j=2 2 J j=2 J J J
" Vn 5 2 , S = (x

n

On peut donc exhiber les cylindres suivant lesquels se fait la séparation

asymptotique uniforme, et minorer l'amplitude de cette séparation (inégalité

(12)). On peut aussi montrer facilement que H et H sont orthogonales,
O I

c est-à-dire que : S C tel que

- Vp e Hq , P(s) = 1
" Vq e , Q(S) = 0 .

L orthogonalité de H et H. , sauf cas très particulier comme le cas
o 1

de
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deux hypothèses simples, n'implique pas la séparation asymptotique unifon; 2

II - DECANTATION.-

on. - On dit que deux familles de lois Pq et P^ sur m
espace mesurable (Œ,A) sont décantées s'il existe une fonction e $ ^

que :

àL. I

sur ui

espac

Inf ( | i|) . dQ ; Q e P] ) > Sup (| $ . dP ; P e P q) . Cetti

C'est évidemment une notion de convexité. En effet, si c (P ) et c(P )
O I

désignent respectivement les enveloppes convexes de P et P. , si c(P)o I o

et c(Pj) désignent les adhérences de ces enveloppes convexes pour la

distance d^ , nous avons Vtj) e $ :

pari

I loi

Inf ( dQ ; Q e Pj) - Sup ( if) . dP ; P e P )

= Inf ( I J) . dQ ; Q e cCP^) - Sup (

= Inf ( | $ . dQ ; Q e c ( P] ) ) - Sup (

dei

(j) . dP ; P e c (P ))

dP ; P e c(P)).

On voit que les hypothèses (8) et (9) du théorème (2) sont des hypothèses
de décantation des familles de lois conditionnelles : (P

^ ; P e Hq)
et (Q (n-1) » Q e H.) , notées dans la suite Hn(x^n ^), et H^(x^nl O

Nous présentons ci-dessous trois types de preuve de la décantation de

Hn(x(n-1)) et H^(x(n-1)) . u méthode des convexes, la méthode des boules,

et la méthode des lois ordonnées.
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2,- Méthode. dZA eonue.xe.-i. - Elle repose sur le théorème suivant, dû
12

àL. Le Cam ( , th. 5) : soit Cq et deux familles convexes de lois

sur un espace mesurable (£Î,A), dominées par une mesure o-finie sur cet

espace, et e $ 0. Alors, nous avons :

dy(Cq>^ 1 ) * e <===>3^ e $ telle que :

Inf ( \J?.dQ;QeC^)$e + Sup ( i|) . dP ; P e C ) .

Cette fonction i/f peut fort bien ne pas être une indicatrice.

Exemple.- Soit fi = ( un ,0jo,w_), A étant l'ensemble de ses six
1 / J _

parties. Considérons la loi uniforme U = Y — 6 et l'ensemble C des
.L. 3 ü) .

i=1 1

lois qui chargent u^ deux fois plus que u>^ .

(U) et C = (7 6 + f 6 + (1 - -t2-) 6 ; 0 $ a $ 4) sont4 w.| l 1^2 4 3
deux ensembles convexes et dominés de lois, dont la distance en variations

est dyiiu) ,C) = ^ .

Il est facile de voir qu'il existe une fonction ij) e $ et une

seule telle que :

Vp e C , | . dU 5 -1 v/1 - dP : c'est la fonction définie par

^ul) = 1 » $ (iüj) = 0 , 1/) (co^) = -j , ce qui illustre le résultat précédent. Il
est tout aussi facile de vérifier que (U) et C ne sont décantées par

sucune fonction indicatrice.

Nous devrons souvent imposer des conditions de régularité aux

fonctions et . Nous exprimerons ces conditions à l'aide de l'écart

de Hausdorff e associé à dTI de la manière suivante : si P et P.nv v 01

signent deux familles non vides quelconques de lois sur un espace mesurable
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(fi,A), on pose :

eHV^Po,fV = Max(SuP(dv(p>P1) 5 P e Po>« SuP(dv(Q,Po^ ; Q e P1^

ThéoAèrw 3.- Soit et deux hypothèses non vides d'un

modèle statistique (X^*”^, B^4^, H) .

Vn ^ 2 , on pose :

- Vx(n'° e X(n"1)
, A (x(n 1)) = d,,(c(Hn(x(n"1))), c (H® (x(n_1 ))))n V o

Comir

il e

. tc/-*/ (n-D\ (n-1) v(n-l).-A = Inf (A (x ) ; x e X ) .
n n

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

-Vn ï 1 , X est un espace topologique à base dénombrable, B est

Inf

(n)
sa tribu borélienne ; X est o-compact pour la topologie - produit,

- Vn z 2 , c(Hn(x^n ^)) et c(H^(x^n 1^)) sont des fonctions cont»o 1
. (n-1)
de x pour eRV ;

- Vn :> 2 et Vx(n ^ e X ^ , les deux familles de lois Hn(x^n

c(H

Vx

de

et H?(x^n sont dominées par une mesure o-finie sur (X ,B ). Alors,
n n

pour que Hq et H^ se séparent asymptotiquement uniformément, il suffit
que :

l AZ = +
n=2 n

Démonstration : D'après (13), il existe une suite (A') „ de
n nzz

réels tels que :

- si A = 0 , A = O
n n

-si A >0 , A > A' >0 .

n n n

- I A
n=2

,2
+ 00 (14)
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Le problème est essentiellement de construire les fonctions

J) n ï 2 , décantant les deux familles de lois conditionnelles.
m ’

a) Soit n % 2 tel que A > 0 .
n

. , . V/ (n-1) v (n-1 )
Par définition de A^ , Vx c X , nous avons :

dv(c(H"(x(n'°)) , c(H"(x(n'1)))> :> An .

Comme ces deux familles de lois sont dominées, d'après le théorème de Le Cam,

il en résulte que :

] ^ (n-i) : (Xn>Bn) *■ [0,1] , fonction telle que :

( I V / , d v ; v e c (H^ (x^n ^ ) ) ) £ A + Sup ( f . du ;u c c (Hn (x^n ^ ) ) )
j '.n-U 1 n j Cn-ij o

(15)

tim
c(Hq(x( ^)) et c (H^(x^n ^)) étant des fonctions continues de x^n ^ ,

Vx(n-1} e X(n~1)
dans X(n~1) tel que : Vy(n'1) e V(x(n'1)) ,

, on peut trouver un voisinage ouvert V(x^n de x^n ^
on ait :

" eHV(c(Ho(x(n'0))‘ c(H^(y(n °))) < -A-° -2-A- (16)

«HV('=<H”(x(n-,))), c(H"(y(n-,)))) (17)

Sup(

On déduit de (16) que :

(n_1} • du ; U e c(H^(y(n_1))), y(n_ € v(x(n-0))
A - A’

$ Sup(I Y du ; U e c(H“(x',“ ''))) + 2
(18)
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et de même de (17) que :

Inf (j Vn-i} . dv
,..n. (n-1). s (n-1) . (n-1)..

; v e c(H1 (y )), y e V(x ))

5 Inf ( [ «y ( . dv ; v e c («” (x (n~1} ) ) )J xv

A - A’
n n

Compte tenu de (15),(18), et (19), nous avons finalement :

Inf(l Ÿ (n_1} • dv ; v e c(H^(y(n"1))), y(n 0 e V(x(n °))

* Sup ( | ÿ (n_1} . dp ; y e c(fAy(n 1))) , y(n 0 e V(x(n 1)))+ a'

X(n ^ étant o-compact, on peut extraire de (V(x^n ^), x^n ^ e X^n
un recouvrement dénombrable de X ^ ^ : (V(x^n 1^) , p £ 1 ) à partir duquel
on construit une partition dénombrable de X

posant :

u-1

(n-1 ) notée (V , u $ 1) en

Vu ^ 1 , V = V(x(n 1)) - U V(x(n 1))
U U

p=1 P

Cette partition est B ^-mesurable car 8 ^
de X(n ° pour la topologie - produit.

est la tribu borélienne

On pose alors, Vu £ 1 , Vy*'11 ^ e , V

- 0n<y(n-,,,yn> - »(yn)

(n-1)

y e X :
n n

- P„(y(n 1^) = Sup( Y , ,v . dP ,X(n-D (n-1)
; y e V , P e H )

Par construction, les fonctions et p^ sont respectivement et
8 ^-mesurables et vérifient :
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Vuî 1 . Vy*""0 e Vu , Vpe Ho ,Vqe H, :

-J • V • Py(n-0(d>,n) S P[,(y'“ >
n(y(n'° , y„) • « s i"f< (n-1 )

4; * pn(y<n'°)

d'après (21)

“1 (n-1) ; Q£ V y<n''> c V
y

, d'après (20).

Autrement dit, nous avons :

Vx(n_1) e X(n_1) , Vp e Hq , Vq e H1 ,

f *.<**“"• xn> P H)111.1 5
X

(22)

x ) Q , . (dx ) *
n (n-1) n

X
K ♦ Pn(x(n-')) (23)

b) Soit n 2 2 tel que A = 0 : alors (22) et (23) sont trivialement
n

vérifiées si l'on pose il) = p = 0 .
n n

c) D'après le théorème (2), il existe une suite adaptée de cylindres

(Cn}n>1 tels <1ue :
n

?
-3/8 l A '.

Vp e H P(n) (C ) $ e j=2 J
0 n

n
9

-3/8 l A'.2
Vq e H Q(n)(C ) 5 1 - e j=2 J1 n

Compte-tenu de (14), il y a donc séparation asymptotique uniforme de



54

4.- La distance de Hellinger d^ entre deux lois P et Q sur un Qn supp
10.

espace mesurable quelconque (fi,A) est définie(cf. ) par :

dR(P,Q) = »Tl - ph(P,Q) où

p^(P,Q) = | /^T^"dp , y désignant une mesure o -finie quelconqi

tril

sur (fi,A) dominant à la fois P et Q.

Sur l'ensemble P de toutes les lois sur (fi,A), d^ et
sont des distances topologiquement équivalentes puisqu'elles vérifient :

de x

«y

VP, Q e P , dJj(P,Q) $ dyCP.Q) $ Æ dH(P,Q) (24) (cf 12 , p. 12?)

Les écarts de Hausdorff e et e (calculé à partir de d ) surHV HH H

l'ensemble des parties non vides de P sont eux aussi topologiquement

ment,

équivalents puisque pour tout couple de familles non vides P et P

de lois sur (fi,A) , on a :

eHH(Po,P1) 5 eHV*Po,ïV * ÆeHH(Po’P1>
Il est alors évident que dans le théorème (3), on peut substituer

djj à dy , ce qui est intéressant car d^ se calcule presque toujours plus
facilement que d^ (voir par exemple la distance de Hellinger de deux lois
normales non dégénérées sur lRn : ^2 , p. 129 ou 1J , p. 191). On obtient j
alors :

13

par

d’u

loi

de

pi

K s

CoSiQ-ttcuAe. 2.- Soit Hq et deux hypothèses non vides d'un
( -fco ) ( 4-00 }

modèle statistique , BV , H)

Vn ^ 2 , on pose :

-Vx(n~1) e X(n_1) , 6 (x(n~1)) = du(c(Hn(x(n'1))), c(H"(x(n-1))))n Ho

- 6 = Inf(6 (x(n 1)) ; x(n 1) e X(n 1)) .n n

f
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On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites

-Vn 3 1 , est un espace topologique à base dénombrable, Bn est

sa tribu borélienne ; est o-compact pour la topologie - produit ;

- Vn > 2 , c(H^(x^n ^)) et c(H™(x^n ^)) sont des fonctions continues
(n-1)

de x pour em ;

et- Vn >, 2 , Vx(n ^ e X(n ^ , les deux familles de lois Hn(x^n 1^)
O

H"(x^n sont dominées par une mesure o-finie sur (X^.8^).

Alors, pour que et H^ se séparent asymptotiquement uniformé-
ment, il suffit que :

l « =
o nn=2

(25)

VejnaAquz. - Dans les applications, on pourra souvent remplacer (25)
+»

2
par J 6 = + » . c'est le cas par exemple dans le problème de l'estimation

n=2 n
d'un signal dans un bruit gaussien, cas où les lois conditionnelles seront des

lois gaussiennes de même variance sur ffi. .

5■ - V-Lt, tance.* décantante*. - Les hypothèses du théorème (3) comprennent

des hypothèses de continuité qui sont dans une large mesure étrangères au

problème de la séparation asymptotique uniforme de et : elles ne

sont utilisées que pour assurer la mesurabilité des fonctions • Per

conséquent, elles deviennent inutiles si les espaces X^ , n >, 1 sont
dénombrables. On obtient ainsi un résultat général que l'on pourrait par

exemple appliquer au cas où la suite (X ) . des observations est une
n n> 1

chaîne de Markov dont l'espace des états est dénombrable.
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CofiottcÛAZ 3.- Soit H et H, deux familles de lois sur
o 1

D'apre:

T

de voi
0 (X ,8 ) , chacun des espaces X , n ^ 1 , étant dénombrable et muni

. n n n in=1 (cf.
de la tribu 8 de toutes ses parties.

n

Alors, pour que et se séparent asymptotiquement uniformi-

ment, il suffit que :

I A2 =
n=2 n

(13)

De notre point de vue, ce genre de modèle, où n'interviennent que

des conditions de décantation, est très représentatif de la théorie.

En outre, on peut remplacer la distance d^ , à partir de laquelle ï
sont calculés les , par de nombreuses autres distances.

Pg^-ÔU/tÛm. - Nous dirons qu'une distance d sur un ensemble F

de lois sur un espace mesurable (fi,A) est décantante s'il existe une

fonction f : j]o, + *■ ]o, + telle que :

Vp , Q e P et Va > 0 , d(P,Q) 5 a => dv(P,Q) > f(a)

Si d est décantante, on choisira la meilleure fonction f possible, à sav::

f : J 0, + “ £ ► J o, + “[J déf iniîe par

fd(«) .
(f 1 Si ((P,Q) ; P, Q e P et d(P,Q) > a) = 0

t Inf(dv(P,Q) ; P, Q e P et d(P,Q) * a) , sinon

f^ est croissante et vérifie évidemment :

P f Q —> dv(P,Q) > fd(d(P,Q)) •

f



57

D'après (24), la distance de Hellinger dp est décantante, et il est facile
2

de voir que f est la fonction x‘ >- Min(x ,1), si (il,A) = (IR, B^)
‘ni H

(cf. ' , distances décantantes).

if orme- Lu diitanczA uAu&llu AuÂ.vante.6 *ont décantantes

- la distance de Prohorov dp sur l'ensemble de toutes les lois borélien-

que

nés sur tout espace métrique (X,<$) :

VP , Q , dp(P,Q) = Inf (e > 0 ; Vf e F , P(F) $ Q(F£) + e)
= Inf (c > O ; VF e F , Q(F) $ P(Fe) + e) ,

îelle

où F est l'ensemble des fermés de (X,6) et où

Vt e F et Ve > O, F£ = (x ; x e X et 6(x,F) < e).

On sait que si (X,ô) est séparable, dp définit la topologie
I 2de la convergence faible (cf , App. III).

“ les distances de Lévy d^ et de Kolmogorov d^ sur l'ensemble de
toutes les lois boréliennes sur lRn , ainsi définies : si Fp désigne la
fonction de répartition de toute loi P , on pose , Vp , Q :

dL(P,Q) = Inf (h ; h > 0 et Vx c En , F^(x-h) - h $Fp(x) $ F^Cx+h) + h
ou h désigne le n-uple (h,...,h) ,

'

yP.Q) = Sup ( |Fp (x) - F (x)| ; x e lRn).

\ ^finit comme dp la topologie de la convergence faible (cf ^ , chap. 2,
§ q) . , _ .11

’
T( est '*'a distance du théorème de Glivenko - Cantelli (cf ) .

On verra que dp , d^ , dj, sont décantantes parce qu'elles vérifient
Propriété plus forte, à savoir qu'elles décantent leurs boules. Lorsqu'il
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s'agit des distances sur l'ensemble de toutes les lois sur (IR, 8^)

Vx > 0 , f , (x) = f (x) = f (x) = Min(x, 1 ) (cf , déjà cité).
P L dK

VÀJ>tanceJ> non . - Parmi les distances qui ne sont pas

décantantes mais qui sont utiles en statistique asymptotique, citons la distaoj
de Fortet - Mourier (cf ) . Elle est définie sur l'ensemble P des lois

boréliennes P sur un espace métrique quelconque (X,ô) telles que :

6(x,x ) P(dx) < +

où x est un point arbitrairement choisi dans X.
o

L'ensemble E des fonctions réelles lipschitziennes définies
X

o

sur (X,ô), et qui s'annulent en x , est un espace de Banach pour la norme

Vf e E , | | f | | = Sup(^-V^ ; x, y e X et x ^ y)
Xo Xo <5 (x,y)

Toute loi P de P peut être identifiée à un élément du dual topologique
*

(E.
*

x

x ) de cet espace de Banach, à savoir la forme linéaire continue

f w f f . dP
J

Enfin, il est clair que :

VP , Q e P , ||P-Q||* = Sup ( | f . dP - f . dQ| ; f e E et ||f|

ne dépend pas de x . Par définition, on pose d_w(P,Q) = | I P—Q|o FM

On démontre facilement que d_. est décantante si et seulement si (X,ô)
r M

est borné.
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Par exemple, si (X,ô) = (IR, | |) , F est l'ensemble des lois

p telles que : Ixl P(dx) < + et d est la distance non décantante
r M

dFM(p.Q) = iFP(x) - y*>idx < > *-7> •

D'après (26) et le corollaire précédent, il est clair que nous

n=1

CotioZZcuAd 4.- Soit H et H, deux familles de lois sur
o 1

(X ,8 ), chacun des espaces X , n > 1 , étant dénombrable et muni de la
n n n

tribu 8 de toutes ses parties,
n r

Vn î 2 , on suppose que c (P ! P e Hq U ^ , x^n ^ e X^n
X v

est munie d'une distance décantante d^ , et on pose :

a = Inf(d (c (Hn(x(n-1))), c(H^(x(n~1}))) ; x(n"1) e X(n_1)) .n n o 1

Alors, pour que et Hse séparent asymptotiquement uniformément, il

suffit que :

+”
9

£ f (a ) = + ».
o d nn=2 n

dui toi,j - pfiodujjtt). - Une loi P sur (X^4^, B^4^) est dite
+ 00

l°i ~ produit si P = 0 P . Si P est la loi d'une suite d'observations
1 nn=1

^n^n>1 * F est une “ produit si et seulement si les v.a. , n > 1,
s°nt indépendantes. Il est clair que dans ce cas le théorème (3) se simplifie

considérablement, et que seules des conditions de décantation seront imposées.
On obtient ainsi le corollaire (5), où l'on utilise seulement la distance d^ ,

le corollaire (6), où l'on utilise des distances décantantes quelconques.
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CoAol&UAg 5.- Soit Hq et deux familles de lois - produi
l'il e*:

sur (X^1, B(*“>> .

Vn $ 2 , on pose An = dy(c(Pn ; P e Hq) , c(Qn ; Q e H^)) ,

quelles

et quel

for

et on suppose que ces familles de lois sont dominées par une mesure o-fid
Vp

sur (X ,B )n’ n

Alors et H^ se séparent asymptotiquement uniformément
+°°

,

si l A
n=2 n

CüHoLtcuJiz b.- Soit et H deux familles de lois - produit®,^
,y(+») n(+°°K

sur (X ,o ).

Vn >, 2 , on suppose que c(P : P e H U H.) est munie d'une distance
n o

décantante d et est dominée par une mesure o-finie sur (X ,B ) . et ou
n r n n

pose :

“n = dn(c(Pn ; P e Ho}* c(Qn 5 Q e H1)} *

si 1

gauc

Alors, pour que et se séparent asymptotiquement unifor*

ment, il suffit que :

I fH (a ) = + °°
n d nn=2 n

7.- Métkodz d&A bouZ&£.- Dans ce qui suit, les familles de lois

Hq(x^ et H^(x^n seront décantées parce qu'elles seront contenu*1
dans des boules définies à partir de distances ad hoc.

Pg^'Cn-ùùcon. - Soit P un ensemble de lois sur un espace mesurai-
quelconque (fi,A). On dit qu'une distance d sur P décante ses boulel
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s'il existe une fonction F : ]o, + °°[ >-]o, + telle que :
produi;

■lies que soient les boules fermées B(PQ,ao) et B^.c^) de P
J qUel que soit a > O tel que dCP^Pj) > a + üq + a1 , on peut trouver
une fonction >0 e $ telle que :

a-fiti
Vp e B(P ,a ) et Vq e B(P.,a ) ,

0 0 II
10 . dQ > I i|) . dP + F, (a)

J
(28)

rodui:

Re.mAque.4. -

- Toute distance vérifiant (28) est évidemment décantante.

- Nous ne faisons plus d'hypothèses de domination sur les boules de

lois considérées qui, de plus, ne sont pas nécessairement convexes. Nous ne

sommes donc plus dans le cadre d'application du théorème de Le Cam.

- La généralité de la définition précédente n'est pas restreinte

si l'on impose à F, , ce que nous ferons dans la suite, d'être continue àd

gauche, et de s'annuler à l'origine.

Exemples de cLù>£ancej> qui dé.ca.n£e.n£ lamfu boole-ô.- il est facile de

démontrer (cf 1A, p. 66-69) que dy , sur l'ensemble de toutes les lois sur
un espace mesurable quelconque, dp , sur l'ensemble de toutes les lois
boréliennes sur un espace métrique quelconque, et d^ sur l'ensemble
de toutes les lois boréliennes sur lRn décantent leurs boules, l'une

quelconque d de ces distances vérifiant la propriété plus forte suivante :

Vpo > e P , VaQ , a.| £ 0 , Va > 0 tels que d(PQ,P^) > a0 + a ^ + a»
mil A-,

JA e A tel que :

Vp e B(Po,ao) et Vq e B(P1,o1) , Q (A) £ P (A) + a (29)

Par contre la distance d ne décante pas ses boules sur P (voir 27)
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puisqu'elle n'y est pas décantante , si (X,<5) n'est pas borné.

8.- TkéoKè.me. 4.- Soit et deux hypothèses non vides d'un mode!-

statistique (X^4^, B^4^, H).

On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

- Vn > 1
, X est un espace topologique à base dénombrable, B est s«n

n

tribu borélienne, P est un ensemble de lois sur (X ,8 ) muni d'une distajn n n

d qui décante ses boules :
n

- Vn 5 1 , X(n) est o-compact pour la topologie - produit ;

- Vn >2 et Vx(n e X*'" 1)
, il existe deux boules fermées de 1 'espaçai

métrique . (P ,d ) notées B (x^n et B'(x^n centrées respective»: In n n n r

, (n-1). , , (n-1). _ , -c , (n-1).en p (x ) et en p (x ) et de rayons respectifs r (x ) etn n n
,, (n-1). .,r'(x ') et tell

contin*-

es que :

- Hn(x(n"1)) C B (x(n‘1))o n

- H"(x(n“1)) C B’(x(n 1))
n

- les centres p et p' et les rayons r et r' de ces boules sontn n n n

Coran

nag«

(30

des fonctions continues de x

Vn 5 2 , on pose :

(n-1 )

p = Inf (Max(o,d (p (x(n_1)), p'(x(n 1)))-r (x(n_1 } )-r ' (x(n_1} ) ) ; x(n_1)n n n n n n

Alors, pour que Hq et H^ se séparent asymptotiquement uniformément, il
suffit que :

Y F (p ) = + »% d nn=2 n
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Démonstration : D apres (32) et puisque les fonctions F sont
d

n

continues à gauche, il existe une suite (p^n>2 r®e*s tels <ïue :

'Si P = 0 » Pn = 0

est s

1 dis tac

espati

veinent

et

si pn > ° , pn > p; > o

- i, < <<■;> ■+n=2 n
(33)

a) Soit n £ 2 tel que p > O . Par définition de p , nous3— n n

U (n-1) ..(n-1) , , , (n-1),. , , (n-1),,. , , (n-1). , , (n-1). ....vx e X , d (p (x '), p'(xv ')) 2 P +r (x' ,)+r'(x' ') (34)

Comme p , p’, r , r’ sont des fonctions continues, on peut trouver un voisi-n n n n

nage ouvert V(x^n ^) de tout point x^n ^ dans X ^ tel que, d’après

(30) et (31) , on ait :

Vy'"'1* c Vl*'"'0) ,

- H"(y(n_1)) C B (y(n 1)) C B(n (x(n 1)), r (x(n °) + — ■ ?" ) (35)

" H^(y(n 1)) c B’ (y(n~1)) C B(pj’ (x(n_1)) , r’ (x(n~1)) + ------ ) (36)

Comme décante ses boules (28) et compte tenu de (34), (35), (36), il

I
existe une fonction i

(n -1) : (Xn’Bn) ~* C°*1] tel1 e que :

Vy(»-1)
_ 2(n-0 e iVpcH , Vq E H,

>-1) • dQ * Fd K> * i . dP f(n-1) (n-1)
x y

(37)

En
(j; utilisant la o-compacité de X ^ , on peut extraire du recouvrement

I ouvert (Vfx^n~1^ (n-1) .,(n-1). , v(n-1) . ,. , ,,vv'>x ), x e X ) de X un recouvrement dénombrable

I
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i

noté (V(x^n ^), p > 1) à partir duquel on construit comme précédemmentP

une partition dénombrable B ^ ^-mesurable de X ^ , notée (V , u > 1)

D'e

en posant :

Vu ^ 1 , V = V(x(n °) - U V(x(n 1))
U U

p=1 P
On définit alors deux fonctions ij) : (X , B^) >- [0,l] et

Pn : (X(n_1), B(n_1)) * [0,1] par :

Vu > 1 , Vy 1^ e V et Vy e X :

déni

obt

- V ‘ * (n-1)(yn>
X

- p„(y(n 1)) = sup( i(>'<n‘,)'yn) P (n-1)(dyn) ! P £ Ho • y'"'” ‘ ,J

Ces fonctions vérifient : Vx^n ^ e X^ ,

- Vp e H , I H (x
o J n

- Vq e H1 ,

d'après (37),

’Xn} P (n-1)(dXn) $ Pn(x }

K'1 * pn<x<,’''))
x n

b) S_i Pn = 0 , on pose = p^ = 0 . Les inégalités (38) et
(39) sont alors trivialement vérifiées.

D'après le théorème (2), on conclut qu'il existe une suite adaptes

(Cn)n>1 de cylindres tels que Vn * 1 :

Sup(P(n)(Cn) ; P e H )
0

Inf(Q(n)(Cn) ; Q e H,)

-3/8 Ï Fd (pi)
, J=2 J

-3/8] rj <pp
1 - o J 2 j
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D'après (33), H et H^ se séparent donc asymptotiquement uniformément.

9.- Dans le cas de lois - produits, ou lorsque les , n £ 1 sont

dénombrables, le théorème (4) se simplifie considérablement. A titre d'exemple,

si l'on utilise seulement la distance dy pour des lois - produits, on

[obtient :

CoKotlaJjiÇ. 7.- Soit H et H. deux familles de lois - produits
o 1 r

/y(+“) R(+°°hsur (X , o ),

On suppose que Vn > 2 , il existe deux lois jj et p’ sur

(X , 8 ) et deux réels r et r' tels quen n n n

-Vp£"o • dv(VP„> * rn

-vqch, , vw «r; -

et on pose pn = Max(0, dy^.P^) " rn “ *„) •

Alors pour que H et se séparent asymptotiquement uniformément

il suffit que :

Ip2 = +
n=2 n

10,- Méthode du ZoÂA OAdonnée*. - Soit P un ensemble de lois sur

un espace mesurable quelconque (H,A), muni d'un préordre $ . Ce préordre

peut avoir ou non certaines propriétés de décantation. On pourrait par exemple
. 18tnaginer que deux familles quelconques de lois de P, convexes pour $ (c ,

P* 19 - 21) sont décantées dès qu'elles sont disjointes.



66

Choisissons une définition moins exigeante :

Vé^-ùuùùcon.- Nous dirons que £ décante ses sections si

Vfc p
0 * 1

£ p telles que P
0

< P1 , la section finissant en P soit
O

s(Po) - (P, P e P, P $ P
(a> et la section commençant en P^ soit

S(P.) = (P, P e P, P * P 1) sont décantées.

lorsque

îelles

les fonc

Exemple.. - Soit $ l'ordre défini sur l'ensemble P de toutes

les lois sur (H, B^) par :

III - A

p Q <= > Fp $ Fq .
espace

Supposa

Il est facile de vérifier que cet ordre décante ses sections et

vérifie la propriété plus forte suivante : (40)

Vpq , P1 e P telles que P^ < P^ , 3] a e IR tel que :
Nous

P $ Pq et Q > Pt ==> Q (J - », a | ) 5 d^.Pj) + P (] - ”, a|)
où ]- °°, a| est soit ]- °°, aj , soit ]- 00, a£.

- (41

(fA
De plus cet ordre devient total si on le restreint à 1 'ensemble des qui i

translatées d'une même loi, ce qui est le cas dans le problème généralisé de

l'estimation d'un paramètre de translation (cf. ) ou dans 1 'estimation d'un

signal dans un bruit gaussien, où on appliquera tout naturellement cette tecr
14

- (4
nique. Nous l'avions aussi utilisée autrefois ( , p. 101) pour estimer un

paramètre réel dans un modèle statistique associé à des observations indepen"

dantes, les lois de chacune des observations étant des fonctions monotones

paramètre. On pourrait plus généralement obtenir de même des conditions suffi5*

du " ('

de séparation asymptotique uniforme de deux hypothèses multiples Hq et
BUC

et

de
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lorsque l'hypothèse générale H est ordonnée, les familles de lois condition-

,elles (P (n— 1 ) 5 P e H) » Vn ^ 2 , Vx(n 1) e X(n 1 ^ , sont ordonnées,
x

les fonctions P P (n-1) étant de plus monotones.

Nous ne développerons pas cette idée ici.

III - APPLICATION A L'ESTIMATION ASYMPTOTIQUE GENERALE.-

I 1.- Rappela.- Soit (X^ \ B^4^, H) un modèle statistique, (E,d) un

espace métrique, et f : H ► E un paramètre que l'on désire estimer.

Supposons que ce modèle vérifie la condition suivante :

t

(40)

Nous

Vpq , P^ e H, Vao , > O tels que d(f(Pq) , f (P^))
les hypothèses f 1(B(f(P ),aQ)) et f 1 (B (f(P^),a ))
asymptotiquement uniformément,

avons alors les résultats généraux suivants :

" “o + “l ’

se séparent

"(41) si l'espace métrique (E,d) est précompact, il existe une suite

t^n>1 Estimateurs de f qui converge uniformément p.s., c'est-à-dire
des .

,

qui vérifié :

de

'im ^ > 0 , Sup(P(U ((d(fk, f(P)) > e) x n X.)) ; P c H) * O ,
k^n j=k+1 J n->-+“>

ech-1
" (42) si (E,d) est seulement o-précompact, il existe une suite

>n- p-^-i:onver^entp d'estimateurs de f ,

du 1“ (43) pius généralement, si (E,d) est séparable, il existe une suite
is« ]i££gente d'estimateurs de f. De plus, si l'hypothèse générale H est

I | e de la tribu A engendrée par les fonctions P 'w* P^n^(B), n >, 1 , B e B^,
: une probabilité a priori p sur A, il existe une suite d'estimateurs

de f ^U1 £_onverge P - p.s. pour p-presque toute probabilité P.



68

1. - RzmaAC[U£A. -

(i) Ces suites convergentes d'estimateurs sont entièrement construitedl

à partir des cylindres qui séparent asymptotiquement uniformément les coup,

d'hypothèses auxquels (40) s'applique. Ces constructions sont dues à
14 I

J. Geffroy et nous-même en ce qui concerne (41) et (42) (cf , p. 29 -41)1
21

et s'appuient directement sur deux résultats de H. Schmerkotte ( , th. 4,il

sur l'algèbre des hypothèses que l'on peut tester, et lemme 2.5) en ce qui

concerne (43).

(ii) Concrètement ces constructions sont inutilisables, d'autant plus

que pour estimer f, il faudra leur ajouter celles qui figurent dans la

méthode des convexes ou la méthode des boules. On retiendra de l'hypothèse

(40) que les seules hypothèses qui importent sont les images réciproques pat

f des boules fermées B(f(P),a) de (E,d).(iii)Enfin, rappelons que pour certains modèles statistiques, l'existe

d'une suite convergente d'estimateurs de f implique l'existence d'une suie

p.s. convergente d'estimateurs de f (cf. ^).

3.- AppLLccuLLon de la méthode de-4 convexes.-

Vp e H , Va > 0 notons, Vn > 2 et Vx^n ^ e X^n ^,c(P »<*
O O O

l'enveloppe convexe de (P , ,. ; P e f 1(B(f (P ),a ))). Le résultat
vn-i; o o

x

est une conséquence immédiate du théorème (3) qui implique (40),

et des rappels ci-dessus.

suivar'l

TkéoAème. 5.- Soit

un espace métrique séparable,

(X^ \ Bt H) un modèle statistique, ®'1
f : H *■ E un paramètre à estimer. On

suppose que :
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_ \/n > 1 , X est un espace topologique à base dénombrable, 8^ est

sa tribu borélienne, est o-compact pour la topologie - produit ;

- Vn 5 2 , Vp e H, Va > 0 , x^° ^ c(P,a, x^n est une

fonction continue pour eHV ;

- Vn ï 2 , Vx(n ^ e X^n (P (n_^ ; P e H) est dominée par une
X

mesure o-finie sur (X ,8 ) ;

- Vp , P c H , Va , a
o ’ 1 o

+00

[ (Inf(dv(c(Po,ao, x(n_1)),
> 0

c (P
1

tels que

(n-1)
a1, x

d(f (Po),f (P )) > aQ +
.. (n-1) v (n-1 )u2)) ; x e X )) = + » (44)

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f (et même une suite

p.s. convergente, si (E,d) est o-précompact). De plus, si H est muni

d'une probabilité a priori p (cf. rappels ci-dessus), il existe une suite

d'estimateurs de f qui converge P - p.s. pour p-presque toute loi

possible P.

Bien entendu, d'après le corollaire (2), on peut dans cet énoncé

remplacer e par e et (44) par :
nv HH

nÎ2 (Inf(dH(c(Po’V x(n_1))> cCP,,^, x(n“°)) ; x(n_1)e X(n'1)))4 = + »

Le théorème (5) se simplifie dans le cas où les espaces des

observations sont dénombrables, ou dans le cas où ces observations sont

indépendantes. On en obtient alors des versions qui ne contiennent que

des conditions de décantation ((45) et (46) ci-dessous).

Co>iolJtcUA<l S.- Soit (X(+m), H) un modèle statistique
dans lequel chacun des espaces X^ , n :> 1 est dénombrable et muni de la
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tribu de toutes ses parties, (E,d) un espace métrique séparable,

f : H *■ (E,d) un paramètre à estimer. On suppose que :

. (n-1) _ v(n-1)

nell

- Vn 5 2 , c(P ;PeH,x^n eX^n ) est munie d'une dista:.:
Xv ■

décantante d ;
n

-Vp , P, e H , Va , a. > 0 tel que d(f(P ), f(P,)) > a +a,o 1 o 1 o 1 ol

si

me su

r /T -, , , (n-1). (.n-l K . (.n-i; V(,n-1K. ■2. fd (Inf(dn(c(PQ,ao,x ), cCP^o ,x )) ; x e X )) =+= || r (n=2 n n n

(n-1 ) (n-1) v(n-1),

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f, et même, si (E,d]|
est o-précompact, une suite p.s. convergente d'estimateurs de f.

CofioULcuAil 9.- Soit (Xv , , H) un modèle statistique ass;

In

à une suite d'observations indépendantes, (E,d) un espace métrique sépara:,

et f : H *■ (E,d) un paramètre à estimer.

On suppose que :

- Vn 5 2 , c (Pn ; P e H) est munie d'une distance décantante d^ et
dominée par une mesure o-finie sur (X ) ;n’ n ’

- Vp
, P e H , Va , a > 0 tels que d(f(P ),f(P )) > a + a ,

l f‘ (dn(c(Pn ; d(f(P),f(Po)) $ ao), c(Qn ; d(f (Q) ,f (P,)) $ c^))) = + *n=2 n

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs de f, et même, si (U
est o-précompact, une suite p.s. convergente d'estimateurs de f.

5.- Appticatlon de la méthode. doj> boule.*,. - Au lieu de donner une appM

directe du théorème (4) et de ses diverses variantes, nous allons démontrer -

résultat moins général mais plus maniable, en supposant que les lois conditi1



neiles sont des lois à densité. Nous utiliserons le fait bien connu suivant :

distat

si P et Q sont deux lois de densités f et g par rapport à une même

mesure 0-finie, alors dy(P,Q) = Q(g * f) - P(g > f),

T/léf'tCme 6.- Soit (X^ \ B^ + \ H) un modèle statistique, (E,d)

un espace métrique séparable, f : H —*- E un paramètre à estimer. On pose :

(EJ

e a sî:}

jarab

-Vp e H, Va > 0 , Vn ^ 2 , Vx(n 1) e X(n 1) ,

,a,x(n"1)) = Sup(dv(P (n_1}, Q (n_1}) ; Q e f"1(B(f(P)
x x

- Vp, Q e H , Va , S > 0 , Vn > 2 , p (P,a;Q,g) =

Inf(Max(0,dv(P (n_1},Q (n_,})-rn(P,a,x(n 1 ))-rn(Q,B,x(n °)); x(n ° e X(n"°) .

On suppose que

“ Vn >, 2 , l'ensemble (P , .; P e H, x ^ e X ^ ) de toutesx(n-0
les lois conditionnelles à l'instant n est dominé par ure mesure o-finie

sur (X >B ) et que Vp e H, on peut choisir une version f _,(x^n ^,.)n n
n,P

dP

de
(n-1)

telle que la fonction f^ p soit B^-mesurable ;

“ Vn 5 2 , Vp e H , Va > 0 , r (P,af.) est B ^-mesurable ;

~Vp,QeH, Va , B > 0 tels que d(f(P),f(Q)) > a + B ,

I P „(P,a;Q,B) = + »
n=2

Alors il existe une suite convergente d'estimateurs du paramètre f. De plus,

a) si H est munie d'une probabilité a priori p , il existe une suite

estimateurs de f convergeant P - p.s. pour p-presque toute loi possible

(47)
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b) si (E,d) est o-précompact, il existe une suite p.s. convergente
in posa

d'estimateurs de f.

Démonstration : Il suffit de montrer que ce modèle vérifie (40), ?J

cela, considérons P , Q e H et a, B > O tels que d(f(P),f(Q)) > a +8,

a) Soit n > 2 tel que p (P,a;Q,g) > O.

Par définition de p , Vx^n ^ e X ^ ^ ,

en déf

nous avons : q|) v

(n-1 )
dV(P (n-1)’Q (n-1 )} * Pn(P,ot;Q,B) + rn(P,a,x ) + rn(Q,B,

(n-1).

(n)On définit une fonction 8 -mesurable en posant :

Vx(n_1) e X(n ° et Vx e X , $ (x(n 1),x ) = 1 , (x
" " n n <fn,Q>'fn,P)

(n).

L'inégalité (48) s'écrit alors :
qui f

^n(x(n 1)>-)dQ (n_i) ~ rn(Q»B,x(n 1)) 5
x

J)n(x(n-'),.)dP (n_0 * rn(P,a,xPn(P,a;Q,6) +

D'autre part, par définition de rn , nous avons, Vp' , Q' e H

(n-1 )

(n-1), unif
hier

d(f(P),f(P’)) $ a => dy(P (n_ P', }) $ rn(P,a,xvu *')
X v x v

donc j tfn(x(n'1),.)dP'(n_0 $ | ^)n(x(n"1),.)dP (n_1} + rn(P,a,x(n'1))J
X J X

et de même d(f(Q), f(Q')) £ 8 =>

.)dQ-( >. j On(x(n-,),.>dQ - rn(Q,S,xY * Y

(n-1),



73

lente u (n“D y(n_1)
i;n posant, Vx e A

p (x ; - <ln(X(n-'),.) dP » rn(P,c,x )
X

^n(x(n’1)«xn) fn,P(x(n~°’Xn) V'V + rn(P,a,x(n_1}) ,

définit une fonction B ^-mesurable qui, d'après (49) » (50) et

(n-1)

40). pj

>«

11) vérifie

(n-D N JT3» (52)') I - Vp' e f"1(B(f(P),ct)), j U».) dP\n-1) * Pn(xV ^
I -\/Q' e f"1(B(f(Q),B)), | 4)n(x(n_1),.) dQ\n-1) 5 Pn(x(n~1)) + Pn(P’“;Q’B) (53)

| b) Si pour n > 2 , on a Pn(P,ot;Q,£) = O , on pose y'n - Pn - O , ce
qui fait que (52) et (53) sont encore trivialement vérifiées.

c) Finalement, d'après le théorème (2) et compte tenu de (47) ,il existe

une suite adaptée (C ) suivant laquelle se séparent asymptotiquementn n > 1

1)j uniformément les hypothèses f“1 (B (f (P) ,a ) ) et f 1 (B (f (Q) ,B ) ), ce qui prouve

Ibien que (40) est vérifiée.

M - CONCLUSION.-

Nous venons de décrire le cadre général de 1 utilisation de la

décantation en estimation asymptotique, et, de manière sous-jacente, dans la

construction de suites convergentes de tests. Il faudrait compléter cette

ctude en ré-actualisant notre travail sur les modèles de Geffroy, modèles\
.

16 17statistiques eux aussi très généraux où l'on suppose (cf , ) que tes



observations , n i 1 sont toutes à valeurs dans IR , et que toutes

lois conditionnelles du modèle sont les images d'une loi connue sur ]RS ;

des transformations dont les propriétés géométriques permettront, ou non,

d'estimer la loi de (X ) . .
n n^1

A moins d'une nouvelle amélioration du théorème de base (le théoti

(2)), les développements de la théorie, attendus ou en cours, concernent le;

applications que nous avons signalées précédemment et l'étude dans certains

cas des vitesses de convergence des estimateurs ainsi construits.
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