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FIABILITE DES SYSTEMES GOUVERNES
PAR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

B. KSIR

ABSTRACT. We try to calculate probabilistic quantities choosen as
measures of the reliability of systems described by processes with
small diffusion in the one dimensionnel case. The basic tool used
here is the asymptotic expansions of W.K.B. type of the transition
density and the density of the probability at time t of the studied

processes.,

Key Words : measures of reliability, asymptotic expansions of W.K.B.

type, eigenvalue of the L-operator.

INTRODUCTION. On étudie des systémes gouvernés par des équations

différentielles stochastiques de la forme :
d X5(t) = b(X5(t))dt + e o(XE(t)) du(t)

oU W est un processus de Wiener et e un parametre > 0 . Plus
preciseément on se donne un processus de Markov X€ = L7 e
te R,) & valeurs dans 1'espace (R+, BR ) ou XE(t) verifie
1'équation ci-dessus. On note Py la di;tribution du processus X©

0

et Ey son espérance lorsque X est 1a loi initiale. Si % = & !
S 0 gl x
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nesure de Dirac au point x , on écrit Px (respectivement E,) au
lieu de Pﬁ; (respectivement Eﬁﬁ)' Nous donnons, lorsque les
coefficients b et o sont de classe Ck » k> 3,avec une croissance
modéree a 1'infini, un développement asymptotique & tous les
ordres, lorsque € + 0, de la densité pe(t,x.y) de la probabiliteé
de transition du processus X®(t) ainsi que de la densité v&(t,y)
de la probabilité au temps t , quand Ao(.) est la densité de la
loi initiale par rapport & la mesure de Lebesgue sur (R.BR). Par
exemple Kiefer [1,2] a déja mis la densité de transition pc(t,x,y)
sous la forme (; el “i) exp -—%—w ol ¢ est le minimum sur un
ensemble de tragectoires d'un: fonction d'actions. Nous faisons,
ici, un autre développement asymptotique de pE(t,x,y) sous des
hypotheses différentes et a 1'aide d'une technique différente qui
permet de donner la fonction ¢ explicitement et surtout sous une
forme particuliere dont nous nous servons pour démontrer la formule
du temps moyen de survie d'un systeme et celle du temps de survie dun
systeme (pour une probabilité de panne donnée).

Dans le cas de systémes composés d'éléments réparables, si on est
intéressé par leur fonctionnement sur un intervalle de temps
Timité [0,T], on est amené a calculer (plutdt estimer) des quantités
du type P [7} > T] ou bien prohg > T] ol 13 = inf{t>0;X5(t) ¢ D}
et D un intervalle de R_ tel que : si X5(t) € D on dit que le
systeme fonctionne normalement (de facon satisfaisante) et si
XE(t) ¢ D i1 est en panne. Ici, on est intéressé surtout par le
calcul du temps moyen de survie d'un systéme. Ce probléme est

étudié en liaison avec la notion de valeur propre de 1'opérateur

b _E_z_ 8202\:_ obv

: ";;?_ ™ . Enfin le dernier paragraphe est consacré
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a Vétude de systemes soumis a des dommages cumulatifs ; on cherche
un tenps T tel que P [15 >Tl=a(e) ou bien P»x-ohs>‘l] = B(e) avec

ale) et B(e) choisis suffisanment petits.

1. THEOREMES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DU TYPE W.K.B.

Considérons 1'équation différentielle stochastique suivante,
sur le demi-plan 10,+=) : d X%(t) = b(X®(t)) dt + e o(XE(t)) d W(t)
avec X¥(0) = x , ou W(t) est un processus de Wiener, b et o sont
deux applications de R dans R . Soient g et f deux fonctions
réelles deéfinies par :

ks g(x) du

= du

%
N B, ORI
g et f sont inverses 1'une de 1'autre. On pose :

2 2
Blx) - PEOD N Gia)) . Ble) =- 81 | )iy,
olg(x)) 2 2

1 tily u
'Ge(f(y)) = E{exp JO [0 —T(avﬁ-v), f(x) +ev(1-v)W(u)-= ev(1-v)H(t)+
t

€

+ Y v(1-v) [F(y)-f(x D) dudv).
t

THEOREME 1.1. Sous les hypotheses suivantes :

i) Les applications b et o sont lipschitziennes et de c'las_.se

Ck » k>3 et o(x)>0.

i1) 11 existe €, < V2 tel que pour tout e<e on ait :

1im sup _3__3(5_"‘2/1»{:42-:0 .
[x]+e O<e<e, ax
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iii) Les dérivées d'ordre > 2 de B(e,x) par rapport a ¢

vérifient pour tout ¢ > 0 :

m 2
1im Sup 3 Ble,x) . e 5%

=il) 2<m< k-1 .
[x] += 0<e<e, 3 "

Alors la probabilité de transition P®(t,x,.) du processus Xt(t)
vérifiant 1'équation différentielle stochastique ci-dessus admet

une densité pE(t,x.y) de l1a forme suivante, lorsque e tend vers

Z€ro :

1 2i k-3 1
Pltix,y) = ———— [ £ € a,.(t,x,y)+e" “0(1)] exp- = o(t,x,y)
i eo(y)Vant i=0 2 k ? 5

y 2 2 ! b/
avec o(t,xy)=— (7 -2) s Y5) (£(x)+ ZEB(F() () (£(x) J Y-
2t xo(u) 2 3 x o(u)

- jy b(u) du +-1-Log°—(yl

x o (u) 2 o(x)

3" T_(f(y))
et ui(t,x.y) sia. i = 3 ¥
il ot

/

DEMONSTRATION. Posons provisoirement o(x) =1 et considérons le

processus X°(t) = x + e W(t) avec XE(0) = X5(0) = x . Si PE(t,x,.)
est la probabilité de transition du processus X5(t), t > 0 alors
pour tout borélien D les résultats sur 1'absolue continuité des

mesures [2], [3] donnent :

y _
P, LXE(1) €D3=PE(t,x,0) =E, {1 (¥ (t)exptd job(Yc(u)) dW(u) -

t
- f b2
2c 10

(X%(u))du}} .
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t
Posons 8(t,x),XE(t) = E{exp{l § BT (u) dulu)-
1

t
e
5 b™ (X~ (u)) du) }
154" Al %‘m

Cette espérance est finie & cause de 1'hypothése ii). Alors on

m

obtient :

PE(t,X,D) = Ex{10(¥c(t» @{t:xsic(t)) = I 1D(y)¢(t,x,y)Px[YE(t) € dy]

2
T @(tsX.Y)P [(x+€H(t»(dy]=J .?i(l’_h}'_.exp_(.Y"X) dy A
b t D eVant 2tc?

Donc la probabilité de transition PE(t,x,D) admet une densité

P (t.x,y) donnee par :

2
p.(t.x,y) = 2(t,%,y) o - (y=x)
evVelt 2te

Maintenant nous allons transformer 1'expression ¢(t,x,y). Pour
X

cela posons A(x) = [ b(u)du . La formule d'ITO appliquée a la
0

fonction A(x) nous donne :

i 2t 2
ARE(t)- ACKE(0) = § ARG gyeqyy L &5 7 2 A(x-:(u» i
0

9x 2rep ax

Comme d X€(u) = e d(u) , AX)_p(x) et XE(0) = 0 , alors :
ox

t 2 &
2AER X

Soit encore :
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t t .2,/vE
1 1 1 3°A(X“(u))
Ejob(Xc(u)) dH(u)a? (A(Y‘(t))-A(x))-EID —?—“- du

D'ou :
g T b T e
EXP{'E- I{l b(YE(u))dH(u) E—zjob (F(U))dl‘}-expr"z--(ﬂ(x (t)-A(x)) -
[ >

t t
_ 1 a(FEW) 4, 1 b2(XE (u) d
?JO. X i 5? IU L

t
= expl—y (ACRE(t)-A(x) + £ BT W) du)
€ E

2 [ 52
avec  B(e,x) = - » b(x) o 3 b'(x)

t
Posons 6, () = J B(e,X*(u)) du . La formule de Taylor-Laplace
8

d'ordre 2 , avec reste intégral, nous donne :

1
8,(c) = 8,(0) + ¢ 01(0) + €2 £ eplevii-v) dv

Calculons et(D) et 9":(0)

t
8(0) = £ B(0.x) du = - 5200 .
tas A iy
CHE) =10 sele X (u) du= -jo (b(X®(u)) b* (X(u)) W(u)+eb' (X=(u)+

2
+ -52- b" (¥ (u)) W(u)) du .

t
61':(0) = -jo b(x)b' (x)W(u)du .
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g 1
Posons u=ts . Alors ei(U) = -t I& b(x)b'(x)W(ts)ds . Or W(ts)=vsuW(t).

Donc :

1
ei(o) = -tb(x)b" (x)w(t) Iu Vs ds= -%t-b(x)b'(x)w(t)

11 s'ensuit que :

t

0(t.X.76(t))=E{exp[fE(A{Yc(t))-A(x)hfz I[l B(e,X° (u)) du Y(t) }

0.(0) 6;(0)
: E*sz (A(RE(£)-A(x) E{exp[-iez— . tE

+

1
+ [ e{(sv('l-v)) dv] L
Y XE(t)

- exp[—'zuxmt)-A(x)-z_tzbz(x)mexp(.gb(x,b.(x,ﬂét_)) .
3 3

1
exp [ B{(cv(l-v)) dv }
. ¥e(t)

2 :
= expl 4 (A(KE(£)-A(x)- %_gﬂ]g{exp(_ 2;b(x)b.(x)ew(t))x
5 = 5

1
exp [ e‘t‘(sv(‘l-v)) dv | et
0 XE(t)
- exp -Ly[-A(TE(1) 4A(x) 5 b2 (x)+ ZEb(x)b! (X)XE(£)-x1)x
€

1
E{exp | e‘{(sv(l—v)) dv 1%
¢ XE(t)
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Introduisons le processus “c(“) =eW(u) -% € H(t). ¥5(u) s'écrit

alors :

X (u) = x+:k‘(t)=x+ns(u) + % eW(t) .

11 est facile de montrer que nc(u) est indépendant de w(t). Comme
1'exponentielle est une fonction continue alors on peut appliquer

le lemme 2, page 92, chapitre 3,[4] & 1'espérance conditionnelle

ci-dessus,

1 1 tBZB ev(l-v)
E{exp | e't'(s:v(i-v)) dv }=Elexp[ [ 7(5\:(1-\:),‘; (u) )dudv/ |
(exf 1 EB(ev(1-v) (u)
= E{ex vil-v),x + u) +
b E v
+ %-ev(1-v)w(tn dudv )
()
=G£(?€(t)) :
ou G (y)=E{expj1]t 32B(t:w(‘l-v) x+n  (u) +E2 v(1-v)[y-x])dudv} .
€ 00 3c? = T e

La densité pe(t,x,y) s'écrit donc :

G _(y) 2
2 exp—-—’zl(—y:}i* A(x)-Aly)+ Eb2(x) +
at € 2t 2

P(t,x,y)=
E

Za—t b(x)b' (x)[y-x]] .

Passons au cas o of(.)#1 .
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g(x) di

Soient g et f deux fonctions réelles définies par x = J — et
0 ofu)
i :
f(x) =/ —— . Introduisons la diffusion :
0 ofu)

YE(t) = FOXE(t) = B(XE(t) + e W(t)

avec b(x) = blglx)) _ —o'(g(x)) . La densité de la probabilité de
olg(x) 2

transition p (t,x,y) du processus Y5(t) est donnée par 1'expression

pe(t,x,y) ci-dessus en y remplacant A(x) par F\(x) _[ b(u) du et B(x)

— 2 2 PRBIYE,, |
par Ble,x)=- (E!,Z.(_"A-Eé.(b) (x) . D'autre part la nouvelle

expression de pE(t,x,y) de YE(t) vérifie :

Pe(tix,y) = P (t,f(x),fly) f'(y) =—]—3-p (t,f(x),f(y) , puisque
oly

on travaille dans un cadre markovien. Or :

f(x)
G0 I R 10162 0 Y 19 S
0 o(gtyn 2

En substituant dans cette intégrale g(y)=z , on obtient :

T_(f(y) y s '
P (t.X.Y)= ——E"-—: exp - ! ["'1—( du b(u) d L q—(l-)
e VBT ke 2pdis ! o(u) {4 e0) 120 2 St

t 2 du
+-2-{5) (f(x) + 2 b'(f(x)) (E) (f(x))[ —1 ,

x ofu)

ou G ( ) est 1'expression de G, (.) en y remplacant B(e,.) par
E(6.)
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B (fly)= E{e*PI I (:v(1-v) f(x)+n (u) +2v(1-v)[f(y)-f(x))dudv),
ev(1-v) t

Mais

I (cv(l-v) )4 (u) +Zv(1-v)[f(y)- f(x)])dU<Il1+f(x)+
ev(1-v) t

sn (0 + Y f(y)-f()1% du (Grace a
ev(1-v) t

1'hypothese i1)) .

<t j (14[f(x)+n %%s) +s(f(y)- f(x))] )ds (aprés avoir posé
EV

—

-+ |e

Donc pour démontrer que I_;E(y) < +o il suffit d'avoir :

1
E{exp | n2 Ets)) ds}< +=, Or le théoréme de Jensen nous permet
ev(l-v

1
d'écrire exp [ n;3 (ts) ds < J exp(nz (ts) )ts . En réalité, i1l
0 ev(l-v) 0 ev(1-v)

1
suffit de vérifier que E{exp [ ng(ts)ds} < +®
0

Démontrons alors que E{exp ni(ts)] < += , En effet ng(ts) est un

processus gaussien de moyenne nulle et de variance ezs(i-s).

Donc n2 = 525(1-5) .52 avec £ un processus gaussien centré et reduit.

D'o Efexp ng 2(ts)) ———I exD(c s(1- s)y -E yz) dy

VoI -w

T e 7
exp(—--)y“ dy < 15
ven I-w 4 2 (2-€%)

<
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Ccette intégrale est finie pour tout €<eq, avec cuﬂ/z_. Donc pour
0<e<egpon peut dériver sous le signe espérance dans 1'expression

de 'GE(f(y)) . Grace & 1'hypothese i1ii) du théoreme on peut montrer

oG
que —= (f(y)) est finie. Cela revient 2 refaire le calcul
oc
précédent. I1 en est ainsi pour toutes les dérivées d'ordre < k-3.

Par conséquent 1'application qui & e fait correspondre x(s)-:ﬁe(f(y))
k-3

est de classe C sur 1'intervalle [{l,eol et a pour développement

asymptotique au voisinage de zéro :

3 E.i ~ k-3
x(ed = I =a.(tx.y) + ¢ " Rle) ,
i=0 1!

. 1 k-4
. - 2 (1-v)
ou R, (e) = Il] (X -3(%2E%V) +xk_3(x.0)(m‘i? )dv avec

k-3

9 b few
e (X, e)h= —— x(e) , 1a fonction @, (t,x,y) est 1a valeur au
k-3 S e

point £=0 de 1a dérivée d'ordre i (i < k-3) par rapport a e de 1a
fonction x(e). On remarque que 1'application € + x(e) est paire
donc tous les termes d'ordre impair sont nuls dans le développement

asymptotique ci-dessus. L'expression finale de la densité ps(t.x.y)

est, lorsque e + 0 :

k-3
50
P(t,x,y)= ! [Z EziQZi(t,x,y)+ck—3l](1)]exp-_lz.[l_(jy_d.g_)24
eo(y)vent i=0 - 2t x glz)

2 2t . Ydz _Yb(z) 1, oly)
+ =(B)“(F(xN+=DB(F(xN (D) (F(x) ] ——- ———dz + = Log %)
2 s 3 i . Ixc(z) Ix o (z) z+2 ogc(x)

ol on a posé QZi(tsxly) i '&'2..(1-.’(.)!) .

(2i)!
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LEMME 1.1. Soit F une fonction réelle ayant des dérivées jusqu'a

1'ordre h+1. Supposons que sur 1'intervalle [a,B) onait max F(x)=F(q)

a<x<B
et qu'il existe un voisinage du point x=ao tel que :
i 1h _yh+1
F(x)-Fla) = F(a) L228)° o phtgey o) e gy,
h! (h+1)!

Si G(x) est une fonction continue au point x=a et

J 16(x)| exp- ;}-F(x)dx <+« pour un v, >0 , alors quand v tend
a ()

vers zéro on a :

= 1, 1/h 1
1 h™"6(a)T() -
J G(x) exp - %F(x)dx= a)T(g)v' " Texp- 5 Fla)

h
g v Fh(u)/h!

+ o

ou r(P) =f xP!e™ dx
0

[1+0(v1/h)]

DEMONSTRATION. C'est une conséquence des lemmes page 554 [5] .

Si les fonctions ¢ et o4 i=0,1,2,... définies dans le théoréme 1.1
satisfont aux conditions du lenme 1.1 et si la densité de la loi

initiale est a support compact (de R) on a le résultat suivant.

THEOREME 1.2. Sous les hypothéses du théoreme 1.1 et si en outre :

iv) La densité Ao(x) de la loi initiale Tb est nulle en dehors

d'un intervalle [a,B] et continue au point x=a .

v) La fonction x » @(t,x,y) est h+1 fois dérivable et vérifie:
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)h+1 h+1

h
(x-a) 3 lp(t.t!.y ) (x-a 9 W(tnE:!)
h! Afle

ax" (h+1)! ? X

'«P(tnx-Y) "P(tuu:y) -

¢ € (a,x), dans le voisinage du point x=a .

vi) Les fonctions x + ni(t,x,y) 120, ke 3

X Xk_3(x nE)

oll xk_3(x.c) = —R_T t:(f(y)) , sont continues au point x=a .

Alors la densité de l1a loi de probabilité au temps t du processus
X€(t) est de la forme suivante, lorsque € + 0 :

2/h k-3

BPE
Ec(y)\fZIIt i=0

by —E s ¢ By lty)s e"‘3u(1)Jn+o(.-:2’"nexp-;‘z¢(t.y)

oi y(t,y)=o(t,a,y), Bj(t.y)= Klo(u)uj(t.a.y) (j<k-3) avec

ko N0 r(1/h)

h h E
/3 w(t,u,%{

ax

DEMONSTRATION. D'apres le théoréme I.1. lorsque € + 0, on a :

k-3
piltary) = —— {_f: €210, (t,x,y)+" P R (Nexp- Ty wlt X,y
eo(y)JZHt i=0 €
avec hna R (E) 0. Or v&(t,y) = j P s x,y)x (x)dx . Donc :
& o
k-3

vE(t,y)= -—1-—[2_ cZi J'ch.(t X,¥)A (x)exp-1 o(t,x,y)dx +
eo(y)vant i=0 a o :2-

3 B
4 R (x)(x) exp-—% ¢(t,x,y) dx]
a E
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Le lemme ci-dessus s'applique aux intégrales :

B
i u,i(t.x.y)?«n(x)exp-—*zw(t.x.y)dx pour D<i<k-3 .
a €

B
J ui(t.x.y)Ao(x)exp-sz(t.x.y)dx =a, (t.u.y)xo(a)expl-—!Ew{t.u.y)l X
a 4 : [

2/h 1
e’ ()
L] [140(c2/M)) .

h h aho(t,a,y)
Xy

9 X

B
Calculons le terme jﬂRk(e)Ao(x)exp-;!Ecp(t,x,y)dx. On a déja vu
dans la démonstration du théoréme 1.1 que le reste Rk(c) peut étre

évalué par la formule de Taylor-Laplace et vaut :

k-4
(1-v) )dv
(k-4)!

1
Io (xk_3(x,ev) *X3(x:0)

s 1
ol xk_a(x,sv) = -—E)-;E:; exp J;]B;(ev(‘l-v)) dv, X € [a,B]. Donc :

B g 1
§ R () (x)exp-—o(t,x,y)dx= § [ (x,_5(x.ev) +
a € a D

(1) 1
o xk_a(x,(]) )dv]lo(x)exp-—-z-w{t,x,y)dx
(k-4)! €

B 1
= [ U x_s(xsev)dvin_(x)exp- 1 olt, %
. 0 k-3 0 :2

(lv) 1
[ (x,0 dn() - (t,x,y)d
o NS )(k-4). g Ll Bt
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Lol
= I xk_a(x.cv)%(x)exp-—‘zw(t.x.y)dx]dv +
0 o

k-4
+I lI xy.3(x .M:":;I A (x)exp-—zw(t.x.y)ldv :

= : [Ao(u)exp——-z-w(t.c.y)j'o (xk_a(a,l: v)+
€

h / ah‘p(t » @ ny)
ax“ /!

k-4
¢ 2z Davy 140Ny
(k-8)!

~ 1 k-4 —
Posons -Rk(a) = _[o (xk_3(u,cv)+xk_3(u.0):l::;! )dv ; Rk{c) est la

valeur du reste Rk(:) au point x=a . Donc 1lim R _(e)=0 . Par
e+0

conséquent vE(t,y) s'écrit :
k-3

2/h iy R g
V() s —E(140(2MIE T BT g, (6,y)0 I Ry ()lexp- Luitay)
i=0 =
ea(y)vant

r(1/h)
avec Bj(t.y) =4 uj(t.a.y)Ao(u) pour j < k-3, K= B

ax h!

et W(t-.V) = w(tsuny) .
Vs(t.Y) peut s'écrire également, lorsque € + 0 :

2/h
vc(t,y)=—-—5—— [1+0(52/h)][

k-3
2
Z

eo(y)Vant .

€ iBZi(t.y)nk'aD(l)lexp—%w(t.y).
| =
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11. FIABILITE DE SYSTEMES
I11.1 Systemes composés d'éléments réparables

On considere un systéme S qui comporte e é1éments ol n est un
parametre que 1'on fera tendre vers 1'infini avec r . On se donne
les fonctions vn(t) telles que un(t) représente la proportion
d'éléments en panne au temps t (un é1ément sous réparation est
considéré comme un élément en panne). L'état du systéme est donc
1'intervalle [0,1]. On suppose que le systeme S fonctionne normalement
(de facon satisfaisante) si vn(t) € [0,d [ et qu'il est en panne si

vn(t) ¢ [0,d [ ot d estunpoint de 1'intervalle 10,1[ .

Considérons le modele déterministe suivant :

d vn(t)
——r = o W) ) + 2l (2))
dt
oll uﬂ(.) est le taux de réparation et An(.) le taux de panne .
un(.) et An(.) ne dépendent que de 1'état présent du systeme. Une

version stochastique de ce modele peut &tre :
dv () = (-u (v (£) +2 (v (thdt +e o (v (t)) du(t)

sur 1'intervalle 10,1[ ol dW(t) est un processus gaussien de moyennt
nulle et de variance dt ; c'est-a-dire les effets aléatoires sont
modélisés par un bruit blanc. Le facteur on(.) est introduit pour
prendre en considération les variations éventuelles du bruit blanc

avec 1'état du systeme.
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HYPOTHESES.

3,) ry=nr , d =nd » A =) ) =) et o (L) =0(2) .

az) o(x) > 0 pour x € J0,1[ et o(0) =0(1)=0 .

L'hypothese a,) signifie que les taux de panne et de remplacement
sont proportionnels au nombre d'éléments dans le systeme. L'hypothese
az) veut dire que lorsque le processus vn(t) atteint les bornes Dou i

il évolue suivant un systéme dynamique déterministe.

vn(t

Si on pose Xn(t) = alors 1'équation stochastique ci-dessus

devient :

@x () = (-ulx (e) + 20X (£ dt+ L o(x (£ a(e) ,
X,(t) € 10,d[ ; X,(t) est 1'€tat normalisé du systeme.

A) FIABILITE DU SYSTEME S

Si on est intéressé par le fonctionnement du systéeme S sur un
intervalle de temps limité [0,T] on est alors amené a calculer

(Plutdt estimer) des quantités du type Px[rz > 11 B, [13 > T] ol
A

4]
tg = inf(t>0 ; X (t) ¢ [0,d)) ,0<d<r.

Dans ce paragraphe nous travaillons soit dans le contexte du

théor2me 1.1 et du lemme 1.1 (conditions A1 ci-dessous) soit dans
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le contexte du théoreéme 1.2 et du lemme 1.1 (conditions A2 ci-dessous),

avéc €= %et b(x) = -p{x)+a(x).

CONDITIONS A1

Nous reprenons les fonctions ¢ et ay i=0,2,4,... du théoréme 1.9
auxquelles nous demandons de satisfaire aux hypotheses du lemme I.1,

a savoir :

- La fonction y =+ o(t,x,y) vérifie : @(t,x,d) = max o(t,x,y)

d< y<r
h .h h+1 _h+1
et olt.x,y) = o(t,x,d) + (y-d) Z@EXd), (y g7 2 wltxe),
y ay

£ € (d,y), dans le voisinage du point y=d .

- Les fonctions y - ui(t,x,y) i=0,2,4,... sont

aly)

continues au point y=d .

r u-(t.X-Y)
- 11 existe £ v2 tel que | J—J—-———-—l exp--—%z-(p(t,x.y)dﬁI
aly) €g

PROPOSITION 11.1.1. Sous les hypothéses a1), az) et les

conditions Al on a :

Tim n2 Log Px{Tg <T] = - @(T,x,d) .

n-—+e

DEMONSTRATION. L'expression de pn(t,x.y) est donnée par le théoremel.l:

k-3

Ppltsxsy)= e 1 —;—{ oy (tx,Y) +;kl_3—ﬂ(1)]exp-n2 olt.x,y) -

o(y)vent i=0 n
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or (13-:11 - {(X"(T) g D} avec D = [0,d] .

Pour les mémes raisons que dans la démonstration du théolréme 1.2

ona.

r
P lrg<T1=P IX"(t)gD) = I Pnl(Txoy)ay

k-3
T (Toxay)
= —%vf glu——expnw(T x.y)dy][1+() 0(1)].
onT '=0 n“'d aly)

En appliquant le lemme 1.1 on obtient le résultat voulu :

k-3
TKu (T.x,d)

k-3
2 1
exp-n“p(T,x,d)1[1+(=) 0(1)]
sznT i .

P.la<T] =
X TD O(d)

y A/h
(1e0((L) "))

n

h/

n

avec K = h'1 r(1/h)/ ?—“’(T—;‘d'-%mrsque n-+eona:
hi

ax

l'irnn2

N+ o

Log P, [-r <T] =-¢(T,x,d).

CONDITIONS A2

- On suppose les hypotheses du théoreme 1.2 vérifiées et on reprend

]es fDnCtiDnS \'J(t:y) et B.i(tsy) > i=0a234|-'- .

- La fonction y + y(t,y) satisfait a la lere condition du lemme 151
sur 1'intervalle [d,a] ; elle est h+1 fois dérivable.

Bi(t.y)

- Les fonctions y » =il o, X Cisatistont 'y Ta zéme

aly)
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condition du lemme I.1 au point y=d .

s |B.(t,y)|
- I1 existe A \/2— tel que lJ—-—-—-—- Exp-nzw(t,y)dy <M

oly)

PROPOSITION 11.1.2. Sous les hypoth2ses a‘). az), les condit‘ionslz

et si la densité Au(.) de 1a 1oi initiale To est nulle en dehors ce

1'intervalle [0,B] et continue au point x=0 ; alors :

Tim n 2 Log P [rs < T = enlld) .

+ A
n — o

DEMONSTRATION. On utilise la méme démarche que dans la proposition II.i,

EXEMPLE. Un cas simple est celui ol le taux de réparation est une
fonction linéaire p(x) =ax, a > 0 et le taux de panne est constant
A(x) =2 . Dans ce cas b(x)=-ax+A . On voit immédiatement que toutes
les hypoth2ses que nous avons utilisées dans nos résultats sont
vérifiées. C'est vrai aussi lorsque les taux de panne et de réparation

sont tous les deux linéaires.

REMARQUE 1. Nous avons fait une approximation d'un modele discret
{x"(t) est un processus discret en réalité) par un modele continu.
Bien entendu cette approximation n'est valable que lorsque le systeme
comporte un grand nombre d'éléments c'est-a-dire quand r. est assez

grand soit n assez grand.
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REMARQUE 2. La proposition II.1.1 existe sous d'autres hypothdses

dans [6] sauf qu'ici la fonction ¢ est donnée explicitement.

B) TEMPS MOYEN DE SURVIE DU SYSTEME

Ici on se propose d'approximer le moyen de survie du systeme S.
On montre d'abord que lorsque t est suffisamment grand la densité de
la loi de probabilité au temps t,v"(t,y) du processus X"(t) s'écrit :
Vi(t,y) = Py v"(y) . En effet, d'aprés le théor2me 1.2 si on se

contente d'un développement asymptotique d'ordre 1 on a :

ﬂBo(t:Y)

V(t,y) exp- n? y(t,y) ,

Vv ant

y y
b u(t,y) = __2_.."(")"‘(") . E(_-Y.).+_1__( _du_
- ju a“(u) U+2 44 ola) 2t ao(u)

2 y
+ YB) (Fla)+2tB(f(a)) J 9 , et
2 3 a o (u)
tL(y,n,)
Bo(tsy) = Ele ]L=o (voir théorzme 1.2 pour 1'expression de
la fonction L) avec 0 <a<d <1, y € [0,1].

Yy
Posons H(y) =§ B(f(a)) (B)'(f(a)) J- i(u_ ; un développement 1imité
a ol\u

d'ordre 1 au voisinage du point d donne H(y) =~ H(d)+(y-d)H'(d) et

etH(y) o etH(d)(ht(y-d)H‘(d)). Lorsque t tend vers +=

th(y)
e o (LHER AR o ' 1
*ﬂ-t/ e t°/ " (y-d)H (d)(pu1sque-t—17-¢ tend vers 0). Vu 1a forme

de go(t,y) le meme raisonnement entrafne g (t,y) = etQ(d)tSM(y_d)Q.(d)

ol Q(d) est une fonction indépendante de t (toujours pour t assez
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ne
grand), D'autre part lorsque t tend vers += exp—-—-(j
20 o(u)

“tend vers 1 ?o?c)1o?s ue t est choisi suffisamment grand
tHd+Qd &
vty et 32 (y-d)%" (d)Q' (d) eXP—nztf Eﬂl—lﬂ'-)du
van a ofu)

Log Eill

d ‘
E(F) (f(a)). Autrement dit on peut séparer les
ofa 2

variables t et y dans v"(t,y) soit v(t,y) e g(t)v"(y), pour t asse;
grand. Or le processus X"(t) est markovien, donc g(t) = et s C >N
vn(t.y) est bien de 1a forme e ¢* n(y) lorsque t est assez grand,
En outre la densité s'annule au point y=d . Ceci est réaliste puisqu
le systeéme tombe en panne quand il aura atteint 1'état d , c'est-a-
dire lorsque le processus X"(t) atteint le point i1 y reste (d joue
le EOTe d'un état absorbant). Les considérations qui viennent d'étre
faites conviennent aux systemes qui ne se détériorent pas rapidement,
c'est le cas, par exemple, des systemes hautement fiables (le taux de
réparation dépasse largement le taux de panne). Puisque le point d
Jjoue le rble d'un état absorbant alors que le temps de panne du
systéme suit une loi exponentielle de paramétre ¢ . Le probleme
revient a calculer 1/c . Dans le but de trouver une formule pour c
on cherche une solution de 1'équation de FOKKER-PLANCK de la forme

vI(t.y) = et y"(y). L'équation de FOKKER-PLANCK s'écrit :

2 v (tay) _ 1 2%(eP(y) v (tay)) |, 3luly)-r(y) v"(t.y)
at EE aya oy

En y remplacant v"(t,y) par e e v"(y) on obtient :
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2.2 n n
Neyye L 35 07(y) vily) | aluly) - A(yD viy)
cv (y) P oy + s

Posons W (y) = oz(y) v'(y) . Alors :

i Wi(y) _ _12 2% W(y) < 2uly) -2lyd 52(y)
o“(y) 2n i),y2 3y
w"(y) apparaft donc comme la fonction propre associée a ¢ . En

intégrant deux fois les deux membres de cette égalité, sur

1'intervalle [0,d], on obtient :

d
1 [dw"{y) L (uLL)z- Aly)) W1,
2n”  dy o“(y)
d

J' Wn(!) dy

0 o“(y)

Le probléme est de connaitre ﬁ"(y). En utilisant le théoréme 1.2 on

peut donner une bonne approximation de hin(y) et donc une approximation

de ¢,

Avant d'énoncer le résultat de ce paragraphe précisons que nous
nous situons dans les hypothéses du théoreme 1.2 avec 5=% et

b(x) = -p(x) + a(x). Nous reprenons aussi les fonctions y et B;

pwr i=0,2,4,... .

PROPOSITION 11.1.3. Sous les conditions ci-dessus on a :

1 du"(y) . (uly) -Aly) n d
- [ + w(y)]
e 2n8 dy 02(,\!) =

s pour n grand |,
d n

.[ —sz( ) dy

0 o“(y)
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ot w"(y) = K(n,y,t, )exp-n? [I Y ) ), og oWy avec k(n, yit)e
o (u) 2 ofa)

e exp-nzc—‘—(; ) +-9r6) (f(u»+-—°B(f(u)(b‘)'(f(u»1 8
O(Y)\/znto 2ty a o (u ) aofy)
8, (t.y)

le point t, vérifie lim Log —

15 t

DEMONSTRATION. Grdce au théoréme 1.2 on a une premidre approximation
pour v"(t,y) :

8, (t,y)
vn(t.y) I~ —n—o—y—— exp - n2 v(t,y) pour n assez grand,
oly) Vant
Or par hypothese v"(t.y) & ** v"{y) Donc :
cyp (t,y)
v(y) o0 exp-n® y(t,y)
vant o(y)
En exblicitant v(t,y) on obtient :
ets_(t.y) 2
vn(y)u 9 exp-n [j ELEl_liﬂl du + 1 (j +
[2nt oty] wey (u) 2tilaria (u)
LOQO{y) t(E) (f(u»+ B(f(u»(B) (f(a)) I ds 5
2 ala) a of(u)
ou encore :
n nes_(t,y)
v_(y) - 0 abine el U __2___
exp-n [I (U) A(u)d“_._ Lo G(Y)] \/le—to(y) 2t o« o (U)

o (u) 2 oo}

2
+ —B(f(a»(s)'(fc )y du -;-(b') (f(a) 1.

a ofu
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Le membre de gauche ne dépend pas de t , donc la dérivée par rapport
3 t dumenbre de droite est nulle. Aprés dérivation par rapport a t

et intégration sur 1'intervalle [to,t] on a:

V"(y) K(n
o ,y.to) exp ¢ to 5
o U u(u) k) Ty oL U_(Q]
ST o (u) 2 ola)
Yy 2 t 2
o K(n,yt,) =——"—— exp n?(—(J" L) + 2 (B) (f(a)) +
/2Ht°o(y) 2t° oAn o (U) 2
+ -t B(f(a)) (B) (f(a ))I
a G(U)
t t, vérifiant 14 i e 0
e vérifian m = .
t-t, it

D'autre part on a déja montré ci-dessus que :

- L0 B)AL) w"(y)]

2n__dy o (y) . avec w"(y) = Ay (y).
Id Wn(y) dy
0 o(y)

Posons w"(y) = K(n,y,t )exp n [I EiEl_li!l dus 1 Log O(YJ]
a o (u) 2 o(a)

alors w"(y) = az(y)v"(y) =w"(y)expct. Donc c est approximé par :

- Lidu"(y) + 8020) “(yn
2nl (y)

W"(
b TLdy

a“(y)

C e
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REMARQUE 3.

- w"(y) est donc une approximation, pour n assez grand, de la

fonction propre associée a c .

K(n.y.to)

n iy o V2
- Remarquons également que w (y) = Wo(y)) ol

Vv 2(n)

y
H:(y)= n(n)exp-anlj ELE%:ALEl du + 1 Log 91!11 est solution de
o, o0slu) 2 ola)

1'équation de Fokker-Planck elliptique c'est-a-dire N:(y) vérifie :

p W W) sy A W)
E;? ayz Ay

0 . 2(n) est une

constante de normalisation de la densité. Autrement dit, 1a fonction
propre associée a ¢ peut &tre obtenue sans difficulté a partir de la

densité indépendante du temps Hz(y).

I1.2 SYSTEMES AVEC DES DOMMAGES CUMULATIFS

On s'intéresse a un appareillage soumis a des dommages cumulatifs.
Ces dommages sont dus soit & 1'usure (effets corrosifs,...) soit & la
fatigue (engins soumis a 1'effort,...). On désigne par x(t) la somme
des dommages cumulés au temps t . Le processus x(t) prend ses valeurs
dans 1'intervalle [0,A] oU O correspond & 1'état neuf et A a 1'état

cassé de 1'appareillage. Un modéle déterministe peut étre :

dx(t)
dt

= Q(x(t) avec x(0f="xts=,
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ot Q est une fonction déterministe positive connue (donnée par la

loi de Paris-Erdogan par exemple), x 1'état initial et t € [0,T].

Une version aléatoire de ce modele est :

P | yeqy) Q(XE(t) avec X(0) = x ,
dt
oi YE(t) est un processus aléatoire représentant le phénoméne de
1'usure ou de la fatigue et € un paramétre, e>0 . On considére
YE(t) = A(X®(t) + RE(t) ol A est déterministe positive et RE(t) un
processus aléatoire de moyenne nulle. On suppose que la distribution

de RE(t) dépend seulement de 1'état X®(t) du systéme ; c'est-a-dire:

-

E(YE(t)/XE(t)=y) Aly)

n
o

E(RE(t)/X5(t)=y)

E(RE(ENZ/XE(t)=y) = €2v , v > 0 et e petit .

n

Définissons une nouvelle variable dS€(t) par ds®(t) = RE(t)dt .

Rlors E(dS(t)/XE(t)=y) = 0 et E(dSE(t)Z/XE(t)=y) = 2y dt .

Sous toutes ces considérations, le modéle stochastique ci-dessus .

s'écrit :
S | qixE(en axE(e) « QD B x5(0) = x
dt dt

Pour pouvoir appliquer les résultats du paragraphe I on est obligé de
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prendre dsS€(t) gaussien. Mais cette hypothtse pose un probleme de
modélisation puisque le processus X5(t), somme des dommages cumulés
au temps t ,est positif croissant. Pour éviter cette difficulté on
ajoute la condition A(y) » y pour tout y dans [x,A). Grice 3 cette
condition et au théoréme 1, chapitre 1, page 20 [4] on peut montrer
que X°(t) est positif croissant presque sOrement. En effet, soit
ty<t, ; siQ=0ona imédiatement x‘(t,)=x°(t2). Si Q> 0, alors
il existe 6 > 0 tel que Q(y) > & pour tout y dans ]0,a] et on a :
t t

2 2
XE(t,)-XE(t,) = S, Q(X%(s) A(X"(s)) ds + § QX" (s)) ds(s) .

1 1
t

2
Or [ Q(x%(s) A(X®(s) ds > vy 6(t,-t,) et d'autre part :
t
1
t, t,
PLULS QUXE(s) ds¥(s)| > 8(ty-t,)1 =P, levf QUXE(s)aM(s)| > 6(t,-t,)]
5 t

—P[lu(xE(t D) du(tyev)| >3]
0 JOQ 2 (RAL et

< Px[ sup UuQ(Xc(t.Iw))dH(tiw) |>%:-]
0<u<TD
5272
]

= .f': EX(QZ(XE(H-*V)))CIV. (grace

au théoreme auquel on a fait référence ci-dessus),

223N z 2
.«,F_.I_J sz\,:.'_:._l..nz,
éu 0 8

car Q est continue sur [0,A] donc bornée, 0 < Q <M .
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t

2
par conséguent 'I1'm|:l P"[”t Q(x%(s) ds(s)| > 6(t,-ty)] =0 .
E * '

putrement dit X‘(tz) > K‘(ti) P, P.s , lorsque e » 0 .
Maintenant écrivons le mod2le stochastique ci-dessus sous la forme :
dXE(t) = QUXE(£) A(XE(t) dt+ ey Q(XE(t) dM(t) , X(0)=x .

Cette équation stochastique est bien du méme type que celle étudiée
dans le paragraphe I avec b(y) =Q(y)a(y) et o(x) =vQ(y) .
Enfin on se donne une amplitude critique d et on se propose de
chercher un temps T tel que P,‘._[-:f1 > Tl =a(e), avec ale) choisi trés
petit et 1y = inf{t>0, X°(t) ¢ [x,d]}. Dans le cas ol 1'état initial
n'est pas 1'amplitude minimale détectable x mais un état aléatoire
qui prend ses valeurs dans 1'intervalle [0,8] avec une loi ;“o dont
la densité par rapport & la mesure de Lebesgue est Ao(.) avec Ao(y) =0
pour tout y ¢ [0,B] , alors on cherche un temps T qui vérifie
P'i' {T; >T1=g8(e), B(e) trés petit. LA encore selon le cas on se

0
place soit dans le contexte du théoreme 1.1 et du lemme I.1
(conditions B1) soit dans celui du théoreme 1.2 et du Temme I.1

(conditions B2).

CONDITIONS B1.

- Les hypotheses du théoreme 1.1 sont véfifiées avec b(y) =Q(y)a(y)

et o(y) =y Q(y). Donc, nous reprenons les fonctions @(t,x,y) et
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ﬂi(t.x.y). i= 0-2-4:---

ui(tlx-Y)

- Les fonctions y + @(t,x,y) et y -+ A R L

a(y)

satisfont aux conditions du lemme I.1 sur 1'intervalle [d,a] .

¢ est supposée h+1 fois dérivable par rapport a y .

CONDITIONS B2.

- Les hypothéses du théoreéme 1.2 sont vérifiées avec b(y) = Q(y)a(y),
oly) =YQ(y) et la densité Aa(.) nulle en dehors de 1'intervalle
[0,B]. Nous reprenons aussi les fonctions y(t,y) et Bi(t,y) i

1=0,2,4,...

- Les fonctions y + y(t,y) et y + Bi(t.y) satisfont aux hypotheses
du lemme 1.1 sur 1'intervalle [d,A]. y est supposée h+1 dérivable

par rapport a y .

PROPOSITION 11.2.1. Sous les conditions B1, le temps T cherché

est solution de 1'équation :

ATC + BT +C=0

d d
A= (BY2(F0xD+ 2 BFON (b ) (F(x)f G | poaop DU g 1) 0
avec XD+ 3 X X {]u(u) a {(m u+2 05
d &
e=1] 29" et - T £ Logli-ulcd
x o(u) e+ 0
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A
EMONSTRATION. On 8 P [y < T) = Id P (t.x,y)dy . D'apres le

héoreme 1.1
k-3
T k-3 1
p(Toxsy) = [150 e oy (Tox,y) + €77 0(1) Jexp- = 0(T,x,y).
evanTol(y) .

En appliquant le lemme 1.1 on déduit :

Vin ¢? Log P [15<T) = -o(T,x,d),
g=>0

d 2 d

| o du e o b(u) 1 a(d)
(T,x,d) =—(] —) +—(E) (FixD -] ~——du+ =ieg ——

188 W 4 IM(U) 1 Ixo (u) node2 o(x)

(s)(f»m- (700 J ¢ dw)

alu)

Mais Px[t; < Tl=1-al(e) ; si on pose a= lim 52 Log(1-a(e)
Eir

: el TN e
on obtient -a= —(f —) + —(b) (f(x))'f (F)(f(x)) (5) (f(x))j
2T x ofu) 2 x olu

d
» _,‘b(_.“). s Mir ey
Ix o (u) g g a(x)

Soit encore :

AT- + BT+ C =10

svec A= 2(B)?(£(x))+ 2

¢ au »B= aj b(") du+ — Log°(d)
x olu) X o (u) 2 " g(x)

et C= (
2 Ix o(u)
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PBOPOSITION 11.2.2. Sous les conditions B2 le temps T cherché est

solution de 1'équation :

AT2+BT+C=0

avec A= (B)"‘(f(u)>+-(s)(f(a))(s)'(f(u»y-—- » B=b-f —%‘-‘—'ldu-b s

ao(u) a o (u)

d 2
C‘U dU)

et b= 1lim 62 Log(1-g(e)) .
a ofu) e+ 0

DEMONSTRATION. Immédiat.
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