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NOUVELLE DEMONSTRATION ET GENERALISATION
DE LA FORMULE DE KANTO ET PUNTANEN
SUR LES CORRELATIONS ENTRE RESIDUS

DES REGRESSIONS LINEAIRES

Guy DER MEGREDITCHIAN
Pierre CAZES

I - INTRODUCTION

On considére le systéme (y1, y2, X) ol y%‘et y2 sont
des variables aléatoires scalaires et X un vecteur aléatoire. Deux
régressions linéaires multiples peuvent &tre réalisées pour expliquer

¥i:
“
Je CXJ , siy; est expliquée uniquement par X ;
& i Je
g'CX,gJ], si yi est expliquée par le couple (X, ¥5¥ »
L
OISR A N R R e R i S
En notant les résidus respectivement e et 2‘.. on a les
relations :

Y, = ?CCXJ“’G.; :ECCX,%J + &, ) (1)

d'ol nous tirons :

i el 7 o (1)
& = & - [ﬁjt.CX,éfJJ -jL,CXJ] :
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i Kanto et Puntanen ont attiré 1'attention [4,5] sur une
curieuse liaison statistique entre les résidus &; et ej :

r [@;-%-1 = - r [ej,e§] (2)

[1s ont présenté (2) trois démonstrations de cette relation,
1'une basée sur la technique de Cramer, 1'autre sur le recours aux
projecteurs orthogonaux, et la troisiéme sur 1'utilisation d'un
résultat de Rao.

L'objet de cet article est de proposer deux nouvelles
démonstrations, 1'une dans le but de généraliser le résultat et
1'autre basée sur des considérations purement géométriques.

2 - DEMONSTRATION ALGEBRIQUE

Elle repose sur une formule de 1'accroissement de la valeur
prévue y de y quand on passe d'un systéme de n prédicteurs X a un
systéme de n + 1 prédicteurs{ X,x}-étab]ie par 1'auteur dans (2).

& o ryq 09.25/X1.BC4/XT [n. $(x
fiae JlRle== =0 —— (WOuN, g

On a utilisé ici les notations suivantes :

r [y, x/x%, la corrélation partielle entre y et x, quand X est fixé,
G?(y/X}, a variance partielle de y, quand X est fixé,

@(x/X), la variance partielle de x, quand X est fixé,

% (x), la valeur prévue par régression linéaire multiple du prédicteur

x a 1'aide du vecteur X des prédicteurs.

On peut maintenant établir la relation :
— A e. ] y
qhl-lwwe. el ten e
Gced-J

dans le cas ol le couple (X, yj) est gaussien.

(4)

On peut écrire cette relation sous la forme :

i[x;‘dd]"i[x] = Q:g" ed' (4")

ol a nCe, e ). 6ce) (')

: sces
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En effet, 1'application directe de la relation (3) conduit a
la relation :

2 X n(YerY;/x]).6(4./x e
E.[YJJJ]*':ICW = . [4:/X] [‘j.-—ﬁ(XJ]. (%)
¢ GCy,/x] d d
Or r (yij, ¥i/X) est la corrélation partielle entre yj et yj
quand X est fixé, c'ést-a-dire la corrélation entre les résidus ey el

ej *
‘!-Céj.;,:jd-/X]' = Jtcec,ed.j y

<
De méme © C8c¢/X) désigne la variance partielle de yj,
quand X est fixé, c'est-a-dire la variance du résidu ej :

GngL/XJ = mf‘d.:'ﬂ.‘/xj = G“-Cet-'.j .

i Si 1'on ajoute a ces considérations le fait que 1'on a noté
gd._g_cx)= e:i , 1a relation (4) est établie.
d

Nous obtenons ainsi :

g': = e‘_-_d.,_g..ed- /l
%d- = - e, - (6)

Calculons la covariances entre 2“, et fd. c

-—
=

c.o«r.rct,_-,?oa-] " c_wCec_‘ag. % ’é‘g"‘%'cec]

(7)
< .1
- COUCGLJ%J T+, . qd"-' C-etrcé’d-,eL.] -Qd.r-. Gceﬂ-aé. S C%‘J .

(.A'
On vérifie directement les relations :
o RN - xt . :
LJ Cld.c = Ce‘_,?d] .
Q.. [B3p.0 i (€, . Ciai= 8 61C€' . ' (8)
Ld [ dj - C L)a) duc Lj

On en tire par conséquent :

Gltablalaiee-4)h i] 2 ORI TERI B
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On calcule de méme la variance de g,_' en tenant compte de (8)

610 8] scov( Gon QS % S L

G ( e. a fa l&cgi¥.2a, e,e: 1) =
* C ¥ téc ;.d‘! Cde ga(c-e:r'(:. dj)
. e
SpvTE gt 4 Qs J = SR (- xt (e e
Nous avons ainsi : .

GC%L‘:]

GC&;)

6ce) A 4-n(ecrg)
Sc g Ao )

(10)

L'application de (9) et (10) conduit au résultat recherché :
LA TN e., e,
iy i e i el
4 Gee (4~ (e €) ] SC%’)

La formule (2) est établie. On peut 1'expligiter ainsi. La
corrélation entre les résidus & ,8, des prévisions §; [X, yjl et
F; (X, yi] de yj et yj & 1'aide des prédicteurs { X, yj¥ et
{ ﬂ, Yi}y respectivement ‘est égale a la corrélation entre les résidus

ej et-ej des prévisions Py [X] et yio LX), e yifet. vy
1'aide des prédicteurs X prise avec le signe moins.

Le point essentiel de la variante que nous présentons de la
démonstration est évidemment 1'utilisation de la formule (3) sous sa
forme particuliére (4) qu'elle prend dans le contexte de notre
probléme. Cela ouvre la voie a une généralisation dans le cadre du
sysiteme (Y, Yo, R},

de trois vecteurs aléatoires :
e et 5ova (Maxd) , X (nxt)
3 - EXTENSION DE LA FORMULE DE KANTO-PUNTANEN AU CAS VECTORIEL

On peut réaliser comme dans le cas de yj scalaire deux
régressions linéaires pour expliquer Y; :

(S
SCX]: H.:'X » si Yj est expliqué uniquement par le

5 vecteur X ;

A B
cl.fCng]:,Q‘ J( , si Yj est expliqué par le ,couple de
¢ d ta' y

prédicteurs vectorie]s{x, Yj}= ;
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Les coefficients de régression A et Ajj sont définis par
les expressions bien connues :

= -t‘la- 4
A Vo Ay Vi Uy

(11)

3

C

T atay,

En notant respectivement ei = (mj x 1) et Z.i = (mj x 1)
les résidus vectoriels des prévisions correspondantes, on a les
relations :

L

ou encore :

g.

L

T (X8 - G.0041e %, o

e {@dfx, ;) - g.cx) } : (12')

n

Nous allons utiliser maintenant une formule relative a
1'accroissement des formes quadratiques et bilinéaires [3] (ch.25) et
que nous formulerons sous forme de lemme.

Lemme : Soit é-. ={a4:ax};é={@,)@m}

= Vi Vv =
et p\Fi2 Va V'm.)"v/

5 A 0) By (), (o), s (B

-V—IFC'L!“.{) ;Mlz (n* xﬂz),.M4;(ﬂlvﬂ4);\éz:(ntxn1) h

Qn.a_a10rs la relation suivante pour 1'accroissement des
formes bilinéaires :

é"‘! O-té' ) a'! \-{:g: (%-‘ﬁa)’g:{%-zt} , (13)

ol 1'on a introduit les notations complémentaires :

(13')
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Le lemme peut &étre démontré en appliquant la formule de
Frobénius [1 3] sur 1'inversion des matrices.partitionnées en quatre
blocs que 1'on peut écrire avec les notations utilisées

=1

ar i ~1 2 =l
\7-l i V" V”' l{"'\!!l Uu _V“ v V

12 22
| . -l o
\[ QGI L£4 x&?

44

La formule (13) peut maintenant étre vérifiée directement en
appliquant (14) au prix de quelques transfcrmations algébriques

App]iquqﬂ§ la formule (13) au calcul de 1'accroissement de la
valeur prévue yj de yj, Qquand on
préd1cteurs au systeéme :

Jeth, g g

passe du systeme X des

= / |
H (X'ga']‘i(”ﬂé}( \)/?* {X’%} VSXVzw X (14)
En posant‘:
aﬁuxjﬂe:)(,a._\/ &
(15)
K. N ‘-VX%_/- V‘?I'—' VHJ)(/ l{“: V%% .
4 Voo Yy Yy, 6ye Vyy Vg X
Nous obtenons :

TR T W

. i & Flyp
-'(Vyt-sb-“vircx lffx! %J)(USH X Vx \{( 3{ Uxxx }
Or nous avons par defmmon
8 5 X Y X - lJ' ‘:f (X) =
d--VsLx b Vx& V@
U‘-"J—‘-"c i VﬂJx Vh( Mfﬂﬁ _Ve; e

(17)
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Par conséquent la relation (16) devient :

')?(XH]&FCXJ e e € =65 £
ouG’ f’e VQQ est le vecteur des coefficients de
c} d' d régresssion de ey sur ej.

En portant (18) dans (12') nous obtenons :

{ ?D'L- = @ Gc.d ed' X

(19)

()

AL e .
d. 18 @at.i:

On peut maintenant calculer les matrices de covariances
entre les résidus vectoriels .
Ve, &y et Vé, L

- wf ].{.@ C‘eu‘( 6.38,._ q,'m( }g'J-CW[QL'Je-_"]G:‘-‘

Pour eva1uer'\% Q.0 calculons au préalable les expressions

J
g 1 s <
) de’ ‘- Ve‘ & Ua Ve,;?c Uec.ot- Ue"if
-y =1
Gy Ve, ‘fee%'vs-%-"'% g = Vg o
G G Vo B Ve Mo

Nous avons en définitive en portant (21) dans (20) :

-\]-%'%J -_U \/-' VQ e. Uee VL%_,_ U"c%" (22)

Calculons de méme la matmce de covariances -U& t

\];50'?9 c"’*"(?ﬂd/%] Céu(é /e GJ ]

Cot> (E’.;,ed)_. G—J cotr(%.,ed)_cow(ec,ed-)GngiJer(

U
e-@-'
USE Q_C; d eé’

L
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Nous obtenons ainsi :

=1 L
Vo, = Ve sl 05 W, A
L‘ L I'.‘ f.‘ {: J- g’?- Sa eLl
g Introdu{sons maintenant les coefficients de régression de la
prévision de ¥,.a 1'aide de % !

(/\'-i_..l ' y AT
TR B':U%'?g'vﬁ-%’ -

Nous obtenons alors de (22) et (22') la relation :
....V -l 14
%J-i(' = ( Ved" ?L, Uet ec l/e'. QJ] Vs'ﬁ VS‘ et: = V%, e =

S LY ol
= [ 33 ‘Ed.?g.] VC;% US.QL.—Us.eo =

L
Uhitlend
%J.%J %5 %’,ec /

que nous pouvons mettre sous la forme :

€. Al

. gy \/ 2 \/ (28)
R = . :
i St VS g (X

Oou encore :
I, ¢
LJ = e 3_
5

Nous avons ainsi obtenu dans le cas des résidus vectoriels
une relation qui généralise le résultat (2) de KANTO et PUNTANEN pour
les résidus scalaires. Nous la formuleraons sous forme de théoréme :

(24")

.

Théoréme 1 :eéa matrice ff' des coefficients de régression de la
prévision de & a 1'aide de” &: et 1a matrice Gede la prévision de @
a l'aide de E;.sont liées par fne relation simpfe

g oe- G ol
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La liaison statistique entre les vecteurs 2’ et g
(respe‘,twement entre e-et% ) peut étre également appr‘emee agls a1de
des corrélations canoniques.

Soit ZKC gﬁ‘] = F“:Cgﬁj‘ %L' ’
I (25)
et B LR ] = ROLED &oy

Pe couple des K-iémes variables canoniques assomees aux vecteurs
aléatoires S et &) . Les coefficients RC®D et Fc%)de ces trans-
formations de varjables (1es K-iemes facteur‘s canomques) sont
respectivement les K-iémes vecteurs propres des matrices :

=] =1
Ve. 3. U%L.%. .V‘a.,.%. %_%, (26)

\pigmgets
‘%% '2% V?,,% y

FRC%L'J C;[HC'&':'Jj /
FC% ] = ClHcen ],

et H C?’(j]

n

(26%)

ou 1'on a noté CgCHCtCﬂ;CR[HC’BJ']j le K-iéme vecteur propre de

la matrice correspondante.

La K-iéme corrélation canomque J’C?’u% J entre les
vecteurs 8 et& est définie par la K-iéme va]eur propre de H( %, »)

ouH(g(J)
PrC%.. %7 = A (Hean] = A, CHeep)

On définira de méme les variables canoniques, les facteurs
canomques, les corrélations canoniques entre les résidus vectoriels 9.

et & :
F

g 1 Fg'cecj' c e
)

El-r-cea'j = FK'CE:;J E:J .

Feced = C [ Hee]

R g Gk[HceJJJ -



—| L
Hore )= Ve e. e Ve.;. Vea'e' )
HKE%J = U?-:- Ved.eﬂ Veg. Ve.ea.

On peut maintenant établir quelques relations de corrélation
canoniques pour préciser les liaisons statistiques entre les résidus
vectoriels.

Théoréme 2 : Les matricesI{CgJetFJ(QJdéfinissant les facteurs et les
corrélations canoniques entre résidus vectoriels sont égales :

HC®e¢l = HCel
HC ﬁ;j ] = H C:ﬁg 3

La démonstration est immédiate en appliquant la relation

(28)

{24‘) .
I‘r% [‘l - G‘\ r b § .!
] , ' ;n J[( LS r
H I l'q !'l‘ LY C l' '

Théoreme 3 : Les facteurs canoniques des couples/3, .] et [, €.
sont égaux : ( [ d) (tf i )

FCed)=FCcel
i (29)
FKC%(J] = FK‘Ced-]

Théoréme 4 : Les corrélations canoniques entre couples de résidus
vectomels(%t.‘ﬂ;_)et[e‘,JS,) sont égales :

«?KC% ?’]jcua I (30)

Les théorémes 3 et 4 decou1ent immédiatement du théoréme 2
puisque par définition :

R (2,72 C[H2I] ; 508,302, (Hetd)= 2, (Hey)
FoCe;)=ClRee] ; p(%,97 =4, (H(e] A Heg]]
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Les résultats obtenus apportent une information intéressante
sur les structures des erreurs d'interpolation des valeurs des champs
aléatoires, que 1'on pratique couramment dans les sciences de la Terre
(Météorologie, Géologie, Géographie, Géophysique). Elles permettent
d'évaluer avant méme la prise en compte d'un nouveau groupe de
prédicteurs potentiels son apport complémentaire dans la structure des
résidus.

4 - DEMONSTRATION GEOMETRIQUE

2
On se place dans 1'espaceLEg des fonctions aléatoires du
second ordre de :

Zafy. 9%}, KeR",

muni du produit scalaire associé a la covariance. On supposera, sans
nuire @ la généralité, que 2 est centré. Cela entraine que le produit
scalaire entre deux éléments centrés est égal & la covariance, et que
leur cosinus est égal & leur coefficient de corrélation.

Introduisons les notations :

Pxs le projecteur sur 1'espace Hy engendré par les fonctions
linéaires des variables aléatoires composant X,

Pi,x le projecteur sur 1'espace Hq,x engendré par les fonctions
linéaires du couple (yi, X) (Heced)-

On a alors :

3£=‘?QCXJ+€C :3?((3,_.]4,9'-_ (31)
= E:_CX’QJ]* ﬂc = I}X C 3t] g %C /= +132)

U Px [yi] désigne la projection de yj sur Hy et fx (yj] la projection

de yj sur HE.X ¢

(2

Plygd-=x'a,e d=Vo Y%y .

De méme on a :

é&- = ji; C ég'J + f;' 2

Comme ff; est orthogonal a Hx, et que €. et Hy engendrent {'i

on en déduit que®: J

e
Ba 25 A¢ (33)
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IciPae-désigne le projecteur sur la droiteAf,- dont ej est
le vecteur direcfeur. On déduit alors des relations (31) et (33) que :

K A
g0Xy] =R, (8] =F (5X)+<] =

e T = P o T
_lZXCgL.(wJ s St

Or comme “&‘1 (X) appartient a 1'espace H‘. il est identique
d sa projection sur cet espace : X

(700l R 5§
T-:;ng‘ = G4

d'ol il suit, puisque e; est orthogonal & Hy :

0

7 d'ou

Bie

ReAN

9.CX3+ & (D,

d
on a alors :
%L‘ = g‘- —‘Ecxjgd'] = g‘_--ECXJ— I_;ece:.] ’
€}
ou encore :
2. = S - EQ.C?c] : (34)

gc est donc égal a la projection de ed sur 1'espace orthogonal a AE;,. ]
Plus précisément, i1 découle de (34) que :
a) g.,‘ appartient au plan engendré par (Q‘.,S- I

b) dans ce plan, 26 est la projection de Gi.sur la droite orthogonale a

E;, :
De méme ﬁd- se trouve dans le plan engendré par (€.,9°) et

dans ce plan &, est la projection de &, sur la droite orthogonale a €,
comme le montr? la figure. d 5
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Ae

Espace 1 3 Ae;

Interprétation géométrique de la propriété des corrélations partielles
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On a alors avec les notations de la figure :

cosp
!’3
cos P

Nous obtenons par conséquent :

cos C%,_';%(J'J ’
1802 Lo/
cos (41802~ ) = —cCos,

cosP =COSC'%‘-_,°6J] s o4 C%‘.'%d.]

= - Cdal = -CMCQ;J%') z=n (e, ed 3

Ainsi,
2(®:% ] =_n(e.,e

Remarque : i1 découle de (34) que

2

z
G-CL = G'e. (--1'...31.?‘(9'_.,9,]].

Le coefficient de régression @ C‘—/é] de fJ' quand on veut
expliquer &, par 3 [ ‘

.
.

a ng. Sed,

-..nce,,,e J

= G CL'/d'D .
Ge. 'y

I1 est donc 1'opposé du coefficient de régression @ ('«./J'}.

de ed quand on veut expliquer €. par e

A e @ RiFy
% Jd ) 4 A5 ]
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