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Vorwort

. [...] sodass diejenigen, die gerade noch die ro-
mische Sprache ablehnten, bald deren Beredsam-
keit begehrten. [...] Und dies wurde von den
Unkundigen ,Zivilisation‘ genannt, wihrend es in
Wabhrheit ein Teil der Knechtschaft war.*

Tacitus, Leben des Agricola

Die Modellierung von Epidemien ist im Jahr 2020 mit der durch ein
Coronavirus verursachten Pandemie ein aktuelles Thema geworden. Tech-
nische Begriffe wie der Parameter %, sind im Diskurs von politischen
Entscheidungstragern aufgetaucht. Die Frage der Saisonalitit stellte sich auch
bei der zweiten Epidemiewelle. Die Schwierigkeit, verlidssliche Prognosen zu
erhalten, war nicht zu iibersehen.

Es gibt im Wesentlichen zwei Vorgehensweisen zur Modellierung von
Epidemien. Die erste basiert auf relativ einfachen mathematischen Modellen.
Diese Modelle haben zwei Vorteile. Der erste Vorteil ist, dass wir sie mathe-
matisch analysieren konnen, sodass wir verstehen, was fiir alle Parameter-
werte passiert. Der zweite Vorteil ist, dass wir die Parameter, von denen es
eine kleine Anzahl gibt, aus den Epidemiedaten verniinftig schitzen konnen.
Dies benutzt man, um Vorhersagen zu treffen oder sich die Folgen verschie-
dener Malnahmen im Bereich der 6ffentlichen Gesundheit vorzustellen, zwi-
schen denen man sich nur ungern entscheidet. Diese Vorgehensweise ist die
ilteste: Siehe zum Beispiel die Kapitel 5, 14 und 18 in [4], in denen wir
jeweils das Bernoulli-Modell fiir Pocken, das Ross-Modell fiir Malaria und
das allgemeine Modell von Kermack und McKendrick vorstellen. Computer-
simulationen konnen diese Vorgehensweise begleiten. Dies wurde bei jenen
historischen Beispielen offensichtlich nicht gemacht.

Die zweite Vorgehensweise stiitzt sich auf , komplexe* Modelle, die wir
zwar simulieren, von denen wir aber nichts mit Sicherheit sagen konnen. Erst
das Aufkommen von schnellen Computern hat diese Vorgehensweise moglich
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gemacht. Einige dieser Modelle haben eine grole Anzahl von Gleichungen
und Parametern, die sie zunehmend realistischer machen. Aber man ist ge-
zwungen, viele Parameter, die oft nur sehr approximativ bekannt sind, a prio-
ri festzulegen, bevor man versucht, einige andere Parameter aus den Daten
zu schitzen. Die Gleichungen selbst haben manchmal eine ,,mathematische*
Form wie Differentialgleichungen, manchmal eine ,,rechnerische Form wie
Regeln, die ,,Agenten” befolgen. Diese Unterscheidung ist aber nicht wesent-
lich, da die mathematischen Gleichungen auch in einem Computerprogramm
kodiert sind. Man beachte, dass die Ergebnisse des Modells im Allgemeinen
nicht reproduzierbar sind, es sei denn, das Computerprogramm selbst ist frei
verfiigbar. Einige dieser Modelle haben nur eine kleine Anzahl von Parame-
tern, aber ihr stochastischer und rdumlicher Charakter macht ihre Analyse
sehr schwierig: Man begniigt sich mit Simulationen.

Dieses Buch ist eine Einfithrung in die mathematische Modellierung
von Epidemien im Sinne der ersten Vorgehensweise. Der Schwerpunkt
liegt meist auf der mathematischen Analyse, aber es gibt auch einige
Parameterschitzungen fiir Epidemien mit direkter Ubertragung (Coronavirus,
Masern ...) oder mit Ubertragung durch einen Insektenvektor (Pest, Leish-
maniose, Chikungunyafieber ...). Nur wenige franzosische Biicher sind der
Modellierung von Epidemien gewidmet.! Es gibt nur wenige isolierte Kapi-
tel, zum Beispiel in [2, 3, 4, 19, 24, 35, 36, 41, 51, 74, 85]. Die erste Arbeit
zur mathematischen Modellierung einer Epidemie, die von Daniel Bernoulli,
war jedoch auf Franzosisch vertffentlicht worden. Fiir die Vorgehensweise
mit ,.komplexen* Modellen kann man zum Beispiel [76] konsultieren.

Die ,,Basisreproduktionsrate®, bezeichnet mit %y, ist ein ziemlich zen-
traler Begriff. Vereinfacht gesagt ist sie die durchschnittliche Anzahl der
Sekundérfille, die jeder der ersten Fille zu Beginn einer Epidemie infiziert.
Bei %) = 2 beispielsweise steckt eine Person zwei andere an, die wiederum
jeweils zwei andere anstecken usw. Das fiihrt zu einer geometrischen, d. h.
exponentiellen Progression der Fallzahl. Da es sich um einen Mittelwert han-
delt, ist die Zahl %, normalerweise keine ganze Zahl. Die Epidemie kann nur
entstehen, wenn % > 1 ist.

In der Demographie gibt es eine dhnliche Vorstellung: Geburten sind die
Analoga von Infektionen, Todesfille die Analoga von Heilungen. Die Zahl
Xy ist dann das Verhiltnis der Geburten in zwei aufeinanderfolgenden Gene-
rationen. Der Vergleich zwischen dieser demographischen %y, die auf die
Arbeit von Bockh in den 1880er-Jahren zuriickgeht, und ihrem epidemio-
logischen Analogon begann erst in den 1970er-Jahren. Aus mathematischer

! Auf Deutsch findet man einige Kapitel in [1, 17, 31, 32, 38, 60, 62, 68] und die Biicher
[39, 82].
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Sicht kann man auch % mit dem kritischen Parameter der Verzweigungs-
prozesse oder Bienaymé-Galton-Watson-Prozesse vergleichen. Das Studium
dieser Prozesse hat eine gewundene Geschichte [4].

Die inzwischen klassische Notation % geht auf Lotka (1880 —1949) zu-
riick. Er nannte %, die Reproduktivitii® (genauer die Netto-Reproduktivitit)
in seinem 1939 in Paris in franzosischer Sprache erschienenen Buch zur ma-
thematischen Demographie [53]. Dieser seltene, von ,,reproduktiv* abgelei-
tete Begriff tauchte um 1832 auf und bezeichnete damals die ,,Eigenschaft,
andere, sich selbst dhnliche Korper zu erzeugen, die lebenden Koérpern in-
newohnt® [72]. Lotka modifizierte also die Bedeutung ein wenig, indem er
die Zahl, die diese Eigenschaft quantitativ misst, als Definition nahm. Man
beachte, dass Lotka im Jahr 1937 auf dem Internationalen Bevolkerungs-
kongress in Paris noch von ,,Bockh’schem Index Z,* [52] sprach. Der Be-
griff , Reproduktivitit™ erscheint in Littrés Worterbuch und im Trésor de la
langue francaise, aber nicht in den meisten aktuellen Worterbiichern. Wir
hielten es fiir angemessen, sie anstelle der in der Epidemiologie verwendeten
,Basisreproduktionsrate* oder der in der Demographie verwendeten ,,Netto-
reproduktionsrate* zu verwenden. Das Wort ,,Rate* ist eigentlich nicht rich-
tig. In den meisten Fillen bezieht es sich auf eine GroBe, deren Dimension
der Kehrwert einer Zeit ist, wie zum Beispiel die Wachstums-, Geburten-
oder Zinsrate, die pro Jahr angegeben werden. Diese Raten nehmen einen
anderen Wert an, wenn wir die Zeiteinheit dndern. Die Zahl %, entspricht
jedoch nicht diesem Fall: Sie ist eine dimensionslose Zahl, die groer oder
kleiner als 1 sein kann. Aus diesem Grund bevorzugen einige Autoren das
Wort ,,Basisreproduktionszahl“. Das Wort ,,Basisreproduktionsrate* ist den-
noch weit verbreitet, besonders in Frankreich. Die vorherrschende sprachli-
che Verfremdung begiinstigt zudem die terminologische Reflexion nicht. Dies
ist die Gelegenheit, in diesem Buch zu versuchen, diese Situation zu korri-
gieren, zumal wir einen wohlgeformten Begriff haben, der zusitzlich der ur-
spriingliche Begriff ist. Im Folgenden werden wir daher mit ,,Rate* nur einen
Parameter bezeichnen, dessen Dimension der Kehrwert einer Zeit ist, wih-
rend % die ,,Reproduktivitit™ heifen wird.

Als Anekdote war Lotka amerikanischer Nationalitdt, aber in Frank-
reich aufgewachsen. Franzosisch war seine Muttersprache, seine Mutter war
elsdssischer Herkunft. Zum Leben von Lotka kann man [83, 87, 88] oder [4,
Kapitel 17 und 24] konsultieren.

Das Interesse an diesem Begriff der Reproduktivitit ist ein zweifaches.
Zum einen ist bekannt, dass fiir mehrere relativ einfache Modelle mit kon-
stanten Koeffizienten das endgiiltige Ausmaf} einer Epidemie, d.h. die An-

2 Auf Franzésisch: la reproductivité.
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zahl der schlieBlich von der Krankheit betroffenen Menschen, im Wesentli-
chen nur von zwei Parametern abhingt: der Grofle der Population und dieser
Reproduktivitit. Da wir die Reproduktivitit vom Beginn einer Epidemie an
abschitzen konnen, entsteht der theoretische Eindruck, das endgiiltige Aus-
maf einer Epidemie vorhersagen zu kdnnen, zumindest fiir den schlimmsten
Fall, wenn nichts dagegen unternommen wird. In der Praxis ist es natiirlich
viel komplizierter [44], wobei der Hauptfehler zweifellos die Annahme einer
homogenen Mischung der Population ist.

Die Reproduktivitit % steht auch im Zusammenhang mit dem Aufwand,
der noétig ist, um eine Epidemie zu verhindern oder eine endemische, d.h.
eine dauerhaft vorhandene Krankheit auszurotten. In vielen Modellen erfor-
dert dies die Teilung der Kontakte durch mindestens % oder die Teilung der
suszeptiblen Bevolkerung durch %, was durch die Impfung eines Bruchteils
1 —1/%, der Bevolkerung erreicht werden kann. Zum Beispiel finden wir bei
Ho = 2,5 dass 1 — 1 /%y = 60%. Die Kenntnis von %, erméglicht also eine
Abschitzung der minimalen Anzahl von Impfstoffdosen, die notwendig ist,
um eine kollektive Immunitét zu erreichen. Die Reproduktivitit hilft, quali-
tativ zu erkldren, warum einige Krankheiten schwieriger auszurotten sind als
andere, selbst mit einem Impfstoff: Thre Reproduktivitit ist besonders hoch.
Dies ist bei Masern der Fall, fiir die Schitzungen zufolge %, zwischen 15
und 20 liegen, was eine Mindestimpfquote in der Gré3enordnung von 95 %
bedeutet, eine Zahl, die nur schwer zu erreichen ist.

Aus mathematischer Sicht erkennt man schnell, dass die Reproduktivi-
tit %, hinter der scheinbaren Einfachheit ihrer Definition in den trivialsten
Modellen, nur in Modellen mit realistischerer Struktur sinnvoll als Eigen-
wert einer bestimmten Matrix oder eines Operators definiert werden kann.
Die Instabilitdt der Population in Bezug auf die Einfithrung einiger infizierter
Fille ist in der Tat typischerweise ein Eigenwertproblem. Der Ausgangspunkt
unserer Arbeit in der mathematischen Epidemiologie war die Feststellung der
Verwirrung bei der Definition der Reproduktivitit in dem sehr hiufigen Fall,
in dem Saisonalitit bei der Ubertragung eine Rolle spielt, insbesondere bei
Winterkrankheiten in Europa und bei durch Insekten iibertragenen Krank-
heiten in Afrika. Die Experten konnten grob in zwei Gruppen eingeteilt wer-
den.

Auf der einen Seite gab es diejenigen, die eher mathematisch veranlagt
waren und genau wussten, dass in einem Modell mit periodischen Koeffizi-
enten die Stabilitdt nur von einer Zahl abhéngt, zum Beispiel dem dominan-
ten Floquet-Multiplikator im Fall von Systemen von Differentialgleichungen.
Nun héngt die ,,durchschnittliche Zahl der Sekundirfille” natiirlich von der
Jahreszeit ab. Der Rat war daher, den Begriff %, in der periodischen Einstel-
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lung aufzugeben.

Auf der anderen Seite gab es diejenigen, die mehr zu Statistik und An-
wendungen in der Epidemiologie neigten. Sie zogerten nicht, von einem %
oder # zu sprechen, das tiglich, wochentlich oder monatlich variiert. Sie
berechneten diese Zahl durch Einfrieren der Parameterwerte, sodass sie die
Technik auch fiir Systeme anwendeten, deren Koeffizienten in der Zeit vari-
ierten, ohne periodisch zu sein. Sie stellten diese Zahl in Abhéngigkeit von
der Zeit dar, wie zum Beispiel wihrend der Coronavirus-Epidemie von 2020.
Sie stellten auch monatliche Risikokarten vor, insbesondere fiir vektoriiber-
tragene Krankheiten im Zusammenhang mit dem Klimawandel. Wir werden
jedoch in Abschnitt 18.2.4 ein Beispiel zeigen, bei dem das System zu jedem
Zeitpunkt auf die Ausloschung der Epidemie zuzusteuern scheint, wenn wir
seine Koeffizienten einfrieren, bei dem aber trotzdem eine Epidemie auftritt.

Wir haben daher versucht, diese Kollegen davon zu iiberzeugen, dass wir
die Reproduktivitit fiir periodische Modelle definieren kénnen, ohne dass es
an mathematischer Strenge mangelt:

* X, ist der Eigenwert eines bestimmten Operators auf einem Raum von
periodischen Funktionen;

* A ist eine Zahl, die nicht von der Zeit abhiingt;

e Wenn wir einen Index fiir das Epidemierisiko wollen, der mit den
Jahreszeiten variiert, dann ist die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung
besser geeignet als das, was bisher vorgeschlagen wurde.

Scheint die erstgenannte Gruppe nun groéfBtenteils tiberzeugt zu sein, so fahren
die meisten Spezialisten der zweiten Gruppe mit ihrer, wie man sagen konn-
te, mathematisch fehlerhaften Verwendung von %, fort. Diese Verwendung
scheint auch einen etwas tautologischen Charakter zu haben: Ist es nicht bes-
ser zu sagen, dass die wochentliche Anzahl der Félle um so und so viel %
gegeniiber der Vorwoche gestiegen ist, was unmissverstindlich ist und was
jeder verstehen kann, als zu sagen, dass % oder & so und so viel mehr wert
ist als 1 an einem bestimmten Tag? Diese zweite Aussage hat nicht nur ei-
ne zweifelhafte mathematische Grundlage, sondern wird oft von einer iiber-
triebenen Genauigkeit von zwei Nachkommastellen begleitet, ein Fehler, den
[49, S. 234] als ,,pseudowissenschaftlich* bezeichnet.

Die verschiedenen Kapitel dieses Buches entsprechen Artikeln, die in
den letzten fiinfzehn Jahren verdffentlicht wurden. Die genauen Referen-
zen findet man unter www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. Wir haben auch ei-
nige Erinnerungshilfen eingefiigt, insbesondere in den ersten Kapiteln. Eine
Zusammenfassung am Anfang jedes Kapitels gibt einen Uberblick iiber den
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Hauptpunkt. Aufler im ersten Teil war es vor allem eine Gelegenheit, eini-
ge klassische Fragen der mathematischen Epidemiologie wieder aufzugrei-
fen, aber in einem periodischen Rahmen und im Licht der neuen Definition,
die wir fiir die Reproduktivitidt %, vorgeschlagen haben. Es handelt sich al-
so nicht um einen Kurs im herkdmmlichen Sinne. Zwischen den Kapiteln
gibt es einige Wiederholungen. Der Vorteil ist jedoch, dass jedes Kapitel
relativ unabhingig von den anderen gelesen werden kann. Das Material ist
auch ziemlich neu und wird in keinem anderen Buch zu finden sein. In dem
Literaturverzeichnis haben wir nur das behalten, was fiir das Verstindnis des
Textes wirklich niitzlich ist. Wir haben besondere Anstrengungen unternom-
men, um Quellen auf Franzosisch oder auf Deutsch anzugeben. Der Fort-
schritt der automatischen Ubersetzung ermdglicht es bereits, von der der-
zeitigen sprachlichen Uniformitit wegzukommen. Die Kapitel sind nicht in
chronologischer Reihenfolge, sondern nach Themen gruppiert. Einige Kapitel
sind in einem mathematischen Stil mit gut definierten Sitzen und Beweisen
geschrieben. Andere Kapitel sind weniger streng.

Der erste Teil betrifft Modelle mit konstanten oder stiickweise konstanten
Koeffizienten. Dieser Teil kann als Einfithrung in die Epidemiemodellierung
verwendet werden, da er zum Beispiel das S-I-R-Modell von Kermack und
McKendrick, die Untersuchung des endgiiltigen Ausmafles der Epidemie und
das S-E-I-R-Modell enthilt. Die ersten beiden Kapitel befassen sich mit dem
vernachléssigten Problem der Abschitzung des Zeitpunkts des Epidemie-
Hohepunkts. In Kapitel 3 schlagen wir eine Definition der Reproduktivitit
% als asymptotische Wachstumsrate pro Generation vor. Kapitel 4 konzen-
triert sich auf den Beginn der Coronavirus-Epidemie in Frankreich, wobei wir
versucht haben, allgemeine Formeln zu erhalten, wenn die Kontaktrate einen
plotzlichen Sprung nach einer Massenquarantine erfahrt. Kapitel 5 dient als
Einfiithrung in stochastische Epidemiemodelle.

Aus diesen Grundbausteinen konnen wir uns eine Vielzahl von Modellen
vorstellen, deren Grad der Verfeinerung von der praktischen Fragestellung,
der Verfiigbarkeit von Daten und den biologischen und sozialen Eigenschaf-
ten der Infektionskrankheit abhéngt. Beispiele sind die Schichtung der Be-
volkerung nach Alter, Geschlecht (bei sexuell iibertragbaren Krankheiten),
Risikogruppen oder Region. Im Folgenden schenken wir der Rolle der Sai-
sonalitit besondere Aufmerksamkeit.

Der zweite Teil beschiftigt sich mit deterministischen Modellen mit pe-
riodischen Koeffizienten. Die Saisonalitit ist in der Tat bei vielen Epidemien
offensichtlich. Wir geben eine detaillierte Untersuchung des Parameters %
im periodischen Fall. AuBlerdem stellen wir Studien iiber das Chikungunya-
fieber auf der Insel Réunion, iiber die Leishmaniose in Marokko und iiber
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eine historische Pestepidemie in Indien vor. Drei Kapitel dieses Teils befas-
sen sich mit dem endgiiltigen Ausmal einer Epidemie, noch im periodischen
Fall.

Der dritte und letzte Teil beschiftigt sich mit stochastischen Modellen mit
periodischen Koeffizienten. Im Mittelpunkt der Diskussion steht die Berech-
nung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung einer Epidemie. Wir stellen ei-
ne Anwendung auf den Fall von Masern in Frankreich vor. Das letzte Kapitel
beschiftigt sich mit der Zeit, die eine Epidemie zum Aussterben braucht. In
der Fachliteratur haben wir diese beiden Themen auch fiir den Fall untersucht,
dass die Umgebung nicht periodisch, sondern stochastisch ist [6, 7, 8, 9, 10].

Ich bin den Kollegen dankbar, ohne die viele dieser Kapitel nicht existie-
ren wiirden: Souad Guernaoui und El Hadi Ait Dads in Marrakesch, Rachid
Ouifki in Stellenbosch, Siidafrika, Xamxinur Abdurahman in Urumqi, Chi-
na, Gabriela Gomes, Carlota Rebelo und Alessandro Margheri in Lissabon,
Hisashi Inaba in Tokio, Claude Lobry in Nizza, Tewfik Sari in Montpellier
und Frederic Hamelin in Rennes. Die Forderung des Institut de recherche
pour le développement hat einige dieser Kooperationen ermoglicht. Einige
Teile des Buches habe ich in Marrakesch, Tlemcen und Tokio gelehrt, wo-
fiir ich auch Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura und wiederum Hisashi Inaba
danke.

Das Computerprogramm ,,gtexfix“, das von dem Physiker Dmitri Gule-
witsch aus Sankt Petersburg geschrieben wurde, hat die maschinelle Uberset-
zung dieses Buches erleichtert.

Fiir die deutsche Ubersetzung bin ich Christina Binder und Lena Stenz
sehr dankbar, welche die maschinelle Ubersetzung der Software DeepL eini-
ger Kapitel iiberpriift und korrigiert haben. Fiir die anderen Kapitel hoffe ich,
dass die Kenntnisse, die ich am deutsch-franzosischen Gymnasium in Buc
erworben habe, und die Hilfe von Wikipedia fiir die technischen Begriffe und
von [16, 46] fiir den Stil ausreichend waren, um zu einer korrekten Uber-
setzung zu gelangen. Die Leser sind dennoch eingeladen, mir Verbesserungs-
vorschlidge zu machen, die ich bei Neuauflagen dieses Buches beriicksichti-
gen werde.
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Teil I

Epidemiemodelle mit
konstanten Koeffizienten



Kapitel 1
S-I-R Modell

In diesem Kapitel ist eine Epidemie durch ein Differentialsystem
vom Typ S-I-R modelliert. Wir nehmen an, dass die Population
grof3 ist. Wir untersuchen das asymptotische Verhalten der Zeit,
welche die Epidemie bendtigt, um ihren Hohepunkt zu erreichen.

1.1  Gleichungen

Wir betrachten eine Population der Grofle N, die von einer ansteckenden
Krankheit betroffen ist:

* Sei S(¢) die Anzahl der Personen, die zum Zeitpunkt 7 infizierbar sind.
In diesem Zusammenhang spricht man gewdhnlich von ,,Suszeptiblen®.

* Sei I(t) die Anzahl der infizierten Personen.

* Sei R(¢) die Anzahl der Personen, die durch Isolierung, Genesung oder
Tod nicht mehr infizierbar und nicht mehr infektios sind. Bei genesenen
Personen nehmen wir an, dass sie immun sind und die Immunitit ohne
zeitliche Begrenzung beibehalten.

Die Gesamtbevolkerung ist also
N=S(t)+I(t)+R(1).

Die verschiedenen Klassen von Individuen werden auch als Kompartimente
bezeichnet (Abb. 1.1), was aber nicht bedeutet, dass sie physisch getrennt
sind: Sie bleiben innerhalb derselben Population in Kontakt.

Wir nehmen an, dass die Gesamtbevolkerung konstant und grof} genug ist,
sodass es sinnvoll ist, die Epidemie durch ein Differentialsystem und nicht
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durch einen stochastischen Prozess zu modellieren. In der Tat, wenn die An-
zahl der Individuen grof} genug ist, konnen wir irgendwie vergessen, dass
diese Anzahl eine ganze Zahl sein muss und so tun, als ob sie kontinuierlich
variiert. Wir vergessen auch fiir den Moment die Auswirkungen des Zufalls
zu Beginn der Epidemie, wenn die Zahl der Infizierten noch gering ist. Wir
werden auf diese Punkte in Kapitel 5 und im dritten Teil des Buches zuriick-
kommen.

Abbildung 1.1: Die Klassen des S-I-R-Modells.

Sei a die effektive Kontaktrate (a > 0). Sie ist das Produkt aus zwei
Zahlen, der Anzahl der Kontakte pro Zeiteinheit und der Ubertragungswahr-
scheinlichkeit bei einem Kontakt zwischen einer infizierbaren Person und ei-
ner infizierten Person. Die Dimension der Rate a ist also der Kehrwert einer
Zeit.

Sei b die Rate, mit der Individuen die Klasse I verlassen und die Klasse R
betreten (b > 0). Mit anderen Worten hat jedes Individuum in der Klasse 7 ei-
ne Wahrscheinlichkeit b dt, sich wihrend jedes kleinen Zeitintervalls df in die
Klasse R zu bewegen. Dies bedeutet, dass die in dieser Klasse verbrachte Zeit
eine Zufallsvariable ist, die nach einem Exponentialgesetz des Parameters b

mit dem Mittelwert
+oo 1
—bx
dx = —
/0 M=

verteilt ist. Dies mag unrealistisch erscheinen, aber es vereinfacht die Dar-
stellung. Der Fall allgemeiner Verteilungen behandeln wir an mehreren Stel-
len beginnend mit Abschnitt 3.2.

Kontakte werden als zufillig angenommen. Wenn eine nicht infizierte
Person auf eine andere Person trifft, ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Person infiziert ist, gleich I/N. Dies ist der Anteil der infizierten Personen in
der Population. Jede Person in der Klasse S hat also eine Wahrscheinlichkeit
a x (I/N) x dt wihrend eines kleinen Zeitintervalls d infiziert zu werden.

Diese Annahmen fiihren zu dem beriihmten S-I-R-Modell von Kermack



und McKendrick (1927) [4, Kapitel 18] fiir eine Epidemie :

ds 1

L _us= 1.1
i~ N (D
dI 1

— =aS——bl 1.2
o Sy ok (1.2)
dR

— =bl. 1.3
7 (1.3)

Dies ist eigentlich eine vereinfachte Version des Originalmodells. Letzteres
erlaubt eine beliebige Verteilung fiir die in der Klasse I verbrachte Zeit.
Die Anfangsbedingungen sind

S(0)=N—1, 1(0)=1I, R(0)=0, (1.4)

mit 0 < Iy < N. Die Zahl Iy ist im Allgemeinen sehr klein gegeniiber N:
Ip < N.

Ein Beispiel ist in Abbildung 1.2 dargestellt. Wir benutzten die Software
Scilab und ihre Funktion fiir die numerische Losung von Differentialsystemen
mit N = 65 x 10° (Bevolkerung von Frankreich), Iy = 1, a = 1/2 pro Tag und
b =1/4 pro Tag. Zu Beginn der Epidemie steckt eine infizierte Person also
durchschnittlich alle zwei Tage (1/a) eine Person an. Die durchschnittliche
Dauer der Infektion 1/b betriigt 4 Tage. Die Reproduktivitit ist in diesem
sehr einfachen Fall die durchschnittliche Anzahl der Sekundirfille, die eine
infizierte Person zu Beginn der Epidemie ansteckt, also das Produkta x (1/b).
Somit ist

P
20 b’
was Zy = 2 ergibt.

Beachten wir, dass A = a — b die Wachstumsrate der Epidemie zu ihrem
Anfang ist, da S(f) ~ N und

dl

i (a—b)I

dann gelten. Die Zahlen I(r) und R(t) wachsen also zunichst wie e*!. Wir
konnen die Wachstumsrate A aus epidemiologischen Daten schitzen, zum
Beispiel durch Auftragen der Daten in logarithmischer Darstellung und Mes-
sen der Steigung. Ist die durchschnittliche Infektionsdauer 1/b bekannt, ent-
weder weil es sich um eine bereits erfasste Erkrankung handelt, oder im Fal-
le einer neuen Erkrankung durch sorgfiltige Beobachtung einer Anzahl von
Fillen, bei denen das Infektionsdatum ermittelt werden konnte, so konnen
wir die effektive Kontaktrate @ = A + b und die Reproduktivitit Zy = a/b =
1+ A /b schitzen.
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Abbildung 1.2: Eine Simulation des S-I-R-Modells mit der Zeit ¢ in Tagen auf der
horizontalen Achse.

Anmerkung 1.1. Die Proportionen

x(1)=S8@)/N, y(t)=1{t)/N, z(t)=R(t)/N
sind Losungen des Systems

dx dy b dz b
— =—ax — =axy— — =

a7 Yoo y=by, 4 Y,

mitx(0) =S(0)/N=1—1y/N,y(0) =Ip/N und z(0) = 0. Dies zeigt zum Bei-
spiel, dass einige Eigenschaften des Modells wie der Zeitpunkt des Epidemie-
Hohepunkts von den Parametern Iy und N nur durch das Verhiltnis Iy/N ab-
hingen.

1.2 Endgiiltiges AusmaB} der Epidemie

Proposition 1.2. System (1.1)-(1.4) hat genau eine Losung, die fiir alle t > 0
definiert ist. Aufierdem sind S(t) > 0, I(t) > 0 und R(t) > 0 fiir alle t > 0.

Beweis. Der Satz von Cauchy-Lipschitz! [59, Satz 16.5.5] sichert die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung des Systems (1.1)-(1.4) auf einem maxi-

! Auch als Satz von Picard-Lindelsf bezeichnet.



malen Intervall® [0; 7[. Nach Gleichung (1.1) haben wir fiir alle 0 <t < T

S(t) = S(0) exp (_; /0 ll(u)du) >0,

weil S(0) > 0 ist. Da Gleichung (1.2) in der Form

dl
— = (aS/N—-b)I
= as/N-b)

geschrieben werden kann, gilt auch

!
1(t) = 1(0) exp (“ / S(u) du —bt) >0,
N Jo
weil 1(0) > 0 ist. SchlieBlich ist

R(t) = b/o'z(u)du >0

fiir alle 0 <t < T. AuBBerdem ist

d

” (S+I1+R)=0,

also S(¢)+1(r)+R(t) =S(0)+1(0)+R(0) = N. Es gelten also 0 < S(t) <N,
0<I(t) <Nund0<R(t) <N fiir alle 0 <t < T. Da die Losungen auf dem
maximalen Intervall [0; T'[ beschriinkt bleiben, folgt, dass 7 = oo ist [15,
Korollar 3.34]. System (1.1)-(1.4) hat also genau eine fiir alle > 0 definierte
Losung. O

Sei log(+) der natiirliche Logarithmus.

Proposition 1.3. Die Funktion S(t) ist streng monoton fallend und konver-
giert gegen einen Grenzwert Se.. Die Funktion R(t) ist streng monoton stei-
gend und konvergiert gegen einen Grenzwert R... Die Funktion I(t) konver-
giert gegen O fiir t — +oo. Es gilt S+ Roo = N. Sei xo = S(0)/N. Dann ist
Xoo = Sw /N die eindeutige Losung im Intervall |0; 1[ der Gleichung

0(x) = 1—x+ 2log X =0, (1.5)
a X0

Ist a > b, so liegt diese Losung im Teilintervall 10; b/al.

2Fiir halboffene Intervalle verwenden wir die Notation [0; T'[ anstelle der traditionellen No-
tation [0; 7).



Kapitel 1 7

Beweis. Gemif} Proposition 1.2 haben wir S(¢) > 0 und I(¢) > 0. Daher ist

ds 1

— =-a§— <0.

dt N <

Die Funktion S(z) ist also streng monoton fallend mit 0 als untere Schranke.
Sie konvergiert gegen einen Grenzwert S, fiir t — +oo. Auf dieselbe Weise

1st AR
— =bl>0.
dt -

Die Funktion R(z) ist also streng monoton steigend mit N als obere Schranke.
Sie konvergiert gegen einen Grenzwert R, fiir t — 4. Aus Gleichungen
(1.1) und (1.3) folgen

dR bN dS
=b

dt " aSad
und BN S()
t
R(t)=——1log—. 1.6
(1) = == log 57 (1.6)
Im Grenzwert folgern wir S.. > 0 und
bN Seo
Ro=——log——.
a %5(0)

Da I(r) = N —S(t) — R(t) ist, konvergiert auch die Funktion /(r) gegen einen
Grenzwert I, fiir t — +o0. Wenn wir I, > 0 hitten, wiirden wir

t
R(t)=b /0 1) du — +eo
ableiten, was unmoglich ist, da R(r) < N ist. Somit sind fo = 0, Se + R = N

und LN S
So=N—Rw=N+-"—log —.
T 850
Diese Gleichung bestimmt S., und damit auch das endgiiltige Ausmaf} der
Epidemie R... Dividieren wir durch N, so erhalten wir mit der Definition (1.5)

der Funktion @(x): ¢(x.) =0und 0 < x. < 1. Es gilt
b
"(x) = —14+—.
¢'(x) +
Wir miissen zwei Fille unterscheiden. Nehmen wir zunédchst an, a < b. Dann
ist @’(x) > 0 auf dem Intervall ]0; 1[. Die Funktion ¢(x) ist auf diesem In-

tervall streng monoton steigend. AuBerdem gelten @(x) — —oo fiir x — 07
und

b 1
o(1)=-log— >0,
a X0



weil 0 < xp < 1 ist. Es gibt also genau ein x* € ]0; 1] mit ¢(x*) = 0. Somit ist
Xeo = X7

Nehmen wir nun an, @ > b. Dann sind ¢'(x) > 0 fiir alle 0 < x < b/a und
¢’ (x) <Ofiiralle b/a < x < 1. Die Funktion ¢ ist streng monoton steigend auf
dem Intervall ]0; b/a[ und streng monoton fallend auf dem Intervall |b/a; 1].
Es gilt

b b b b b
o(b/a )—1—7+71 bla 1=~ +-log—
X0

Sei x(x) = 1 —x+xlogx. Wir haben x’(x) = logx < 0 fiir alle x € ]0; 1] und
x(1) = 0. Somit sind x(x) > O fiir alle x € ]0; 1[ und @(b/a) > x(b/a) > 0.
Wir haben noch @(x) — —oo fiir x — 0" und ¢ (1) > 0. Es gibt also genau ein
x* €]0; 1[ mit ¢(x*) = 0. Wir haben auch x* € ]0; b/a[ und x.. = x*. O

Anmerkung 1.4. Gleichung (1.5) schreiben wir

X = Xo exp <fg(1 fx)> ,

odermitz=1-—x g
1 —z=xg exp (—ZZ) .
Ista > b, 80 ist Zeo = Reo/N = 1 —xeo > 1 —b/a.
Anmerkung 1.5. Die Losung x. hidngt von den Parametern ¢ und b nur
durch das dimensionslose Verhiltnis %y = a/b ab. Durch Ableitung der Glei-
chung (1.5) finden wir
dXe 1 Xoo 1 dxe

adm @r e Ao

Somit ist
dx. log %
d%o B %0(1/)(90 —e@o)
AUS 7o = Rw/N = 1 — x., folgt, dass der endgiiltige Anteil, der die Infek-
tion durchlaufen hat, eine streng monoton steigende Funktion von % ist. Je
hoher die Reproduktivitidt % ist, desto hoher ist das endgiiltige Ausmal3 der
Epidemie (R.).

<0.

Proposition 1.6. Ist a < b, so gelten

)
<———
1—a/b

und R /N — 0 fiir Iy/N — 0.
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Beweis. Da S(r)/N < 1 ist, folgt aus Gleichung (1.2)

dl

— < (a—b)I <0.

5 (a—b)I<
Somit sind I(r) < 1(0)el@?)" und
b1(0)
b—a’

~+oo
Ro=0 / I(u)du < O
0
Anmerkung 1.7. Angenommen, Iy < N. Ista < b, s0 ist ze = Rw/N =2 0 aus
der vorherigen Proposition. Ist a > b, so ergibt die Anmerkung 1.4 mit xp ~ 1

| N a

— Zoo = EXP (*E Zoo)

und z., # 0. Abbildung 1.3 veranschaulicht diese Formeln, indem sie zeigt,
wie z. in Abhéngigkeit von %y = a/b variiert. Ist Zy < 1, so gibt es keine
wirkliche Epidemie. Sind %y > 1 und %, = 1, so ergibt eine Taylor-Formel
fiir die Exponentialfunktion

daher
Zoo X2 (% — 1). 1.7

Zum Beispiel fiihrt eine Reproduktivitit %y = 1,05 zu einem endgiiltigen
Ausmaf der Epidemie R../N nahe 10 % (genauer 9,4 %).

1.3 Epidemischer Hohepunkt

Wir haben im Beweis der Proposition 1.6 gesehen, dass die Funktion I(z)
monoton fallend ist, wenn a < b ist. In diesem Fall gibt es keinen Epidemie-
Hohepunkt und das endgiiltige Ausmal3 der Epidemie ist sehr klein gegentiber
der Gesamtpopulation N, wenn die Anfangsbedingung /(0) selbst sehr klein
gegeniiber N ist, was in der Praxis meist der Fall ist.

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall a > b oder genauer
gesagt auf den Fall a (1 —Iy/N) > b, was fast gleich ist, wenn Ip/N < 1 ist.

Somit ist |

— >
1—Io/N

a
Ry = Z >
Wir haben dann
dl

(0 =[a(1~1o/N) ~b]ly > 0.
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Abbildung 1.3: Der endgiiltige Anteil der von der Epidemie betroffenen Bevolkerung,

Zeo = R /N, in Abhiéingigkeit von der Reproduktivitit Zy = a/b, wenn Iy < N ist.

Die Funktion S(¢) ist streng monoton fallend. Sie sinkt von S(0) =N — Iy =
N(1—1y/N) > Nb/a bis S. auf dem Intervall [0; +oo[. Nun ist Seo < Nb/a
gemil Proposition 1.3. Es gibt also genau ein 7 > 0 mit

S(t)=Nb/a.
Aus a1
i (aS/N —Db)I (1.8)

und /() > O fiir alle ¢ > 0 folgt, dass dI/dt > 0 auf dem Intervall ]0; 7] ist,
d.h., dass die Funktion I(¢) streng monoton steigend ist. Auf dem Intervall
]t 4oo[ gilt dI/dt < 0: Die Funktion () ist streng monoton fallend. Der
Hohepunkt der Epidemie ist also

I(t)= I}’lj&([(l‘).

Die Hohe ist leicht zu bestimmen. In der Tat haben wir mit Glei-
chung (1.6)

S(t)=—, R(t)=—-—log—==, N=S(17)+I(1)+R(7).
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Ist Iy/N < 1, so gilt

Wenn auBerdem %, =~ 1 ist, dann ergibt eine Taylor-Formel zweiter Ordnung
des Logarithmus

1) +(%—1)—(9?0—1)2/2z (%o —1)?
N Zo 2

1.3.1 Zeitpunkt des Epidemie-Hohepunkts

Der Zeitpunkt des Hohepunkts ist schwieriger zu untersuchen. Wir folgern
aus Gleichung (1.6)

s s

7 —aN(N—S—R) = —a% <N—S+ ]\;blog[S(t)/S(O)]) .

Da S(¢) streng monoton ist, haben wir

/ 4 /Nb/a ds
T= t= :
0 s©0) —ay (N—S+%2log[S/S(0)])

Sei s = S/N. Dann ist

1 =% ds
T_E/g s(1—s+2log[s/(1—1Iy/N)]) (19)

Wir werden das asymptotische Verhalten dieses Integrals fiir N — +oo unter-
suchen, wihrend alle anderen Parameter einschlief3lich /; fest sind.

Proposition 1.8. Der Zeitpunkt T des Epidemie-Hohepunkts ergibt sich fiir
N — +o0 aus der Formel

1 b logf —14e“+u
T= lo +1lo 1——)lo +/ ——du y+o(l
a- b{ S (GHERY! u(T=e=Fu) } .

die auch

T =

N
a_b{loglo—kf(%o)}—i—o(l) (1.10)

umgeschrieben werden kann, wobei %y = a/b > 1 ist.



12

Beweis. Sei b
e =——log(l—1Iy/N).
a

Es gilt € > 0. Dann ist T = 71 + 7> mit

o
. _l/‘l_ﬁ 1 B 1 ds
'Ta & l+e—s+2logs e—(1-2)logs) s’

. _1/1'»9 ds
T a b s[le—(1-2)logs]

Durch Reduzierung auf den gleichen Nenner ist

. _1/1@ —1+4s—1logs ds
T b [e—(1—2)logs] (14+€—s+2logs) s

Es gilt

eE~—-——=0
aN

fiir N — +oo. Beachten wir, dass das Integral, das beim formalen Ubergang
zum Grenzwert N — oo eingreift,

)

/“ —1+4+s—1logs ds
b —(logs) (1—s+2logs) s

a priori ein verallgemeinertes Integral in s = 1 ist. Aber die integrierte Funk-
tion erstreckt sich durch Kontinuitit, denn

logs=s—1— (s—21)2 +o((s—1)?%)

in der Nihe von s = 1 gilt, sodass

—1+s5—logs . 1
—(logs) (1—s+%logs)s s=»1  2(1-b/a)

gilt. Insbesondere ist dieses Integral konvergent. Fiir alle b/a < s < 1, seien

(s) = —1+4+s—logs
Vi = —(a—b)(logs) (1 —s+Llogs) s ’
1 —1+s—logs
wn(s) =~

a [e—(1-2)logs] (1+&—s+2logs)s "
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Es gelten 0 < yy(s) < y(s) und yy(s) — y(s) fir N — +oo. Da

[} visyas

a

ein konvergentes Integral ist, zeigt der Satz der dominierten Konvergenz [59,

Satz 10.1.34]
1 1
/g Wy (s) dSN:—)oo/g y(s)ds

Auflerdem ist

0< /JQ Wy (s ‘/INO y/(s)dijwO.
Somit gelten
1_, 1
Tl—/ ds-/ (s ds_/,, Wy (s dsN?w , y(s)ds
und
/ —1+s5—1logs @+0(1)7 N = oo
a-b (logs) (1—s+2logs) s

Mit der Substitution s = e * erhalten wir

logf  _—]4e“+u
d 1).
Ca-— b/ (1—e ”féu) utoll)

Auflerdem konnen wir das Integral 7, explizit berechnen:

I

_ly
1 [log{e— (1- Z)logs}] v
T2 = a
b

-t efe (-2 et} o)

log¥ +log [(1—2)log4
_ Oglo oga[fb a) Ogb] _'_0(1).

Addieren wir die beiden Ergebnisse, so erhalten wir die Formel der Proposi-
tion. ]
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Abbildung 1.4 zeigt, wie gut diese Formel den durch das Modell gegebe-
ne Zeitpunkt T des Epidemie-Hohepunkts approximiert. Fiir die numerische
Berechnung der Integrale haben wir die freie Software Scilab verwendet. Wir
haben den Parameter b so gewdhlt, dass die infektiose Periode im Durch-
schnitt 1/b = 4 Tage dauert.

140
120-
100-
801
60

40
20 ] M
log N

0

4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 1.4: Der Zeitpunkt des Epidemie-Hohepunkts im S-I-R-Modell, in Tagen
seit Beginn der Epidemie, in Abhingigkeit von log N gemil der exakten Formel (1.9)
[durchgezogene Linien] und geméaB der approximativen Formel (1.10) [kleine Kreise].
Parameterwerte: Iy = 1, b = 1/4 pro Tag, %o = a/b € {1,5;2; 3}.

Anmerkung 1.9. Formel (1.10) bleibt unveridndert, wenn wir von den An-
fangsbedingungen S(0) =N —i—r, [(0) =i und R(0) = r miti >0, r > 0,
i+r <N und a(l — &) > b ausgehen. In der Tat, seien N=N-r=
N(1—r/N),R(t) =R(t) —rund @=aN /N = a(1 — r/N). Dann sind

ds I dl I dR
—=-aS=, —=aS=-bl, — =bl,
dt a N dt “ N dt

mit §(0) = N — i, 1(0) = i und R(0) = 0. Damit sind wir wieder bei dem oben
behandelten Fall angelangt. Somit ist

1 N -
=z {10gl. +f(a/b)} +o(1), N— oo

Da aber N — +oo diquivalent zu N — oo ist, da logN = logN + O(1/N) ist,
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und daa=a+ O(1/N) ist, gilt wieder

= {mg]:,’ +f(a/b)} Fo(l), N oo,

1.3.2 Untersuchung der Funktion /(%)

Abbildung 1.5 zeigt, wie die Funktion f(%,) der Proposition 1.8 in Abhén-
gigkeit von % variiert:

* Die Funktion f(Z%o) scheint monoton steigend zu sein. Das ist nicht
offensichtlich, auch nicht durch Berechnung der Ableitung.

* Esgilt f(%y) =0, wenn % =~ 2,1 ist.

* Fiir Werte von %), die nicht zu nahe an 1 liegen, sagen wir zwischen
1,5 und 10, was ein verniinftiger Bereich fiir eine grole Anzahl von
Infektionskrankheiten ist, scheint der zweite Term f(Z%y) recht klein
im Vergleich zum ersten Term log(N/Iy) der Formel (1.10) zu sein.
Bei Iy = 1 und beispielsweise einer Population N = 10° haben wir
log(N/Ip) = 11,5, wihrend | f(%o)| kleiner als 2 bleibt.

Abbildung 1.5: f(Z) in Abhingigkeit von % [durchgezogene Linie] und die Ap-
proximation (1.11) in der Umgebung von %, = 1 [gestrichelte Linie].

Proposition 1.10.

1 (%) :1og[2(%071)2} Yo(l), By—17. (1.11)
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Beweis. Fir %y — 171 gelten log%Zy = (%o —1)(1 +0(1)) und

log [(1 — ;%) logﬁo] = log [(%o — 1)*] +0(1) = 2log(%o — 1) +o(1).

In der Umgebung von u = 07 ist

71+67"+u _ u2/2+0(u2)
u(l—e—u—u/%()) o ”(M_MZ/Z‘FO(MZ)—M/%O)
_ 14+0(1)
~2(1—1/%0) —u+ou)’
Es gilt
log Z du o7
/0 m_ [_log{z(l—l/ﬂ’o)—u}}o
— _Jog 2= 1/%0) —log %
2(1-1/%0)
- L logZy
T [1 2(1—1/%’0)]
—log(1/2) =log2
G 0g(1/2) =log
Sei
Q0 P b N
u _u(l—e_u_u/%o) 2(1_1/%0)_"{
Zeigen wir

log Zo
/ Cw)du —s 0.
0

.%0*)1+

Reduzieren wir auf den gleichen Nenner, so gilt

e —1+u—u?/2
C(u):(171/%0)u(l_efu_u/{@o)(]—]/ﬂo—u/z) ’

Nach der Taylor-Lagrange-Formel existiert fiir alle u > 0 ein 6 € ]0; 1] mit

I/iz M3 —0u

e_“=l—u+?—€e
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Fiir alle u > 0 sind

2 3

u u
=ltu——| < —,
e +u )
2 3
1—e*“—u/%’o:u—u——i—u—efeu—u/%’o
2 6
2

>u— “3 —u/ Ry =u(l —1/Ro—u)2).
Fiir alle 0 < u < log %, gilt

1—1/%0—M/2> 1—1/%0—(10g<%’0)/2j~ (%0—1)/2>0.
220

—1+

Fiir alle %, in der Umgebung von 1 haben wir 1 —1/%y — (log%y)/2 > 0.

Somit ist
log %o 1—1/%o log %0 y
< —
/o §(u)du) < [171/%*(1%,%)/2]2/0 6"
_ 1-1/% (log Z)*
C[1=1/%— (log %) /2> 12
o — 1

~

Ro—1t 3 @yt

1.3.3 Anmerkung

Der Zeitpunkt des Epidemie-Hohepunkts ist keine monoton fallende Funk-
tion der effektiven Kontaktrate a, wie man a priori annehmen konnte. Abbil-
dung 1.6 veranschaulicht dies anhand einiger numerischer Beispiele.

Um diese Abbildung zu verstehen, ohne wirklich streng zu sein, nehmen
wir an, dass N groB ist und %y nahe bei 1 ist, aber mit N(Zp — 1)2 nicht
zu klein. Durch Kombination der Ndherungsformeln (1.10) und (1.11) ergibt
sich

e [%Z(a/b— 1)2] |

a—b

Somit ist

or 2-log {%2(a/b— 1)2}

da "~ (a—b)?
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Abbildung 1.6: Der Zeitpunkt des Epidemie-Hohepunkts gemif der exakten Formel
(1.9) in Abhingigkeit von der effektiven Kontaktrate a fiir alle a > b/(1 — INO), mit
Ip =1 und N € {100; 1.000; 10.000}. Wir haben die Zeiteinheit so gewihlt, dass
b=1Iist

Wir bemerken, dass % ~ ( bei

a I()
7%1 7
p ST o

gilt, wobei die Zahl e die Basis des natiirlichen Logarithmus ist. Mit diesem
Wert von a, notieren wir ihn als a*, ist der entsprechende Wert des Maximums
von T

2 2 /2N

Tnax ~ ——— = — 1/ —.
T —b be \ I

Der Zeitpunkt des Epidemie-Hohepunkts ist also nicht immer eine monoton
fallende Funktion der Kontaktrate. Dies beobachten wir nur fiir Werte von %
nahe 1.

1.4 Anniherung, wenn die Reproduktivitiit nahe bei 1 liegt

Betrachten wir wieder den Fall Zy = a/b ~ 1 mit %y > 1. Wir nehmen an,
dass die Anfangsbedingung I /N klein ist. Nach Approximation (1.7) ist das
endgiiltige Ausmaf der Epidemie R../N ebenfalls klein. Da die Funktion R(z)
monoton steigend ist, bedeutet dies, dass die Funktion R(¢)/N fiir alle t > 0
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klein bleibt. Aus Gleichung (1.6) folgt
S(t) = S(0) e RWO/NE),
Somit ist

 _bI=b(N-S—R)=b [N_s(o) o—aR/(Nb) _R} .

Eine Taylor-Formel fiir die Exponentialfunktion e ™ = 1 —x +x?/2 + o(x?)

fithrt zu
dR

aR a*R?
—xb|N-SO0)(l——+-—5= | —R|.
=t V=50 (155 5w 5
Aus S(0) =N — I, folgt

dR aS(0) S(0)a* ,
— ~bly+ | —=—b|R- R 1.12
ar b ( N b) 2bN? (1.12)

Seien cosh(-) und tanh(-) der hyperbolische Kosinus und der hyperbolische
Tangens.

Lemma 1.11. Seien a <0, B > 0 und y > 0. Seien

A=pB*—4ay, t= % argtanh (ﬁ&) .

Dann ist die Losung der Riccati-Gleichung

dR 5
— =aR R
o +BR+Y

mit der Anfangsbedingung R(0) =0

~ —B— VA tanh (\/K(t— r)/z)

R(t) o

Ferner gilt
dR —A/(4a)

dr cosh? (\/Z(t - ‘L')/Z) .

Beweis. Die Hypothesen implizieren A > 0. Seien

_—B=VA

20

R+ , R(@)=R_+r(1).
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Dann ist
dr_dR _
ar  dr
=aR >+BR_ +y+(B+2aR )r+ar’
=(B+2aR )r+oar*=—VAr+ar

a(R_+r)?+BR_+r)+y

Seien § = v/Aund p = 1/r. Dann ist

dp ldr &
- Ray *Tor-a

Dies fiihrt zu
_ st X 5t
p(t)=p(0)e’ + 5 (1 e )

Zuriick zu den Variablen r(¢) und R(#) und unter Beriicksichtigung von
R(0) = 0 erhalten wir

R(t)=R_+

1
-+ § (1<)

Wir ersetzen R_ durch seinen Ausdruck, was zu

p-5  ba
R(r) = 5B o
2a 1+me

fiihrt. Eine Formel der hyperbolischen Trigonometrie [59, Abschnitt 8.5.3]
ergibt nun

1::% argtanh (g) _ ;1og<ig;§) _ %log (gfg).

Somit ist
_—B-% 6/ _ B 6 ( 2
R() = 2a +l+e5(’*7)7 2a 2 !
B 5 e 1 B

Die Ableitung von R(¢) folgt sofort. O
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Kehren wir zur Niherungsgleichung (1.12) zuriick. Es gelten

5(0)a? aS(0)
N

= — O -
=S5 <0 P

—-b>0, y=bly>0.

Deshalb ist . LdR N _ [N/S(0)](a/a)
bdt 2  4gn? (\/K (= T)/Z) |

mit

2 as(0) _
A:(CLSI‘V(O)—b) +2a 2%’ r:&argtanh(lv\/gb).

Diese Approximation fiir /(z) ist eine symmetrische Glockenkurve mit einem
Maximum bei t = 7, was a posteriori die Verwendung des Buchstabens 7 in
Lemma 1.11 rechtfertigt. Kermack und McKendrick haben diese Niherung
1927 erzielt (siche [4, Kapitel 18]).
Nehmen wir genauer an, %y = a/b ~ 1, %y > 1 und Iy/N < (%o — 1)>.
Aus Iy/N < %o — 1 folgt
)

o= ZbN(l—Io/N) —
/N \ _
A= [a(1—Iy/N) = b +2a*(Io/N)(1 — Ip/N)
2

~ (a—b)?>+2ab(Iy/N) =~ (a—b)>.
Somit ist
=R N (b1
b dt 2 cosh®[(a—b)(t—1)/2]
Wir finden, wie in Abschnitt 1.3, dass I(7)/N = (% — 1)?/2 ist. AuBerdem
ist

(1.13)

Iy/N

B ey Io/N Io/N
tanh \/K’CZ =—~x—F—=x1—ab ~l—-—F——.
(Vaw2) = 75 Lab B, —p = a1y

Der hyperbolische Tangens ist also nahe bei 1: tanh (\/K 7/ 2) ~1—2e" VAT,

Somit ist o
log ( (a/b—1) )

Dies ist derselbe Ausdruck wie der in Abschnitt 1.3.3, so wie es sein sollte.

T~



Kapitel 2
S-E-I-R Modell

Wir untersuchen eine Epidemie, die durch ein Differentialsystem
vom Typ S-E-I-R modelliert wird. Wenn die Population grof} ist,
vermuten wir, dass der Hohepunkt der Epidemie zum Zeitpunkt T
mit T~ (logN) /Ay auftritt, wobei A der grifite Eigenwert des
linearisierten Systems ist.

2.1 Gleichungen

Das S-E-I-R-Modell beinhaltet eine Latenzphase, bevor infizierte Personen
infektios werden. Sei E die Anzahl der Personen in der Latenzphase (E fiir
»exponiert”). Angesichts dessen, was wir in Kapitel 1 gesehen haben, bedeu-
tet dies

‘;—f = faS%, @2.1)
‘(’Tf :aS%—CE, 2.2)
% —cE—bl, (2.3)
”;—I: —bl, (2.4)

wobei die Parameter a und b die gleichen wie beim S-I-R-Modell des ersten
Kapitels sind und wobei der Parameter ¢ die Rate ist, mit der in der Latenz-
phase infizierte Personen infektios werden (¢ > 0). Die Anfangsbedingungen
sind
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mitng >0,n; >0und 0 < ng +n; <N.

Zu Beginn einer Epidemie wird eine Person, die sich gerade angesteckt
hat, im Durchschnitt %, Sekundiirfille infizieren, bevor sie in die Klasse R
eintritt. Es gilt noch

trotz der Latenzphase. Die anfidngliche Anzahl der infizierten Personen ng +
ny ist in der Regel sehr klein im Vergleich zur Gesamtbevolkerung N. Zu
Beginn einer Epidemie haben wir also S(¢) ~ N,

[ —cE dl E — bl
—~al—c — ~ck—-bl.
dt Toodt

A+l‘

Die Funktionen E(z) und /(z) steigen oder fallen mit e*+!, wobei A der groB-

te Eigenwert der Matrix

ist.

Proposition 2.1. System (2.1)-(2.4) hat genau eine Losung, die fiir alle t > 0
definiert ist. AufSerdem sind S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0 und R(r) > O fiir alle
t>0.

Beweis. Wie fiir das S-I-R-Modell sichert der Cauchy-Lipschitz-Satz die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Systems (2.1)-(2.4) mit den
Anfangsbedingungen (2.5) auf einem maximalen Intervall [0; T[. Wir haben
auch
a t
S(t) = S(0)exp ( I(u)du> >0
N Jo

firalle 0 <t < T. Seien

Es gilt
dX
— =F({)X().
= FX()

Im Folgenden bedeuten die Ungleichungen < und > zwischen Vektoren oder
zwischen Matrizen, dass eine Ungleichung fiir alle jeweiligen Komponenten
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besteht. Es gelten X(0) > 0 und X (0) # 0, da ng 4+ n; > 0 ist. Da die nicht-
diagonalen Elemente der Matrix F'(¢) positiv sind, ergibt Proposition 2.8 im
Anhang: Fiir alle r € ]0; T[ sind E(¢) > O und (z) > 0. Aus

t
R(t) =b / I(u)du,
0
folgt R(¢) > O fiir alle 7 € ]0; T[. Aus

d
T(SHE+I+R)=0,

folgen

S(t)+E(t)+1(t) +R(t) = S(0) +E(0) +1(0) +R(0) =N (2.6)
und

0<S(r)<N, O<E()<N, 0<I(t)<N, O<R(r)<N

fiir alle 0 <t < T. Es folgt wie im Beweis der Proposition 1.2, dass T = 4o
ist: Das System hat genau eine Losung, die fiir alle # > 0 definiert ist. O

Proposition 2.2. Die Funktion S(t) ist streng monoton fallend und konver-
giert gegen einen Grenzwert Sw, der mit Proposition 1.3 iibereinstimmt. Die
Funktion R(t) ist streng monoton steigend und konvergiert gegen einen Grenz-
wert Re mit Se + Reo = N. Auflerdem gelten E(t) — 0 und I1(t) — O fiir
t —> oo,

Beweis. Wie fiir das S-I-R-Modell gilt

ds 1
— =—aS— <0.
7 aSN<

Die Funktion S(¢) ist also streng monoton fallend mit O als untere Schranke.

Sie konvergiert gegen einen Grenzwert S, fiir t — +oo. Auf dieselbe Weise

1St dR
— =bI>0.
dt =

Die Funktion R(z) ist also streng monoton steigend mit N als obere Schranke.
Sie konvergiert gegen einen Grenzwert R.. fiir t — +oo. Es gilt

d
—({{+R)=cE >0.
dl(Jr) c



Kapitel 2 25

Die Funktion I(¢) + R(¢) ist also monoton steigend mit N als obere Schran-
ke. Sie konvergiert gegen einen Grenzwert. Also konvergiert auch /(¢) gegen
einen Grenzwert L.. Aus

b/otl(u)du — R(1) <N.

folgt . = 0. Die Funktion E(¢) = N — S(¢) —I(¢) — R() konvergiert ebenfalls
gegen einen Grenzwert E... Aus

!
¢ / E(u)du=1I(t) +R(t) —1(0) <N
0
folgt E.. = 0. Mit Gleichung (2.6) erhalten wir fiir die Grenzwerte

Seo +Reo = N.

Aus Gleichungen (2.1) und (2.4) folgt

dR __bNdS
dt — aSdt’
Wie fiir das S-I-R-Modell gilt
DN . S(1)
R(t) = ——log —=. 2.7
(1) =——"log 500) (e))

Das endgiiltige Ausmaf} der Epidemie, R.., ist weiterhin durch Proposition 1.3
gegeben. O

2.2 Epidemischer Hohepunkt

Wir erkldren die Definition des Epidemie-Hohepunkts, die wir annehmen

werden. Es gilt

d
E(E—H) = (aS/N —Db)I. 2.8)
Nehmen wir an,

S(0)/N=1—(ng+n;)/N >b/a.

Ista > b, so gilt diese letzte Ungleichung, sobald N gro} genug ist. Wir haben
I(t) > 0 fiir alle > 0. Die Funktion S(r) ist streng monoton fallend und fallt
auf dem Intervall [0; +oo[ von S(0) > Nb/a auf S.. ab, mit S.. < Nb/a gemih
Proposition 1.3. Es existiert also genau ein 7 > 0 mit

S(t) = Nb/a.



26

Nach Gleichung (2.8) ist die Funktion E(¢) + I(¢) auf dem Intervall [0; 7]
streng monoton steigend und auf dem Intervall [T; 4-oo[ streng monoton fal-
lend. Der Zeitpunkt 7 entspricht dem Hohepunkt der Epidemie. Er entspricht
im Allgemeinen weder dem Maximum von /(¢) noch dem von E(t).

Gemail Gleichung (2.7) haben wir auch

E(t)+1(t)=N—-S(7)—R(t)=N-S(z )—1—71 Eg;
Da S(t) = Nb/a ist, gilt

b b Nb

was die Grofle des Epidemie-Hohepunkts angibt.

Lemma 2.3. Sei M eine 2 x 2-Matrix mit reellen Koeffizienten. Angenommen,
die beiden Eigenwerte Ay und A, dieser Matrix sind verschieden. Dann ist

Lieh — et et —eh

exp(M) = R I+ AR M,

wobei ¥ die 2 x 2-Einheitsmatrix ist.

(M0
b- (% 2).

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton [59, Satz 3.2.7] lassen sich die Matrix
D? und damit auch hoheren Potenzen von D als Linearkombination aus der
Einheitsmatrix .# und der Matrix D schreiben. Fiir exp(D) ist es also dassel-
be. Wir suchen nach Zahlen x und y, sodass exp(D) = x.¥ + yD gilt. Dies
fiihrt zum System

Beweis. Sei

M =xtyd, e =xtyh,

dessen Losung
Lieh — e et —eh
TThh% T A —h

ist. Es existiert eine invertierbare Matrix P, sodass M = P~ DP ist. Daher ist

exp(M Z——P exp(D)P =P ' (x # +yD)P=x.9 +yM. O
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Der folgende Satz gibt eine untere Schranke fiir den Zeitpunkt des
Epidemie-Hohepunkts.

Proposition 2.4. Es gibt eine Konstante K € R, die von a, b, ¢, ng und ny
(aber nicht von N) abhdngt, sodass

7:>10gN+K
ist.
Beweis. Da S/N < 1 ist, gelten
dE dl
— < —cE+al, —=cE-bI
dt ckta dt ¢
Seien
_ E(t) _ —Cc a _ M [ DE
xo= (50 ) m= (704 ) v =
Es gelten
dx dy
— <MX(t), ——=MY(t), X(0)=Y(0).
TLSMX(), S =MY(@), X(0)=¥(0)

Die nichtdiagonalen Elemente der Matrix M sind nichtnegativ. Wegen Korol-
lar 2.6 im Anhang ist X (r) < Y (¢) fur allez > 0, d. h.

E(r) [ NE
<
< 1(t) > SO\ )
Wegen Lemma 2.3 kénnen wir das Matrixexponential exp(r M) explizit mit

den Eigenwerten
—b—cE+/(b—c)*+4ac
Ay = 5

der Matrix M berechnen. Die Matrix exp(r M) ist also gleich

el et b—c Al _ehot a(e}“r’felf’)
2 \/(b—c)2+4ac 2 (b—c)2+4ac
c(e}”r’—e’l*’) el perot c—b it _ht

(b—c)%+4ac 2 \/(b—c)2+4ac 2
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fiir alle ¢ > 0. Somit ist

E(t)+I(t)<(1 1)erM< ng )

ny
el+1+617T b+c el+1_617T
< + ng
2 (b—c)?+4ac 2
e T peh-T 2a+c—b eMT_ehT
n
2 (b—c)?+4ac 2 !

Da A_ < A, ist, gibt es eine Konstante k > 0, die von a, b, ¢, ng und ny (aber
nicht von N) abhingt, sodass

E(T)+1(1) < keM7

ist. Aber Gleichung (2.9) fiir die GroBe des Epidemie-Hohepunkts und die
Ungleichung S(0)/N < 1 zeigen

N (1 _ g + zlog(b/a)) < E(7)+1() < kM T,

Die untere Schranke der Proposition ergibt sich daraus. O

Diese untere Schranke legt die Vermutung nahe:

Als Beispiel nehmen wir ¢ = 1/3 pro Tag, b = 1/4 pro Tag, ng =1, n; =0
und drei Werte der effektiven Kontaktrate mit a/b € {1,5; 2 ; 3}. Auf eine
durchschnittlich 3 Tage dauernde Latenzphase folgt also eine durchschnitt-
lich 4 Tage dauernde infektiose Phase. Wir haben verschiedene Werte fiir die
Gesamtpopulation N zwischen 10% und 10® angenommen. Wir haben das S-
E-I-R-System mit der freien Software Scilab numerisch gelost und den Zeit-
punkt T des Hohepunkts gefunden, der dem Maximum von E + I entspricht.
Abbildung 2.1 zeigt, wie T in Abhingigkeit von logN variiert. Wir haben
auch (logN)/A aufgetragen. Die Steigungen scheinen zusammenzufallen,
was der Fall wire, wenn die Vermutung richtig wire. Die Abbildung zeigt
auch, dass der nichste Term in der asymptotischen Expansion von 7 immer
noch eine Konstante ist, die negativ ist, wenn %y = a/b nahe bei 1 liegt,
und die positiv wird, wenn %, steigt. Es scheint schwierig, diese Konstante
anhand der Parameter des Modells zu bestimmen.
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Abbildung 2.1: Der Zeitpunkt 7 des Epidemie-Hohepunkts im S-E-I-R-Modell aus
numerischen Simulationen in Abhingigkeit von logN [durchgezogene Linien] und
(logN)/A+ [Kleine Kreise].

2.3 Anhang: kooperative lineare Differentialsysteme
Die Ungleichungen < und > zwischen Vektoren bedeuten, dass eine Unglei-
chung fiir alle jeweiligen Komponenten besteht.

Proposition 2.5. Seien m > 2 eine ganze Zahl, J ein Intervall von R, M : J —
R™ ™ eine stetige Funktion mit

Vi#j,Vteld, M;j(t) >0,
und G : J — R™ eine stetige Funktion mit
vied, G(t)=0.
Seien ty € J und Xo € R™ mit Xo > 0. Sei X : J — R"™ die Losung des linearen

Differentialsystems

X
— =M()X +G(¢

= M()X+G(1)
mit X (to) = Xo. Dann ist X(t) > 0 fiir alle t € J mitt > to.
Beweis. Die Losung X () = (Xi(t),...,Xu(t)) ist fur alle r € J wohldefiniert
[15, Satz 2.3]. Nehmen wir zunéchst an, dass alle Komponenten der Anfangs-
bedingung Xy positiv sind. Die Komponenten der Losung X () bleiben alle

vt eJ,
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zumindest iiber ein kleines Zeitintervall, das 7y enthilt, positiv. Wir fithren
einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Menge

E={telJ|t>1, i, 1<i<m, X;(t)=0}

wire nicht leer. Sei r4 = inf&’. Dann ist 7y > fo und es gibt ein i, sodass
X;(t1) = 0 ist. AuBerdem gilt X;(r) > O fiiralle 1 < j <mund 7 € Jfo; 14 .
Somit ist fiir alle # € Jfo; 74|

dx;

= Mii(0)X;(t) + Y M; (1) X;(1) + Gi(r) = M (1) Xi(1),

J#i

% [exp <_ /IO tMl-J(s)ds) Xi(tﬂ >0,
exp( /M,, ds) (1) > Xi(to).

Indem wir ¢ gegen ¢, konvergieren lassen, erhalten wir 0 > X;(1), was un-
moglich ist, da X;(rp) > 0 ist. Somit ist X;(r) > 0 fiir alle 1 < j < m und fiir
allet € J mitt > 1.

Wenn wir nur Xy > 0 haben, dann betrachten wir zum Beispiel die Folge
von Losungen X )( t) desselben leferentlalsystems aber mit der Anfangs-
bedingung Xi<") (to) = Xo,; + 1/n fiir alle 1 < i < m. Aus dem oben Gesagten
folgt Xl-(") (t) >0 furalleiund aller € JN ]to, ~+oo[. Aus der Stetigkeit einer
Losung beziiglich der Anfangsbedingung [15, Satz 3.39] folgt fiir alle i und
allet € JNty; +oof

X;(t) = lim X" (r) > 0. O

n—y—+oo

Korollar 2.6. Seien m > 2 eine ganze Zahl, J ein Intervall von R, M : J —
R™*™ eine stetige Funktion mit

Vi j,Veed, Mj(t) >0,

und H : J — R™ eine stetige Funktion. Angenommen, X :J —R" undY :J —
R™ sind stetige und ableitbare Funktionen mit

dy

dX
Vield, < MOX()+H(), —
red, — (OX(@)+H(@),

>M@)Y(t)+H(1)

und X (t9) < Y (t9). Dann ist X (¢t) < Y (¢t) fiir allet € J mitt > 1.
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Beweis. Seien Z(t) =Y () —X(¢) und

G(t) = MOOX () + H) — 2+ T M (1)~ 1),

Dann sind Z(#p) > 0, G(¢) > 0 und

dZz dY dX

Lo B M2 +G).

a4 ~M0Z() +G()
Gemih Proposition 2.5 ist Z(¢) > 0 und damit X (¢) < Y (¢) fiir alle t € J mit
t>1. ]

Definition 2.7. Eine quadratische Matrix M mit M; ; > 0 fiir alle i # j heif3t
irreduzibel, wenn es fiir alle i und j eine ganze Zahl p > 1 und eine Folge ko,
ki, ..., k, gibt, sodass ko =i, k, = j, kg # k¢yq furalle 0 <4 < p—1und

MkOakl ><Mk17k2 X - X My >0

p—1 -,kp
gelten.

Proposition 2.8. Es gelten die gleichen Annahmen wie in Proposition 2.5.
Nehmen wir weiter an, dass Xo # 0 ist und dass die Matrix M(ty) irreduzibel
ist. Dann ist X;(t) > O fiir alle t € J mit t > ty und fiir alle 1 <i < m.

Beweis. Wegen Proposition 2.5 ist X(¢) > 0 fiir alle ¢+ € J mit 7 > ty. Wir
haben fiir alle i und alle r € J mit ¢ > ¢y

aX;
dTl —M;i(0)Xi(1) = Y Mi j(0)X;(1) + Gi(r) = Y M; j(1)X;(1).
i 7
Somit sind

% [exp (— /ZOIM,',,'(u)du> X,-(t)]

> exp (— /; "M (u) du) ;Miyj(t)Xj(t)
0 J

al

und
Xi(t) Zexp ( /tot M,»,,»(u)du) X;(0)
o3 [l [ M) 0

j#i7
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Per Hypothese gibt es ein jo, sodass X}, (fp) > 0 ist. Daher ist

X, (t) = exp (/t:Mjoﬁjo(“) du) X;,(0) >0

fir alle t € J mitt > .

Sei i # jo. Da die Matrix M(z) irreduzibel ist, gibt es eine ganze Zahl
p = 1 und eine Folge ko, k1, ..., kp, sodass ko = i, k, = jo, k¢ # k1 fiir alle
0</<p—1lund

Mko,kl (l‘o) X Mkl o (Z‘Q) X - X My kp (to) >0

p—1»

gelten. Jeder der Faktoren dieses Produkts ist positiv. Da die Funktion 7 +—
M(t) stetig ist, gibt es ein € > 0, sodass

MkOAIq ([) > O, Mk1 K ([) > 0, .. Mkp—l)kp (l) >0
fiir alle t € ]t ; fo + €[ sind. Somit ist
ot 1
X, (1) > / exp (/ My, k,, (u)du) My, jo () Xj,(s)ds >0
Io N
fiir alle € J mit ¢ > . Wir folgern auf die gleiche Weise fiir alle # € I mit

t > to, dass Xy, ,(t) >0, ..., Xi, (t) > 0 und schlieBlich X, (#) = Xi(t) > 0
sind. 0



Kapitel 3
Die Reproduktivitit

Fiir Epidemiemodelle mit mehreren Klassen und einer konstan-
ten Umgebung erscheint die Reproduktivitit %y oft als der
Spektralradius einer sogenannten Matrix der ndchsten Genera-
tion. Dieser Begriff erstreckt sich auch auf Modelle, die nach der
seit der Infektion verstrichenen Zeit strukturiert sind.

3.1 Systeme von Differentialgleichungen

Viele mathematische Epidemiemodelle, wie in den Kapiteln 1 und 2 dar-
gestellt, haben die Form eines Systems von nichtlinearen gewohnlichen
Differentialgleichungen. Zu Beginn der Epidemie stellen die infizierten
Individuen, welche von m verschiedenen Typen sein konnen (m > 1), zum
Beispiel £ und I im S-E-I-R-Modell, einen vernachldssigbaren Anteil der
Population dar, sodass wir das Modell linearisieren kénnen, um ein lineares
System fiir die infizierten Klassen zu erhalten. Dieses System ist im Allge-

meinen der Form

* Der Koeffizient I (¢) des Vektors I = (I,...,1I,) ist die Anzahl der in-
fizierten Personen vom Typ k.

¢ Der Koeffizient
Aij=0

der Infektionsmatrix A ist die Rate, mit der eine infizierte Person des
Typs j neue infizierte Personen des Typs i produziert.

* Die Matrix B ist eine Diagonalmatrix und

Bj;j=0
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ist die Rate, mit der eine infizierte Person vom Typ j aufhort, infiziert
zu sein.

+ Die Ubertragungsmatrix C ist so, dass
Vi#j, =Cij =0

die Rate ist, mit der sich eine infizierte Person vom Typ j in eine infi-
zierte Person vom Typ i verwandelt. Zusétzlich gilt

Cjj=—YCij>0.
iZj

» Alle Eigenwerte der Matrix
D=B+C

haben einen positiven Realteil.

Fiir eine beliebige Matrix M, sei Sp(M) ihr Spektrum, d.h. die Menge
ihrer Eigenwerte,

p(M) = max{|A|: 1 € Sp(M)}
ihr Spektralradius und
o(M)=max{Re(1): A € Sp(M)}

ihr Spektralschranke.
Das asymptotische Verhalten des linearen Differentialsystems (3.1) hingt
von dem Spektrum der Matrix

M=A-D
ab. Die Losung I = 0 ist asymptotisch stabil genau dann, wenn
o(M) <0

ist [15, Satz 6.13]. Zum Beispiel reduziert sich das System in Abwesenheit
von Infektionen (A = 0) auf

al DI
dr '

Da o(—D) < 0 ist, konvergieren die Losungen des letzteren Systems gegen 0.



Kapitel 3 35

Epidemiologen ziehen es vor, einen anderen Index als die Spektral-
schranke fiir den Schwellenwert zu verwenden, ndamlich die Reproduktivitit
o, die wir im Rahmen des linearisierten Modells (3.1) zu erklidren versuchen
werden.

Angenommen, die infizierte Population zum Anfangszeitpunkt ¢t = 0 ge-
hért zur Generation 0. Sei 11" (¢) die infizierte Population, die zum Zeitpunkt ¢
zur Generation n gehort. Fiir alle # > 0 und alle n > 0 gelten

41

19(0)=1(0), = —=-DI1%@), (3.2)
(n+1)
1"+1(0) =0, ‘”dt =AI" (1) = DIV (1), (3.3)

Diese letzte Gleichung bedeutet, dass infizierte Individuen, die zur Genera-
tion n+ 1 gehoren, von Individuen der Generation 7 infiziert wurden.

Proposition 3.1. Fiir alle n > 0 und alle t > 0 ist

ot
I(”+1)(t):/ e PAIM (1 —x)dx.
Jo

Beweis. Aus Gleichung (3.3) folgt

d (D k1) 0 _ D |y y(ntl) i
= (e I (t))_e DI (1) + = — | =P A1 ().
Da I"t1)(0) = 0 ist, ergibt eine Integration
t
I("“)(t):/ e =IP A" (5) ds. O
0

Sei || - || eine Matrixnorm, die einer auf die gleiche Weise notierten Vektor-
norm untergeordnet ist.

Proposition 3.2. Es existieren a > 0 und 3 > 0, sodass
lJ’l

[ @) < e A" — e Pl 0)]
n!

fiir alle n > 0 und alle t > 0 gilt.

Beweis. Da 6(—D) < 0ist, zeigt [15, Lemma 6.15], dass es & > O und 8 >0
gibt, sodass
le™|l < e
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fuir alle x > 0 gilt. Wir haben
11O @) = le™™10)]| < [le™P || [17(0)]| < e P [[1(0)].

Die Ungleichung der Proposition gilt also fiir n = 0. Nehmen wir als
Induktionsbehauptung an, dass sie fiir n — 1 mit n > 1 gilt. Dann ist

O] < [ e AT () x
< [l PN 1D - 5) ) x

t f— n—1
<lal [ ae brarapt I b o)) ax
0

(n—1)!
B t t—x)”*l
<ao'|A n+1 ﬁt/( I
AP G el
= o || e P el JOLE O

Mit dieser Proposition konvergiert die Reihe

Z I(") t

n=0

Ihre Summe I(¢) ist die Losung des Systems (3.1) mit der Anfangsbedingung
1(0).

Proposition 3.3. Seien

K(x)=Ae™P.

Dann gelten fiir alle n > 0 und alle t > 0,

n+1 /K )d,

1K (@)]] < 0! IIAII”“n e P10)]

und K% (t) = K(2) 1(0).

Der Vektor 4(") (1) ist der Vektor der Neuinfektionen pro Zeiteinheit durch
die Generation n zum Zeitpunkt ¢, also die Inzidenz.
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Beweis. Wir haben
t
R0 (1) = A 70D (1) :A/ e PAIM (1 —x)dx
0
t
= / Ae PR (1 — x)dx.
Jo
Andererseits ist
RO (1) = AIO(r) = Ae"P1(0). O

Die Definitionen einer nichtnegativen Matrix und eines nichtnegativen
Vektors werden im Anhang 3.3 in Erinnerung gerufen. Wir nehmen an,
1(0) > 0.

Proposition 3.4. Fiir alle x > 0 sind die Matrizen e P, K(x) = Ae P, D!
und AD™" nichtnegativ. Es gilt
—+oo
/ e Pdx=p"".
0

Auferdem ist K (t) = 0 fiir alle n > 0 und alle t > 0.
Beweis. Seien x > 0 und Q(x) = e . Dann gelten

do
dx bow
und Q(0) = .# (die Einheitsmatrix). Da —D; ; = —C; ; > 0 fiir alle i # j
ist, zeigt Proposition 2.5 angewandt auf jeden der Einheitsvektoren, dass
QO(x) > 0 fiir alle x > 0 ist. Da A > 0 ist, ist auch die Matrix K(x) = A Q(x)
nichtnegativ.
Durch Integrieren finden wir

01~ 0(0) = 0w -7 =D | “00)dy.

Da o(—D) < Oist, gilt Q(x) — 0 fiir x — +o0 [15, Lemma 6.15]. Das Integral
konvergiert und

~+oo
s =D [ o)y
Da Q(x) > 0 ist, haben wir
~+oo
D' = Q(x)dx > 0.
0

Die Nichtnegativitiit des Vektors A (¢) folgt aus Proposition 3.3. O
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Proposition 3.5. Seien

—+oo
Ji/:/ K(x)dx =AD"
0

Dann ist
H(n) = 2" 1(0)
fiir alle n > 0.

Der Vektor H (n) ist der Vektor der Inzidenzen aufgrund der Generation n.
Die nichtnegative Matrix % bezeichnen wir als die Matrix der nichsten
Generation.

Beweis. Gemil Proposition 3.3 ist
~+oo
H(n+1)= / R (2) di
0

_ /jw /OIK(x) W (1 — x)dx di

oo ~+oo
- / K(o)h™ (1 —x)dr dx
0 X

_ ( 0+°°K(x)dx> ( /0 +°°h<">(t)dt> — 4 H(n).

Zusitzlich ist
—+o0 —+oco
HO) = [ hO@)dr = / K()1(0)dt = % 1(0). 0
0 0
Definition 3.6. Die Reproduktivitit % ist der Spektralradius der Matrix J¢
B =p(H) = p(AD).

Proposition 3.7. Nehmen wir an, die Matrix M = A — D ist irreduzibel mit
A # 0. Dann ist die Funktion r : |0, 4o [— R

r(A) = 6(A/A —D)

eine stetige und streng monoton fallende Funktion. Ist %y > 0, so ist % die
einzige Losung der Gleichung r(A) = 0.
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Beweis. Es gibt ein k € R, sodass die Matrix —D + k.7 nichtnegativ ist. Dann
ist die Matrix A/A — D+ k.7 fiir alle A > 0 nichtnegativ. Somit ist

r(A)+k=0(A/A—D+k5) =p(A/A—D+k5)

(Korollar 3.18). Die Stetigkeit des Spektralradius [73, Satz 3.16] impliziert
also die der Funktion r(2).

Seien 0 < A; < A,. Da die Matrix A nichtnegativ ist, gilt A/A; > A/A;.
Also sind A/A; —D > A/A; — D und r(A;) > r(A,) angesichts Proposi-
tion 3.26. Die Matrix A — D ist irreduzibel. Somit ist auch die Matrix A/A; —D
irreduzibel, weil fiir alle i # j die Aquivalenz

A,‘.’j/l—D,'J >0& [A,')j > (0 oder —D; >0} <A j—D; >0

gilt. Angesichts Proposition 3.27 wiirde die Gleichung r(4;) = r(A,) auch
A/A —D = A/A; — D implizieren, was unmoglich ist, da A # 0 ist. Daher ist
r(M) > r(kz).

Nehmen wir an, %, > 0. Die Matrix ¢ = AD ! ist nichtnegativ. Gemif}
Proposition 3.17 existiert ein Vektor u # 0, sodass AD Yu=Zouund u>0
gelten. Sei v = D~ !u. Dann sind v # 0 und Av = ZyDv. AuBerdem ist v > 0,
da D! > 0und u > 0 sind. Aus % > 0 folgt (A/%y — D)v = 0. Die Matrix
A/%y — D ist irreduzibel. Somit ist 6(A/ %y — D) = 0 (Proposition 3.25).

O

Korollar 3.8. Nehmen wir an, die Matrix M = A — D ist irreduzibel und
Ho > 0. Dann sind dquivalent

6(A-D)<0& %y =p(AD™") < 1,
6c(A-D)=0& %=1,
6(A—D)>0& % > 1.

Beweis. Wir haben r(1) = 6(A — D) und r(%,) = 0. Die Funktion r(A4) ist
streng monoton fallend. Daher sind dquivalent

r(1) < 0=r(%o) < 1 > %o,

r(1) =0=r(%) < 1 =%,

r(1) >0=r(Zo) & 1 < Z. O
Anmerkung 3.9. Seien H(n) = (H,(n),...,Hy(n)) und

g(n) = Y Hi(n).

on

i=1
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Dies ist die gesamte Inzidenz bei Generation n. Ist die Matrix % primitiv
(Definition 3.23), so zeigt Proposition 3.24, dass H(n)/(%)" fir n — 4o
gegen einen Eigenvektor mit positiven Komponenten der Matrix . konver-
giert. Deshalb ist % die asymptotische Wachstumsrate pro Generation:

lim +/g(n) = Z%o.

n—r+o0

Genauer gesagt haben wir

gln+1)
ne g(n)

Anmerkung 3.10. Wenn die Infektionsmatrix A durch eine Zahl k > 0 geteilt
wird, dann wird auch die Reproduktivitit %y = p(AD~!) durch diese Zahl k
geteilt. Insbesondere wird die neue Reproduktivitit kleiner als 1 genau dann
sein, wenn k > %, ist. Die Reproduktivitit ist also der minimale Faktor, durch
den die Infektionsmatrix A, also die Kontaktraten, geteilt werden miissen, um
ein stabiles krankheitsfreies Gleichgewicht zu erreichen, d. h. eine Epidemie
zu vermeiden.

Anmerkung 3.11. Wenn es nur einen Typ von infizierten Personen gibt (m =
1), dann ist

H(n+1)=%yH(n).

In diesem speziellen Fall ist %, nicht nur die asymptotische Wachstumsrate
pro Generation, sondern auch die durchschnittliche Anzahl von Sekundér-
fillen, die von jedem der ersten Fille infiziert werden. Dies ist die iibliche
Definition der Reproduktivitit.

Anmerkung 3.12. Wenn die Struktur der infizierten Population nicht durch
die Menge {1,...,m}, sondern durch das Intervall [0; +oo[ wie in einigen
altersstrukturierten Epidemiemodellen dargestellt wird, dann ist die Theorie
sehr dhnlich: % ist der Spektralradius eines Integraloperators der nichsten
Generation mit einem nichtnegativen Kern . (x,y) und es gilt

~+oo
H(n+1,x)= [ A(x,y)H(n,y)dy.
0
Der Satz von Krein-Rutman (Satz 7.26) zeigt unter bestimmten Bedin-
gungen, dass die Folge H(n,-)/(%p)" gegen eine nichtnegative Eigen-
funktion des Integraloperators konvergiert. Auch hier ist %, die asymptoti-
sche Wachstumsrate pro Generation.
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Beispiele.

1. Fir das S-I-R-Modell in Kapitel 1 haben wir m =1, A = a, B= b und
C = 0. Somit ist Zy = a/b.

2. Fiir das S-E-I-R-Modell in Kapitel 2 haben wir m = 2,

c(a) e (0) e (5 )

Somit ist

(5 8) (3 d)=( )

und wir haben noch %y = a/b.

3.2 Eine partielle Differentialgleichung

Nehmen wir an, dass es nur einen Typ von Infizierten gibt, dass dieser Typ
aber durch die Zeit seit der Infektion strukturiert ist. Sei /(¢,x) die Dichte
der seit x Zeiteinheiten infizierten Personen zum Zeitpunkt 7. Seien a(x) die
effektive Kontaktrate und b(x) die Rate, mit der infizierte Personen die Infek-
tion nicht mehr iibertragen. Die Funktionen a(x) und b(x) werden als stetig,
beschrinkt und positiv angenommen. Wir nehmen weiterhin an, dass es 8 >0
gibt, sodass b(x) > B gilt, wenn x groB genug ist. In der linearen Approxima-
tion zu Beginn einer Epidemie haben wir fiir alle x > Ound # > 0

I(va) =l (x)> (34)
o0
1(1,0) = /0 a(x) 1(1,x) dx, (3.5)
a1 oI

Diese partielle Differentialgleichung wird manchmal als McKendrick-von-
Foerster-Gleichung bezeichnet [4, Kapitel 18].
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Sei 1" (t,x) die infizierte Population, die zur Generation n zum Zeit-
punkt ¢ gehort. Fiir alle # > 0 und x > 0 gelten

v
| |
/‘\

(
©2,0) =
21® 910

- _ 0)
3 + e b(x) 1'% (t,x)

und fiirallen > 0
(n+1)(0 x) =0,
~+oo
174D (1,0) = / a(x) 1™ (1, x) dx,
0

oIt grlnt1)
o ox

= —b(x) 1"V (1,x).

Infizierte Personen, die zur Generation n + 1 gehdren, wurden von Personen
der Generation 7 infiziert. Mit diesen Definitionen ist

:Zl<"> t,x

n=0

tatsichlich eine Losung des Systems (3.4)-(3.6) mit der Anfangsbedingung
1(0,x).

Proposition 3.13. Seien

W) = 100(1,0),  K(x) = alx) exp ( [ o0 dy) |

Dann gelten fiir allen > 0

A ( /K —x)dx

1O (1) = /, " a(x) exp (- / be(y)dy) Io(x—1)dx.

Der Vektor 4" (r) ist die Inzidenz durch die Generation n zum Zeit-
punkt ¢.

und
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Beweis. Wir haben

W 1) = "+'><r o>

= t,x)dx

—+oo
= )(t,x dx+/ V1M (1,x) dx

:/ ()exp( /b dy) 11 — x,0) dx
+/+°° exp(/b ) " (0,x 1) dx.

Also gelten

und fiir alle n > 1

- /0 "K ()R (1 — x) do. O

exp (—/Oxb(y) dy)

ist die Wahrscheinlichkeit, nach x Zeiteinheiten noch infiziert zu sein. Somit
konnen wir die unterschiedlichsten Verteilungen fiir die Infektionsperiode
modellieren.

Das Glied

Proposition 3.14. Seien
oo oo
H(n) = / W@V di, Fo= [ Kx)dx.
0 0

Dann ist

H(n+1)=%yH(n)
fiir alle n > 0.

Beweis. Genau wie im Beweis der Proposition 3.5 finden wir

H(n+1) = (/;ool((x)dx) H(n). O
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Anmerkung 3.15. Wenn die Funktionen a(x) und b(x) konstant sind (wir
notieren sie a und b), dann ist

o0
Ko = / aeax =2
0 b

und

ist eine Losung der Gleichung

dl
— =(a—>b)I.
5 = @=0b)
In der Tat ist
dl e ol Shal’) | tee
= t,x)dx=— —(t,x)dx—b I(t,x)d
dt 0 at( X)dx 0 3)6( X)dx /0 (1, %) dx

=1(¢,0)—bI(t) =al(t)—bI(1).

3.3 Anhang: nichtnegative Matrizen

Definition 3.16. Eine Matrix M heilt nichtnegativ, wenn M; ; > 0 fiir alle i
und j ist. In gleicher Weise heifit ein Vektor v nichtnegativ, wenn v; > 0 fiir
alle i ist.

Fiir die Beweise der folgenden Eigenschaften der nichtnegativen Matri-
zen, siehe zum Beispiel [73, Kapitel 4] und auch [81, Kapitel 5] fiir die Pro-
positionen 3.17 und 3.22.

Proposition 3.17. Sei M eine nichtnegative quadratische Matrix. Dann ist
der Spektralradius p(M) ein Eigenwert der Matrix M und es gibt einen nicht-
negativen zugehorigen Eigenvektor:

W=0,v£0, Mv=p(M)v.

Korollar 3.18. Sei M eine nichtnegative quadratische Matrix. Dann ist
p(M) = o(M).

Satz 3.19. (Perron-Frobenius). Sei M eine nichtnegative irreduzible quadra-
tische Matrix. Dann ist p(M) > 0 und p(M) ist ein einfacher Eigenwert der
Matrix M. Auflerdem gibt es einen zugehorigen Eigenvektor, dessen Kompo-
nenten alle positiv sind.
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Proposition 3.20. Eine nichtnegative irreduzible quadratische Matrix kann
nicht zwei nichtnegative, linear unabhdngige Eigenvektoren haben.

Fiir zwei Matrizen M und N schreiben wir M < N, wenn M; j < N, ; fiir
alle i und j gilt.

Proposition 3.21. Seien M und N zwei nichtnegative quadratische Matrizen.
Ist M <N, soist p(M) < p(N).

Proposition 3.22. Seien M und N zwei nichtnegative quadratische Matrizen.
Angenommen, die Matrix N ist irreduzibel. Sind M < N und p(M) = p(N),
soist M = N.

Definition 3.23. Eine nichtnegative quadratische Matrix M heiflt primitiv,
wenn es eine ganze Zahl p > 1 gibt, sodass alle Elemente der Matrix M”
positiv sind.

Proposition 3.24. Sei M eine nichtnegative primitive quadratische Matrix.
Es existieren Vektoren v und w, deren Elemente positiv sind, sodass

Mv=pM)v, Mw=pM)w, vw=1
sind. Zusdtzlich gilt o
Jim (i) =
Aus diesen Sitzen konnen wir leicht einige Eigenschaften von quadrati-

schen Matrizen ableiten, bei denen nur die Elemente auferhalb der Diagonale
nichtnegativ sind.

Proposition 3.25. Sei M eine quadratische Matrix mit M; ; > 0 fiir alle i # j.
Nehmen wir an, M ist irreduzibel. Dann sind dquivalent:

¢ Es gibt einen Vektor v # 0, sodass Mv =0 und v > 0 gelten.
s o(M)=0.

Beweis. Es gibt ein k € R, sodass M + k.# eine nichtnegative Matrix ist. Mit
Proposition 3.20 und Korollar 3.18 sind dquivalent:

¢ Es gibt einen Vektor v # 0, sodass Mv = 0 und v > 0 gelten.
* Es gibt einen Vektor v # 0, sodass (M +k.#)v = kv und v > 0 gelten.
* pM+kSI) =
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c o(M+kSF) =k
* o(M)=0. O

Proposition 3.26. Seien M und N quadratische Matrizen vom selben Typ, mit
M; ;> 0und N;; > 0 fiir alle i # j. Ist M <N, so ist 6(M) < o(N).

Beweis. Es existiert k € R, sodass M + k.# eine nichtnegative Matrix ist.
Wir haben M + k. < N + k.. GemiB Proposition 3.21 gilt p(M + k%) <
P (N + k.#). Mit Korollar 3.18 haben wir 6(M +k.¥) < 6(N+k.#). Somit
isto(M) < o(N). O

Proposition 3.27. Seien M und N zwei quadratische Matrizen vom selben
Typ mit M; j 2> 0 und N; ; > O fiir alle i # j. Angenommen, die Matrix N ist
irreduzibel. Sind M < N und 6(M) = 6(N), so ist M = N.

Beweis. Es existiert k € R, sodass M + k.# eine nichtnegative Matrix ist. Es
gilt M+ k.7 < N+ k. Gemil Korollar 3.18 gilt

pM+kI)=cM+kI)=c(M)+k
=0(N)+k=0(N+kF)=p(N+kI).

Angesichts Proposition 3.22 ist M + k. = N+k.#. Somitist M = N. O



Kapitel 4

Beginn der Coronavirus-Epidemie in Frankreich

Wir untersuchen ein zweiphasiges S-E-I-R-Modell, das von der
Coronavirus-Epidemie im Jahr 2020 inspiriert ist. Werden die
Kontakte ab einem bestimmten Zeitpunkt T, der nahe am Beginn
der Epidemie liegt, auf null reduziert, so liegt das endgiiltige Aus-
maf3 der Epidemie nahe bei dem Wert, den man erhdlt, wenn man
die kumulative Anzahl der Fille R(T) zu diesem Zeitpunkt mit
der Reproduktivitit %y der Epidemie multipliziert. Allgemeiner
ausgedriickt: Werden die Kontakte zum Zeitpunkt T durch g > 1
mit %o/ q < 1 geteilt, so ist das endgiiltige Ausmaf3 der Epidemie
nahe bei R(T)%0(1—1/q)/(1 —%0/q). Wir haben die Parame-
ter des Modells niherungsweise an die Daten zum Beginn der
Epidemie in Frankreich angepasst.

4.1 Ein Modell

Abbildung 4.1(a) zeigt die kumulative Anzahl der mit einem positiven Test-
ergebnis bestitigten Félle wihrend der Coronavirus-Epidemie in Frankreich
zwischen dem 25. Februar und dem 29. Mirz 2020. Diese Daten umfassen
sowohl Daten aus medizinischen Laboratorien als auch Daten von hospitali-
sierten Patienten [79]. Ab dem 15. Mirz wurden plotzlich drastische Mal3-
nahmen ergriffen, um die Epidemie zu stoppen: SchlieBung von Schulen,
Restaurants usw. Fiir diese drei Daten stieg die kumulative Anzahl der besti-
tigten Fille von 13 auf 5.423 bis 40.174. Abbildung 4.1(b) zeigt die gleichen
Daten mit einer logarithmischen vertikalen Darstellung und mit Regressions-
geraden. Wir konnen drei Perioden unterscheiden. In der ersten Periode, die
bis zum 6. Mérz lduft, war das Wachstum schnell, aber eher unregelmifig.
In der zweiten Periode, die bis zum 15. Mirz lauft, war das Wachstum etwas
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langsamer aber regelmifig. In der dritten Periode, ab dem 16. Mirz, war das
Wachstum weiter verlangsamt aber immer noch regelméafig. Passen wir eine
Gerade {iber den gesamten Zeitraum der ersten beiden Perioden an, der vom
25. Februar bis zum 15. Mirz reicht, so stellen wir fest, dass die kumulative
Anzahl der Fille wie e*’ mit einer Rate A ~ 0,31 pro Tag wuchs [gestrichelte
Gerade mit langen Strichen]. Die Verdopplungszeit betrigt (log2)/A ~ 2,2
Tage. Wenn wir uns dagegen auf die zweite Periode beschrinken, mit Da-
ten, die besonders gut in der logarithmischen Darstellung ausgerichtet sind,
erhalten wir A = 0,225 pro Tag und eine Verdopplungszeit von 3,1 Tagen
[durchgezogene Gerade]. Da die Daten vom Beginn der Epidemie durch
einen groflen Anteil neuer importierter Félle und durch stochastische Effekte
gestort sind, ist die zweite Schitzung wahrscheinlich die zuverléssigste. Fiir
die dritte Periode, nach der Umsetzung drastischer Mafinahmen, erhoht sich
die Verdopplungszeit auf 4,9 Tage [gestrichelte Linie].

log(Fall 20°
40 000 10 log(Falle) 00°°
30 000 8
20 000 6
10 000 4
& 6. Marz 15. Méarz
15. Mérz °
0 b 2
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 4.1: a) Kumulative Anzahl der bestitigten Fille in Frankreich zwischen
dem 25. Februar und dem 29. Mirz 2020, gemil Santé publique France. b) Natiirli-
cher Logarithmus dieser Anzahl und Regressionsgeraden.

Wir untersuchen ein mathematisches Modell, das von dieser Epidemie
inspiriert ist. Unterteilen wir die Population in fiinf Klassen gemél einer
Variante des S-E-I-R-Modells aus Kapitel 2 :

* suszeptibel (S);
* infiziert in der Latenzphase, d. h. noch nicht infektios (E);
¢ infektios ohne Schutz (1),

¢ aus der Infektionskette entfernt, indem die Person als bestitigter Fall
(R1) gezidhlt wird,;
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* aus der Infektionskette entfernt, ohne gezéhlt zu werden (R3).

Jede dieser beiden letzten Klassen umfasst daher sowohl diejenigen, die noch
infektios, aber isoliert sind, als auch diejenigen, die nicht mehr infektios sind,
weil sie sich erholt haben oder gestorben sind. Einige Patienten haben Symp-
tome von geringem Schweregrad und bleiben zu Hause, ohne getestet zu wer-
den, andere leben in Altersheimen und sind trotz Komplikationen oder sogar
Tod nicht getestet worden. Das sind die Kategorien, die in der Klasse R, zu
finden sind. Dieses Modell konnen wir unendlich verfeinern, um es realis-
tischer zu machen, aber wir haben hier versucht, die Anzahl der unbekann-
ten Parameter so weit wie moglich zu begrenzen. Das Hauptziel ist auch, ein
theoretisches Ergebnis iiber das endgiiltige Ausmal3 der Epidemie in dem sehr
optimistischen Fall zu erhalten, in dem eine besonders strenge Eindimmung
es erlaubt, sofort in das subkritische Regime iiberzugehen, ein Fall, der dem
in China gesehenen dhnlicher ist.
Sei N die Gesamtbevolkerung, die als grofl angenommen wird:

N=S@t)+E@)+1({t)+Ri(t) +Ra(2).

Seien a die effektive Kontaktrate, ¢ die Rate, mit der latent infizierte Indivi-
duen infektios werden, und b die durchschnittliche Rate, mit der infektiose
Individuen isoliert und damit aus der Infektionskette entfernt werden. Sei f
der Anteil der infektiosen Individuen, die zum Zeitpunkt der Isolierung zu
den bestitigten Fillen gezihlt werden (0 < f < 1). Dieser Anteil kann im
Laufe der Zeit variieren. Der Einfachheit halber nehmen wir ihn als konstant.
Das Modell ist

% = —aS%, @.1)
Z—f :aS%—CE, “4.2)
%:cE—bI, 4.3)
dR

Ttl = fbl, (4.4)
M-yt 45)

Um die Verbindung mit den Daten in Abbildung 4.1 herzustellen, entspricht
die Zahl R (¢) der kumulativen Anzahl der bestiitigten Fille zum Zeitpunkt 7.
Wenn wir R(¢) = R (¢) + Rx(t) setzen, folgt

dR

— =bl. 4.
7 (4.6)
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Mit R;(0) = R2(0) =0 sind

Ri(t) = fR(t), Ra(t)=(1-/)R(t)

fiir alle ¢ > 0.

Zu Beginn der Epidemie bleibt die Anzahl der Fille im Vergleich zur
Gesamtbevolkerung sehr klein, sodass S(¢) ~ N gilt. Dies fiihrt zur Lineari-
sierung

dE dl

— ~al—cE — ~cE—-bI.

ar YT ar €
Die Klassen E und /, aber auch die Klassen R; und R, wachsen exponentiell
wie e, wobei A der grofte Eigenwert der Matrix

—c a
( c —b) 4.7

ist. Das charakteristische Polynom ist

22+ (b+c)d+c(b—a)=0. (4.8)
Also ist
= —(b+c)++/(b+c)2—dc(b—a) _ —~(b+c)++/(b—c)* +4ac
2 2 '
(4.9)

Sansonetti [77] gibt an, dass die Inkubationszeit, d. h. die Zeit bis zum
Auftreten der Symptome, 5 bis 6 Tage betrigt. Die Latenzperiode kann etwas
kiirzer sein, da man infektids wird, etwas bevor man Symptome zeigt. Die
durchschnittliche Dauer der Latenzperiode legen wir auf 4 Tage fest, daher
¢ = 0,25 pro Tag.

Die durchschnittliche Zeit in der Klasse I vor der Isolierung, 1/b, ist
schwieriger zu schitzen, da sie von vielen Faktoren abhéngt. Sie hingt von
den biologischen Eigenschaften des Virus ab, von den Merkmalen der Perso-
nen, wie zum Beispiel ihrem Alter, aber auch von der Schnelligkeit, mit der
die Fille isoliert werden, was von Land zu Land unterschiedlich ist. Die Epi-
demie in Frankreich begann zu einem Zeitpunkt, als die Bevolkerung bereits
von der Existenz der Pandemie wusste. Es dauerte nicht lange, bis die Pa-
tienten isoliert wurden. Einige waren iiberhaupt nicht infektids, andere wa-
ren mehrere Tage infektios, bevor sie isoliert wurden. Nehmen wir an, dass
der Mittelwert in der Groenordnung von 1 Tag liegt, wobei die Form des
Modells impliziert, dass die Verteilung exponentiell ist. In einem verfeinerten
Modell hitten wir einen Durchschnitt dieser Grof3enordnung, wenn zum Bei-
spiel 80 % der infizierten Personen O Tage lang infektids blieben und 20 %
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5 Tage lang infektios blieben, bevor sie isoliert wurden. Zusammenfassend
haben wir b = 1 pro Tag gewihlt.
Aus Formel (4.9) konnen wir

2 )2
_CAtbreR—(b—0) :(Hb)(le’l) 4.10)
4c ¢

ableiten. Somit ldsst sich die effektive Kontaktrate a numerisch aus der beob-
achteten Wachstumsrate A berechnen.

Angenommen, die MaBnahmen des 6ffentlichen Gesundheitswesens kon-
nen die effektive Kontaktrate durch eine Zahl ¢ teilen, die groBler als 1 ist.
Welche Zahl g muss mindestens vorhanden sein, um die Epidemie zu stop-
pen? Dieser Wert ist die Reproduktivitit Zy: Ist a durch @’ = a/%, ersetzt,
so muss die neue Wachstumsrate der Epidemie gleich null sein, was gemif
Gleichung (4.8) zu b —a/%y = 0 fiihrt. Also ist

a A A
%()—E— <1+b) <l+c) ~2,3,

wenn wir den numerischen Wert A = 0.225 pro Tag von der Epidemiekurve in
Abbildung 4.1 verwenden. Angesichts der Unsicherheiten bei den Parametern
b und ¢ kann dies nur ein Naherungswert sein. Wie in Kapitel 3 hitten wir
auch feststellen konnen, dass % der Spektralradius der Matrix

0 a c 0\
0 0 —c b
ist.

Kehren wir zum S-E-I-R-Modell (4.1)-(4.6) zuriick. Gemdl Proposi-
tion 2.2 und Anmerkung 1.4 gilt fiir das endgiiltige Ausmal} der Epidemie
bei volliger Abwesenheit von Intervention

N —R(0) = S(0) exp (_Z REV‘X’)) .

Zu Beginn der Epidemie gibt es nur wenige Infizierte in der Bevolkerung:
S(0) ~ N. Die implizite Gleichung fiir das endgiiltige AusmaB der Epidemie

wird R R
1—% ~ exp <—<%’0 E\/)) . 4.11)

Mit %y ~ 2,3 (genauer 2,33), finden wir numerisch R(e<)/N ~ 87 %. Nur ein
Bruchteil f dieser Fille wire gezihlt worden.
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4.2 Zweite Phase mit einem drastischen Eingriff

Stellen wir uns vor, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt 7" drastische Maf3-
nahmen ergriffen werden, welche die effektive Kontaktrate auf O reduzie-
ren, wenn es R (7') kumulative bestitigte Fille gibt. Zum Beispiel gab es in
Frankreich bis zum 15. Mirz, als die MaB3nahmen fiir Schulen und 6ffentliche
Orte in Kraft traten, 5.423 kumulativ bestitigte Fille. Koénnen wir dann vor-
hersagen, was unter diesen idealen Annahmen das neue endgiiltige Ausmaf
der Epidemie R(e) oder zumindest das bestitigte AusmaB R; () gewesen
wire?

Solange ¢+ < T und die Gesamtzahl der Fille noch ein kleiner Bruchteil
der Gesamtpopulation ist, haben wir S(¢) ~ N und

ds 1 dR
— =—aS—~—al=—-%y\bl =%y —.
dt a4 N a 0 Odt

Also, durch Integration, ist
S(t) = S(0) — ZoR(1).

Wenn aber der Zeitpunkt 7 nicht zu nahe bei O liegt, ist die anféngliche
Anzahl der Infizierten, N — S(0), bereits vernachlissigbar im Vergleich zur
Anzahl R(T) der Fille zum Zeitpunkt T, sodass

E(T)+I(T)4+R(T)=N-S(T)~N—-S(0)+%yR(T) =~ %yR(T) (4.12)
gilt. Dariiber hinaus haben wir
E()~uet, I()~veM, R(t)~we,

wobei (u,v) ein Eigenvektor ist, der dem groBten Eigenwert A der Ma-
trix (4.7) zugeordnet ist. Also ist

—cu-+av=2>Au.

Mit Gleichung (4.10) finden wir

4 av l—|—bv
T A+c ¢
Also sind
Ee)m 2l ver 2y p = LR Ry @)
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Diese Gleichungen ergeben insbesondere Niherungen von E(T) und I(T) in
Abhéngigkeit von R(T).
Wenn die Kontakte dann auf null reduziert werden, haben wir fiir alle
t>T
ds 0 dE
e dt
wihrend die anderen Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) identisch bleiben.
Ohne dieses System l6sen zu miissen, ist klar, dass das endgiiltige Ausmaf}
der Epidemie

—CE, (4.14)

R(e0) =E(T)+1(T)+R(T)

sein wird, da es E(T) + I(T) infizierte Individuen gibt, die sich zum Zeit-
punkt 7" noch nicht in den R-Klassen befinden. Somit ist

R(0) ~ ZoR(T)

nach Formel (4.12). Da zu jedem Zeitpunkt R (¢) = fR(t) ist, folgt auch
Ry (o) = Zo R\ (T).

Wenn also Kontakte ab einem Zeitpunkt nahe dem Beginn der Epidemie
auf null reduziert werden — nahe genug, dass die lineare Nidherung noch giil-
tig ist, aber nicht so nahe, dass die anfiingliche Anzahl der infizierten Fille
vernachlédssigbar wird — dann liegt das endgiiltige (bestitigte oder gesamte)
AusmaB der Epidemie nahe bei demjenigen, das man erhélt, wenn man die
kumulative Anzahl der Fille (bestitigt oder gesamt) zu diesem Zeitpunkt mit
der Reproduktivitit %, der Epidemie multipliziert. Ein &hnliches Ergebnis
erhilt man auf die gleiche Weise fiir ein S-I-R-Modell. Im Anhang 4.5 stellen
wir jedoch fest, dass es nicht mehr % ist, das das Verhiltnis R(e0)/R(T) in
Modellen bestimmt, in denen die infektiose Periode nicht exponentiell verteilt
ist, sondern ein komplizierterer Ausdruck.

Mit R (T) = 5.423 und % ~ 2,33 ergibt dies R; () = 12.600. Betonen
wir noch einmal die Unsicherheit um die Parameter b und ¢, die sich in dem
Wert von R (o) wiederfindet, sowie den offensichtlich viel zu optimistischen
Charakter einer Reduzierung der Kontakte auf 0.

Am Rande sei auf die Analogie zum Konzept des Wachstumspotenzials
in der Demographie hingewiesen [67, S. 176]. Es ist der Quotient zwischen
der endgiiltigen stationidren Bevolkerung und der Bevolkerung zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, wenn die Fertilitidt zu diesem Zeitpunkt plotzlich durch
die Reproduktivitit %, geteilt wird, sodass die Bevolkerung am Ende eine
asymptotische Wachstumsrate gleich null hat. Ahnlich wie bei unserer Be-
rechnung hat Keyfitz durch die Annahme, dass die Population zu diesem Zeit-
punkt stabil im Sinne von Lotka (d. h. durch den ersten Eigenvektor gegeben)
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ist, eine relativ einfache Formel fiir das Wachstumspotenzial erhalten, eine
Formel, die auch % beinhaltet, wenn auch auf kompliziertere Weise als fiir
unser S-E-I-R-Modell [67, S. 179].

Beachten wir auch, dass die Schitzung von E(T) +I(T) + R(T) aus
den Daten R(T) allein analog zu dem Problem ist, das zu Beginn der HIV-
Epidemie auftrat, die Anzahl der HIV-positiven Personen aus der Anzahl der
gemeldeten AIDS-Fille zu schitzen.

Abbildung 4.2 veranschaulicht dieses Zweiphasen-Modell mit N = 65 x
10% (die Gesamtbevolkerung Frankreichs) und mit den Anfangsbedingungen

SO)=N—1, E©0)=1, I(0)=0, R(0)=0. (4.15)

Der Parameter a ist durch Formel (4.10) mit A = 0,225 pro Tag wie in Ab-
bildung 4.1 gegeben. Uber den Parameter f liegen nur wenige Informationen
vor, auBer dass viele Todesfille durch das Virus in Pflegeheimen zu Beginn
der Epidemie nicht zu den bestitigten Fillen gezdhlt wurden. Setzen wir zur
Veranschaulichung f = 0,5. Wir haben T = 43,2 Tage genommen, sodass
R\ (T) ~ 5.438 nahe an den Daten 5.423 vom 15. Mirz liegt. Wenn wir die
Simulation etwas ldnger als in der Abbildung fortsetzen, finden wir numerisch
R (0)/R(T) =~ 2,3 =~ Z,. Beachten wir auch, dass die Anzahl der Fille etwa
flinfzehn Tage nach dem Zeitpunkt 7 des drastischen Eingriffs braucht, um
sich zu stabilisieren. Diese Zeit bezieht sich auf den Kehrwert des groften
Eigenwerts der Matrix
— 0
(&%)

was in unserem Zahlenbereich —c ist.

Abbildung 4.3 zeigt, wie der Quotient R (e0)/R;(T) in Abhiingigkeit von
dem Zeitpunkt 7 variiert, wenn die Kontaktrate auf null reduziert wird. Tat-
sichlich beobachten wir ein Plateau, bei dem dieser Quotient nahe bei %
liegt. Fiir T — 0 gelten R{(T) — 0 und R () — f(E(0)+1(0)) > 0, so-
dass der Quotient R;(e)/R;(T) gegen unendlich konvergiert. Der Quotient
néhert sich %, wenn T von der GroBenordnung der Inversen der Differenz
zwischen den beiden Eigenwerten der Matrix (4.7) liegt. Fiir T — 4o greift
dagegen die Intervention zu spit ein. Die Epidemie ist bereits vorbei und es
gilt Ry (e0)/Ri(T) — 1. Fiir N — o0 erwarten wir, dass die Breite des Pla-
teaus, in dem R;(e)/R;(T) nahe bei %, liegt, wie (logN)/A wichst. Das
wire das gleiche Verhalten wie die Zeit bis zum Epidemie-Hohepunkt im S-
E-I-R-Modell mit konstanten Koeffizienten (siehe Kapitel 2).
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Abbildung 4.2: Beispiel fiir eine Simulation des Zweiphasen-Modells. Der Zeitpunkt
T des drastischen Eingriffs ist durch eine senkrechte gestrichelte Gerade dargestellt.
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Abbildung 4.3: Der Quotient R (o) /R (T') in Abhingigkeit von 7.
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4.3 Eine Verallgemeinerung

In Wirklichkeit kann die effektive Kontaktrate fiir alle # > T natiirlich nicht
gleich null sein. Der fiir R(eo) erhaltene Wert ist dennoch eine untere Schranke
des echten Werts, da es sicher ist, dass das endgiiltige Ausmaf} der Epidemie
mit Nichtnull-Kontakten hoher ist als mit Kontakten gleich null fiir allez > T'.
Es ist jedoch zu bedenken, dass Epidemiemodelle vom Typ S-I-R oder S-E-
I-R mit einer variablen Kontaktrate nicht ,,monoton* sind: Eine Verringerung
der Kontaktrate kann manchmal zu einem groeren endgiiltigen Ausmaf3 der
Epidemie fiihren (siehe Kapitel 13).

Betrachten wir den Fall, dass die Kontaktrate nicht auf O reduziert wird,
sondern einfach durch eine Zahl g > 1 geteilt wird. Die Reduktion auf 0 ent-
spricht dem Grenzfall, bei dem g gegen unendlich konvergiert. Wir haben fiir
allet >T

s _ _agl dE_acl

dt - ¢ N dt g N
wihrend die Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) identisch bleiben. Fiir alle
t>T gilt

CE, (4.16)

1as_ o dr
Sdt  gbN dt’

Durch Integrieren zwischen t = T und t = +oo folgt

S(e=) %o R()—R(T)
(R

wobei Zo = a/b > 1 ist. Aus S(e0) = N — R(0) folgt

Rie) ST o (0 Rm) BT
q

N N 4.17)

N
Nehmen wir wie in Abschnitt 4.2 an, dass der Zeitpunkt 7 weder zu klein
noch zu groB ist, d. h. dass er im Plateau der Abbildung 4.3 liegt. In einer
ersten Niherung ist S(7') ~ N, wihrend R(T') noch klein gegeniiber N ist.
Wir kénnen dann zwei Fille unterscheiden.

Ist 1 < g < %, so zeigt ein grafisches Argument, das darin besteht, die
linke und die rechte Seite der Gleichung (4.17) in Abhingigkeit von R(e) /N
darzustellen, dass die Losung R(e0)/N nicht klein sondern nahe der positiven
Losung der Gleichung

1—(7) A exp <_q0 5\1)) (4.18)
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ist.

Ist im Gegenteil ¢ > %y, so ist die Losung R(e0)/N der Gleichung (4.17)
klein. Da S(T) =~ N — Zo R(T) ist, fiihrt ein Nidherungspolynom erster Ord-
nung der Exponentialfunktion in Gleichung (4.17) zu

o) [ ST [, o)),

N N q N

1—

Behalten wir nur die Terme niedrigster Ordnung bei, so finden wir

| R ARy Rew) —R(T)
N N q N '
SchlieBlich ist _1
—1/q
R(eo) = R(T) %o +— 4.19
(=)~ R(T) 0 1= @.19)
Fiir ¢ — oo finden wir R(e0) &~ R(T) % wieder. Wir bemerken auch, dass
1—-1/q
—>1
1—%o/q

gilt, wie es sein sollte. Eine mit Formel (4.19) identische Gleichung verbindet
Rl (00) und Rl (T)

Formel (4.19) ist leicht zu interpretieren. Infizierte Personen zum Zeit-
punkt 7', die sich noch nicht in den R-Klassen befinden, infizieren im Durch-
schnitt Z/q suszeptible Personen und jede dieser letzteren wird ihrerseits
A0/ q suszeptible Personen infizieren usw., gemif einer geometrischen Rei-
he mit dem Quotient Zp/q < 1. Also ist

R HoN\> [ %\’
1+0+(0> +(0> _|_
q q q

R(e0) = R(T) + [E(T) +1(T)]

E(T)+I1(T)
1-%/q

Nun haben wir mit Formel (4.12) gesehen, dass

~R(T)+

E(T)+1(T)~R(T)(%y—1)
gilt. Wir finden wieder, dass

R(e) ~ R(T) [1+ %o 1 ]zR(T)% L=1/q

1—%o/q " 1—Z/q



58

ist.

Abbildung 4.4 zeigt in Abhingigkeit vom Reduktionsparameter g
das endgiiltige Ausmall der Epidemie in logarithmischer Darstellung,
log(R(e<)/N). Es wurde durch numerische Simulation des Systems (4.1)-
(4.6) fur alle ¢+ < T mit den Anfangsbedingungen (4.15) und des Systems
(4.16) fiir alle r > T erhalten. Wie in Abbildung 4.2 ist die Gesamtpopulation
N = 65 x 10°. Der Parameter a ist durch Formel (4.10) mit A = 0,225 pro
Tag gegeben. Wiederum haben wir f = 0,5 und T = 43,2 Tage genommen,
sodass R (T) = 5.438 ist. Die Abbildung zeigt auch, was Formel (4.19) fiir
alle ¢ > %y ergibt. Sie zeigt schlieBlich die positive Losung der Gleichung
(4.18) fiir alle ¢ < Zy. Wir sehen, dass beide Niherungen in der Nihe von
q = %, aufhoren, giiltig zu sein.

Abbildung 4.4: Der Logarithmus der endgiiltigen infizierten Fraktion, log(R(e0)/N)
in Abhéngigkeit vom Reduktionsparameter g [durchgezogene Linie], im Vergleich
mit Formel (4.19) [kleine Kreise], die fiir alle ¢ > %, gilt, und mit der Losung der
Gleichung (4.18) [kleine Rauten], die fiir alle ¢ < % gilt.

Das endgiiltige Ausmall der Epidemie variiert um mehrere Grofen-
ordnungen, wenn der Parameter ¢ nahe bei % liegt. Da dieser schwer zu
quantifizieren ist, ist auch die Vorhersage des endgiiltigen AusmaBes der Epi-
demie in diesem Bereich schwierig. Nur wenn der Parameter deutlich grofer
als % ist, wird die Vorhersage mit Formel (4.19) unempfindlicher.
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4.4 Schitzung des Reduktionsparameters

Versuchen wir, den Parameter g zu schitzen, indem wir eine Modell-
simulation an die Daten vom 15. Mirz bis 15. April 2020 anpassen. [79]
warnt dennoch, dass ,,die Zahl der bestitigten Fille in Frankreich die Dyna-
mik der Epidemie nicht mehr zufriedenstellend widerspiegelt®, da ,,Patienten
mit Anzeichen von COVID-19 nicht mehr systematisch durch einen biologi-
schen Test bestitigt werden®.

Wir haben R;(T) = 5.423 und die Beziehungen R(T) = R (T)/f und
Ry(T) = (1 — f)R(T). Da die Daten fiir die letzten 8 Tage besonders gut
iibereinstimmen, starten wir die Modellsimulation mit

R(T—6)~e *R(T)

wobei A = 0,225 pro Tag und 6 = 8 Tage sind. Die entsprechenden Schiit-
zungen (4.13) sind

I(T—0)~ %R(T—G), E(T—0)~ @1@—9),

mit
S(T—6)=N—E(T—0)—I(T—0)—R(T—0).

Fiir alle r > T ist die effektive Kontaktrate a/q. Wir versuchen, R;(¢)
an die Daten bis zum 15. April anzupassen. Die beste Anpassung liegt
bei ¢ = 1,7 (Abb. 4.5). Da dieser Wert kleiner als die Reproduktivitit %
ist, scheinen die Maflnahmen zur Eindimmung der Epidemie unzureichend
waren. Die allerletzten Punkte in der Abbildung zeigen, dass die Abweichung
vom Modell in Richtung einer Verlangsamung der Epidemie wichst. Es
kann sein, dass der gewihlte Wert von f nicht angemessen ist oder sich im
Verlauf der Epidemie verdndert hat. Oder das Modell ist vielleicht etwas zu
vereinfacht. Insbesondere wiirden wir erwarten, dass eine nicht-exponentielle
Verteilung der in den verschiedenen Kompartimenten verbrachten Zeit den
Zeitpunkt beeinflusst, an dem die Kurve zu knicken beginnt.

Zusammenfassend haben wir ein Zwei-Phasen-Szenario untersucht, bei
dem die Kontaktrate ab einem bestimmten Zeitpunkt reduziert wird. Wir ha-
ben eine einfache Niherungsformel fiir das endgiiltige Ausmalf} der Epidemie
in Abhéngigkeit von der Anzahl der zum Zeitpunkt der Reduzierung fest-
gestellten Fille gefunden. Dieses Ergebnis miissen wir jedoch noch strenger
formulieren und beweisen, wahrscheinlich indem wir es als asymptotisches
Ergebnis fiir N — 4o erscheinen lassen.
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Abbildung 4.5: Logarithmus der Anzahl der zwischen dem 7. Mirz und 15. April
bestiitigten Fille [kleine Kreise, Daten von Santé publique France] und log(Ry(t))
in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ in vier Simulationen mit von oben nach unten g €
{1,5;1,7;2;2,5}.

4.5 Anhang: eine nicht-exponentielle infektiose Periode

Betrachten wir ein S-I-R-Modell mit einer infektiosen Periode, die nicht un-
bedingt exponentialverteilt ist. Sei /(z,x) die Dichte der seit x Zeiteinheiten
infizierten Personen zum Zeitpunkt ¢. Sei a(x) die effektive Kontaktrate und
b(x) die Rate, mit der infizierte Personen aufhoren, die Infektion zu iiber-
tragen. Zu Beginn der Epidemie gelten

I(2,0) ~ /0+ooa(x)l(t,x) dx

al  dl
E+$ = fb(x)](t,x)
dR T
@ o b(x)I(t,x)dx.

Wie in der Theorie der stabilen Populationen von Lotka [4, Kapitel 24] gilt

I(t,x) ~ ke e M Ji b0y

)
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wobei k eine Konstante ist. Die Wachstumsrate A ist die eindeutige Lésung
der Gleichung

1 = /+ma(x) eilxifd'b(y) dy dx_
0

Sei
I(tr) = ./:wl(t,x)dx.

Das Problem besteht darin, /(T) + R(T) aus R(T) zu schitzen. Es gilt

dR oo
AR(T) ~ &5 (1) = / b(x) I(T,x) dx
dt 0
~ +wb(x) kerT e A —lob0)dy gy
0
Daraus folgt
AR(T)e *T

S b e AR gy
SchlieBlich ist

IT)+R(T) _ A f=e P libb)dr gy .
R(T) [ b(x)e 2o b0)dy gy

Die rechte Seite hat keinen besonderen Grund, mit der Reproduktivitét
T b(y)d
Ry = / a(x) e JobWy gy
0
zusammenzufallen (Proposition 3.14). Im Spezialfall, in dem die Raten kon-
stant mit a(x) = a und b(x) = b sind, haben wir jedoch A = a — b und damit

I(T)+R(T) A _a
TRE) Cp TR
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Stochastische Modelle

Zundchst stellen wir eine Formel fiir die Wahrscheinlich-
keit der Ausldoschung einer Epidemie vor, welche durch einen
Verzweigungsprozess mit mehreren Typen modelliert wird. Die-
sen Prozess konstruieren wir aus Kompartimentmodellen, die
Systeme von Differentialgleichungen sind. Dann untersuchen wir
die durchschnittliche Dauer einer Epidemie in einem stochasti-
schen S-1-S-Modell mit einer grofsen Population.

5.1 Wahrscheinlichkeit der Ausloschung von Epidemien

5.1.1 Verzweigungsprozesse

Zu Beginn einer Epidemie sind die stochastischen Effekte wichtig und kon-
nen auch bei %y > 1 zur Ausloschung der Epidemie fithren. Wir konnen uns
also Modelle vorstellen, die Verzweigungsprozesse mit m Typen in kontinu-
ierlicher Zeit sind und die mit den Koeffizienten der Matrizen A, B und C aus
dem Abschnitt 3.1 gebildet werden. Die Frage ist, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit der Ausldschung in diesen Modellen ist, wenn wir bei # = 0 mit n;
infizierten Personen vom Typ j fiir alle 1 < j < m beginnen. Die n; sind ganze
Zahlen. Diese Wahrscheinlichkeit ist der Form eines Produkts

0)1”1 ... a)m”m

[54, § 3.7]. Gesucht ist eine allgemeine Formel, welche die Wahrscheinlich-
keiten @; und die Matrizen A, B und C miteinander verkniipft.

Wir werden zeigen, dass der Vektor (a)j) der Wahrscheinlichkeiten der
Ausloschung bei %y > 1 die eindeutige Losung in [0; 1[" des Fixpunkt-
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problems
R P YT Y
LiAij+Bjj+Cjj
ist. Wie wir noch sehen werden kann dies als
Y (1-w)(Aijo;j—Bij—Cij)=0, 1<j<m, (5.2)
geschrieben werden. Sei [1 — @;] der Zeilenvektor (1 — @y,...,1 — ®,). Sei

diag[w;] die Diagonalmatrix mit @; auf der Diagonale. So nimmt das System
eine kompaktere Form:

1 — o) (Adiag[w;] — B—C) =0. (5.3)

Gleichung (5.2) kann fiir den Fall einer periodischen Umgebung verallgemei-
nert werden (siehe Kapitel 17).

Beweis. Betrachten wir das stochastische Modell, welches mit dem determi-
nistischen Modell (3.1) verbunden ist. Wir nehmen an, dass mit einer Rate
A; j jede infizierte Person vom Typ j durch zwei Personen ersetzt wird: eine
vom Typ i, die andere vom Typ j. Eine Neuinfektion hat dann stattgefunden.
Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses A; ;dt + o(dt)
innerhalb eines infinitesimalen Zeitintervalls dt ist. Mit einer Rate B; ; hort
jede infizierte Person vom Typ j auf, infektids zu sein. Mit einer Rate —C; ;
fiir alle i # j wird jede infizierte Person vom Typ j zu einer infizierten Person
vom Typ i. Schematisch schreiben wir
Uwdal I 570 i (i #J)

Da —},.;C; j = Cj; ist, erleidet jede infizierte Person vom Typ j eines der
drei obigen Ereignisse mit der Gesamtrate

)vj‘ = ZA,’_]' +B;;+Cj ;.
i
Sei gj(x1,...,%y) die erzeugende Funktion der Anzahl der Personen verschie-

dener Typen, die von einer Person des Typs j nach obigem Schema erzeugt
werden, wenn wir den Prozess nach einem Ereignis anhalten. Es gilt

1
gj(xl,...,xn) = e (ZA,’_J'X,')CJ‘+Bj7j+2(—ci7j)x,’> .
i \5 iZ)
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Wir konnen die Theorie der Verzweigungsprozesse mit mehreren Typen
[54, Satz 3.7.5], eine Verallgemeinerung der Theorie der Bienaymé-Galton-
Watson-Prozesse [4], anwenden. Ist Zy > 1 (d. h. im superkritischen Fall, in
dem gemiB Korollar 3.8 die Ungleichung 6(A — B — C) > 0 gilt), so sind
die Wahrscheinlichkeiten (@, ..., ®,) die eindeutige Losung in [0; 1[" des
Fixpunktproblems

gj(or,...,0n) =0;, 1<j<m.
Es gilt also

ZAl/wlw/+Bjj+Z Cij) 0= wjdj=o; (ZAi./+Bj,j+C/,j> :
i#j i

Daher ist durch Umordnen
_ ZCII w; +B/ j = ; ZA, j 1
Da};C;; = 0ist, wollen wir diesen Term zur linken Seite hinzufiigen:

chj wz +Bj/ COJZAZJ 1

Dies ist tatsdchlich identisch mit Gleichung (5.2), weil B; ; = O fiir alle i # j
gilt. O
5.1.2 Beispiele

Fiir das S-I-R-Modell des ersten Kapitels gibt es nur eine infizierte Klasse,
die I-Klasse. Gleichung (5.3) reduziert sich auf

(1 - o)(aw—b) =0.

Somit ist

wenn % > 1 ist.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Variante des S-E-I-R-Modells
mit Demographie. Sei N(t) = S(r) + E(t) + I(r) + R(r) die Gesamt-
bevolkerung, v die Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit, a die effektive
Kontaktrate, u die natiirliche Sterblichkeit, ¢ die Rate, mit der Personen in
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der Latenzphase infektios werden, b die Rate, mit der sich infektiose Per-
sonen erholen, und € die Ubersterblichkeit wihrend der infektiosen Periode.
Dann konnen wir das folgende Modell vorschlagen:

gzv—aSé—uS,
cfi—"f:aS%—(/.L—&-c)E7
%:cE—(queH—b)I,
fi—f:bl—uR.

In Abwesenheit von Krankheit ist der stationére Zustand S = N* = v/u. Zu
Beginn einer Epidemie besteht die Population fast ausschlieflich aus suszep-
tiblen Individuen, sodass S =~ N ~ N* gilt. Wir erhalten also das linearisierte
Modell

dE (M+c)E+al
ar I ;

dl
dr
Unter Verwendung der Notationen aus dem vorherigen Abschnitt sind

(0 a ([ u 0 ([ ¢ 0
A_<0 0)’ B_(O u+8+b>’ C_<c 0>'

Also sind

CE—(u+e+b)l.

ac

A(B+C)_1< (C+u)(8+8+b) u+§+b >

und
ac

= murerh)

Man beachte, dass ¢/(c+ ) die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Person, die
gerade die Klasse E betreten hat, die Klasse / erreicht, ohne in der Zwischen-
zeit zu sterben. Nehmen wir an, % > 1. System (5.3) wird

amo = [(G 5)(F ) -( uikn )]0

Wir finden also die beiden Gleichungen

—(c+u)(1—a)+c(1—mm) =0, am(l—w)—(u+e+b)(1—a,)=0.
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Daher ist die Losung in [0; 1]2

()01:,11—|-C‘/<%07 a)zzi.

H+c Zo
Auf die gleiche Weise berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten der Aus-
16schung fiir ein Malariamodell (siehe Kapitel 9). Sei a die Stichrate, by die
menschliche Heilungsrate, b, die Miickensterblichkeit, N; die Anzahl der
Menschen und N, die Anzahl der Stechmiicken. Wenn /; die Anzahl der in-
fizierten Menschen und I, die Anzahl der infizierten Stechmiicken sind, dann

ist das linearisierte Modell der Form

. 0 a (b O .
A_(aNz/Nl O)’ B_<0 l)2>7 c=0.

N, /Ny
biby

Wir finden
%0 =a

System (5.3) wird

o e )8 8)(5 2]

Am Ende der Berechnungen finden wir

__bta  _bta/(%)
bz(%())era ’ br+a '

Dennoch fiihrt das System aus zwei Polynomgleichungen zweiten Gra-
des (5.2) im Allgemeinen zu einer Polynomgleichung vierten Grades fiir jede
der Wahrscheinlichkeiten ®;, selbst wenn es nur zwei Arten von Infizierten
gibt. Da 1 immer eine Wurzel ist, sind wir auf eine Gleichung dritten Gra-
des reduziert, die wir im Allgemeinen nicht weiter reduzieren konnen. Dies
ist zum Beispiel der Fall bei einem S-1-S- oder S-I-R-Modell mit Wanderun-
gen zwischen zwei Standorten, sodass das linearisierte System fiir infizierte
Individuen (/;,>) an beiden Standorten der Form

o aq 0 _ bl 0 o C1l —C2
A_<0 a2>’ B_<O b2>7 C_<—61 Cz)

ist. Erst das Vorhandensein vieler Nullen in den Matrizen A, B und C erlaubt
im Falle des S-E-I-R- oder Malaria-Modells relativ einfache explizite Be-
rechnungen. Wenn wir uns mit numerischen Berechnungen begniigen, dann
erhalten wir statt des Systems (5.3) den Fixpunkt in [0, 1[" des Systems (5.1)
durch einfache Iterationen ausgehend von (xp,...,x,;) = (0,...,0).

(]
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5.2 S-I-S Modell

Das stochastische S-I-S-Modell, bei dem infizierte Individuen wieder sus-
zeptibel werden, ist ein Spezialfall eines Geburts- und Todesprozesses, bei
dem die ,,Geburtenrate* quadratisch und die ,,Sterberate* linear ist. Es wurde
eingehend untersucht, wenn die Umgebung als konstant angenommen wird.
Seien a die effektive Kontaktrate und b die Heilungsrate. Sei N die Grofie der
Population. Gibt es n infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢, so gibt es N —n
suszeptible Personen:

» Die Wahrscheinlichkeit, dass n+ 1 Personen zum Zeitpunkt ¢ + dt (mit
dt infinitesimal) infiziert sind, ist an (1 —n/N)dt + o(dt).

* Die Wahrscheinlichkeit, dass n — 1 Personen zum Zeitpunkt ¢ + dt infi-
ziert sind, ist bndt + o(dt).

Abbildung 5.1 zeigt eine Simulation dieses Modells. Alle Simulationen er-
reichen schlieflich den absorbierenden Zustand n = 0, in dem es keine infi-
zierten Individuen mehr gibt und die Epidemie stoppt [80, Abteilung 2.13].
Eine grundsitzliche Frage ist, nach welchem Zeitraum dies im Durchschnitt
geschieht. Dies ist in gewisser Weise analog zu dem Problem der Fixierung
eines Gens durch genetische Drift [4, Kapitel 20].

Abbildung 5.1: Simulationsbeispiel mit a = 10, b = 5 und N = 15 [fluktuierende Kur-
ve]; Losung des deterministischen Modells % =al(1—1/N)—blI [glatte Kurve].

Fiir die Wahrscheinlichkeit P,(¢), n infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢
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zu haben, gelten die Gleichungen

dpP,
dt”:a(n—l)[l--(n—1)/1\/]}’,1,1
—lan(1 —n/N)+bn|P,+b(n+1)Pyti (5.4)
firallel <n<N-1,
dPy
— =DbP 5.5
I 15 (5.5
dp,
gg:am;4nL4N—1ymmpp¢Nm.

Ohne ins Detail zu gehen, da die Berechnungen in einem periodischen Rah-
men in Kapitel 19 wieder aufgegriffen werden, erwarten wir, dass P, (¢) — 0
fiir t — +o0 und fiir alle 1 < n < N gilt, wihrend Py(r) — 1 gilt. Genauer ist

Py(1) ~ M,

fir alle 1 <n < N mitA; <0und 7, > 0. AuBerdem gilt Py(t) ~ 1+ eMi
mit 1y < 0 und

Y m=o. (5.6)
Fiir die Zahlen 7, gilt

M, =a(n—1)[1—(n—1)/N]m,_,
—lan(1—=n/N)+bn|m,+b(n+1)m, . 5.7

Wenn die Population N grof} ist, konnen wir analytische Ergebnisse er-
halten. Wir werden in diesem Abschnitt a > b annehmen. Dies ist der super-
kritische Fall, der interessanteste. Abbildung 5.2 zeigt, wie die Losung P, ()
in einem Beispiel mit N = 100 vor der Konvergenz gegen das konzentrier-
te Maf} in n = O aussieht: Sie ndhert sich einem metastabilen Zustand, der
quasistationéren Verteilung (7)< <ny- Numerisch ist der Eigenwert A, der
die Konvergenzrate angibt, extrem klein (etwa —4 x 1073). Der Erwartungs-
wert T der Zeit bis zur Ausloschung der Epidemie, selbst wenn man von einer
einzigen infizierten Person ausgeht, liegt in der GréBenordnung von —1/4,
und ist damit extrem grof3. Denn wihrend die Epidemie in einem Bruchteil
der Simulationen aufgrund der Kleinheit dieser Anfangsbedingung schnell
erlischt, ist die Zeit bis zur Ausloschung im komplementdren Bruchteil sehr
grof3, sodass auch der Erwartungswert 7 sehr grof ist.
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Abbildung 5.2: Losung des Systems (5.4) zur Zeit t = 20 fira = 10, b =5, N = 100
und wenn wir von N/2 infizierten Personen bei r = 0 ausgehen.

Wir verwenden die WKB-Niherung (nach Wentzel, Kramers und Bril-
louin), die in der Physik klassisch ist. Sei

x=n/N, 0<x<l.
Wenn N grof} ist, haben wir
efNS(x)

Ty &

fiir alle 1 < n < N und fiir eine bestimmte Funktion S(x). Wenn wir

e ) mexp (st - ).

Ty—1 R~ €Xp (—NS(x) + Zi(x))

in Gleichung (5.7) einsetzen und den Term A7, wegen der Kleinheit von A;
vernachlédssigen, erhalten wir die stationdre Hamilton-Jacobi-Gleichung

H <x,fli> =0 (5.8)
mit der Hamilton-Funktion
H(x,p) =ax(1—x)(e’ —1)+bx(e " —1)
=x(l—e P)[a(l —x)e? —b]. 5.9
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Der nicht-triviale Zweig der Niveaumenge H = 0, derjenige mit
a(l —x)e’ —=b=0,
fithrt zu
S(x) =xlog(b/a) +x+ (1 —x)log(1 —x) + Konstante.. (5.10)
Diese Funktion hat ein Minimum (Abb. 5.3) an der Stelle x = x* = 1 —b/a.

0 02 04 06 08 1
Abbildung 5.3: Die Funktion S(x) mit S(0) =0,a=10und b = 5.

SchlieBlich folgt aus den Gleichungen (5.5) und (5.6)

llzb—— b): - (5.11)
n=1‘"n
e~ NS(/N) .
= n —peNIS(0)—min(S)]
Zn | e~ NS(u/N)
Mit 7 ~ —1/A; erhalten wir
logt *
N TS S(0)—S(x*)=b/a—1—log(b/a) >0, (5.12)

d.h. T~ eV, Die Zahl c ist die Hohe zwischen dem Boden und dem Rand x =
0 des Potentialtopfs S(x). Der Erwartungswert der Zeit bis zur Ausloschung
wichst exponentiell mit der Gro3e der Population.

Aquivalent dazu hat das Hamilton-System

dx OJH

_ — — P _ -p
&= ap ax(1—x)e? —bxe 7, (5.13)
dp . 719711 = —a(1—2x)(e? —1)—b(e P —1), (5.14)

dr ox



Kapitel 5 71

einen heteroklinen Orbit (Abb. 5.4), der die Gleichgewichtspunkte
(X*,O) - (1 7b/a70) und (0,}7*) = (0,10g(b/a))

miteinander verbindet. Dies ist der oben erwéhnte Zweig der Niveaumenge
H = 0. Zusitzlich ist

0 01 02 03 04 05 06 07

Abbildung 5.4: Das Hamiltonsche System (5.13)-(5.14) in der (x, p)-Ebene mit ins-
besondere dem heteroklinen Orbit, der (x*,0) mit (0, p*) verbindet. Hier sind a = 10
und b =5.

Anmerkung 5.1. Genauere Schitzungen konnen wir mit der folgenden ver-
feinerten WKB-Losung

1, A e NSo(n/N) =81 (/)

erzielen. Durch Einfiigen von

dSo Lo ) g LdS: (x)>

dx (X)_ﬁ dx2 o N dx

Tn41 R €XP (—NSO(X) - N dr

und von einem &dhnlichen Ausdruck fiir m,_; in Gleichung (5.7) und durch
die Abtrennung der Terme hoheren Grades, erhalten wir die Hamilton-Jacobi-
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Gleichung (5.8) fiir So(x) und die Gleichung
ax(1—x)ex 5o —bxex _ 450\ | 451
P\ dx P dx dx
dSo x(1—x) d*So dSo xd*Sy
—ae <dx> [1‘2” e (FG) 13

fiir S (x). Somit ist Sp(x) durch Formel (5.10) gegeben und die Gleichung fiir
S (x) fiihrt zu

S1(x) =log (xﬁ) + Konstante.

Also ist
efNSO (n/N)

N

fiir eine Konstante k. Wenn n klein ist, gilt

T, ~k

1, 0 KN o=NSy(0)-n3y0) — KV —n5(0) (9)" . (5.15)
n n b

Aber fiir n klein konnen wir System (5.7) durch die Rekursionsgleichung
an—1)m,—y —n(a+b)m, +b(n+1)my 1 =0, n>=1,
approximieren, was zu
_m1—{(a/b)"
" 1—a/b

fiihrt. Fiir n — 4o ist dieser Ausdruck dquivalent zu

m (a/b)"

na/b—1’

was mit Formel (5.15) genau dann tibereinstimmt, wenn
m A~ kNe V0O (q/b—1)
ist. Mit der Laplace-Methode [63] ergibt Formel (5.11) schlieBlich

2y o —bm/N) N(b_awmm__(aw@.

~ le*NSO(X) ) ~ eN[SO(O>7SO(X*)] /271: aeCN
/0 wix

Sind zum Beispiel a = 20, b = 5 und N = 50, so liegt diese Abschédtzung nur
2 % iiber dem Wert von A1, den wir mit einer Software erhalten, welche die
Eigenwerte grofler Matrizen berechnet.
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Periodische Matrixmodelle

In diesem Kapitel erdrtern wir einige Aspekte der periodischen
Matrixmodelle. Die Reproduktivitit %y ist das asymptotische
Verhdltnis zwischen Neuinfektionen in zwei aufeinanderfolgen-
den Generationen des ,, Infektionsbaums . Wir erhalten eine For-
mel fiir die Empfindlichkeit der Wachstumsrate A und eine Un-
gleichung zwischen A und %,.

6.1 Die Reproduktivitiit

Auch wenn zeitdiskrete Modelle eher in der Demographie oder Okologie als
in der Epidemiologie verwendet werden, ist dieses Kapitel dieser Art von
Modellen gewidmet. Dies ermoglicht uns, die Definition der Reproduktivitét
im periodischen Fall mit den elementaren Methoden der linearen Algebra
besser zu verstehen.

Proposition 6.1. Seien m > 1 und T > 1 ganze Zahlen. Seien
(A(t))o<r<r—1,  (B(t))o<r<r-1
nichtnegative m x m-Matrizen. Fiir alle t € 7 setzen wir
A{t+T)=A(t), B(t+T)=B(), M(t)=A()+B{).

Seien Iy € R™ ein nichtnegativer Vektor und tq eine ganze Zahl mit 0 < ty <
T — 1. Angenommen, fiir alle t > ty und n > 0 gelten

1) =1p, 190 +1)=B(0)10@), (6.1)
1" (1) =0, 1)@+ 1) = A1 (1) + B() 17D (1). (6.2)
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Sei

Dann gelten
It+1)=M(t)I(1) (6.3)
und I(ty) = Io.
Der Vektor 11" (¢) ist die infizierte Population, die zur Generation 7 zum
Zeitpunkt ¢ gehort. Die Ausgangspopulation gehort zur Generation 0. Die

Matrix A(z) stellt die infektigsen Kontakte dar. Die Matrix B(r) steht fiir die
Erholung oder den Transfer.

Beweis. Summieren wir die Gleichungen, so folgt

Y 1@+ 1) 0) Y 1), Y 1" (1) = Io. 0

n=0 n=0 n=0

Lemma 6.2. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir Proposition 6.1. An-
genommen,

p(B(T —1)---B(1)B(0)) < 1.

Sei
—B(0) 5 0 0
0 -B(l) 4 :
B = : 0 , (6.4)
0 52
54 0 -« 0 —B(T-1)

wobei ¥ die Einheitsmatrix bezeichnet. Dann ist die Matrix 9 invertierbar.

Die Annahme bedeutet, dass die infizierte Population verschwindet, wenn
es keine neuen Infektionen gibt.

Beweis. Firjedes 0 <i,j < T —1, sei

S firallei= j+1
oder (la]):(O7T_1)7
B*(i,j)=14 B(i—1)B(i—2)---B(j+1) firallei > j+1,

B(i—1)B(i—2)---B(j+1—T) firallei<
mit (i, j) # (0,7 — 1).
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Mit der Konvention, dass ein Produkt von Matrizen wie
B(i—1)B(i—2)---B(j+1)

die Einheitsmatrix ist, wenn der letzte Index j+ 1 groBer als der erste Index
i — 1 ist, konnen wir einfacher

B (i,j) = B(i—1)B(i—2)---B(j+1) firallei > j+1,
I B(i—1)B(i—2)---B(j+1-T) firallei<j

schreiben. Sei B* die Blockmatrix (B*(i, j))o<i,j<7—1. Seien (i, j) die Blo-
cke der Matrix 4. Dann ist

71 N . o
(i ~ | —B*(i,j)B(j)+B*(i,j—1) firalle j > 1,
Y’ <z,k>93<k,n—{ RGN E0I ) fralle)

Firallei < jsindi < j— 1 und

—B*(i, j)B(j)+B"(i,j—1)=—-B(i—1)B(i—2)---B(j+1-T)B(j—T)
+B(i—1)B(i—2)---B(j—T) =0.

Firallei > jund j > 1 ist

Firi=j> 1ist
—B*(i,i)B(i)+B*(i,i—1)=—B(i—1)B(i—2)---B(i+1—-T)B(i—T)+ .#.
Firi= j=0ist

—B*(0,0)B(0)+B*(0,T —1) =B(T —1)B(T —2)---B(1)B(0) + .7.
Deshalb gilt

B*#= diag [#—B(i—1)B(i—2)---B(i—T)].

0<i<T~1
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Das Produkt B(i — 1)B(i —2)---B(i — T) ist eine zyklische Permutation des
Produkts B(T — 1)---B(1)B(0). Diese beiden Matrizen haben also dassel-
be charakteristische Polynom [73, Ubung 1.3], dieselben Eigenwerte und
denselben Spektralradius, der per Hypothese kleiner als 1 ist. Die Matrix
&4 —B(i—1)B(i—2)---B(i—T) ist also invertierbar [73, Satz 3.17] und
o0
[.# —B(i— 1)B(i—2)---B(i—T)]*‘ =Y [B(i—1)B(i—2)---B(i—T)}*.
k=0

Die Matrix 4 ist also ebenfalls invertierbar und
@—1( diag [JB(i1)B(i2)~~B(iT)]_1>B*. O
0<i<T—1

Die folgende Proposition ist das Analogon in einer periodischen Umge-
bung der Proposition 3.5.

Proposition 6.3. Es gelten die gleichen Annahmen wie in Lemma 6.2. Fiir
allen>0,t > tound 0 < s <T — 1, seien

W () = A() 17 (n), 6.5)
() () — (n) o 0 fiiralle to<s<T—1,
H™(s) k;” (s+&T)  mitk, { | firalle 0<s<t—1,
(6.6)
0
H™(0) :
H"(1 |10
H" = SR B
: 0
HM(T —1) :
0
wobei Iy den to-ten Block modulo T ist und wobei O Nullvektoren sind. Sei
A(0) 0 e 0
' 0
0 0 A(T-1)

Dann haben wir

fiir alle n > 0 mit



78

Der Vektor 4" (1) stellt die Neuinfektionen durch die Generation n zwi-
schen den Zeitpunkten ¢ und 7 4 1 dar. Der Vektor H")(s) stellt die Neu-
infektionen durch die Generation 7 in der Jahreszeit s dar. Der Vektor H™ ist
der Vektor der Neuinfektionen durch die Generation n, strukturiert nach den
Jahreszeiten, in denen die Infektionen auftreten.

Beweis. Firallen>0und0<s<T—1, sei

=Y 1" (s+kT)
k>ks

wobei kg durch Gleichung (6.6) definiert ist.
Nehmen wir an, 0 < s <1y —2 oder tp < s < T — 2. In beiden Fillen ist
ksy1 = ks. Mit Gleichung (6.2) erhalten wir

Frils+1)= Y 1" (s+1+kT)

k>k.v+1

-y [A(erkT)I(") (s+kT) +B(s+kT)I<"+1>(s+kT)} .
k>kg

DaA(s+kT) =A(s) und B(s+kT) = B(s) sind, gilt
FO) (s+1) = A(s) F™ (s) + B(s) F" 1 (s) .

Mit 1071 (15) = 0 erhalten wir auf die gleiche Weise fiir s = fo — 1 und s =
T-1,

F" (1) = A(tg — 1)F™ (59— 1) +B(tg — 1)F "V (59— 1) fiir 19 # 0,
FU0) = A(T — 1) F"(T = 1) +B(T — 1) F"* (T —1).

Zusammengefasst gelten

—B(s)F" D (5) + F (s 1) = A(s) F(s), 0<s<T—-2,
—B(T —1)F"*)(T — 1)+ F D 0) = A(T = 1) F"(T —1) .

Wenn wir also
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setzen, dann ist ZF ") = o7 F() Aber es gilt

H"(s)= Y A(s+kT)I" (s+KkT) = A(s) F")(s) .

k>ks

Also gilt
H"W = o7 F(0) — g platl)

Deshalb ist
H(n+1) — .,Q{F(nJH) _ %%711_]@)

fiir alle n > 0.
Es bleibt, H ) zu bestimmen. Nehmen wir an, 0 < s < T —2. Mit Glei-
chung (6.1) ergibt sich

—B(s)FO(s) + FO(s+1) == Y B(s+kT)IO(s +kT) + FO(s+ 1)
k>kg
== Y 1OG+ir+1)+ Y 1O(s+kT +1)

k=>ks >kt

_J 0 firalle s#f—1,
| Iy fir s=tg—1.

In dhnlicher Weise erhalten wir fiirs =7 — 1

0 firalle f)#0,

—B(T—1>F(0)(T_1)+F(O)(O):{ Iy fir to=0

Also sind ZF(©) =T und

=~

HO = FO = o7 57! O

Die Matrix % konnen wir somit als eine Matrix der ndchsten Ge-
neration interpretieren, wobei die Jahreszeit der Infektion als zusitzlicher
Strukturierungstyp dient.

Man erinnert sich, dass (-,-) das iibliche Skalarprodukt von reellen Vek-
toren bezeichnet:

(w,vy = Zw,-v,-.
i

Fiir einen reellen Vektor w von beliebiger Grof3e, sei

il =Y [wil-

1
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Korollar 6.4. Es gelten dieselben Annahmen wie in Proposition 6.3. Seien

g = [HO = Y @)

l}to
die gesamte Inzidenz in der Generation n und
Ho=p(HX).

Wenn die Matrix & primitiv ist, wenn'V und W Eigenvektoren der Matrix &
bzw. der transponierten Matrix ' ¢ sind, die zum Eigenwert %y gehdren, und
wenn Iy # 0 ist, dann gelten

(n+1)

I,
H(n) ~ (%O)VHH < aW> V  und 8 N
n—s-oo <V,W> g(”) n—s-oeo

Beweis. Dies folgt aus Proposition 3.24. O

Die Reproduktivitit %y konnen wir somit als das asymptotische Ver-
hiltnis der Infektionen in zwei aufeinanderfolgenden Generationen interpre-
tieren. Sie ist unabhingig von der Anfangsbedingung und dem Anfangs-
zeitpunkt .

Proposition 6.5. Es gelten die gleichen Annahmen wie in Proposition 6.3.
Wenn die Matrizen A(t) und B(t) fiir alle 0 <t < T — 1 nicht von der Zeit t
abhdngen (nennen wir sie A und B), dann ist

Fo=p (A(f —B)il) .
Beweis. Wir haben ¢ = of -, wobei <7 die Blockdiagonalmatrix

&/ = diag(4,...,A)

und
BT—I BT—2 1
T—-1
7 =diag ((#-B") " ..., (7 —B) ") s B
: . . BT-2
BT—2 7 BT—I

sind. Sei ro = p(A(.# —B)~!). Nehmen wir zunichst an, dass die Koeffizien-
ten der Matrix A positiv sind. Die Koeffizienten der Matrix

A(S —B) ' =A+AB+AB* -
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sind ebenfalls positiv. Geméf dem Satz von Perron-Frobenius (Satz 3.19) gibt
es einen Eigenvektor v dieser Matrix, dessen Koeffizienten positiv sind und
der zum Eigenwert ry gehort. Sei V = (v,...,v), wobei der Vektor v T mal
wiederholt wird. Dann gilt #'V = (w...w) mit

W:A(j*BT)_l (f+B+'-~+BT_1)v:A(ﬂfB)_lv:rov.

Daher sind #'V = rgV und rog = %y, da %, der einzige Eigenwert der Ma-
trix ¢ mit einem Eigenvektor mit positiven Koeffizienten ist (Proposition
3.20)

Hat die Matrix A Koeffizienten, die nicht positiv sind, so betrachten wir

die gleich groBe aber mit 1 gefiillte Matrix E und die Matrizen A(®) = A +
€ E fiir alle € > 0 klein genug. Definieren wir %ée> und r(gg) auf die gleiche
Weise wie %, und ry, auBer dass wir die Matrix A durch die Matrix A(€) er-
setzen. Dann ist r(()£> = %’ég) aus dem oben Gesagten. Durch die Stetigkeit des
Spektralradius [73, Satz 3.16] erhalten wir ry = %, indem wir den Grenzwert
€ — 0 nehmen. O

Beispiel. Das einfachste Beispiel erhalten wir, wenn der Vektor /(¢) und die
Matrizen A(¢) und B(¢) Skalare sind und wenn 7' = 2 ist. Dann ist

A )( Al ) ) (6.8)
1-B(0)B(1) 1-B(0)B(1)

Eine in Jahreszeit O infizierte Person infiziert im ersten Zeitschritt durch-
schnittlich A(1) Personen, im néchsten Zeitschritt A(0)B(1) Personen, da
B(1) die Wahrscheinlichkeit der Nichtheilung in Jahreszeit 1 ist, dann noch
A(1)B(0)B(1) Personen, dann A(0)B(1)B(0)B(1) Personen usw. Diese Per-
son infiziert also

A(0)B(1) +A(0)B(1)B(0)B(1) + - = %
Menschen in Jahreszeit O und
A(1)

A(D) +A(D)BO)B(1) +--- =
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Menschen in Jahreszeit 1. Dies zeigt die erste Spalte von %" an. In dhnlicher
Weise konnen wir nachweisen, dass eine in Jahreszeit 1 infizierte Person

A(0)
1—B(0)B(1)
Menschen in Jahreszeit 0 und
A(1)B(0)
1—B(0)B(1)

Menschen in Jahreszeit 1 infiziert, wie in der zweiten Spalte von %~ angege-
ben.

Die Matrix .# 2 ergibt die durchschnittliche Anzahl der Infizierten in der
nichsten Generation in Jahreszeit O und Jahreszeit 1 (erste und zweite Zeile)
pro eine in Jahreszeit 0 oder Jahreszeit 1 infizierte Person (erste und zweite
Spalte) usw.

Was die Interpretation von %, anbelangt, so stellen wir uns beispielsweise
vor, dass wir mit einem Individuum, ,,Patient Null®, beginnen, das zur Jahres-
zeit 0 infiziert ist. Daher sind 7o = 1 und I(#p) = 1. Dieses Individuum infiziert
2(0) Menschen, die Summe der ersten Spalte von .7, d. h.

2(0) = A(IO)BB(I) +A(1).

—B(0)B(1)
Die nichste Generation, g(1), ist die Summe der ersten Spalte von .72
usw. Proposition 6.3 zeigt, dass g(n+ 1)/g(n) gegen %o, den Spektral-
radius der Matrix %, konvergiert: Der ,,Infektionsbaum* wichst asympto-
tisch wie (%)". Wiire der Patient Null zur Jahreszeit 1 infiziert worden, hiitte
g(n+1)/g(n) gegen den gleichen Grenzwert %, konvergiert.

Anmerkung 6.6. Die Matrix der nichsten Generation .#” und ihr Spektral-
radius %, hingen linear von der Familie der Matrizen A(¢) ab: Wenn wir
(1) und Zo(u) die Matrix der nichsten Generation und die Reproduk-
tivitdt des Modells bezeichnen, bei dem alle Matrizen A(#) durch u geteilt
werden, dann sind JZ (i) = ¢ /i und Zo (1) = %o/ 1. Somit ist Zp (1) < 1
genau dann, wenn [ > Z. Die Reproduktivitit %y konnen wir als der mini-
male Kontrollaufwand auf die Infektionskoeffizienten interpretieren, um die
infizierte Population zum Verschwinden zu bringen. Gerade wegen dieser Ei-
genschaft wird % in der Epidemiologie so hiufig verwendet.
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Proposition 6.7. Es gelten die gleichen Annahmen wie in Proposition 6.3.
Sei h(t) = A(t)I(t). Dann sind

_ i ¥+ B+ 1)1(0), 6.9)
ﬁ %)+ K (e, 1)1(0) (6.10)

fiir alle t > 0 mit

B(t,x)=B(t—1)B(r—2)---B(t+1—x), x=2,
ﬁ(? ):f7
K(t,x)=A@)B(t,x), x=>=1,

wobei ¥ die Einheitsmatrix ist.
Gleichung (6.10) ist eine Erneuerungsgleichung.

Beweis. Gleichung (6.9) ist trivial fiir # = 0. Nehmen wir durch vollstindige
Induktion an, dass diese Gleichung fiir ein # > 0 gilt. Dann ist

It+1)=A)I(¢)+B(1)(1)

=h(1)+B(1) Y B(1,x)h(t —x) +B(t)B(t,1 +1)1(0)

x=1
t+1
=B(t+1,1)h +ZB B(t,x—1)h(t+1—x)+B(t+ 1,6 +2)1(0)

:Ifﬁ(ﬁ17X)h(t+1—X)+B(t+1,t+2)1(0).

x=1

Gleichung (6.9) gilt also fiir # + 1 und schlieBlich fiir alle ¢+ > 0. Glei-
chung (6.10) folgt unmittelbar. O

Proposition 6.8. Es gelten dieselben Annahmen wie in Proposition 6.3. Dann
ist Xy der Spektralradius des linearen Operators
~+oo
u(t) — ZK(Lx)u(t—x) (6.11)

x=1

auf dem Raum der T -periodischen Funktionen u : Z — R™.



84

Beweis. Setzen wir t mit 0 <t < T — 1 fest. Fiir jede T-periodische Funktion
u(r) ist

Foo T-1
Y K(t,x)u(t—x) = A(r) ) O u(s), (6.12)
x=1 s=0

o0
Ous=Y B(t—1)--B(s+1—kT), 0<s<t—1,
k=0

~+oo
O =Y B(t—1)-B(s+1—kT), t<s<T-—1.
k=1

Da B(t) T-periodisch ist, haben wir
@, =[#—B(t—1)---B(t—T)] 'Blt—1)---B(s+1)
firalle0 <s<r—1und
@, = [ —B(t—1)---B(t—T)] 'B(t—1)---B(s+1-T)

fiir alle t < s < T — 1. Aber % ist der Spektralradius des linearen Opera-
tors (6.11) auf dem Raum der T-periodischen Funktionen u(¢) mit Werten in
R™. Diesen Raum konnen wir mit der Menge der Vektoren (u(0),...,u(T —
1)) € R™ x -+ x R™ identifizieren. Gleichung (6.12) zeigt also, dass %,
auch der Spektralradius der Produktmatrix <7 ® ist, wobei ® die Blockmatrix
(®r.5)o<r,s<T—1 ist. Der Beweis des Lemmas 6.2 zeigt nun, dass © = B!
gilt. Daher ist Z, der Spektralradius der Matrix .o/ %!, O

Anmerkung 6.9. In einer konstanten Umgebung ist der Matrixkern K (¢, x) der
Form
K(x)=AB" !,

Der Spektralradius des Operators (6.11) ist der Spektralradius % der Matrix
der nichsten Generation

fK(x):A(/—B)’I.

x=1

Dies ist die Verallgemeinerung auf stufenstrukturierte Matrixmodelle der
Leslie-Formel fiir % in altersstrukturierten Matrixmodellen [4, Kapitel 21].
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6.2 Empfindlichkeit der Wachstumsrate

Leslie [4, Kapitel 21] hat zeitdiskrete Modelle der Form
It+1)=MI(t), t=0,1,2...

mit einer nichtnegativen und primitiven Matrix M untersucht. Propositi-
on 3.24 zeigt, dass der Vektor () dazu strebt, exponentiell wie A’ zu wach-
sen, wobei A = p(M) der Spektralradius der Matrix M ist. Primitive Matrizen
sind Spezialfille von irreduziblen Matrizen (Definition 2.7 und [73, § 4.4]).
Gemill dem Satz von Perron-Frobenius (Satz 3.19) ist A = p(M) ein einfa-
cher Eigenwert. Seien w ein Eigenvektor der transponierten Matrix ‘M und v
ein Eigenvektor der Matrix M, die zum Eigenwert A gehoren:

‘Mw=2Aw, Mv=2»Av.

Fiir die Empfindlichkeit des einfachen Eigenwerts A gegeniiber den Koeffizi-
enten der Matrix M haben wir gemif [69, Satz 5.4]

8}, . W,'Vj
8Ml-,j - <W, V> '

(6.13)

Diese Formel ist in der Populationsbiologie bekannt [40, §8.2.2]. Der
Vektor v heiit eine ,stabile Bevolkerung®“. Der Vektor w heifit ein
,.-Reproduktionswert®. Skizzieren Wi£ einen Beweis. Die Matrix M + eM mit
|€| klein hat einen Eigenwert A + €A + o(€) und einen zugehorigen Eigen-
vektor v+ v+ o(€), sodass

[M + enﬂ v+ &P +0(e)] = [A + €A +0(€)][v+ €7+ o(€)]
gilt. Die Terme der GroBe O(¢g) ergeben
MV+ My = A5+ Av.
Man betrachte das Skalarprodukt mit dem Vektor w:
(W, MP) + (w, Mv) = A (w,7) + A (w, ).

Es gilt
(W, MV) = (‘Mw,7) = A(w, 7).

Damit verbleibt nur noch (w, Mv) = 2 (w,v), d.h.

(6.14)
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Die Rartielle Ableitung der Formel (6.13) erhalten wir, indem wir als Ma-
trix M die Matrix wihlen, die bis auf eine 1 in Zeile i und Spalte j voll von 0
ist.

Betrachten wir nun zeitperiodische Matrixmodelle.

Proposition 6.10. Seienm > 1 und T > 1 ganze Zahlen. Seien (M (t))o<i<r-1
m X m-Matrizen und

A=p(M(T —1)---M(1)M(0)). (6.15)

Sei A der Spektralradius der Blockmatrix

0 0o - 0 M(T —1)
M©O) 0 - 0 0
€ = 0 M(1) . 0 0 . (6.16)
0 0 M(T —2) 0
Dann gilt
AT = A. (6.17)

Beweis. Setzen wir M(t +T) = M(¢) fiir alle ¢ in Z. Eine einfache Berech-
nung zeigt, dass ¢ eine Blockdiagonalmatrix ist:

¢" = diag[M*(0),...,M*(T — 1)], (6.18)
M (t)=M(t—1)---Mz—T) (6.19)
=M(t—1)---MO)M(T —1)---M(z).

Die Produkte M*(¢) sind zyklische Permutationen von einander. Diese Ma-
trizen haben also das gleiche charakteristische Polynom [73, Ubung 1.3], die
gleichen Eigenwerte und den gleichen Spektralradius A wie M*(T). A ist
also der Spektralradius der Matrix 47 . Dieser Spektralradius ist nun eben-
falls gleich A”. Daher gilt A = AT, O

Proposition 6.11. Es gelten die gleichen Annahmen wie in Proposition 6.10.
Nehmen wir weiter an, dass die Matrizen M(t) alle nichtnegativ sind und dass
die Matrix € irreduzibel ist. Seien W = (w(0),...,w(T — 1)) ein Eigenvektor
der transponierten Matrix ¢ und V = (v(0),...,v(T — 1)) ein Eigenvektor
der Matrix €, die zum Eigenwert A = p(%) gehiren. Erweitern wir die De-
Sinitionen von M(t), w(t) und v(t) auf alle t € Z, indem wir M(t+T) = M(t),
w(t+T) =w(t) und v(t +T) = v(t) setzen. Dann gelten fiir alle t € Z

ME)wE+1)=Aw(t), M@)v(t)=Av(+1), (6.20)
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(w(t),v(t)) = (w(0),v(0)). (6.21)
Die Zahl A ist die Wachstumsrate.

Beweis. Da die Matrix % irreduzibel ist, gibt es gemél dem Satz von Perron-
Frobenius (Satz 3.19) einen Eigenvektor W der Matrix '¢” und einen Eigen-
vektor V der Matrix %, die zum Eigenwert A gehoren, wobei alle Komponen-
ten der beiden Vektoren positiv sind:

\CW =AW, €V=AV. 6.22)

AuBerdemist A > 0 und die Vektoren W und V sind bis auf eine multiplikative
Konstante eindeutig. Es gilt

(wt+1),Av(t+1)) = (w(t+1),M(t) v(¢))
("M@O)w(t+1),v(t)) = (Aw(t),v(1)).
Da A > 0ist, folgt (w(t+1),v(t + 1)) = (w(zt),v(t)) fiir alle z € Z. O

Proposition 6.12. Mit den gleichen Annahmen wie in Proposition 6.11, neh-
men wir weiter an, dass die Matrix M(T — 1) ---M(1)M(0) primitiv ist. An-
genommen,

I(t+1)=M(t)I(z)
fiir alle t > 0, wobei die Anfangsbedingung 1(0) ein nichtnegativer Vektor ist.
Dann gilt
I 1
10 w(0).00)
At (w(0),v(0)) it

Beweis. Sei Q die primitive Matrix in dieser Proposition. Es gilt I(nT) =
0" 1(0) fiir jede ganze Zahl n > 1. Die Gleichungen (6.20) zeigen nun:

Ov(0) =M(T —1)---M(1)M(0)v(0) = ATv(T) = ATv(0),

Low(0) = '‘M(0)'M(1)--- 'M(T — )w(T) = AT w(0).
Somit sind v(0) und w(0) Eigenvektoren der Matrizen Q und 'Q, die zum

Eigenwert A7 = A gehoren, welcher der Spektralradius der Matrix Q ist. We-
gen Proposition 3.24 gilt

Q"1(0) v(0) ‘'w(0)1(0)
A e 9(0) w(0)

d.h.
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Fiir alle 0 < k < T — 1 gilt also auch

InT+k) MnT+k—1)---M(nT)I(nT)

AnT+k AnT+k
_ M(k—1)---M(0)I(nT)
o AnT+k
(w(0),1(0)) M(k—1)---M(0)v(0) _ (w(0),1(0)) v(k). O
n—-+e (w(0),v(0)) A* (w(0),v(0))

Proposition 6.13. Mit den gleichen Annahmen wie in Proposition 6.11 gilt

oA _ wiltd 1) v;(t)
OM; (1) — T (w(0),v(0)) - (6.23)

Beweis. Da die Matrix ¢ irreduzibel ist, ist ihr Spektralradius A gemiB dem
Satz von Perron-Frobenius ein einfacher Eigenwert. Fiir 1 < a,f < mT gilt
gemil [69, Satz 5.4]

ar Wa Vs

0Cap (W,V)’

(6.24)

wobei Wy, das a-te Element von W und Vg das f3-te Element von V ist. Sind
a=(t+1)m+i(modulomT)und f=tm+ jmit0<t<T—-1,1<i<m
und 1 < j <m, so gelten G p = M; j(t), Wo = wi(t + 1) und Vg = v;(t).
Auflerdem zeigt Proposition 6.11

T-1
(W, V) = ;)(vv(f)ﬂ/(f)) =T {(w(0),v(0)). (6-25[])

Anmerkung 6.14. Es gilt

wi+1),1t+1)) = (wE+1),M@1)I(z))

= ("M()w(t+1),1(1)) = A {w(t),1(1)).

Daher gilt

(w(t),I(t)) = A"{w(0),1(0)). (6.26)
Der gesamte Reproduktionswert wichst exponentiell (sieche Abschnitt 11.6).
Anmerkung 6.15. Da A= AT gilt, gibt es eine sehr einfache Verbindung zwi-
schen der Empfindlichkeitsformel fiir A und der fiir A:

A B - oA
Lo M L (6.27)
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Anmerkung 6.16. Die Interpretation der Formel (6.23) ist eine einfache Ver-
allgemeinerung derjenigen fiir Formel (6.13): Die Empfindlichkeit von A
gegeniiber der Anzahl der ,,Nachkommen* M; j(t) im Zustand [ zum Zeit-
punkt # 4+ 1, die ein Individuum im Zustand j zum Zeitpunkt ¢ erzeugt, ist
proportional zur stabilen Population im Zustand j zum Zeitpunkt ¢, v;(¢), und
zum Reproduktionswert im Zustand i zum Zeitpunkt # + 1, w;(¢ 4 1). Bei die-
sen Matrixmodellen spricht man eher von einem Zustand als von einer Klasse.

6.3 Ungleichungen zwischen Reproduktivitéit
und Wachstumsrate

Proposition 6.17. Mit den gleichen Annahmen und Bezeichnungen wie in
Proposition 6.3, sei A = p(€) der Spektralradius der Matrix (6.16). Dann
gelten

Ry 1=1<A< A, 0<Z<l=>% <AL

Beweis. Sei
% = subdiag(M (1))

0<1<T—1
die Matrix (6.16). Wir nehmen zunéchst an, dass diese Matrix irreduzibel ist.
Es gilt
Ho=p(AB ") =p(B ).

Wir haben im Beweis des Lemmas 6.2 gesehen, dass die Matrix %! nicht-
negativ ist. Daher ist die Matrix %~ !.o7 ebenfalls nichtnegativ. Gemi Pro-
position 3.17 gibt es einen nichtnegativen Vektor

@ = (¢(0),...,9(T 1)) #0,
sodass B~ of ® = Hy® ist. Daher ist of ® = %y B D, d.h.
A(1)o(t) = Zo[—B(t)p(t) + ¢(1 +1)]

fiir alle 0 <t < T — 1, wobei wir ¢(T) = ¢(0) gesetzt haben. Nehmen wir
an, Zy > 0. Dann ist

[A(t) /%o +B(1)|o(1) = 9t +1). (6.28)
Die Matrix % ist nach der Hypothese irreduzibel. Jetzt ist
A;j(t)+B;j(t) >0« [A;(t) > 0 oder B; j(t) > 0]
Aij(1)

& —=+4B; it 0.
%0 + !.}()>
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Die Matrix

subdiag (f;(;) +B(t))

0<1<T—1 0

ist daher ebenfalls irreduzibel. Gleichung (6.28) zeigt, dass ® ein nicht-
negativer Eigenvektor der letztgenannten Matrix ist, der zum Eigenwert 1
gehort. Nach dem Satz von Perron-Frobenius und Proposition 3.20 sind die
Komponenten des Vektors @ positiv und

o (e (55 +20))) =1

Nehmen wir zunéchst an, Zp > 1. Gemil Proposition 3.21 ist

l=p (subdiag (% +B(t ))) <p (subdiag (A(t) —|—B(t)>) =2

0<r<T -1 0<1<T -1

<p (subdiag (A(t) Jr%)OB(t)))

0<r<T—1

~top (e (SZ1+50)) =8

Somitist 1 <A < Zy. Der gleiche Beweis funktioniert fiir den Fall 0 < % <
1, aber mit allen < Zeichen durch > ersetzt, was 1 > A > %, ergibt.

Ist die Matrix € nicht irreduzibel, seien E die Matrix voller 1 und fiir alle
>0,

AO @) =A@1)+eE, MO (1) =A® (1) +B(t), €' = subdiag(M®(r)).
0<t<T—1

Die Matrix () ist irreduzibel. Sei %és) die zugehorige Reproduktivitit und
A1) die zugehorige Wachstumsrate.
Angenommen, %, > 1. Dann gilt %’0 >Ry > 1 weil A€ (1) > A(r) ist.

Nach dem, was vorausgeht, ist 1 < <Al %é ) Die Stetigkeit des Spektral-
radius der Matrizen [73, Satz 3.16] fiir € — 0 gibt 1 <A < %,.

Ist Zy < 1, so ist %(()8) < 1 fiir € klein genug wegen der Stetigkeit des

Spektralradius. Nach den obigen Ausfiihrungen ist 1 > A(8) > %’(()8) und im
Grenzwert 1 > A > %,. O

Proposition 6.18. Es gelten die gleichen Annahmen und Notationen wie in
Proposition 6.3. Nehmen wir an, dass die Matrix €, die durch die Formel
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(6.16) gegeben ist, irreduzibel ist und dass die Matrizen A(t) nicht alle gleich
null sind. Ist Zo > 0, so ist Xy die einzige Zahl x > 0, sodass

p([A(T_I)JFB(T—l)}-[AiOHB(O)D =1 (629

x
gilt.

Beweis. Sei A(x) die linke Seite der Formel (6.29) und sei A (x) der Spektral-
radius der Matrix

@ (x) = subdiag (A(t) —|—B(t)) .

0<1<T—1 X

Wegen Proposition 6.10 ist A(x) = A(x)7. Angenommen, 0 < x; < x,. Dann
sind € (x1) > € (x2) und A (x1) > A (x2) (Proposition 3.21). Man beachte, dass
die Matrix % (x)) ebenfalls irreduzibel wegen der Aquivalenz
Aij(t)+Bj(t)>0& A’xjil(t) +B;j(t) >0

ist. Hitten wir A(x;) = A(x2), so hitten wir € (x;) = € (x2) (Proposi-
tion 3.22). Dies ist jedoch unmoglich, da die Matrizen A(z) nicht alle gleich
null sind. Daher ist A (x;) > A(x2). Die Funktionen x — A (x) und x — A(x)
sind also fiir alle x > O streng monoton fallend.

Sei Z#(x) die Reproduktivitdt, die mit den Matrizen (A(r)/x)o<i<r—1
und (B(t))o<i<T—1 verbunden ist. Wir haben Z(x) = %,/x. Insbesondere
ist Z(%y) = 1. GemiB Proposition 6.17 haben wir A (%) = 1 und damit
A%p) = 1.

O

6.4 Eine monotone Funktion

Proposition 6.19. Es gelten die gleichen Annahmen und Notationen wie
in Proposition 6.11. Angenommen, 1(t + 1) = M(t)I(t) fiir alle t > ty. Die
Anfangsbedingung I(to) ist ein nichtnegativer Vektor. Seien

w0k )
0= Tt X0 o))
und
wi(t+1)M; (1) M (1) v;(t)

PO=""00 0 2=
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Dann sind n(t) und o(t) Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die mit einer pe-
riodischen inhomogenen Markow-Kette verbunden sind:

n(t+1)=xn(@)P(t), o(t+1)=0()P(), o)=o0(+1)0().

Beweis. Anmerkung 6.14 zeigt

Zﬂk<t) =1.

k

Y on(r) =
k
Gleichungen (6.20) sind dquivalent zu

LR0=1, Y0 =
J J

Formel (6.21) ergibt

AuBerdem ist
) wi(t+1)M;;(z)
Lm0 ZM, <ro>> "I

= AH»lfto Zli(t)MJ (t)

B w,(t+1) (t+1) .
2w Y

Aus Gleichungen (6.20) folgen

. AR vi(t) wi(t) Wj(l‘—f'l)MjJ(l‘)
LR =L ) w2t
w 1)
:M]H FLvilt)
_w
= ) i)

= (Dj(l+ 1)

und

Zv,t—i—l wi(t+1) M; j(t)v;(z)

Z“" +1Qij(0) =2 oo AnGtD)

:7h<v(t0)7w(t0)>;w,-(t+1)M t
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Proposition 6.20. Ist die Funktion F : [0,+oo[— R konvex, so ist die Folge

t— Za)i(t)F (gig)

1

fiir alle t > to monoton fallend.

Beweis. Aus n(t+1) = n(¢)P(z) folgt

m(t+1) @;(1)Pi(1) ;(t)
F<w,»(t+1)>:F<Z o+ 1) wi(;))'

J

Aber o(r+1) = o(r) P(t) zeigt

Yy w;(1)Pi(t) _

7 wi(t+1) N

Die Konvexitit der Funktion F impliziert also
F(Y @ (1)F;i(1) 7)) y 0;(1)P;i(t) . ( 7 ( )> _
J w;(t+1) w./'(t) j w;(t+1) wj(t)
Nun ist die Matrix P(¢) stochastisch. Deshalb gilt

e (55) <xxemns (54

i

_ ‘ 7;(t)
‘?“’”“(w;@))' .

~
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Periodische Modelle in kontinuierlicher Zeit

Wir untersuchen das asymptotische Verhalten linearer periodi-
scher Systeme in kontinuierlicher Zeit mit verschiedenen Ty-
pen von infizierten Personen. Die Reproduktivitit % ist das
asymptotische Verhdltnis zwischen Neuinfektionen in zwei auf-
einander folgenden Generationen des Infektionsbaums. Eine be-
stimmte nichtnegative Funktion, die aus den mit der Wachstums-
rate verbundenen Eigenfunktionen konstruiert wird, ist monoton

fallend.

7.1 Die Reproduktivitit

In diesem Abschnitt ist die Periode T eine positive reelle Zahl.

1. Beispiel. Betrachten wir den Fall des Abschnitts 3.1 erneut, aber in einem
periodischen Rahmen. Sei m > 1 eine ganze Zahl. Sei A(¢) eine Funktion mit
Werten in m X m-Matrizen und mit

Vi, j, Aij(t) = 0.

Sei B(t) = (B, ;(t)) eine diagonale Matrixfunktion mit
Vj, Bjj(t) > 0.

Sei C(t) = (C; j(¢)) eine Matrixfunktion mit

Vi j, Cij(t) <0, Vj, Cj (t)=—Y Ci1).
i#j

Seien
D(t)=B(t)+C(t), M(t)=A(t)—D(t).
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Wir nehmen an, alle diese Matrixfunktionen sind 7T'-periodisch und stetig. Der
Vektor I(¢) der infizierten Population ist (in linearer Ndherung) eine Losung
des Systems

dil

ar
mit der Anfangsbedingung I(1), die zum Zeitpunkt #o (0 < #op < T) nicht-
negative Komponenten hat. Dann ist h(t) = A(z)I(¢) der Vektor der Neu-
infektionen pro Zeiteinheit. Angenommen, fiir das periodische System

M(t)I(t) (7.1)

dz

—=-D(t)Z

-~ D) 2()

mit der Anfangsbedingung Z(0) = .# (Einheitsmatrix) gilt
pz(T) < 1.

Mit anderen Worten verschwindet die infizierte Population, wenn es keine
Neuinfektionen gibt. Sei X(¢,s) die Losung des Systems

%(t,s) = —D(t)X2(¢,s) (7.2)

fir alle (¢,5) € R? mit X(s,5) = .. Es gilt
X(t,s) = Z(t) Z(s) ™! (7.3)

[15, Korollar 2.22].

Sei @(¢) die Losung des Systems (7.1) mit $(0) = .#. Die Losung I =0
des Systems (7.1) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn p(®(7T)) < 1 ist
[15, Satz 9.20]. Um diese Bedingung anders auszudriicken, werden wir den
Begriff der Reproduktivitit an den periodischen Fall anpassen.

Angenommen, die Ausgangspopulation zum Zeitpunkt #y gehort zur
Generation 0. Sei 1(")(r) die infizierte Population, die zum Zeitpunkt ¢ zur
Generation n gehort. Fiir alle ¢ > 7y und alle n > 0 sind

(0)
19(10) = I(10), %(z) =-—D1) 1), (7.4)
(n+1)
1D (19) = 0, dldt 1) =A@ I (&) = D) 1"V (1). (7.5)
Es gilt
Y 1 =1(r)
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fiir alle ¢ > (. Sei
W (8) = A(e) 1™ ()

der Vektor der Neuinfektionen pro Zeiteinheit durch die Generation n zum
Zeitpunkt 7.

Lemma 7.1. Fiir die Funktion h'") (1) gilt

h(n+l) (t) _ t—toy
0

K(t,x) A" (t — x) dx,

mit dem nichtnegativen Kern
K(t,x) =A(t)X(t,t —x).

Beweis. Die Matrix Z(¢) ist immer invertierbar [15, Proposition 2.26]. Durch
Ableitung der Beziehung Z(¢) Z(t)~! = .# erhalten wir

d _
sACORIEEF/0

Mit Gleichung (7.5) erhalten wir

4a
dt

L, dz

. Z(n)~ L.

(27 105 00)] = 200y % 200) 7 100 1) 4200 A1 1)

—Z(O)'D(O 1" (1)
=Z) " AT (1).
Wir integrieren zwischen ¢y und 7 :
t
Z) " @) = [ Z(s) " A®s) IW (s) ds.
fo

Somit ist

I<"+1>(t): tZ(t)Z(s)_lA(s)I<">(S)dS: t):(t,s)h(”)(s)ds.

fo Tp

SchlieBlich ist
1—10
R (1) = A1) / (1,1 — A" (1 — x) dx.
Jo
Die Elemente auferhalb der Diagonale der Matrix —D(¢) sind alle nicht-

negativ. Daher ist die Matrix X(¢,s) mit 7 > s nichtnegativ (Proposition 2.5).
Die Matrix K(¢,x) mitx > 0 ist ebenfalls nichtnegativ. O
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2. Beispiel Seim > 1 eine ganze Zahl. Seien A(z,x), B(t,x) und C(t,x) fiir
t € R und x > O stetige, T-periodische Funktionen in Bezug auf ¢, die Werte
in m x m-Matrizen nehmen. Angenommen, B(t,x) ist eine Diagonalmatrix.
Nehmen wir weiter an, dass fiir alle 1 < i, j < m,

A,‘)j(l‘,x) >0, Bj)j(l‘,X)}O, C,‘)j(l‘,x) <Ofﬁrallei7éj (7.6)

mit

ZC,;,j(t’x) =0.

l
fiir alle j gelten. Sei
D(t,x) = B(t,x) +C(t,x).

Fiihren wir die Matrixfunktion X(¢,s) so ein, dass

Jr
vt >, 5 = —D(t,t —s5)X(t,s), (71.7)
und X(s,s) = .# gelten, wobei .# die m x m-Einheitsmatrix ist. Angenom-
men, es gibt positive Konstanten ¢, § und y mit

Vi>s>0,Vx>0, [Arx)|<a und [[Z(r,5)]| <ye PO (7.8)

wobei || -|| eine Matrixnorm ist. Sei I;(¢,x) die Anzahl der Personen vom
Typ k (1 < k < m) zum Zeitpunkt ¢, die seit x Zeiteinheiten infiziert sind.
Nehmen wir an, I = (I1,...,I,) ist eine Losung des Systems von partiellen
Differentialgleichungen

dl  dI
Vx>0, Vt>0, ——+4+—=—+D(x)I(t,x)=0 7.9
x>0,V1>0, = 45 +D(t,x)1(1,x) =0, (7.9)
mit der Anfangsbedingung Iy(x) fiir alle x > 0 und mit der Randbedingung
~+oo
V>0, I(t,0)= A(t,x)I(t,x)dx. (7.10)
0

Der Einfachheit halber haben wir 7o = 0 angenommen. Sei 1" (z,x) die seit
x Zeiteinheiten infizierte Population, die zum Zeitpunkt # zur Generation n
gehort. Fiir sie gilt fiiralle > Ound x > 0

10 (0,x) =Ip(x),
19(,0) =0,
oI 570)

o (0)
o+ S =D )
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und firallen >0

n+1 ( ) 0
n+1 ) / l x)d
(9[(”+1) al (n+1)
o - _ (n+1)
pr + e D(t,x)I (t,x).

Mit diesen Definitionen ist

I(t,x)= Y 10(1,x)

n=0

tatsdchlich eine Losung des Systems (7.9)-(7.10) mit der Anfangsbedingung
Ip(x). Sei

A (1) = 171 (1,0).

Wir konnen wie im ersten Beispiel zeigen, dass fiir alle n > 0,

RHD( /Ktx —x)dx

mit dem Kern
K(t,x) =A(t,x) X(t,t — x) (7.11)

gilt. System (7.7) ist ein lineares und kooperatives Differentialsystem. Daher
ist die Matrix X(z,s) mit ¢ > s nichtnegativ (Proposition 2.5). Unter den
Hypothesen (7.6) ist die Matrix K(z,x) ebenfalls nichtnegativ.

Wenn die Matrizen A(z,x), B(¢,x) und C(¢,x) nicht von x abhingen (nen-
nen wir sie A(¢), B(¢) und C(¢)), dann ist

1) = /O T

die Losung des Systems

o =0 -DOII)

wie im 1. Beispiel. In der Tat ist wie in Anmerkung 3.15

dl te gl Eaalr’) § T
E:/o 8t( x)dx=— . o (t,x)dx— (t)/o I(t,x)dx

=1(¢,0)—D(t)I(t) =A(t)I(t) — D(t)I(z).
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Verallgemeinerung. Seim > 1 eine ganze Zahl. Ist w € R™ und ist M eine
m X m-Matrix, so setzen wir

m m
= 1 M| = M ;| .
ol = Y bl 001 = s 3 0

||IM]|1 ist die Matrixnorm, die der Vektornorm ||w/||; untergeordnet ist. Somit
gilt [|Mwl[y < [[M][1[lw]]1.

Definition 7.2. 2 ist der Banachraum der T-periodischen stetigen Funktio-
nen von R in R™ mit der Norm

||v|\m—0max vt =  max Z|v,

<t<T

Folgende Proposition ist analog zu Proposition 6.3.

Proposition 7.3. Sei K(t,x) eine nichtnegative m x m-Matrix, die eine stetige,
T-periodische Funktion in Bezug auf t ist. Nehmen wir weiter an, dass es
o > 0und B > 0 gibt, sodass fiir alle t und x > 0

IK(#,x) < ove™P

gilt. Istv € P, so gilt

oo T .
/0 K(t,x)v(t—x)dx:/o K(t,x)v(x)dx,

mit

Z K(t,t —x+qT) fiiralle 0<x<t,
4>0

ZK(t,t—x—i—qT) fiiralle t<x<T.

q=1



100

Beweis.

oo t
/ K(t,x)v(t—x)dx:./700K(t,t—y)v(y)dy

’ t —qT
= | Kei-noas+ T [ Kr=3)v0)dy
= [k 0ar+ ¥ [ K-yt grT0)ay
0 15070
= [ R K —yran) |0 v+ [ | T Koty +gm) | v(5)ay
0 lg>0 tolez

:/()Tl?(t,y)v(y)dy. O

Proposition 7.4. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir Proposition 7.3.
Sei & der Integraloperator

—+oo
(HV)(t) = K(t,x)v(t —x)dx (7.12)
0
auf dem Raum &2. Dann ist & ein kompakter Operator.
Beweis. Es gilt

1K (t,2) vt =) [ < [K @0l v =01 < ece™ P [[v]|o.

Die Stetigkeit der Funktion 7 —> (J#v)(t) ergibt sich also aus dem Stetig-
keitssatz durch dominierte Konvergenz [59, Satz 10.3.1]. Diese Funktion ist
T-periodisch. Auflerdem gelten

IGO0 < [ 1K 60— < 5wl
und a

B

o = < oo
8 v]le = max | (VO] < 5 v

Der Operator % ist also beschrinkt und

)

1 oo <

=™ R

wobei || £ || die Operatornorm im Raum .#(4?) der beschrinkten linearen
Operatoren auf & ist. Firalleve & und 0 <t < T gilt

(V) (1) = /0 "Rt v(x) dx,
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wobei K(r,x) wie in Proposition 7.3 ist. Fiir jedes (¢,x) € [0,7]? und jede
ganze Zahl g gilt

0 < ||K(t,t —x+qT)|| < oe PU=+aT) < gre=Pla=1T,
Die Funktion K (7, x) ist also stetig auf der Menge
{(0) € [0,T] % [0,7): 1 £}

und beschrinkt auf der Menge [0,T] x [0, T]. Daher ist K(,x) ein ,.schwach
singulédrer” Kern und der Integraloperator ¢ ist kompakt [45, Satz 2.22]. [

Definition 7.5. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir Proposition 7.3.
Die Reproduktivitit % ist der Spektralradius des Operators 7.

Proposition 7.6. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir Proposition 7.3.
Sei h") : [ty ; +-oo[— R™ fiir jede ganze Zahl n > 0 und jedes t > to, mit

1 —1
h(n+1)(t) — OK(t,x)h(n)(l‘*X) dx. (713)
0

() () — (n) .| 0 firalle to<t<T,
H" (1))=Y h\"(t+4T) mltqf{l firalle 0< 1<,

q9>qr

(7.14)

Erweitern wir die Funktion H" () durch Periodizitiit auf alle reellen Werte

von T. Dann gilt
HOD — )

fiir alle n > 0.

Der Vektor H"(t) ist der Vektor der Anzahl der Infektionen pro Zeit-
einheit durch die Generation n zum Zeitpunkt T modulo 7, d.h. zur Jahres-
zeit 7.

Beweis. Nehmen wir zunichst an, #g < 7 < T. Aus (7.13) und (7.14) folgt

T+qT 1o
HOHD (7) = Z/ K(7,2) W™ (T + ¢T —x) dx.
¢>070
Wenn wir die doppelte Summe umrechnen, erhalten wir

T—to+pT
H ()=} / Y K(7,2)h" (t+¢T —x)dx
p=07rT a=p

T+pT
+Z/ Y K(7,x) h'" (T4 qT —x) dx.
p=07 7 10HPT g=pa)
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Mit den Substitutionen y = x — pT und r = ¢ — p Kommen wir zu

T—I
H Z/ 0ZK(T7y+pT)h(”>(T+rT—y)dy (7.15)
p=0

r=0
/ Y K(z,y+pT)h" (z+rT—y)dy.  (1.16)
p>0 T=lo y>1

In den Integralen (7.15) ist 0 <y < T—1fp, alsofp < T—y <7< T.Inden
Integralen (7.16) unterscheiden wir den Fall 7 —#) <y < 7 (firden 0 < 7 —
y<togilt)vondemFall 1<y < T (firdentyg <7< T+ 71—y < T gilt). Mit
der Definition (7.14) von H' )( 7) kommen wir zu

T—1
H (1) = Z/ "K(t,y+pT)H™ (1 —y)dy
p=0 0
T

+) K(t,y+pT)H" (t—y)dy
p=0 Tl

/ K(t,y+pT)H"(T +1—y)dy.
p>0

Mit der Substitution ¢ = 7 —y erhalten wir
HHD( / K(t,0)H" (c)do (7.17)

mit K(7,6) wie in Proposition 7.3. Fiir 0 < 7 < 1 fiihrt eine vllig analoge
Berechnung ebenfalls zu Beziehung (7.17). Da wir H") () durch Periodizitit
auf beliebige 7 erweitert haben, gilt auerdem

~+oo
/ K(t,0) (0)do = K(7,x)H") (T —x)dx. O
0

Proposition 7.7. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir Proposition 7.3.
Man betrachte das Skalarprodukt auf dem Raum & :

mo T
)=y / wi(t) vi(t) dt
i=170
Fiir allev € &, sei
~+oo
(*v)(1) :/ YK (¢ +x,x) v(t +x) dx,
0

wobei 'K (t,x) die transponierte Matrix von K (t,x) ist. Dann gilt

Y(u,v) € P2, (Hu,v) = (u, ).
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Der Operator .#* ist die Transponierte des Operators .#". Er ist auch ein
kompakter Operator [26, § 2.5.2.3] und sein Spektralradius ist gleich dem des
Operators 7.

Beweis. Mitu € &2, Proposition 7.3 und dem Satz von Fubini erhalten wir

(Hu,v) = f‘{/; ./:w izq,,-(z,x) uj(t —x)dx vi(t) dt

m m T T _
= Z Z/ / K j(t,x)uj(x)dx vi(r)dt
i=1j=17/0 JO

m m T T _
_;;/0 /0 R j(t,x) vie) i uj(x) dx.

Das Integrationsintervall unterteilen wir in zwei Teile:

(S u,v) = //K,jtxv, )dt uj(x)dx
=1

1

+f2/0 / Roj(t,2) vilt) dt u;(x) dx

i=1j=1

m T X
:ZUZ]/O g/o Ki (1,0 —x+5T) vi(t) dt u;(x)dx

m m T
Yy

i=1j=1

T
Z/ Kij(t,t —x+sT)vi(t)dt uj(x)dx.

s=>07*

Die Substitution y = —x+s7, die Periodizitit von K (¢, x) in Bezug auf 7 und
die Hypothese v € & ergeben

(S u,v) = mi

i=1j=1

/ / Ki j(x+y,y)vi(x+y)dy u;(x)dx
J s>1
mom —x+(s+1)T
+ZZ/ / K j(x+y,y)vi(x+y)dt uj(x)dx
Jj=1 5s>0

i=1

m m 400
= Z/ A Ki j(x+y,y)vi(x+y)dy u;(x)dx

m T (4o m
- Z/ / Y Kij(x4y,y)vi(x+y)dy u;(x)dx. O
i=1
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Ein Operator heifit ,,stark positiv‘, wenn er zu jeder Funktion v # 0 mit
v 2 0 (d.h. vi(r) > 0 fiir alle i und alle ¢) eine Funktion assoziiert, deren
Komponenten positiv sind. Der folgende Korollar ist analog zu Korollar 6.4.

Korollar 7.8. Es gelten dieselben Annahmen wie in Proposition 7.6. Ange-
nommen, der Operator J¢ ist stark positiv. Sei

T +oo
g = [ IO @ ar= [ pO@hd. @1s)
Jio

Ist die Funktion h\%)(t) nicht identisch null, so gilt

gn+1)
g(n) noteo

0-

Die Zahl g(n) ist die Gesamtzahl der Infektionen durch die Generation n.

Beweis. Verwenden wir den Satz von Krein-Rutman (Satz 7.26). Der
Spektralradius des stark positiven kompakten Operators %" ist ein einfacher
Eigenwert mit einer Vektor-Eigenfunktion «(7) mit positiven Komponenten.
Dieser Eigenwert dominiert alle anderen Eigenwerte. Es existiert also eine
Konstante ¢ > 0 mit [|[H")(-)/(%0)" — cu(-)||e — O fiir n — 0. Deshalb
gelten

n T (n) T
und g(n+1)/g(n) — Zo. -

7.2 Differentialgleichungssysteme

Proposition 7.9. Seim > 1. Seien A(t), B(t) und C(t) Matrizen wie im ersten
Beispiel des Abschnitts 7.1. Sei D(t) = B(t) + C(t).

* Nehmen wir an, A # 0. Dann ist w(t) eine Eigenfunktion des transpo-
nierten Operators # *, die zum Eigenwert A gehort, genau dann, wenn
w # 0 eine T-periodische Losung des Systems

i (‘D(t) - tA;”) w(r) (7.19)

ist.

* Nehmen wir an, A = 0. Ist w(t) eine Eigenfunktion des Operators K *,
die zum Eigenwert A gehirt, so ist "A(t)w(t) = 0 fiir alle t.
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Beweis. Sei w(t) eine Eigenfunktion des Operators .#*, die zum Eigenwert
A gehort. GemaB Proposition 7.7 gilt

—+oo
'K (t+x,x) w(t +x)dx = Aw(t)
0

mit
K(t,x) =A(t)X(t,t —x)

(Lemma 7.1). Dies ergibt
o0
/ Xt +x,1) At +x)w(t +x)dx = Aw(t).
0

Leiten wir diese Gleichung ab:
e a t t
/‘ (45,0 Al )] w(r ) dx
0
ey t / dw
+/ (1) Al X)W () dr=A S
0

Integrieren wir das zweite Integral durch Teile:

e g 1
/0 o (‘B +x,0) At +x)] w(t +x)dx

- 0+w jx [‘E(t +x,1) At +x)| w(t +x)dx

+o0
+{TU+L0%O+ﬂw0+ﬂh —AE?
GemiB Formel (7.3) gilt X(¢ + x,¢) = Z(¢ +x)Z(¢)~!. Daher gelten (¢ +
x,t) — 0 fiir x — 400 und

./OM (i [t +x,1)] - % [T(H—x,tﬂ) YAt +x)w(t +x)dx
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Wir haben
%Z(er,t) Z(t4+x)Z() " —Z(t+x)Z(t) Z' () Z(t) !
= —D(t+x)Z(t+x)Z(t)"' + Z(t +x) Z(t) "' D(r)
—D(t+x)X(t +x,1) +X(t +x,¢) D(¢t),
%Z(er,t) =Z'(t+x)Z2(t)"!
(

—D(t+x)Z(t+x)Z(t) " = —=D(t +x) Z(t + x,1).

Also gelten

J J
und
t ey t t dw
D(t)/ B 4+-x,0) Al -+ 2w+ ) dx—A)w(r) = A
0

Daraus folgt
A'D()w(t) —'A(t)w(t) = Ail—v:.

Ist umgekehrt w(¢) eine T -periodische Losung des Systems (7.19) und ist
A #0, dann gilt

T+ DO =4l

Vs € R, l{
s

Wir multiplizieren auf der linken Seite mit 'X(s,?):
dw
A [ E(s,t)— y +'2(s5,2)'D(s)w(s )] = "(s,1) ' A(s)w(s).
s
Aus Gleichung (7.2) folgt

x% [ (s, )wis)] = £(s.1) Als)wis).

Wir integrieren zwischen ¢t und +-oo:
+
2 [—‘Z(s,t)w( ) _ / ¥ (s,1) A (s)w(s) ds

+
:/ Y(t4x,0) ' A(t +x)w(t +x)dx. O
0
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Die folgende Proposition verkniipft die fundamentale Losung eines Sys-
tems mit der seiner Adjungierten [75, S. 127].

Proposition 7.10. Sei P: R — R™*"™ eine stetige Funktion. Seien X (t) und
Y (¢) die Losungen der Systeme

dx a
o =POX(), So=—P)Y(), (7.20)

mit den Anfangsbedingungen X (0) = .# und Y (0) = .#. Dann gilt

1

X@)=[Y0)]
fiir allet e R.
Beweis. Sei Z(t) = X(t)'Y (t). Dann gilt

az _ d—X‘Y(t +X (1 ‘[dY}
dt dt t
=P()X(1)'Y (1) =X (1) 'Y (t)P(1)
=P(t)Z(t)—Z(t) P(t).

Die Funktion Z(t) ist also eine Losung dieser Differentialgleichung und
Z(0) = .. Fiir dieses Problem gibt es genau eine Losung. Offensichtlich ist
# auch eine Losung. Daher ist Z(1) = 7 fiiraller € R. O

Proposition 7.11. Es gelten dieselben Annahmen wie in Proposition 7.9. Sei
M(t) = A(t) — D(¢). Fiir alle A > 0, sei ®(t;1) die Lisung des periodischen
Systems

G~ AW/ - DOIX () (721)

mit der Anfangsbedingung X (0) = .#. Sei r(A) der Spektralradius der Ma-
trix ®(T; A). Dann gelten:

* Die Funktion A — r(A) ist fiir alle & > 0 monoton fallend;

o Ist Zo > 0 und ist die Matrix M(0) irreduzibel, so ist %, die einzige
Losung der Gleichung r(A) = 1 mit 1 > 0.

Beweis. Sei

M, (1) =A(t)/A —D(1).
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Die Koeffizienten auBerhalb der Diagonale der Matrix M (¢) sind nicht-
negativ. Wenden wir Proposition 2.5 mit jeden der Einheitsvektoren

(0,...,0,1,0,...,0)

als Anfangsbedingung an, so hat die Matrix ®(z; A1) nichtnegative Koeffizien-
ten fiir alle t > 1.

Wir nehmen an, 0 < A; < A,. Sei v € R \ {0}. Sei X;(r) die Losung
des Systems (7.21) mit A = A; und mit der Anfangsbedingung X;(0) = v.
Analog dazu sei X, (¢) die Losung des Systems (7.21) mit A = A, und mit der
Anfangsbedingung v. Fiir alle 7 > 1y gelten X;(¢) = ®(t;A1)v € (R+)™ und
Xa(t) = ®(t;A42)v € (R4)™. Dariiber hinaus sind

%ZM;L](I))QEM;LZ(I)X], @ZM;Lz(I)Xz
t dt
und X (0) = X»(0). Gemi Korollar 2.6 ist X; (¢) > X»(¢) fiir alle > 0. Wenn
wir dies auf Einheitsvektoren anwenden, erhalten wir die Ungleichung zwi-
schen nichtnegativen Matrizen

Vi =1, PA) = P(A).

Insbesondere ist ®(T;A;) > P(T;A,). Aus Proposition 3.21 folgt r(A;) >
r(A2)

Nehmen wir an, % > 0 und die Matrix M(0) sei irreduzibel. GemiB dem
schwachen Satz von Krein-Rutman (Satz 7.27) existiert eine Funktion w € &2
mit w # 0 und w(t) > 0 fiir jedes ¢ € R, sodass £ *w = Zow gilt. Gemih

Proposition 7.9 ist
dw ) 'A(r)
T (D(t) - w(t) (7.22)

fiir alle 7 € R mit A = %. Sei ¥(£;1) die Losung dieses Systems mit der
Anfangsbedingung .# zum Zeitpunkt ¢ = 0. Dann ist

p(¥(T: %)) =1

wegen Proposition 7.25. Aber dieses System ist der Adjungierte des Systems
(7.21) mit A = Z,. Deshalb gelten

D(T; %) = [“I‘(T;z%"o)]’1
(Proposition 7.10) und

1 1
(o) = (T 0)) = Srg Ty ~ p@Td))
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Um zu zeigen, dass %, die einzige Losung der Gleichung r(A) = 1 ist,
fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gilte 0 < 4; < A,
und r(A1) =r(A2) = 1. Da die Funktion A — r(A) monoton fallend ist, haben
wir r(A) = 1 fiir alle A € [A;; A;]. Deshalb gilt

VA€ dl, p(R(T:A)) = 1/p(®(T:A)) = 1/r(A) = 1.

Da die Matrix M(0) irreduzibel ist, zeigt Proposition 7.25, dass es eine
T-periodische Losung X) : R — R™ des Systems (7.22) mit X(*) = 0 und
XA (¢) > 0 fiir alle € R gibt. Mit Proposition 7.9 leiten wir ab, dass X %) (r)
eine Eigenfunktion des Operators ¢ * ist, die zum Eigenwert A gehért, dies
fiir alle A € [A;; A;]. Dies ist unmoglich, weil die Menge der Eigenwerte des
kompakten Operators 2 endlich oder abzéhlbar ist [20, Satz VI.8]. O

Anmerkung 7.12. Diese Proposition bietet eine praktische Methode zur Be-
rechnung der Reproduktivitit %y. Es geniigt, eine Software wie Scilab zur
Berechnung von (1) und eine dichotomische Methode zur Lsung der Glei-
chung r(A) = 1 zu verwenden.

Korollar 7.13. Es gelten dieselben Annahmen mit einer irreduziblen Matrix
M(0).

A > Ry genau dann, wenn r(A) < 1;

A = %y genau dann, wenn r(A) = 1;

A < %y genau dann, wenn r(A) > 1.
Im Besonderen,

Ry < 1 genau dann, wenn r(1) < 1;

o = 1 genau dann, wenn r(1) =1 ;

o > 1 genau dann, wenn r(1) > 1.

Sonderfall. Seien a(¢) und b(t) positive T-periodische Skalarfunktionen.
Betrachten wir das Modell
dI
— =la(t)—b(t)|I(t
L = lale) — b)),

wobei a(t)I(t) wiederum die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit ist,
mit der Anfangsbedingung I(#y). Dies ist nur ein Sonderfall des ersten Bei-
spiels aus dem vorherigen Abschnitt. Es gilt

K(t,x) = a(t) exp (—/ttxb(s) ds) . (7.23)
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Proposition 7.14. Ist m = 1 und ist der Kern K(t,x) durch Formel (7.23)

gegeben, so sind die Eigenwerte des Operators K
a

—, nEZ

b+2nin/T ’

mit
oL ds, b ! Tb d
a—?/o a(s)ds, —?/0 (s)ds.

Der Spektralradius ist
Ho=alb. (7.24)

Die Eigenfunktionen des Operators ¢, die zum Spektralradius %y gehoren,
sind proportional zu

ity =exp (= ['lals)/ 80 - b5} ).

Beweis. Sei w(t) eine Eigenfunktion des Operators J¢*, die zum Eigenwert
A gehort. GemiB Proposition 7.9 ist A # 0, denn sonst hétten wir a(f)w(t) =0
fiir alle ¢, was w(t) = O fiir alle 7 implizieren wiirde, da die Funktion a(z)
positiv ist. Aulerdem gilt

Z—V: = <b(t) — a;”) w(t).

w(r) = w(0) exp ( /0 la(s) /A — b(s)]ds> .

Diese Funktion ist genau dann T-periodisch, wenn w(0) = w(T) ist, d.h.
wenn

Dann ist

T
/ la(s) /A — b(s)|ds = 2nin
0
mit n € Z gilt. Dies ergibt

2, = #.
b+2nin/T
Da der Betrag dieses Eigenwerts

a

b2+ (2nm/T)?

ist, entspricht der Spektralradius n = 0. 0
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Anmerkung 7.15. Die Eigenwerte liegen alle in der komplexen Ebene auf
dem Kreis mit dem Durchmesser OM, wobei O der Ursprung ist, M die Ko-
ordinaten (%,0) hat, und %y durch Formel (7.24) gegeben ist (Abb. 7.1).
Wenn némlich |- | den Betrag einer komplexen Zahl bezeichnet, dann ist

a a

b+2nin/T  2b|

2ab—a(b+2nin/T) ‘ a

2b(b+2nin/T) | 2b

b—2nin/T| a
b+2nin/T| 2b
Die Eigenwerte bilden eine Folge, die gegen 0 konvergiert, wie es bei kom-
pakten Operatoren oft der Fall ist [20, Satz VI.8]. Die Epidemieschwelle

(%o > 1) hingt in diesem Fall nur von den Mittelwerten der Funktionen a(r)
und b(z) ab.

Ry

Abbildung 7.1: Die Eigenwerte des Operators % * in der komplexen Zahlenebene.

Proposition 7.16. Es gelten dieselben Annahmen. Die Eigenfunktionen des
Operators ', die zum Spektralradius % gehiren, sind proportional zu

u(t) = a(t) exp ( /0 "lals) /%0 — b(s)]ds) .

Beweis. Leiten wir die Gleichung fiir einen Eigenwert A # 0 ab:

a(r) /O+wexp (— /tl b(s) ds) u(t—x)dx=2Au(t).

—X
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Daraus folgt
oo t
Al (1) = d (1) / e H-sb S 1 (1 — ) dx
0
+oo "
—|—a(t)/ e hxPOds (1 — ) dx
0
to
+alr) / e Kb [(r — x) — (1) u(t — x) dx
0

Integrieren wir den zweiten Term der rechten Seite durch Teile:

Tt [ bt —ne B )

—af(r) [e_-/}lfxb(s)ds u(t — x)}

Au'(t)=d(t)

~+oo

0
vale) [T IO [ o) s )

d (1)
alt)

Diese Gleichung kann auch wie folgt geschrieben werden

Au(t)—b(t) Au(t)+a(t)u(r)

= —b(t)—i—?.

Eine Integration fiihrt zu
! 1 t
u(t) =calt) exp <—/ b(s)ds+ I/ a(s) ds) , (7.25)
0 0

wobei ¢ eine Konstante ist. Die so erhaltene Funktion u(r) ist T-periodisch,
wenn u(0) = u(T) ist, d. h. fiir

A =a/(b+2nin/T). O

Proposition 7.17. Ist m = 1 und ist 1" (t) die Losung des Systems (7.4)-(7.5),

so gilt fiir alle n > O und t > to,
t n
/ a(s)ds) I(19).
fo

1 (r) = exp (— /totb(S) ds) ,:! (
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Beweis. Es gelten

190 =100). 40 = ~bi0) 1)

d[(n+1)

1D () =0
(to) =0, —

(£) = a() 1™ (1) =b()) 1"+ (r).

Die Formel in der Proposition gilt also fiir n = 0. Durch vollstindige Induk-
tion nehmen wir an, dass die Formel fiir n wahr ist. Wir haben im Beweis des
Lemmas 7.1 gesehen, dass

170 (1) = /Ir exp (— /stb(u)du) a(s) 1" (s)ds

0

gilt. Wir erhalten ein Integral, das wir explizit berechnen kénnen:

101 () = exp <_ /t:b(u> du) /I:a(s) (./t:a<u)d”>n ds I%))

— exp (‘. /t:b(u) du) ( /t:a(u)du>n+1 : rﬁol))!. 0

Anmerkung 7.18. Die Theorie der positiven Operatoren und Proposition 7.6
zeigen, dass

© w
H(n>(1) n_}/\;m(%o) ijOH ( glw t; )dl‘

ist, wobei die Eigenfunktion u# durch Proposition 7.16 und die Eigen-
funktion w durch Proposition 7.14 gegeben sind. Da aber

19(1) = exp (

u(7) (7.26)

tb(s)ds) I(to)

fo

ist, erhalten wir leicht
HO (1) = (8,) (1) 1(10),

wobei gto die T-periodische Erweiterung des Diracmafles im Punkt 7 = # ist.
Deshalb ist

T T ~
/0 w(t)HO (1) dr = /0 (W) (1) 8 (1) dt 1(to) = Fow(to) 1(1o).
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Zusammenfassend zeigt Formel (7.26)

a(%) exp ( [Fla(t)/ o —b(1)] di
HO() o (o)™ ( fOTa(t)dtO )

1(to)

was

2n) ~ () foTa(T) exp (ﬁg[a(t)/ﬁo —b(t)]dt> dt

I 7.27
s oo fOTa(T)dT (IO) ( )

ergibt. Dieses letzte asymptotische Ergebnis konnen wir in numerischen Bei-
spielen iiberpriifen: Es geniigt, die Formel fiir /(") (¢) aus der vorhergehenden
Proposition zu verwenden und sich daran zu erinnern, dass

s = [ a1 ()t

ist.

7.3 Wachstumsrate

Proposition 7.19. Es gelten dieselben Annahmen wie in Proposition 7.3. Fiir
jedes £ > —PB, sei #; der beschriinkte lineare Operator auf dem Raum 2,
definiert durch

() (1) = /O T e K () v{t —x) di.

Sei p(¢) der Spektralradius dieses Operators. Angenommen, es gibt ein £y >
—PB, sodass p(£y) > 1 ist. Dann gibt es genau ein A > —f, sodass p(A) =1
gilt.

Diese Zahl A heiBt die Wachstumsrate.

Beweis. Wie in Proposition 7.4 konnen wir zeigen, dass der Operator %,
kompakt ist und dass

Koo € 57— 7.28

gilt.

Monotonie der Funktion s — p({). Die Komponenten der Matrix K (#,x)
sind nichtnegativ, also ist auch der Operator %} nichtnegativ: Sind v; > O fiir



Kapitel 7 115

alle i, was wir mit v > 0 bezeichnen, so ist £v > 0. Ist auBerdem ¢ < /5,
so ist %}, > #;,. Die Monotonie des Spektralradius fiir nichtnegative und
kompakte Operatoren zeigt, dass die Funktion £ — p(£) monoton fallend ist
[89, Proposition 3].

Stetigkeit der Funktion { — p(¢). Die Funktion ¢ — .%; von | — 3, +oo[ in
Z(DP) ist stetig:

+o0
| = ol < max [ e e K ) dx
0

0<e<T

r 400 ,
< OC/ le ™ —e e Prax — 0.
JOo 0 —0
Der Spektralradius ist eine stetige Funktion auf dem Raum der kompakten
linearen Operatoren [28]. Daher ist die Funktion £ — p(£) auch stetig.

Existenz von A. Die Ungleichung (7.28) zeigt, dass |||l — O fiir
{ — +oo gilt. Da p(¢) < || #)]| ist [26, §2.3.3], gilt auch p(¢) — O fiir
§ — +oo. Aus der Stetigkeit von £ — p(¢) und der Hypothese p(¢y) > 1 folgt,
dass es A > £ gibt, sodass p(A) = 1 ist.

Logarithmische Konvexitit der Funktion { — p(¢). Angenommen, —f§ <
l1 < £p und
C=rli+(1—=r)ty

mit 0 < r < 1. Zeigen wir

p(0) <p(t) p(62)' "

Dank der Stetigkeit des Spektralradius auf dem Raum der kompakten linearen
Operatoren und unter Beriicksichtigung des mit dem modifizierten Kern

Ki(t,x) = K; j(t,x) + ge Bx

verbundenen Operators, reicht es aus, die logarithmische Konvexitit mit der
zusdtzlichen Annahme zu beweisen, dass %} stark positiv ist. Gemél dem
Satz von Krein-Rutman gibt es positive Eigenfunktionen v(!)(r) und v (1)
der Operatoren %, und J%,, die zu den Eigenwerten p(¢;) und p(¢>) geho-
ren. Sei
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Gemil der diskreten Version der Holderschen Ungleichung [59, Korol-
lar 8.3.17] mit p=1/rund g =1/(1 —r) gilt

(%W)i(t) — A+”Ze*5xKi7j(t,x) wj(t _)C)dx
J
= A+WZ{ [eiélxKiJ‘(l‘,x) V§>1>(l‘ —x)} r
J

1-r
X [efezxKiyj(t,x) VE-Z) (¢ —x)] }dx
oo '
< [zeWKf,m,x)vj."(r—x)]
0 "
j

1—r

X dx.

Y e 2K (r,x) v (1 —x)
J

Gemifl der kontinuierlichen Version der Holderschen Ungleichung [20,
Satz IV.6] gilt

o o0

(Hw)i(r) < {/0 [z.ew@,-a,x) v§-”<t—x>] dx}

I—r
X {/O+ lgefle(i7j(t,x) vﬁz)(t—x)] dx} .

Daraus folgt
1—r

)0 < [p(e)vV 0] [pev@ @] = p0) p(e2) " wito).

SchlieBlich zeigt [29, Satz 2.4] (obere Schranke von Collatz und Wielandt),
dass p(£) < p (1) p(£2)' 7 gilt.

Eindeutigkeit von A. Angenommen, es gibt A} < A mit p(4;) =p(A) =
1. Da die Funktion ¢ — p (¢) monoton fallend und (log-)konvex ist, haben wir
p(¢) =1fiiralle £ > A,. Dies widerspricht p (¢) — O fiir £ — +oo. Es gibt also
genau ein A > —f3, sodass p(A) = 1 ist. O

Korollar 7.20. Es gelten dieselben Annahmen. Sei %y = p(0). Dann gilt:

A > 0 genau dann, wenn % > 1 ist;
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A = 0 genau dann, wenn % = 1 ist;
A < 0 genau dann, wenn % < 1 ist.

Beweis. Wir haben in dem Beweis von Proposition 7.19 gesehen, dass die
Funktion ¢ — p(A) entweder streng monoton fallend auf dem Intervall
] = B 4o oder streng monoton fallend auf einem Intervall | — 5 Ag[ mit
p(A) =0 fiir alle £ > A ist. Nun sind p(1) = 1 und %y = p(0). Daraus
ergibt sich das Korollar. O

Anmerkung 7.21. Sind m = 1 und der Kern K(¢,x) durch Formel (7.23) ge-
geben, so konnen wir mit der Gleichung

+o0
/0 e MK (1,2) v(t —x) dx = v(1)

wie bei dem Beweis der Proposition 7.16 zeigen, dass

V(1) = ca(t) e—lt—_/éb(s)dsfﬂ;a(s)ds

ist. Diese Funktion ist nichtnegativ und T-periodisch genau dann, wenn ¢ > 0
und

1 /T 1 (T
l:f/o a(t)dt—?/o b(r)dt (7.29)

gelten.

7.4 Eine monotone Funktion

Nehmen wir das 2. Beispiel aus dem Abschnitt 7.1. Seien 'A(¢,x), 'B(¢,x) und
'K (¢,x) die transponierten Matrizen der Matrizen A(¢,x), B(¢,x) und K(z,x).

Proposition 7.22. Es gibt genau ein Tripel (A,v,w), das eine Lisung des
folgenden dualen Eigenwertproblems ist:

%(t,x) + %(t,x) +Av(t,x)+B@t,x)v(t,x) =0, Vt, Vx>0, (7.30)

~+oo
v(1,0) = /0 A1) v(t,%) dx (7.31)

T ftoo
v(t+T,x) =v(t,x), v(t,x) =0, Z/ / vi(t,x)dxdt =1,
= Jo Jo
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_ %V(WC) - ,T;V(t,x) +Aw(t,x) +B(t,x) w(t,x) = "A(r,x) w(t,0) ,

(1.32)
o0
w(t+T,x) =w(t,x), wt,x)=0, Z/o vi(t,x)w;i(t,x)dx=1.

Beweis. Schreiben wir als Zv = A v Gleichung (7.30) und als Z*w = Aw
Gleichung (7.32). Eine Integration durch Teile ergibt

_ / /*“’ ﬁavtv 9: tB(t,x)w>dxdt— /OT[(v(t,x),w(t,x)>r:+mdt

x=0

_/ /+°° 7‘?: ‘9;” tB(t,x)w>dxdt+/0T<V(l,0),W(t70)>dt
_/ /+w 7?;:—f—a—w—tB(t,)c)w)dxdt
+/0 /()+w<A(t,x)v(t,x),w(t,O))dxdt

(Tt 9w dw )
7/0/0 (3 S+ 2 = B, w(,2) + A, x)w(r,0)) d dr

T oo
:/ / (v, L*w)ydx dr.
0 Jo

Gleichungen (7.30)-(7.31) einerseits und (7.32) andererseits reduzieren sich
auf die dualen Eigenwertprobleme

~+oo
v(t,0) :/ e M K(t,x)v(t —x,0) dx ,
0

—+oo
w(t,0) :/ e M K (t+x,x) w(t +x,0) dx,
0

deren Eigenschaften sich aus Proposition 7.19 und dem Satz von Krein-
Rutman ergeben. O

Die folgende Proposition ist das zeitkontinuierliche Analogon der Propo-
sition 6.20.

Proposition 7.23. Sei F : R — R eine konvexe Funktion. Nehmen wir an,
dass 1(t,x) eine Losung des Systems (7.9)-(7.10) ist. Sei

e (t.x e—lt
:Z/O+ wi(t,x)vi(t,x)F (%) dx. (7.33)
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Dann ist % < 0 fiir alle t > 0.
Beweis. Seien

Ai,j(t,x)vj(t,x)

Ij(t,x) e M
Vi(tvo) ’ .

Vi (60) (739

Wi j(t,x) = Q;(t,x) =

Zeigen wir

d;_zw,;owo{ (/ Z[,L,J(dex> /*“’Zuz] (9))d }

+Z/O wiBi jvi {F(¢;) = F (@) + (@i — @;)F'(¢;) }dx,  (71.35)
i,

wobei wir der Einfachheit halber nicht wiederholen, dass die Funktionen von
(t,x) abhingen. In der Tat ist die Ableitung der Funktion (7.33)

dF Fee 8wi dv; Iie_’lt
— = ——Vitwi—=-|F
dt Z,’/o {[8tv+w ar} ( Vi )
Le )\ [dL I dv;] e ™
R A N e B A .
twivi < Vi > {81 A ! Vi al:| Vi }dx
Ersetzen wir d1;/dt, dv;/dt und dw;/dr durch (7.9), (7.30) und (7.32), so
erhalten wir fiir % den Ausdruck
Foo ow; Le M
' A i i t 0 Jii i F '
Z/ {l +Aw+ ijj ij v (W)
8vl (I,e"“)
F
Ox Vi
I e—/lt —At
_Wl'V,'F ( Vi ) [ ZB,]1‘| v;

I L Al
iVi v Vi

e—)tt
+Y B;iv; dx .
ox Z i Vi
Fiihren wir die Notation ¢; von (7.34) ein, gruppieren wir die Terme, die Ab-
leitungen nach x enthalten, auf der einen Seite und Terme, die B; ; enthalten,

+7Lv,+ZB,]v]
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auf der anderen Seite und tauschen wir die Indizes i und j in den Summen,
die B;; und A;; enthalten, so erhalten wir

ﬁ__z/wi[ viF (¢)]d _Z i(t,0) +°°AH F(o;)d
dt o =~ Jo ox wivit (@ x ..WZ ’ 0 Vit (@j)ax
+Z/ wiBijv;{F(9;)—F(¢;)+ (¢ — ¢;)F'(¢;) } dx .

Integrieren wir das erste Integral, so ist

@ =L il1,0)(4,0) {F(«p,-(t,o)) /;w; f(t’vo’) F(%)dx}

+Z/ Wsz]V] {F (pj (Pz ((P (Pj (Pl }dx

Dies fiihrt zu Gleichung (7.35), wenn wir die Randbedingung (7.10) beriick-
sichtigen:

Feo it x) Ii(t,x)e M
. lj J\"»
¢i(1,0) = vi(t, O / Z vi(t v;(t,x) dx

Kehren wir zum Beweis zuriick. Jensens Ungleichung [21, S. 301] mit

£ ()

und ihre diskrete Version zeigen

e to (YW
F / i i Qidx g/ F(J - i 7 dx
o0
</ Y wijF(e
07

Die erste Zeile der Gleichung (7.35) ist also nichtpositiv. Die zweite Zeile
ist ebenfalls nichtpositiv, weil der Term mit i = j gleich null ist und weil
fiir alle i # j die Konvexitidt von F zeigt, dass der Ausdruck innerhalb der
geschweiften Klammern nichtnegativ ist, wihrend B; ; <0, w; > Oundv; >0
sind. Deshalb ist £Z < 0. O
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Proposition 7.24. Sei I(t,x) die Lisung von (7.9)-(7.10) mit der Anfangs-
bedingung 1(0,x). Sei

c= ;/O+mlk(0,x) wy(0,x) dx.

Dann gilt
.+()Q l
Z/ }Ik(t,x) e t—cvk(t,x)‘ wi(t,x)dx — 0. (7.36)
7 J0 t—r+-o0

Beweis. Wir bemerken, dass
L(t,x) — cvi(t,x) e

auch eine Losung der linearen Gleichungen (7.9)-(7.10) ist. Wenden wir Pro-
position 7.23 auf diese Losung mit der konvexen Funktion F(x) = |x| an, so
erhalten wir, dass .7 (¢), die linke Seite von (7.36), mit der Zeit ¢ abnimmt
und somit gegen einen Grenzwert £ konvergiert. Die Tatsache, dass ¢ = 0 ist,
folgt aus dhnlichen Argumenten wie in [57, S. 1259]. O

7.5 Anhang: periodische kooperative Systeme

Proposition 7.25. Sei m > 2 eine ganze Zahl, M : R — R™™ eine stetige
T-periodische Funktion mit

Vi# j,VteR, M (t)>0.

Angenommen, die Matrix M(0) ist irreduzibel. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent:

(i) Es gibt eine T-periodische Losung X : R — R™ des Systems

ax _ M(t)X
dr ’

die nicht identisch null ist, sodass X (t) > 0 fiir alle t € R gilt.

(ii) Fiir die Losung ®(t) desselben Systems mit der Anfangsbedingung
P(0) = .7 gilt

p(@(T)) = 1.
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Beweis. Da die Matrix M(0) irreduzibel ist, sind alle Komponenten der Ma-
trix @(r) positiv fiir alle 7 > 0 (Proposition 2.8).

Nehmen wir (i) an. Da X(0) = X(7T) ist, gilt ®(T)X(T) = &(T)X(0) =
X(T).Nunsind X(T') > 0und X (T) # 0. Daher ist X (T') ein positiver Eigen-
vektor der Matrix ®(7'), die irreduzibel ist. Proposition 3.20 zeigt, dass der
entsprechende Eigenwert, ndmlich 1, der Spektralradius ist.

Nehmen wir nun (ii) an. Unter Beriicksichtigung des Perron-Frobenius-
Satzes gibt es einen Vektor v mit positiven Komponenten, sodass

O(T)v=p((T))v=v

gilt. Sei X (¢) = ®(¢)v. Die Komponenten von X (#) sind fiir alle 7 > 0 positiv.
Dariiber hinaus sind

dX do
= v =MO@@v=M0)X(0)

und X(7) = ®(T)v=v=P(0)v = X(0). Daher ist X (¢) T-periodisch.  [J

7.6 Anhang: Satz von Krein-Rutman

Fiir den Beweis der folgenden zwei Sitze, siehe [27, S. 221].

Satz 7.26. (Satz von Krein-Rutman). Sei X ein reeller Banachraum. Sei C C X
eine geschlossene Teilmenge, deren Inneres C # & ist. Angenommen,

i o0ecC;

(i) VueC,WweC Va>0,YB >0, au+pveC;

(iii) ueCund —ucC=u=0;

(iv) X=C-C.

Sei # € £ (X) ein kompakter und stark positiver Operator:
vueC\{0}, #ueC.

Dann ist der Spektralradius p(#) ein einfacher Eigenwert von J# und es
gibt einen zugehorigen Eigenvektor in C. Der Betrag aller anderen Eigen-
werte ist kleiner als p(%).

Satz 7.27. (Satz von Krein-Rutman, schwache Version). Sei X ein reeller Ba-
nachraum. Sei C C X eine geschlossene Teilmenge, welche die Bedingungen
(i), (ii), (iii) und (iv) des vorherigen Satzes erfiillt. Sei # € £ (X) ein kom-
pakter Operator mit p(£") > 0. Dann gibt es ein u € C, sodass u # 0 und
Hu=p (K )u gelten.



Kapitel 8

Eine vektoriibertragene Krankheit mit saisonaler
Abhéngigkeit

Die kutane Leishmaniose ist eine Krankheit, die durch Sand-
miicken iibertragen wird. In diesem Kapitel stellen wir ein mathe-
matisches Modell vor, das die Saisonalitiit der Vektorpopulation
und die Verteilung der Inkubationszeit beim Menschen beriick-
sichtigt. Wir passen die Parameter an Daten aus der Provinz
Chichaoua in Marokko an. Numerisch finden wir % ~ 1,9. Das
Modell legt nahe, dass die Epidemie aufhoren wiirde, wenn die
Vektorpopulation durch (%o)* geteilt wiirde. Gerade in dieser
Studie haben wir die Verallgemeinerung der Definition der Re-
produktivitit X fiir periodische Umgebungen vorgeschlagen.

8.1 Eine Leishmaniose-Epidemie in Marokko

Die Leishmaniose ist ein Komplex von durch Vektoren iibertragenen Krank-
heiten, die durch Protozoen der Gattung Leishmania verursacht werden. Der
Stich von weiblichen Sandmiicken iibertrdgt den Parasit auf den Menschen.
Die Krankheit ist in vielen Teilen Afrikas, Stidamerikas, Mittelamerikas, Siid-
europas, Asiens und des Nahen Ostens endemisch. Aus epidemiologischer
Sicht gibt es vier Hauptformen der Leishmaniose, je nachdem, ob es sich um
eine viszerale oder kutane Leishmaniose handelt und ob die Ubertragung zo-
onotisch oder anthroponotisch ist. Bei den anthroponotischen Formen ist der
Mensch die einzige Infektionsquelle fiir die Sandmiicken. In zoonotischen
Ubertragungszyklen sind Tiere Reservoire, welche die Parasiten behalten und
verbreiten. Jedes Jahr gibt es weltweit etwa 500.000 neue Félle von viszeraler
Leishmaniose und 1 bis 1,5 Millionen Fille von kutaner Leishmaniose. Die
viszerale Leishmaniose verldauft unbehandelt tédlich. Die kutane Leishmanio-
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se heilt in der Regel von selbst, kann aber entstellende Narben hinterlassen.

Nach Angaben des marokkanischen Gesundheitsministeriums [58] war
die kutane anthroponotische Leishmaniose durch Leishmania tropica in den
frithen 2000er Jahren eine neu auftretende Krankheit in der Provinz Chi-
chaoua: 1877 Fille wurden zwischen Anfang 2000 und Ende 2004 offiziell
gemeldet. Abbildung 8.1 zeigt die monatliche Entwicklung der Zahl der ge-
meldeten Fille in der Stadt Imintanoute, die etwa 80 % der Fille in der Pro-
vinz ausmachte, zwischen Anfang 2001 und Ende 2004. Im Jahr 2000 wurden
einige Fille (insgesamt 43) beobachtet, aber ein detaillierter monatlicher Be-
richt liegt nicht vor.

180

1601
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1001
80 |

60 |
40 |

2001 2002 2003 2004

Abbildung 8.1: Monatliche Anzahl der gemeldeten Fille von kutaner Leishmanio-
se in Imintanoute in der Provinz Chichaoua in Marokko zwischen 2001 und 2004
[Treppenfunktion]. Population von Phlebotomus sergenti, gemif3 Souad Guernaoui
[kleine Kreise, Mafstab nicht aufgetragen].

Eine Feldstudie ergab, dass Sandmiicken der Art Phlebotomus sergenti fiir
die Ubertragung verantwortlich waren und dass die Ubertragung anthropo-
notisch war: Bei diesem speziellen Ausbruch wurde kein tierisches Reservoir
wie etwa Hunde festgestellt. Abbildung 8.1 zeigt auch Schétzungen der Popu-
lation von Phlebotomus sergenti, die mit Fallen ein- oder zweimal pro Monat
von Juni 2002 bis Dezember 2003 erhalten wurden. Die Vektorpopulation
sinkt zwischen Dezember und Mai auf null. Dies ist auf den besonderen
Lebenszyklus der Sandmiicken in dieser Region zuriickzufiihren: In diesen
Monaten tiberleben nur Eier und Larven, die im Boden versteckt sind. Wenn
die Temperatur zu Beginn jedes Sommers steigt, verwandeln sich die Lar-



Kapitel 8 125

ven in fliegende Adulti. Die Metamorphose endet, wenn die kalte Jahreszeit
zuriickkehrt.

Ziel dieses Kapitels ist es, ein mathematisches Modell dieser Epidemie zu
entwickeln, bestimmte Parameter des Ubertragungszyklus zu schitzen und
die Reproduktivitit %, abzuschitzen, die den zur Eindimmung der Epide-
mie erforderlichen Aufwand misst. Es ist diese spezielle Studie, die zu einer
neuen Definition der Reproduktivitit % in einer periodischen Umgebung als
Spektralradius eines Integraloperators (Definition 7.5) und zur expliziten For-
mel im besonderen Fall von Proposition 7.14 fiihrte.

Bei dem Modell sind zwei Punkte hervorzuheben. Erstens gibt es sehr
starke saisonale Schwankungen in der Vektorpopulation. Die einfachsten Mo-
delle erhalten wir, wenn wir annehmen, dass die Vektorpopulation periodisch
mit einer Periode von einem Jahr ist. Zweitens gibt es eine Verzogerung von
mehreren Monaten zwischen der Infektion, die im Sommer oder Herbst er-
folgt, wenn die Vektorpopulation ungleich null ist, und dem Auftreten von
symptomatischen Fillen, die im Winter und Frithjahr ihren Hohepunkt er-
reichen (Abb. 8.1).

In Abschnitt 8.2 stellen wir das System von Differentialgleichungen vor,
das wir zur Modellierung der Epidemie verwenden. In Abschnitt 8.3 studieren
wir das Modell insbesondere die Stabilitit des infektionsfreien Zustands. In
Abschnitt 8.4 stellen wir eine Simulation mit Parametern vor, die wir an die
Epidemiedaten aus der Stadt Imintanoute angepasst haben. Wir schitzen dann
die Reproduktivitit %, fiir diese spezielle Epidemie.

8.2 Modell

Seien
* s(t): die Anzahl suszeptibler Sandmiicken zum Zeitpunkt ¢;
* i(t): die Anzahl der infizierten Sandmiicken;

* S(¢): die Anzahl suszeptibler Menschen;

I(t,x): die Anzahl der infizierten Menschen zum Zeitpunkt ¢, struktu-
riert durch die Zeit x seit der Infektion;

* R(1): die Anzahl der Menschen, die immun sind.

Zur Vereinfachung des Modells beriicksichtigen wir nicht die Zeitspanne, in
der Menschen oder Vektoren infiziert, aber noch nicht infektios sind. Die
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Gruppe der ,,immunen® Menschen umfasst sowohl Menschen, deren Lisio-
nen vor kurzem aufgetreten und von Gewebe bedeckt sind, als auch Men-
schen, deren Lasionen abgeheilt und die immun sind. Die gemeldeten Fél-
le sind die Personen, welche die Klasse R betreten. Wir gehen davon aus,
dass Lisionen abgedeckt werden, sobald sie auftreten. Dies ist natiirlich eine
Vereinfachung der wirklichen Situation. Die Gesamtzahl der infizierten Men-
schen betrigt

o0
1) = / 1(1,x) dx.
0
Seien

o N=S(t)+1(t) + R(¢): die Gesamtbevélkerung;

p(t) = s(t) +i(¢): die Gesamtpopulation der Sandmiicken;
 A(t): die Entstehungsrate der adulten Sandmiicken;

e u: die Sterblichkeit der Sandmiicken;

 ¢: die Frequenz der Sandmiickenstiche;

* b(x): die Rate des Ubergangs von der Infektion zur Immunitit beim
Menschen;

 7: die Rate des Verlusts der Immunitit;

* g: die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Leishmaniose von einer
Sandmiicke auf einen Menschen wihrend eines Stichs;

* g die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Leishmaniose von ei-
nem Menschen auf eine Sandmiicke wihrend eines Stichs.

Das Modell besteht aus den Gleichungen
ds I(t)

% _ A - s(r) -~ ags(n . 8.1)
B 0™ i, (82)

% — _aqilt) % LYR(), 8.3)
I(t,0) = aqi(t) %, %(I,x) + %(r,x} = —b(x)I(t,x), (8.4)

R _ /0 ) 1, %) dx— YR(1). (8.5)
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mit den Anfangsbedingungen s(0), i(0), S(0), 7(0,x) und R(0). Man beachte,
dass fiir

die Gleichung
dp
o
gilt, und dass N = S(¢) +I(r) + R(r) konstant bleibt.

Wenn y(x) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zeit von der Infektion
bis zum Auftreten von Symptomen beim Menschen ist und wenn o(x) die
Wabhrscheinlichkeit ist, dass x Zeiteinheiten nach der Infektion keine Sym-
ptome auftreten, dann gilt

A(t) —up(t) (8.6)

ot =1- [ Wiy =exw ( / Xb(y)dy> . 8.7)

Dabher ist
v
bl = 1= foy(ay

8.3 Analyse

Nehmen wir an, dass A(z) eine periodische Funktion der Periode T ist.
Dann hat System (8.1)—(8.5) eine periodische krankheitsfreie Losung, gege-
ben durch s(r) = p(¢), i(t) =0, S(t) = N und I(t) = R(r) = 0, wobei p(¢) die
einzige periodische Losung der Gleichung (8.6) ist. Ihre Stabilitit untersu-
chen wir durch Linearisierung des Systems. Wir erhalten

di A1)

e agp(t) ~ —wi(t), (8.8)
ol ol

1(t,0) ~ aqi(t), E(t’x) + a(r,x) = —b(x)I(t,x). (8.9)

Dieses System umfasst sowohl eine lineare Differentialgleichung als auch ei-
ne lineare partielle Differentialgleichung. Um die Diskussion symmetrischer
zu gestalten, fithren wir die Funktion i(¢,x) ein, wobei x die Zeit ist, die seit
der Infektion der Sandmiicken vergangen ist. Sei

J(t,x) = (i(t,x), I(t,x)).
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Schreiben wir = anstelle von = fiir das linearisierte System, so erhalten wir

aJ aJ ' 0
S+ 5 =

o ar) o0
J(t,O)z( ¥ )/ J(t,%)dx.

agq 0
Somit ist
1 0 agp(t) o [3b(y)dy
J(t.0) = N J(t—x,0)d
(7) /()((quux 0 ( x7)x
+oo 0 oqp(t) o— [, b(y)dy
N J(O,x—1t)dx.
+/z ( ogeH! 0 (Ox =)z
Sei
h(t)=J(z,0)

die Vektorfunktion, deren Komponenten die Anzahl der Neuinfektionen pro
Zeiteinheit, d. h. die Inzidenz, darstellen. Dann ist die obige Gleichung eine
Erneuerungsgleichung der Form

h(r) = /0 K () h(t —x)dx+ ho (1), (8.10)

wobei K(¢,x) T-periodisch in ¢ und hy(z) eine gegebene Funktion sind. Vek-
toren sind Typ 1, Menschen sind Typ 2. Der Koeffizient K; ;(,x) in Zeile i
und Spalte j der Matrix K(z,x) ist der Erwartungswert der Anzahl von Indi-
viduen des Typs i, die ein infiziertes Individuum des Typs j pro Zeiteinheit
zum Zeitpunkt ¢ infiziert, wenn es zum Zeitpunkt ¢ — x infiziert wurde.

Sei & die Menge der stetigen T -periodischen Funktionen mit Werten in
R?. Wir haben in Kapitel 7 gesehen, dass

h(t) ~ e v(r)

fiir  — oo gilt, wobei A eine reelle Zahl ist und v € &2 eine positive Funktion
ist, die nicht identisch null ist und fiir die

v(t) = /()ereflxl{(mx)v(t —x)dx (8.11)

gilt. Genauer gesagt, es gibt eine einzige reelle Zahl A, fiir die wir ein solches
Element von &7\ {0} finden kénnen, das nichtnegativ ist.
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Sei %, der Spektralradius des linearen Operators %, der jedem v € &
die Funktion

(HV)(1) = /0 K (1) (e — x) dx

auch in & zuordnet. GemiB dem Satz von Krein-Rutman gibt es ein u € &
mit positiven Komponenten, sodass
~+oo
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t) (8.12)
0
gilt. AuBerdem hat %, die Eigenschaften einer Epidemieschwelle: A > 0 falls
Ko > 1ist, L < 0falls Zy < 1 ist.

Wenn die Funktion p(¢) eine Konstante p ist, dann ist K(z,x) von ¢ unab-
hiingig. In diesem Fall ist die konstante Funktion u(r) gleich einem positiven
Eigenvektor der positiven Matrix

~+oo
K(x)dx,
0
welche die Matrix der nichsten Generation ist. Wir sehen, dass %, der
Spektralradius dieser Matrix ist. Wir erhalten die Formel

2.5 oo
‘%:\/azquxi/o o (x) dx, (8.13)

die das Produkt aus der durchschnittlichen Zahl der von einer infizierten
Sandmiicke infizierten Menschen (tg/ 1) und der durchschnittlichen Zahl der
von einem infizierten Menschen infizierten Sandmiicken

P
qr / o(x)dx
N Jo

enthilt.
Wenn die Funktion p(¢) nicht konstant, sondern 7-periodisch ist, sei u =
(u1,uz). Dann wird das Eigenwertproblem (8.12)

%/;wg(x)m(t—x)dxzzﬁ’oul(f)

~+oo
aq/ e M uy (t —x)dx = Zoua(t).
0

Setzen wir die zweite Gleichung in die erste ein. Ist rp derart, dass es eine
positive T-periodische Funktion u () mit

oo +oo
p(t)/o G(x)/o e Mui(t —x—y)dydx=rou(t) (8.14)
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gibt, so gilt

alqq
T =1/ Af’qxro. (8.15)

Formel (8.15) verallgemeinert die klassische Formel (8.13) fiir Vektor-
krankheiten mit einer periodischen Population von Vektoren. Man beach-
te, dass ro eine komplizierte Funktion von p(¢), o(x) und u ist. Offen-
sichtlich ist ry eine monoton fallende Funktion von g. Wenn wir aulerdem
p(t) durch € p(t) ersetzen, dann wird ro durch €ry ersetzt. Die klassische
Schlussfolgerung, dass eine Vektorkrankheit ausgerottet werden kann, wenn
die Vektorpopulation durch (%)? geteilt wird, die a priori nur fiir eine kon-
stante Vektorpopulation gilt, bleibt also wahr, wenn die Vektorpopulation pe-
riodisch ist, sofern man die obige Definition von %, verwendet.

Um Verwirrung zu vermeiden, sei daran erinnert, dass einige Autoren %
notieren, was hier (%)?* wire.

8.4 Simulation und Schitzung der Reproduktivitiit

Schitzen wir nun die Parameter des Modells. Die Gesamtbevdlkerung von
Imintanoute betrdgt etwa 5.000 Einwohner. Einige Stadtteile sind jedoch stér-
ker betroffen als andere, da Sandmiicken Orte bevorzugen, an denen sie ihre
Eier ablegen konnen, zum Beispiel in der Nihe von Miilldeponien. In unse-
rem Modell gibt es nur eine homogene Gruppe. Eine Moglichkeit, mit diesem
Problem umzugehen, ist die Annahme, dass die anfiangliche suszeptible Po-
pulation N unbekannt ist, aber mit der Einschrinkung N < 5.000, und bei der
Anpassung der Epidemiekurve an die Daten bestimmt werden muss.

Die Lebenserwartung einer adulten Sandmiicke betragt etwa 10 Tage. Wir
wihlen daher i = 3 pro Monat.

Die Daten in Abbildung 8.1 zeigen die jahreszeitlichen Schwankungen
der Vektorpopulation zwischen Juni 2002 und Dezember 2003. Fiir die peri-
odische Population unseres Modells verwenden wir die Daten zwischen Janu-
ar und Dezember 2003. Die Vektorpopulation zwischen Juni und Dezember
2002 war natiirlich nicht genau dieselbe wie zwischen Juni und Dezember
2003, da beispielsweise die monatliche Durchschnittstemperatur von einem
Jahr zum anderen leicht unterschiedlich gewesen sein kann. Sei ppyax die ma-
ximale Anzahl von Sandmiicken in einem Jahr und seien

pl) =20 R = Ay = 20y - O

) b ) - .
Pmax Pmax Pmax Pmax

Nehmen wir an, dass die monatliche Rate der Entstehung von Sandmiicken

A(t) eine Treppenfunktion ist, wobei die Breite der Stufen der Zeit zwischen
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Abbildung 8.2: (a): Entstehungsrate der Sandmiicken A(¢). (b): Population der Sand-
miicken j(¢). Die Linie wird anhand Gleichung (8.16) berechnet.

zwei Beobachtungen der Sandmiickenpopulation entspricht. Wir konnen die
Treppenhohen leicht anpassen, sodass p() gegeben durch

dp _ < _

o =AO—pp) (8.16)
t

mit den Daten iibereinstimmt (Abb. 8.2a und 8.2b). Genauer gesagt, wenn

6, < 641 zwei aufeinander folgende Beobachtungszeitpunkte sind, dann ist

~ov = exp(U6yr) p(Oy1) —exp(u 6) p(6f)
All) =M= exp(lt O+1) —exp(i 6)

auf dem Intervall |6y ; 6. 1[. Diese Wahl erweist sich als mit den Daten ver-
einbar, da wir

(8.17)

A>0
fiir jedes Intervall gefunden haben, auSer natiirlich fiir das letzte Intervall am
Ende der Ubertragungsperiode, fiir das 5(6;) > 0 und (6 ) = 0 gelten und
fiir das wir A(¢) = 0 angenommen haben.

Nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt t = 0, beispielsweise Anfang 2000,
ein Mensch die Infektion in die suszeptible Bevolkerung einschleppt. Zu die-
sem Zeitpunkt ist die Vektorpopulation gleich null. Die Anfangsbedingungen
sind s(0) =0, i(0) =0, S(0) =N — 1, I(0,x) = Ox—¢ (DiracmaB im Punkt
x=0)und R(0) =0.

Um b(x) zu bestimmen, nehmen wir an, dass die Wahrscheinlichkeits-
verteilung y(x) der Zeit zwischen Infektion und Symptomen beim Menschen
eine Gamma-Verteilung ist:

v(x) =a"x""te 4 /T(v). (8.18)
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Fiir numerische Berechnungen ist zu beachten, dass fiir x — o0

b(x) W(X) ~ ‘l//(x) _ v—1

I-fFyvMdy ™ () x
gilt.
Wir betrachten System (8.1)—(8.5). Teilen wir die ersten beiden Gleichun-
gen durch py,x. Wir erhalten

s - _ ()
E—A(t)—us(t)—aqs(t)w, (8.19)
i I(t) -
yrited 5(t) N wi(t), (3.20)
s _ s
a 0.q Pmax i() N +YR(1), (3.21)
1(,0) = g pmax i(7) % (8.22)
al oI
E(l,x) + a(t,x) = —b(x)I(t,x), (8.23)
dR T
— = b(x)I(t,x)dx—YR(t). (8.24)
dt 0

Da A(t) und u bekannt sind, sind also die einzigen unbekannten Parameter
N, das Produkt & g, das Produkt & g pmax, ¥ und die beiden Parameter a und
v, die b(x) definieren. Bekanntlich ist bei der Gamma-Verteilung v/a der
Mittelwert und /v /a die Standardabweichung.

Wir haben System (8.19)—(8.24) mit verschiedenen Parameterwerten si-
muliert. Wir erhalten eine recht gute Ubereinstimmung mit der Anzahl der
monatlich gemeldeten Fille zwischen Januar 2001 und Dezember 2004,
d.h. mit den Daten in Abbildung 8.1, mit N = 800, acg = 1,1 pro Mo-
nat, 0 ¢ pmax = 16.230 pro Monat, 1/y = 1,2 Jahr, v/a = 6 Monate und
V/V/a = 1,5 Monat (Abb. 8.3).

Anhand dieser Parameterwerte lésst sich die im vorherigen Abschnitt de-
finierte Reproduktivitit %y numerisch berechnen. Um Gleichung (8.14) zu
vereinfachen, verwenden wir zunédchst den Variablenwechsel 6 = x4y und
erhalten

P(f)/(:wc(x)e“x/;wef”e ui(t—0)dodx =rou(t).

Wir integrieren durch Teile und stellen fest, dass der integrierte Term ver-
schwindet. Wir kommen zu

oo
p(t)/o g ui(t —x)dx = rou; () (8.25)
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Abbildung 8.3: Mit dem Modell berechnete monatliche Anzahl neuer Fille von kuta-
ner Leishmaniose [gestrichelt] und Anzahl der gemeldeten Fille [Treppenfunktion].
Ebenfalls dargestellt ist die Sandmiickenpopulation [fett, mit willkiirlicher Skala].

mit
g(x)ze*“x/ e ao(y)dy. (8.26)
0
Da u () periodisch mit der Periode T ist, folgt
~+oo
/ g(x)uy(t—x dxf/ g(t—0)u;(6)do
—/gt— (- )de+z/0 at+ (n+1)T — 0)u1(6)d0
n=0
¢ T
:/Og(t—e)ul(e)d6+/ 21— 0+T)u(6)d6
t

o0
x)=Y glx+nT). (8.27)
n=0

Das Eigenwertproblem (8.25) ist also dquivalent zum Problem

(1) {/Olg(t— e)m(e)def/t'Tg(t— 9+T)u1(6)d6} — o (1),
(8.28)
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das wir leicht anndhern konnen, da es nur die Werte von u;(z) auf dem
Intervall [0; 7] umfasst. Sei n eine ausreichend groRe ganze Zahl. Sei
ti=({—1)T/n fir i=1,...,n, und sei Py der Spektralradius des Matrix-
eigenwertproblems

B T i—1 B n _ B
ple) - { Y. &= 1) Uj+ Y&l —1+T) UJ} =pol;  (829)

j=1 j=i
das die Form .# U = py U hat, wobei .# eine n x n-Matrix mit nichtnegativen
Koeffizienten und U = (Uy,...,U,) sind. Betrachten wir Beziehung (8.15)
zwischen % und rg. Somit gilt

V(a2 q) x (g pmax) X po/N — Ry.
n——+too
Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.1 dargestellt.

Tabelle 8.1: Abschitzung der Reproduktivitit % in Abhéngigkeit von der Anzahl n
der Diskretisierungspunkte des Intervalls [0; T, das ein Jahr darstellt.

n 25 50 100 200 400
o 190 193 194 194 1,94

In der Praxis berechnen wir die Terme von (8.29) wie folgt:

* Fiir die normierte Population von Vektoren p(#;) folgt aus der Glei-
chung dp/dr = A(t) — u p(r) und der Annahme, dass A(¢) eine durch
Formel (8.17) gegebene Treppenfunktion ist,

pir) = e M=% [p(6) — Ax/u]+ Ae/1

fiir alle 6, <t; < B1. Man erinnere sich, dass p(¢) in Abbildung 8.2(b)
dargestellt ist.

* Bei der Funktion g(x) wird die Summe (8.27) abgeschnitten, wobei nur
die ersten beiden Terme erhalten bleiben. Wenn wir mehr als zwei Ter-
me in der Summe nehmen, dndert sich keine der Zahlen in der Tabel-
le 8.1. Fiir die Funktion g(x), die zur Berechnung von g(x) verwendet
wird, folgt aus Gleichungen (8.7) und (8.26) und aus einer Integration
durch Teile die bequemere Form

g(x) = [e“x /0 Cel g (y)dy+1—e /0 y0) dy] /1.
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e Den Spektralradius py konnen wir mit einer Software wie Scilab be-
rechnen.

SchlieBlich scheint es, dass Zy ~ 1,94 (sagen wir 1,9) gilt. Die Epide-
mie konnte gestoppt werden, wenn die Vektorpopulation um einen Faktor
von (%)?* ~ 3,8 reduziert wiirde. Wir haben numerisch festgestellt, dass eine
Simulation des Systems (8.19)—(8.24) der partiellen Differentialgleichungen
mit dem Produkt & g pmax geteilt durch 3,7 noch eine Epidemie ergibt, wih-
rend es keine Epidemie gibt, wenn wir dieses Produkt durch 3,9 teilen. Hitten
wir statt der etwas komplizierten Methode dieses Abschnitts eine Néherungs-
formel (8.13) verwendet, bei der das Symbol p durch den Durchschnitt von
p(t) ersetzt wurde, hiitten wir % ~ 2,8 erhalten, was den zur Einddmmung
der Epidemie erforderlichen Aufwand tiberschitzt.

Derzeit gibt es kein prophylaktisches Medikament und keinen Impfstoff,
der zur Vorbeugung der Leishmaniose eingesetzt werden kann. Die Schlupf-
winkel der Sandmiicken sind im Allgemeinen unbekannt. Bekimpfungsmaf-
nahmen, die sich nur auf die unreifen Stadien konzentrieren, sind im Allge-
meinen nicht durchfiihrbar. Die Bekdmpfung der Leishmaniose beruht daher
auf MaBinahmen zur Verringerung der Dichte der Sandmiicken. Eine solche
Reduzierung kann durch den Einsatz von Insektiziden erreicht werden.
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Approximation der Reproduktivitit

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es, eine ungefihre Zwei-Term-
Formel fiir die Reproduktivitit %y einer Vektorkrankheit zu
erhalten, deren Vektorpopulation kleinen saisonalen Schwan-
kungen der Form p(t) = po(1+ € cos(t — @)) mit || < 1 unter-
liegt. Der erste Term dhnelt demjenigen, den wir im Falle einer
konstanten Population p erhalten, wobei p jedoch durch den Mit-
telwert po der Vektorpopulation ersetzt wird. Die maximale re-
lative Grofe des zweiten Terms ist €2/16. Dieser Term verrin-
gert immer %. Die Reproduktivitit %y ist der Spektralradius
eines Integraloperators. Wir vergleichen vier numerische Me-
thoden zur Berechnung von %, am Beispiel eines Modells fiir
die Chikungunya-Epidemie auf der Insel Réunion in den Jahren
2005-2006. Die Niherungsformeln und numerischen Methoden
konnen wir auch fiir viele andere Epidemiemodelle verwenden,
welche die Saisonalitdit beriicksichtigen.

9.1 Eine Chikungunya-Epidemie auf Réunion

Im Mirz 2005 brach auf der Insel Réunion im Indischen Ozean erstmals eine
Chikungunya-Epidemie aus. Nach einem anfinglichen Hohepunkt von mehr
als 400 neuen Fillen pro Woche im Mai 2005 verlangsamte sich die Epi-
demie (Abb. 9.1a) aufgrund des kiihleren und regenirmeren siidlichen Win-
ters (Abb. 9.1b), der fiir die Vermehrung von Aedes albopictus, der Miicke,
die das Chikungunya-Virus auf den Menschen iibertrigt, weniger giinstig ist.
Es sei darauf hingewiesen, dass Réunion auf der Siidhalbkugel liegt. Aedes
albopictus war auch fiir eine kleine Dengueepidemie verantwortlich, die von
April bis Juli 2004, d.h. bis zum Beginn des siidlichen Winters, andauerte
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[65]. Dies veranlasste die Epidemiologen wahrscheinlich zu der Annahme,
dass sich das Szenario der Dengueepidemie mit der Chikungunya-Epidemie
wiederholen wiirde und dass eine klein angelegte Kampagne zur Miicken-
bekdmpfung und die aktive Suche nach Fillen ausreichen wiirden, um die
Epidemie vor Ende des Winters zu stoppen. Dies war nicht der Fall. Nach
einem Tiefstand von weniger als 100 neuen Fillen pro Woche im Septem-
ber 2005 begann die Chikungunya-Epidemie wieder zu wachsen und erreich-
te im Februar 2006 einen Hohepunkt von 40.000 neuen Féllen pro Woche.
Zu diesem Zeitpunkt war die Epidemie zu einem Gegenstand wissenschaftli-
cher und politischer Kontroversen geworden. Warum waren die Epidemio-
logen nicht in der Lage, die Epidemie vorherzusagen? Warum hatte das
Gesundheitsministerium nicht frith genug eine grofl angelegte Kampagne zur
Vektorkontrolle gestartet? Bis Juli 2006 hatten sich seit Beginn der Epidemie
mehr als 260.000 Menschen angesteckt, etwa ein Drittel der Bevolkerung.
In etwa 200 Totenscheinen wurde das Chikungunyafieber als eine der Todes-
ursachen angegeben. Dariiber hinaus hat die Epidemie erhebliche Auswirkun-
gen auf die Wirtschaft der Insel, insbesondere auf den Tourismus, gehabt. Die
kombinierte Wirkung des Winters und der Vektorkontrolle hatte die Anzahl
der neuen Fille pro Woche bis Juli 2006 auf unter 1.000 gesenkt.

Eine wichtige Frage war, ob die Epidemie den Winter erneut iiberstehen
und im darauffolgenden Sommer einen weiteren groen Hohepunkt verursa-
chen konnte. Wie in den vorangegangenen Kapiteln erortert, sind Epidemio-
logen an einem Parameter interessiert, der mit der Epidemie zusammenhingt,
der Reproduktivitit %, die hiufig als die durchschnittliche Anzahl der durch
einen ersten Fall zu Beginn der Epidemie verursachten Sekundirfille defi-
niert wird. Ist Zy > 1, so entwickelt sich die Epidemie. Ist Zy < 1, so hort
sie auf. Wie im Modell von Ronald Ross fiir Malaria [4, Kapitel 14] lautet die
Formel fiir Z im Fall von durch Vektoren iibertragenen Krankheiten

[ a2 qqp
= .1
%0 N s (9 )

wobei « die Frequenz, mit der Vektoren stechen, ¢ und g die Ubertragungs-
wahrscheinlichkeiten pro Stich vom Vektor auf den Menschen und vom Men-
schen auf den Vektor, p die Vektorpopulation, N die menschliche Populati-
on, 1/b die durchschnittliche Infektionsdauer beim Menschen und 1/ die
Lebenserwartung adulter Vektoren sind.

Diese Formel zeigt insbesondere, dass %, proportional zu ,/p ist. Wenn
ein Uberwachungssystem in der Lage gewesen wire, die Vektordichte vor und
wihrend der Epidemie zu verfolgen, und wenn der numerische Wert von %
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Abbildung 9.1: (a) Geschitzte Anzahl neuer Fille pro Woche, aufgetragen auf zwei
verschiedenen Skalen. Auf der vertikalen Achse links ist die Epidemiekurve fiir das
Jahr 2005 deutlich zu erkennen. Die vertikale Achse auf der rechten Seite zeigt, wie sie
sich 2006 entwickelt hat. Daten des Institut de veille sanitaire. (b) Hochst- und Tiefst-
temperaturen in Grad Celsius [obere und mittlere Kurve, linke Achse] und Nieder-
schldge in Millimetern pro Monat [untere Kurve, rechte Achse] in der Stadt Sainte-
Marie auf Réunion. Daten von Météo France.
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bekannt gewesen wire, dann hitte man vorhersagen konnen, dass die Epide-
mie authdren wiirde, wenn eine Intervention gegen die Vektoren ihre Dichte
durch (%y)? teilen wiirde. Da es jedoch kein Uberwachungssystem zur Kon-
trolle der Dichte von Aedes albopictus auf Réunion gab, konnte die beschrie-
bene Methode nicht funktionieren. Die Frage, ob die Chikungunya-Epidemie
den Winter erneut iiberqueren wiirde, konnte daher nicht verniinftig beant-
wortet werden.

In diesem Kapitel wenden wir uns dem eher theoretischen Teil des Pro-
blems zu, ndmlich der Schitzung der Reproduktivitit Zy. Ein auffilliger
Aspekt der Chikungunya-Epidemie ist ihre Saisonalitdt. Formel (9.1) geht
davon aus, dass die Bevolkerung p der Vektoren das ganze Jahr tiber konstant
ist. Es stellen sich mehrere Fragen: Wie ist % zu definieren, wenn Saisona-
litat beriicksichtigt wird, zum Beispiel wenn man annimmt, dass die Vektor-
population eine Funktion p(¢) ist, die in der Zeit periodisch ist? Wie kann
% berechnet werden? Gibt es spezielle Fille, in denen wir eine einfache
Formel @hnlich wie (9.1) erhalten konnen? Diese Fragen sind natiirlich nicht
spezifisch fiir das Chikungunyafieber. Sie ergeben sich beispielsweise beim
Auftreten anderer durch Vektoren iibertragener Krankheiten und allgemeiner
bei Problemen der Populationsdynamik (Epidemiologie, Okologie, Demogra-
phie, Immunologie, Populationsgenetik usw.), die durch die Saisonalitét be-
einflusst werden.

Wir haben einige dieser Fragen in den vorangegangenen Kapiteln bereits
beantwortet. Wir haben eine Definition fiir % in einer periodischen Umge-
bung als Spektralradius eines linearen Integraloperators auf einem Raum von
periodischen Funktionen vorgeschlagen. Auflerdem haben wir einen Algo-
rithmus zur Berechnung von %, auf der Grundlage der Diskretisierung des
Integraloperators vorgeschlagen. Wir haben diesen Algorithmus zur Schiit-
zung von % wihrend einer Epidemie der kutanen Leishmaniose in Marokko
verwendet, fiir welche die Schwankungen der Vektorpopulation dank Feld-
untersuchungen genau bekannt waren.

Dieses neue Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 9.2 erinnern wir
an die Definition von % und zeigen fiir eine bestimmte Klasse von ,,zykli-
schen* Modellen, dass sich die Integralgleichung in der Dimension m auf
eine eindimensionale Gleichung reduziert. Im Hauptteil des Kapitels betrach-
ten wir den Spezialfall, in dem der Kern des reduzierten Problems die Form

K(t,x) = f(t) g(x)

nimmt, wobei f(¢) eine periodische Funktion ist. Dieser Fall umfasst bereits
viele Modelle von durch Vektoren und direkt iibertragenen Krankheiten.
In Abschnitt 9.3 stellen wir vier numerische Methoden zur Berechnung
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von % in eindimensionalen Eigenwertintegralproblemen vor. Die erste Me-
thode ist die bereits in Abschnitt 8.4 vorgestellte: Es handelt sich um eine ein-
fache Diskretisierung des Integraloperators. Die zweite Methode verwendet
Fourier-Reihen. Beide Methoden funktionieren fiir eine allgemeine Funktion
g(x) und eine periodische Funktion f(¢). Die dritte Methode betrifft nur den
Sonderfall f(¢) = 1+ ecos(@t — ¢). Sie kombiniert Fourier-Reihen mit einer
Storungsmethode fiir kleines €. Die vierte Methode funktioniert fiir lineare
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizien-
ten.

In Abschnitt 9.4 betrachten wir Vektorkrankheiten und gehen davon aus,
dass die Vektorpopulation durch

p(t) = po[l+€ecos(wt — )] 9.2)

gegeben ist. Anhand eines einfachen Modells fiir Malaria und der Ergebnisse
des Abschnitts 9.3.3 zeigen wir, dass fiir die Reproduktivitét (mit denselben
Notationen wie fiir Formel (9.1))

| & qqpo bu e
Ty~ ———— (|l ————— — 9.3
0 buN ( o>+ (b+p)? 4 ©-3)

gilt, wobei € klein ist. Diese Formel verallgemeinert Formel (9.1). Der erste
Term dhnelt dem, den wir im Falle einer konstanten Vektorpopulation p er-
halten, wobei p durch die durchschnittliche Vektorpopulation pg ersetzt wird.
Die maximale relative GroBe des zweiten Terms ist £2/16. Dieser Term ver-
ringert immer Z%y. AnschlieBend wenden wir uns der Chikungunya-Epidemie
zu und verwenden dabei ein etwas komplizierteres Modell. Die vereinfach-
te Form (9.2) fiir die Vektorpopulation scheint nicht allzu unverniinftig zu
sein, wenn wir uns die Temperatur- und Niederschlagskurven auf Réunion
ansehen (Abb. 9.1b): Beide haben nur ein Maximum pro Jahr um den Fe-
bruar herum. Nachdem wir die Parameter dieses Modells geschitzt haben,
vergleichen wir die vier numerischen Methoden des Abschnitts 9.3 zur Be-
rechnung der Reproduktivitit Zy. Allerdings sollten wir den auf diese Weise
fiir die Chikungunya-Epidemie erhaltenen numerischen Wert von %, nicht
allzu ernst nehmen, da die Parameterwerte nicht genau bekannt sind und
die Hypothese (9.2) sehr vereinfacht ist. Dies konnen wir als eine Ubung
zum Testen der verschiedenen numerischen Methoden, als Inspirationsquelle
fiir die Weiterentwicklung der Theorie oder als erster Modellierungsversuch
in Erwartung von Feldstudien iiber die Fluktuation der Aedes albopictus-
Population betrachten.
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Im letzten Abschnitt erdrtern wir die Anwendbarkeit der Methode des
Abschnitts 9.3.3, um Niherungsformeln fiir % im Zusammenhang mit an-
deren mathematischen Modellen von Infektionskrankheiten mit periodischen
Koeffizienten zu erhalten, insbesondere fiir das S-I-R-Modell mit periodi-
scher Kontaktrate und fester infektioser Periode und auch fiir das S-E-I-R-
Modell mit periodischer Kontaktrate und exponentiell verteilten Latenz- und
Infektionsperioden.

9.2 Die Definition der Reproduktivitéit

Fiir alle # und x > 0, sei K(#,x) eine m x m-Matrix mit nichtnegativen Koeffi-
zienten. Angenommen, fiir alle x > 0 ist K(#,x) eine periodische Funktion in
Bezug auf ¢ mit der Periode 7.

Die Idee hinter der Funktion K(z,x) ist die eines Epidemiemodells mit m
infizierten Klassen (11,1, ...,I,), die infektids oder latent sein konnen. Der
Koeffizient K; ;(¢,x) in Zeile i und Spalte j stellt den Erwartungswert der
Anzahl der Individuen in Klasse /; dar, die ein Individuum in Klasse /; zu
Beginn einer Epidemie pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ erzeugt, wenn es sich
seit x Zeiteinheiten in Klasse /; befindet. Die Annahme der Periodizitit fiir
K(t,x) stellt eine periodische Umgebung dar.

Wir betrachten den linearen Integraloperator .2, definiert durch

~+oo

(JEv)(t) = A K(t,x)v(t —x)dx 9.4)

auf dem Raum der stetigen T-periodischen Funktionen mit Werten in R™. Mit
den Hypothesen der Periodizitit von K (¢,x) und v(¢) kénnen wir Formel (9.4)
auch als

TA
(V) (1) = / R(t,5)v(s) ds
0
mit
+o0
Y K(r,t—s+kT) falls s<t,
K(t,s)=q K2
Y K(t,t—s+kT) falls s>1
k=1

schreiben (Proposition 7.3). Der Operator %  ist der ,,Operator der nichsten
Generation“ und K(z,x) der zugehorige Kern. Sei %, der Spektralradius von
. Der Operator %" ist nichtnegativ. Unter bestimmten technischen Voraus-
setzungen (siehe Kapitel 7) zeigt der Satz von Krein-Rutman, dass % ein
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Eigenwert von ¢ ist und dass es eine positive Eigenfunktion u gibt, die zu
Py gehort:
—+oo
K(t,x)u(t —x)dx = %ou(t). 9.5)
0
Im weiteren Verlauf dieses Kapitels betrachten wir ,,zyklische* Model-
le, welche die folgende besondere Form haben: Alle Elemente K; j(z,x) des
Kerns sind gleich null auBer K ,,(,x) und K1 ;j(¢,x) furalle 1 < j<m—1.
Dies gilt insbesondere fiir den allgemeinen eindimensionalen Fall m = 1 mit
einem beliebigen Kern K (#,x). Sei

u(t) = (ur (), ., um(1)).
Das integrale Eigenwertproblem (9.5) lautet

o0
Kim(t,%) up (t —x)dx = Houi (1),

—+o0
Kj1j(t,x)uj(t—x)dx = Zouj(t), 1<j<m—1.

Wir ersetzen nacheinander die Gleichung mit j = m — 1, dann die mit j =

m—2,..., j=1in der ersten Gleichung:
o0 —+o0
/0 A Klﬁm(trxl)Km,m,](I—X],XZ)...Kzﬁ](l‘—xl—...—xm,],xm)
ui (t—x1 — . —xm)dxl coedxy,, = (%o)mul(t)‘

Man beachte eine wichtige Eigenschaft: Wenn wir ein Element K; j(7,x), das
ungleich null ist, mit einer bestimmten Konstante multiplizieren, dann wird
auch (%)™ mit der gleichen Konstante multipliziert. Die Anderung der Va-

riablen (x; = Xx1,...,Xm—1 = Xp—1,X = X1 + -+ + X, fiihrt zu
foo _
K@, x)uy(t —x)dx = (%) ui(¢) (9.6)
0
mit
K(t,x)= [ Kim(t,x1) K1 (t—x1,%2) - Ko 1 (£ =X1 =+ = Xpp1, %) dO"
oy
und

G;n:{('xl)"'rxm)ERm;xl+"'+xin:x7xl >Oa7xm>o}
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Damit haben wir das m-dimensionale Eigenwertintegralproblem (9.5) auf ein
eindimensionales Problem (9.6) reduziert.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels, mit Ausnahme des Abschnitts 9.3.4,
betrachten wir den besonderen Fall

Klﬂ"(tax):f(t)gm(x)a Kj+1.j(t7x):gj(x)7 1<J<m*1 (97)
Aus Gleichung (9.6) folgt

+oo
70) [ gl —x)dx = (@) (1) 9.8)
mit
:/Gmgl(xl)~~-gm(xm)d6;". 9.9)

Ist m = 1, so reduziert sich der Kern auf K (¢,x) = f(¢) g1(x), sodass g(x) =

g1(x) gilt. Sind
gi(x)=aje i, 1< j<m, (9.10)
so konnen wir (siehe Anhang 9.6) anhand Beziehung (9.9) die Gleichung

m efbjx
jzzl [Tk (bx — b))
zeigen. Diese Formel, dhnlich der Bateman-Formel in der Kernphysik, gilt fiir

m = 1 mit der iiblichen Konvention, dass das Produkt iiber eine leere Menge
gleich 1 ist.

glx)=ai---an 9.11)

9.3 Numerische Methoden zur Berechnung
der Reproduktivitiit

9.3.1 Diskretisierung der Integralgleichung

Diese Methode besteht in der Diskretisierung des Integralgleichung (9.8). Sie
wurde in Abschnitt 8.4 vorgestellt. Daher rufen wir sie hier nur kurz in Erin-
nerung. Sei n eine hinreichend grofie ganze Zahl und sei t; = (k— 1) T /n fiir
k=1,2,...,n. Sei

+oo
3(x) =Y g(x+kT). (9.12)
k=0

(n)

Sei ry ' der Spektralradius der Matrix des Eigenwertproblems

k—1
1Y a1 U+Zg 4T =0, (9.13)
=1
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wobei (U;) ein Eigenvektor ist. Wir erwarten, dass r(()") — (%o)™ fiir n — oo

gilt. Die numerische Berechnung von rén> konnen wir mit der freien Software

Scilab durchfiihren. Wenn g;(x) = a; e li*firalle 1 <j<m gilt, folgt aus
Beziehung (9.11)

e*bjx

1—e 2T) [Tz (bi — b)) .

m
gx)=ar---an )y, 9.14)
=
9.3.2 Fourier-Reihen: der allgemeine periodische Fall

Sei @ =2m/T. Betrachten wir die Fourier-Zerlegung der periodischen Funk-

tion f(¢):

. 1 /7T .
=Y A, fi=g [ foe @ @15

k€L T Jo
wobei Z die Menge der ganzen Zahlen und i> = —1 sind. Die Koeffizienten f;

sind komplexe Zahlen mit f_; = f;* (der Exponent * bezeichnet hier die kom-
plex konjugierte Zahl). Wir suchen eine reelle Losung der Gleichung (9.8)
der Form

ur () =Y crefi®. (9.16)
kel

Die Koeffizienten cy sind ebenfalls komplexe Zahlen mit c_; = c¢;. Wir er-
setzen die Ausdriicke (9.15) und (9.16) in Gleichung (9.8):

<Z fk ekiwt> (Z g\kckekiwt) — (%O)m Z Ckekia)l‘7 (917)
keZ keZ keZ
mit
+oo .
= / g(x) e MO gy 9.18)
0

Aus Definition (9.9) folgt
+oo . +oo )
Sk = ( g1(x)e ko dx> . < gm(x) e kiox dx) : 9.19)
0 0

Sind g (x) = are b fiir alle 1 < k < m, so sind

- ai---ap

8= (b1 +kiw) - (b + ko)

(9.20)
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fuir alle k € Z. Gleichung (9.17) schreiben wir

)y (Z fkj§jcj> M9 = ()" Y ey,

keZ \jEZ kEZ

Diese Gleichung gilt genau dann, wenn

Y fe-jgici = (%) (9.21)
j€z
fiir alle k € Z gilt. Es gelten fj — 0 und g; — 0 fiir j — oo, Ist r(()") der
Spektralradius der abgeschnittenen quadratischen Matrix

(fi—j &) —n<k.j<n>

so erwarten wir, dass r(()”) — (%o)™ fiir n — oo gilt,

9.3.3 Fourier-Reihen: der sinusformige Fall

Angenommen,
f(t) =1+¢cos(wt — @) (9.22)

mit 0 < € <1 und 0 < ¢ < 27x. Dies nennen wir eine sinusformige Funk-
tion. Fiir das Eigenwertproblem (9.8) bewirkt eine Zeitverschiebung von
f(t) keine Anderung von %,. Wenn nimlich (%)™ der zu f(t) gehoren-
de Spektralradius mit der Eigenfunktion v;(¢) ist, dann ist (%,)" immer
noch der zu f(t) = f(t — 7) gehorende Spektralradius mit der Eigenfunktion
v1(t) = vi(t — 7). Fiir die Berechnung von %, konnen wir also ¢ = 0 an-

nehmen. Somit ist ¢ e
f([) — ] + E ela)l + 5 eflwt.
Offensichtlich haben wir fo =1, fi = f-1 = § und f; = O fiir alle |k] > 1.

System (9.21) ist

£ ~ €

5 8k—1Ck=1 F 8k ChF 5 Bt Cher1 = (Z0)" ci (9.23)
fiir alle k € Z. Da die Funktion g(x) reelle Werte nimmt, gilt fiir den durch
Definition (9.18) gegebenen Koeffizient g : g_x = gj. Daraus folgt, dass
Gleichung (9.23) mit c_ in der rechten Seite einfach das komplex Konjugier-
te der Gleichung (9.23) mit ¢, in der rechten Seite ist. Wir konnen also die
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Gleichungen (9.23) fiir alle k < 0 vergessen. Es gelten c_; =c¢j und g_; =g7.
Das Eigenwertproblem (9.23) mit k € Z reduziert sich auf

{ &+ gco +  SZa = (%)"co,
S8+ &kar + S8k = (Zo)"cr, (k=1).

(9.24)
Die Eigenfunktion v;(¢) kénnen wir so normieren, dass cop = 1 ist. Dies ist
moglich, weil die Funktion v;(7) positiv ist und weil

1 T
=?/0 vi(t)dt >0

ist. Wir suchen nach einer Losung des Systems (9.24) der Form

=Y pje!, =Y o €, (9.25)

j>0 >0

was zumindest fiir kleine € giiltig sein diirfte. Mit ¢o = 1 ist zu beachten, dass
co,0 = 1 und co ; = 0 fiir alle j > 1 sind. Wir setzen die Ausdriicke (9.25) in
die erste Gleichung des Systems (9.24) ein und trennen die Potenzen &/. Wir
erhalten gy = po und

g g
Y T] 1+

! Lenii=p; (9.26)

fiir alle j > 1. Setzen wir die Ausdriicke (9.25) in die zweite Gleichung des
Systems (9.24) ein, so erhalten wir in dhnlicher Weise gx cx 0 = po ¢k fiir alle
k>1und

o J

Q-1 8k+1
T Gk 1+8kck1+7+ck+l,j71 =Y pecrj 9.27)
=0

fiir alle k > 1 und j > 1. Somit gilt fiir alle k >
(80 — &k) cx0 =0.
Daher ist ¢ o = 0, da g(x) nichtnegativ und nicht identisch null ist, sodass
R +oo G
80— 8 = / (1—e ") g(x)dx #0
0
gilt. Aus

Po=280, cko=0((k=>1), coo=1, ¢co;=0(>1)
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folgt mit den Gleichungen (9.26) und (9.27), dass wir die Koeffizienten p;
und ¢y ; fiir alle £ > 1 und j > 1 rekursiv berechnen knnen:

pj =Re(gicij-1), (9.28)
1 8k-1 8k+1
Ckj = == Ck—1,j—1 1+ —5— Chkt1,j—1— 0 Chi—t] s (9.29)
T go-&| 2 7 2 b Zp -

wobei Re(z) den Realteil der komplexen Zahl z bezeichnet. Genauer gesagt,
wenn die Koeffizienten p, und c; ¢ fiir alle £ < j— 1 und alle k > 1 berech-
net sind, dann geben die Formeln einen Ausdruck fiir p; und ¢y ; fiir alle
k > 1. Dieser Algorithmus kann beginnen, weil py und die Koeffizienten cy o
bekannt sind. Anhand der Gleichungen (9.28)—(9.29) finden wir leicht, dass
ck,; = O fiir alle k > j, p; = 0 fiir jede ungerade ganze Zahl j und ¢y ; = 0 fiir
jede ungerade Zahl k > 1 und jede gerade Zahl j > 1 sind.

In der Praxis legen wir eine ganze Zahl k > 1 fest und betrachten den Vek-
tor (pj)o< j<x und die rechteckige Matrix (cx,j)o<k<i-+1,0<j<x- Seien po = go,
co,0 = 1, ¢t j = O fiir alle k > j in der Matrix und ¢ ; = O firalle 1 < j < k
Der Algorithmus funktioniert folgendermaBen:

fir j =1 bis k,
Berechnung von p; mit (9.28)
fir k=1 bis j,
‘ Berechnung von ¢ ; mit (9.29)
Ende;
Ende.

Auf diese Weise finden wir leicht

. | B
P1=0, cri==-2 _ py=-Re (AgOgL ) : (9.30)
2(80—2%1) 2 80— 2381
SchlieBlich finden wir
(Bo)" ~ 5o+ = 5 Re < S8 > 9.31)
20— 281

fiir € klein. Dies ist der Korrekturterm niedrigster Ordnung fiir die Reproduk-
tivitdt, wenn wir kleine saisonale Schwankungen beriicksichtigen.

Anmerkung 9.1. Es gilt

1—¢ecos(wt—@)=1+¢ecos(w(t+T/2)— ).
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Eine Anderung von € zu —& entspricht also einer Zeitverschiebung von f(t).
Gemil der Anmerkung zu Beginn des Abschnitts 9.3.3 muss % also unver-
dndert bleiben. Dies erklirt, warum die ungeraden Terme p2;41 (j = 0) in der
Reihenentwicklung von % gleich null sind.

Anmerkung 9.2. Die sinusformige Funktion (9.22) ist nicht so speziell, wie
es auf den ersten Blick scheint. Fiir jede positive T-periodische Funktion
f(t), deren Mittelwert beispielsweise gleich 1 ist, lauten die ersten Terme
der Fourier-Entwicklung 1+ fjcos(r) + f] sin(wr), die wir in die Form
1+ ecos(wt — @) mit

e=1/(fi)*+(f])* und ¢ =arctan(f]/f)

bringen konnen.

Anmerkung 9.3. Es ist nicht leicht, die Konvergenzradien von den Potenz-
reihen (9.25) zu bestimmen. Allgemeine Sitze iiber analytische Storungen
von linearen Operatoren wiirden zeigen, dass diese Konvergenzradien positiv
sind, da %, ein einfacher isolierter Eigenwert des Operators der nichsten
Generation ist.

Anmerkung 9.4. Die in diesem Abschnitt verwendete Storungsmethode kon-
nen wir unter einem allgemeineren Gesichtspunkt betrachten. Betrachten wir
zum Beispiel die linke Seite der Gleichung (9.8), wobei die Funktion f(r)
durch Gleichung (9.22) gegeben ist, als einen linearen Operator .Z; auf dem
Raum & stetiger reeller und T-periodischer Funktionen. Sei

T
(v1,v2) :/0 Vi (1) ya(t)dt.

Wir betrachten das ungestorte Eigenwertproblem 2w = A v, d. h.

oo
| ewia—nar=2y).
Suchen wir nach einer Losung der Form

W(t) _ Z ay ekiwt.
keZ

Wir finden (A — gi) ax = O fiir alle k. Die Eigenwerte sind also durch A, =
gx fur alle k in Z gegeben und der zu A, gehdrende Eigenraum wird durch
v (1) = eM® erzeugt. Die y; bilden eine Basis. Wir betrachten die duale
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Basis Yy (1) = e 1% /T mit k € Z. Somit gelten (y;, Yy) = 1 falls j = k ist
und (y;, Yi) = 0 falls j # k ist. Wir zerlegen den Operator .%;:

Le=L%+ed
mit e
(ZW)(0) = cos(@i=9) [ g ylr —x)dx.
Wir untersuchen die Stérung
Po+EpI+E Pt
des Eigenwerts Ag = pp = go, dessen zugehorige Eigenfunktion yp = 1 po-

sitiv ist. Unter Verwendung der in der Quantenmechanik bekannten Formeln
[23, Kapitel XI], erhalten wir

o T
p1 = (L yo, o) = &;/ cos(@t —@)dt =0,
0

und

Ao — A

808k
bmgo gk

Z (Lo, Ui) (L Wi, Yo)
k#0
L
T2

> 08
(%)
2 80— 81

die mit Formel (9.30) identisch ist. Die Ausdriicke fiir die Korrekturen hohe-
rer Ordnung sind komplizierter: Die Methode und der Algorithmus, die wir
zur Berechnung des p; verwendet haben, scheinen praktischer zu sein.

T .
/ cos(@r — @)k dr

9.3.4 Anwendung der Floquet-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir das lineare System gewdohnlicher
Differentialgleichungen

M By 1)+ 1) 1), 9.32)

deJrl
dt

= B OO+, 1<j<m—1, (933

wobei alle Funktionen f3;(¢) und o;(r) T-periodisch sind. Dieses System ldsst
sich aus der Linearisierung in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts
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eines nichtlinearen Epidemiemodells ableiten. Der Kern des Operators der
néchsten Generation ist

Ky n(1,%) = 04 (1) e~ li-xPr()ds,

Kjirj(t,0) = aj(t)e FePra@d 1 jm—t,

mit K; ;(¢,x) = O fiir alle anderen Indizes. Es handelt sich also um ein ,,zy-
klisches* Modell im Sinne des Abschnitts 9.2. Eine Anmerkung in diesem
Abschnitt zeigt, dass, wenn wir zum Beispiel ¢;() mit einer bestimmten
Konstante multiplizieren, so wird (%)™ mit der gleichen Konstante multi-
pliziert.

Die auf System (9.32)-(9.33) angewandte Floquet-Theorie zeigt, dass
das Null-Gleichgewicht genau dann instabil ist, wenn der Spektralradius der
Monodromiematrix groBer als 1 ist. Damit ist die Reproduktivitit %, auch
die einzige positive reelle Zahl, bei der der Spektralradius der Matrix X (7T')
gleich 1 ist, wobei X(7') die Losung zum Zeitpunkt 7 = T des Differential-
gleichungssystems

~Bi(r) 0 .
a(t) : 0
dx %o
—= 0 X(t)
: . .. . 0
0 0 =l g

mit der Anfangsbedingung X (0) = .# (m x m-Einheitsmatrix) ist. So berech-
nen wir %, durch die Kombination einer Dichotomiemethode mit einer Soft-
ware wie Scilab, die gewohnliche Differentialgleichungen numerisch 16st.

9.4 Durch Vektoren iibertragene Krankheiten

94.1 Malaria

In diesem Abschnitt betrachten wir ein sehr einfaches Modell fiir Malaria,
niamlich eine Variante eines der ersten von Ross [4, Kapitel 14] vorgeschlage-
nen Modelle mit einer periodischen Population von Vektoren. Wir benutzen
die folgenden Notationen:

* S(¢) ist die suszeptible menschliche Population;
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* I(¢) ist die infizierte menschliche Population;

N = S(t) +1(¢) ist die Gesamtbevolkerung;
* s(t) ist die suszeptible Vektorpopulation;

* i(¢t) ist die infizierte Vektorpopulation;

p(r) = s(z) +i(¢) ist die gesamte Vektorpopulation.
Dariiber hinaus beriicksichtigen wir die folgenden Parameter:
* b ist die Heilungsrate der Menschen;
e (¢ ist die Rate, mit der die Vektoren stechen;

* g (bzw. q) ist die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung durch einen Stich
vom Vektor auf den Menschen (bzw. vom Menschen auf den Vektor);

A(t) ist die Anzahl der neuen adulten Vektoren, die pro Zeiteinheit auf-
tauchen, also eine 7-periodische Funktion;

 u ist die Sterblichkeit der Vektoren.

Das Modell ist
ds @)
di . I@t) .
Y7o aqs(t) ~ —wi(t), (9.35)
s L3S
ar . S()

Durch Addition der Gleichungen (9.34) und (9.35) ergibt sich

P — A0 —up()
Angenommen,
p(t) = po[l + €cos(wr — @)].
Da p bekannt ist, bestimmt dies A(z). Linearisieren wir System (9.34)—(9.37)
in der Umgebung des krankheitsfreien Gleichgewichts, so erhalten wir
di

N (1) . dal Loy
ENQQPU)i_“l(I)a EN“WO) bIz). (9.38)

N
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Der Kern des zugehorigen Operators der ndchsten Generation ist

0 agp(t) efbx
K(t,x) = ( aoe it o ) . (9.39)

Er ist ,,zyklisch* der besonderen Form (9.7), mit den Funktionen g;(x) (1 <
J <2) der Form (9.10) und f(¢) = 1 + €cos(et — ¢). Formel (9.20) ergibt

2 = o?qqpo
T (b jio)(u+ jio)N

(9.40)

fiir alle j € Z. Beziehung (9.31) ist schlieBlich der Form

2 =~ 2
@y%awmo_ZZWE)
buN ®*+(b+u)*> 2

| a2 qqpo by e
PO i L 0l O . LS 41
Ho buN < 0>+ (b+u)? 4 ©41)

Dies ist der Korrekturterm niedrigster Ordnung der Formel (9.1). Es gilt die
Ungleichung

Somit ist

e? bu & €
Y e
4 " (b+u)> 4 " 16

< b
S0+ (b+p)?

Daraus ergibt sich die folgende Schlussfolgerung:

Der erste Term in der Ndherungsformel fiir % ist der gleiche wie
fiir den Fall einer konstanten Population p von Vektoren, wobei
p durch die durchschnittliche Vektorpopulation pg ersetzt wird.
Die maximale relative GroRe des zweiten Terms ist £2/16 und
verringert immer %.

Da 0 < € < 1 ist, ist die relative GroBe des Korrekturterms immer weniger als
1/16, etwa 6 %.

9.4.2 Chikungunyafieber auf Réunion

Das Chikungunyafieber ist eine Viruserkrankung, die zu einer dauerhaften
Immunitét zu fithren scheint. Wenn wir zusitzlich die Latenzperiode bei Men-
schen und Vektoren beriicksichtigen wollen, scheint das folgende Modell zu
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passen:
g — Al)—as(t) % —us(e), (9.42)
9 as) ™ rrwe). U —yety-nity, 043
B aie % (9.44)
‘% — ai(t) % CCE(r), % — CE(0)—bI(1), (9.45)
%’f —bI(r). (9.46)

Zusitzlich zu den oben genannten Parametern benutzen wir folgende Nota-
tionen:

 wir haben g = g angenommen und a = agq gestellt;
* ¢(t) ist die Population der infizierten, aber nicht infektiosen Vektoren;
) ist die infizierte, aber nicht infektidse menschliche Population;

E(t
* R(t) ist die immune menschliche Population;

N =S8(t)+E(t)+1(t)+R(t) ist die Gesamtbevolkerung;
* 1/yist die durchschnittliche Latenzperiode in Vektoren;
* 1/c ist die durchschnittliche Latenzperiode beim Menschen.

Die Gesamtbevolkerung N ist konstant. Fiir die gesamte Vektorpopulation
p(t) =s(r)+e(t)+i(r) gilt

dp

L AW - p0),

Wir verwenden dieses Modell, um die Reproduktivitdt % fiir die Chi-
kungunya-Epidemie von 2005 und 2006 auf der Insel Réunion zu schétzen.
Da die Fluktuationen der Vektorpopulation nicht bekannt sind, nehmen wir
die einfache Form p(t) = po(1 + € cos(@t — ¢)), was nicht allzu unverniinf-
tig ist, wenn wir die Temperatur und Niederschldge auf der Insel Réunion
(Abb. 9.1b) betrachten. Beide weisen ein einziges jdhrliches Maximum um
Februar und ein Minimum um Juli auf. Somit ist die Periode T = %” ein

Jahr und wir kdnnen ¢ = 2]—72’ nehmen. Die Funktion s(¢) kénnen wir aus
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System (9.42)—(9.46) eliminieren, da s(¢) = p(r) — e(r) — i(¢) ist. Die ande-
ren fiir die Simulation verwendeten Parameterwerte sind in der Tabelle 9.1
zusammengefasst. So bezieht sich beispielsweise [91, #83] auf die Frage 83
in den hiufig gestellten Fragen der Website [91], die von Epidemiologen ein-
gerichtet wurde und sich mit der Chikungunya-Epidemie auf Réunion befasst.

Die Inkubationszeit beim Menschen dauert schitzungsweise zwischen 3
und 7 Tagen [30, S. 6] oder zwischen 4 und 7 Tagen [91, #101]. Laut [91,
#156] konnen Menschen jedoch bereits 2 oder 3 Tage vor Auftreten der
Symptome infektios werden. Daher haben wir 4 Tage als Latenzperiode ge-
wihlt. Die Infektionsperiode nach Auftreten der Symptome beim Menschen
wird auf etwa 5 Tage [30, S. 7] oder 5 bis 7 Tage geschitzt [91, #49,52]. In
Anbetracht der vorangegangenen Anmerkung nehmen wir einen Wert von 7
Tagen fiir die gesamte Infektionsperiode an. Die Latenzperiode bei Vekto-
ren wird auf 9-14 Tage [91, #83], 4-5 Tage [91, #253] oder 1-2 Wochen [91,
#395] geschitzt. Wir haben 7 Tage gewihlt. Wenn die Vektoren einmal in-
fiziert sind, scheinen sie bis zum Tod infiziert zu bleiben. Die Lebensdauer
eines adulten Vektors betrigt schitzungsweise 4 bis 10 Wochen [91, #83]
oder ,,mehrere* Wochen [91, #404]. Wir haben einen Monat gewihlt. Der
Vektor kann im Laufe seines Lebens 5 oder 6 Mal stechen [91, #404]: Wir
haben einen Durchschnitt von einem Stich alle 4 Tage gewéhlt. Es war nicht
bekannt, ob der infizierte Vektor das Virus auf seine Eier iibertragen konnte
[91, #83/385/442]: Das Modell beriicksichtigt diese Moglichkeit nicht. Die
Infektion beim Menschen fiihrt zu einer Immunitét [91, #10/385], die wahr-
scheinlich mindestens mehrere Jahre anhilt, da wihrend der Epidemie auf
Réunion offenbar niemand zweimal an Chikungunya erkrankt ist. Asympto-
matische Fille machen nach Angaben von [91, #385] zwischen 10 und 15 %
der Fille aus, scheinen aber in der Schitzung der Anzahl der Fille in Abbil-
dung 9.1 nicht enthalten zu sein. Sie werden im Modell nicht beriicksichtigt.

Parameter Symbol  Wert
Latenzperiode in Vektoren 1/y 7 Tage
Lebensdauer des Vektors /u 1 Monat
Latenzperiode beim Menschen 1/c 4 Tage
Infektigse Periode beim Menschen  1/b 7 Tage
Zeit zwischen zwei Miickenstichen 1/a 4 Tage
Bevolkerung von Réunion N 785.000
Verschiebung der Saisonalitiit (0] 21—727

Tabelle 9.1: Fiir die Simulation verwendete Parameterwerte
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Der erste Fall von Chikungunyafieber auf Réunion wurde am 22. Februar
2005 festgestellt. Wahrscheinlich wurde er von den Komoren importiert, wo
sich bereits mehrere tausend Menschen infiziert hatten. Unter Beriicksichti-
gung der Latenzperiode und der Dauer der Infektion nehmen wir fiir die Si-
mulation an, dass ein Mensch aus der Klasse E zu Beginn der fiinften Woche
des Jahres 2005 auf Réunion eintrifft. Wir setzen die Modellsimulation bis
Anfang Februar 2006 fort, d. h. bis zur Durchfithrung einer grofl angelegten
Vektorkontrolle nach dem Hohepunkt. Wir beriicksichtigen diese Kontrolle
im Modell nicht. Wir gehen davon aus, dass die kleine Vektorkontrolle vor
diesem Zeitpunkt vernachléssigbar ist.

Die Parameter py und ¢ fiir die Vektorpopulation sind unbekannt und
miissen anhand der Epidemiekurve geschitzt werden (Abb. 9.1). Seien
Pmax = po(l + €) und ppin = po(1 — €). Mit Hilfe einer rudimentiren
Versuch-und-Irrtum-Methode finden wir, angesichts der Einfachheit des Mo-
dells, eine relativ gute Anpassung an die Epidemiekurve mit einer maximalen
Anzahl von Stichen pro Mensch pro Woche gleich apmax /N = 1,2 und einer
minimalen Anzahl von Stichen pro Mensch pro Woche gleich 6 % dieses Ma-
ximums d. h. ppmin/Pmax = 6% (Abb. 9.2). Daraus leiten Wir pmax, Pmins

Po = (Pmax +Pmin)/2; €= (Pmax _Pmin)/(Pmax +Pmin)

ab. Numerisch ergibt sich € ~ 0,887. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass A(r) =
dp/dt + p p(t) nichtnegativ bleibt, weil

e<1/y/1+(0/n)?

gilt.

Da nun alle Parameter dieses Modells festgelegt sind, wenden wir uns der
Schitzung der Reproduktivitit % zu. Durch Linearisierung der Gleichungen
(9.43) und (9.45) in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts erhalten
wir

9 ar) ™y et

d

o~ yelr) — ir),
dE._
dr
ar __
dr

ai(t)—cE(t),

cE(t)—bI(t).
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Abbildung 9.2: Schitzung der Parameter py und € durch Anpassung der vom Mo-
dell erzeugten glatten Kurve an die Epidemiekurve vor der grofl angelegten Vektor-
kontrolle im Februar 2006. Die gepunktete Kurve zeigt die angenommene Veridnde-
rung der Vektorpopulation (nicht skaliert).

Der Kern des Operators der nichsten Generation ist

0 0 0  Dlebx
—(r+u)x 0 0 0
[
Kitx)=| 7 0 PR 0 (9.47)
0 0 ce”™ 0

Er ist ,,zyklisch“ und hat die besondere Form (9.7) mit f(¢) = 1+ €cos(wr —
@), wihrend die Funktionen g;(x) (1 < j <4) von der Form (9.10) sind. Somit

sind g(x), G(x) und g durch die Formeln (9.11), (9.14) und (9.20) gegeben.

Mit den obigen Parameterwerten und mit jeder der vier Methoden in Ab-
schnitt 9.3 erhalten wir (%,)? ~ 3,4. Die Tabelle 9.2 zeigt die Konvergenz
der ersten drei Methoden.

Die erste Methode (Abschnitt 9.3.1) scheint langsamer als die anderen
zu konvergieren. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass wir die Funktion f(¢)
durch eine Treppenfunktion (f(f))1<k<n ersetzen, was fiir den besonderen
Fall, dass f(¢) sinusformig ist, keine gute Annéherung darstellt.

Die zweite Methode (Abschnitt 9.3.2) verwendet die Fourier-
Koeffizienten f; von f(z), die in unserem speziellen Fall einfach fy = 1,
fi=f-1=>5 und fi =0 fiir alle |k| > 1 sind. Aus diesem Grund ist
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n 12 25 50 | 100 | 200
(%)% | 3,10 | 3,40 | 3,39 | 3,39 | 3,39

n 0 1 2 | 3 | 4
(%0)7 | 3,87 | 350 | 3.42 | 3,39 | 3,39

K 0| 2| 4] 10] 12
(%0)7 | 3.87 | 3.46 | 3.41 | 3,39 | 3,39

1. Methode:

2. Methode:

3. Methode:

Tabelle 9.2: Konvergenz der ersten drei numerischen Methoden.

die Konvergenz der Methode sehr schnell. Beide Methoden erfordern die
Berechnung des Spektralradius einer bestimmten Matrix.

Im Gegensatz dazu erfordert die dritte Methode (Abschnitt 9.3.3) nur ele-
mentare Operationen und kann mit einem einfachen Taschenrechner durchge-
fithrt werden. Wir erinnern daran, dass x die Anzahl der Terme ist, die wir im
Ausdruck von (Z%)? als Potenzreihe von € behalten. Wir konnen feststellen,
dass die durch Formel (9.1) gegebene Annéherung, bei der p durch den Mit-
telwert po der Vektorpopulation ersetzt wird, in der Tabelle k¥ = O entspricht.
Die Differenz zum exakten Wert von (%)? betriigt 14 %. Wenn wir den &2-
Term wie in Formel (9.31) einbeziehen, verringert sich die Differenz auf 2 %,
obwohl € nicht sehr klein ist.

Die Diskretisierung der Differentialgleichung bestimmt die Konvergenz
der vierten Methode (Abschnitt 9.3.4). Dies wird im Allgemeinen durch
den Differentialgleichungsloser kontrolliert. Mit Scilab lésst sich der richtige
Wert (%’0)2 ~ 3,39 nach einer Reihe von Iterationen der Dichotomie leicht
finden.

9.5 Andere Anwendungen

Epidemiemodelle mit m = 1

Betrachten wir ein Epidemiemodell mit einer einzigen infizierten Klasse und
einem Kern der Form

K(t,x) = [1+ € cos(wt — @)] g(x). (9.48)

Dann kann % durch Formel (9.31) angenéhert werden. Der Kern (9.48) tritt
zum Beispiel in den S-I-S, S-I-R oder S-I-R-S Epidemiemodellen mit einer
sinusformigen Kontaktrate auf.

Wenn die infektigse Periode exponentiell verteilt ist, dann ist g(x) =
ae~" und es ist leicht zu iiberpriifen, dass gy = a/b gilt und dass der Term
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der Ordnung &2 in Formel (9.31) gleich null ist, sodass % ~ a/b ist. Proposi-
tion 7.14 gibt die exakte Formel %, = a/b fiir diesen Fall. Dieses Ergebnis ist
natiirlich schon seit langem bekannt, da der Kern (9.48) im Zusammenhang
mit der Gleichung

g — a[l + & cos(r — @)] I() — bI(F)
auftritt, die wir explizit 16sen konnen und fiir die sich leicht zeigen ldsst, dass
der Null-Gleichgewichtszustand genau dann instabil ist, wenn a/b > 1 ist.
In Analogie zum trivialen Fall € = 0 haben mehrere Autoren %y = a/b als
Definition genommen. Sie haben festgestellt, dass %, der zeitliche Mittelwert
der Funktion a[l + € cos(ewt — @)]/b war, und haben geglaubt, dass diese
Mittelungseigenschaft auch fiir kompliziertere Modelle gilt. Dies ist nicht der
Fall.

Wenn die infektigse Periode eine feste Konstante 7 ist, dann ist g(x) = a
fiir alle x < 7 und g(x) = O fiir alle x > 7. Deshalb sind

R R 1_e—iwr
go=art, glzaT
Formel (9.31) ergibt
2atsin*(wt/2) ot/2
Ry ~ & —1]. (9.49
O sin(@)2+ [1 —cos(@?)]? | @n(@7/2) ©49)

Diese Formel zeigt, dass im Gegensatz zum Malariamodell in Abschnitt 9.4.1
die Saisonalitit die Reproduktivitit %, je nach dem Zahlenwert von @7 ent-
weder erh6hen oder verringern kann.

Epidemische Modelle mit m = 2

Betrachten wir ein Epidemiemodell mit zwei infizierten Klassen, das, wenn
wir es in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts linearisieren, die
Form

dl dl

d—; ~—b11(t)+ax[l + € cos(wrt — @) (1), d—tz ~ali(t)—byh(t)
nimmt. System (9.38) war von dieser Form. Der Kern des Operators der
néchsten Generation ist

(9.50)

K(t,x) = ( 0 [14 € cos(wt — @) aseb2* >

a e—b1x 0
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Formel (9.31) ergibt

araz b1 by 82
Ry ~ 1/ 1— — . 9.51
0 b1 by ( a)2+(b1 +b2)2 4) ( )

Als Beispiel fiir diesen Typ konnen wir ein Modell fiir Malaria mit @ =
2w, € = 15/25, a; = 20 pro Jahr, ap = 20 x 25 pro Jahr, by = 50 pro Jahr
und b, = 4 pro Jahr finden. Die vier numerischen Methoden in Abschnitt 9.3
ergeben zusammen mit der Ndherungsformel (9.51) (%0)2 ~ 49,4. Der Term
niedrigster Ordnung ist py = 50.

Ein weiteres Beispiel ist das epidemische S-E-I-R oder S-E-I-R-S-Modell
mit einer sinusformigen Kontaktrate. Als numerische Werte nehmen wir
w=1,e=08a =03, a, =1, by =0,3 und b, = 0,99. Eine numerische
Simulation wiirde zeigen, dass sich in diesem Fall keine Epidemie sich aus-
breiten kann. Aber mit & = 0 gilt (%)* = po = (a1 a2) /(b1 b2) = 1/0,99 > 1.
Die Mittelwertbildung der Kontaktrate ist also nicht der korrekte Weg, um
den epidemischen Schwellenwert zu bestimmen. Die vier numerischen Me-
thoden in Abschnitt 9.3 ergeben néimlich (%’0)2 ~ 0,973 < 1 fiir € = 0,8. Die
Niherungsformel (9.51) ergibt (%)* ~ 0,974.

9.6 Anhang

Ausgehend von der Definition (9.9) der Funktion g(x) und der Annahme der
Gleichung (9.10) beweisen wir Formel (9.11) durch eine vollstindige Induk-
tion. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dass a; =
1 fiir alle j ist. Fiir m = 2 zeigt eine einfache Berechnung

e*blx + eszx
by—by  bi—by’

X
g(x) = /0 e P dyy =

Angenommen, Formel (9.11) gilt fiir eine ganze Zahl m. Dann ist

g(x) — / e_blxl_"'_bmxm—berleJrl dG;’H—l
G)t»'l+l

X
:/0 (/m eblxl"'mede;tme)ehm+1xm+|dxm+1_
o

A m+1
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GemiB der Induktionsannahme gilt

x [ o=bj (r=xm+1)
—b X
x) = — e ImtlAmtl gy
g(x) /0 <J; Hk;ﬁj(bk—bj)> m+1
k<m

m e—bjx /x (bib
— - e\?i7Om+1 )xm+I dx 1
= Tazj (be—by) Jo "
’ k<m
= i 467})]‘)( 4+ e*berlx i 1 .
S ez (be—=bj) =1 (b = bu1) Tk (b = bj)
k<m+1 k<m

Die zweite Summe in der letzten Zeile ist die Partialbruchzerlegung der fol-
genden rationalen Funktion der Variable by, 1:

1
ngjém(bj _bm+1) ’

Somit ist

m+1 —bjx

gx) =) ————,
,-;1 [z (bx—bj)
k<m+1

und Formel (9.11) gilt fir m+ 1.
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Modelle mit einem einfachen periodischen Faktor

Fiir zeitkontinuierliche Epidemiemodelle mit einem sinus-
formigen periodischen Koeffizienten zeigen wir, dass die
Wachstumsrate und die Reproduktivitit die grofiten Losungen
von einfachen Gleichungen mit kontinuierlichen Briichen sind.
Als Beispiel betrachten wir ein S-E-1-S-Modell, bei dem infi-
zierte Personen nach ihrer Genesung wieder suszeptibel wer-
den, mit einer festen Latenzperiode, einer exponentiell verteilten
Infektionsperiode und einer sinusformigen Kontaktrate. Abgese-
hen von einigen aufiergewohnlichen Parameterwerten hiingt die
Epidemieschwelle nicht nur von der durchschnittlichen Kontakt-
rate sondern auch von der Amplitude der Schwankungen ab.

10.1 Einfiihrung

Sei x die Zeit seit der Infektion. Zu Beginn einer Epidemie ist die Anzahl
h(t) der Neuinfektionen pro Zeiteinheit, d. h. die Inzidenz, mit der effektiven
Kontaktrate a(x) und der Heilungsrate b(x) durch eine Gleichung der Form

h(t) = /Ot K () h(t —x)dx + ho(t) (10.1)

mit .
K(x) = a(x) e~ Job()dy
verbunden. Die Funktion A (#) hingt von den Anfangsbedingungen ab. Lotka
[4, Kapitel 24] hat gezeigt, dass A(¢) und die infizierte Gesamtpopulation dann
wie et wachsen, wobei A die einzige reelle Wurzel der Gleichung
+o0

1= K(x)e M dx (10.2)
0
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ist. Die zeitdiskreten Analoga von (10.1) und (10.2) sind das Leslie-
Matrixmodell und die charakteristische Gleichung der Leslie-Matrix [4, Ka-
pitel 25]. Euler hatte bereits einen Spezialfall untersucht, weshalb Glei-
chung (10.2) oft als ,,Euler-Lotka-Gleichung* bezeichnet wird. Lotka defi-
niert Reproduktivitét als

oo
By — /0 K(x)dx. (10.3)

In der Epidemiologie ist %, die durchschnittliche Anzahl der von einer Per-
son wihrend ihrer Infektion infizierten Personen. Die Inzidenz h(z) nimmt
asymptotisch zu (A > 0), wenn %, > | ist. Sie nimmt asymptotisch ab
(A <0), wenn Z < 1 ist.

In der Demographie ist /(¢) die Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit, x ist
das Alter, a(x) die Fertilitéit und b(x) die Mortalitit. Die Reproduktivitit %,
ist dann die durchschnittliche Anzahl der Nachkommen, die ein Individuum
wihrend seines Lebens erzeugt.

Viele Tier- und Pflanzenpopulationen und Infektionskrankheiten weisen
saisonale Schwankungen auf. Diese Schwankungen beeinflussen sowohl die
Wachstumsrate als auch die Reproduktivitit. In diesem Fall ersetzen wir Mo-
dell (10.1) durch

h(r) = /OtK(t,x)h(t—x)derho(t). (10.4)

Dabei ist K(¢,x) eine periodische Funktion von ¢ mit der Periode T, die stetig
und nichtnegativ ist. Sei %) der lineare Integraloperator

() (E) = 0+°° K(t,x)e M v(t —x)dx (10.5)

auf dem Raum der stetigen 7-periodischen Funktionen. Die Wachstumsrate
A ist dann die einzige reelle Zahl, bei der der Spektralradius dieses Operators
gleich 1 ist (Proposition 7.19). Die Reproduktivitit %y konnen wir auf die
gleiche Weise als der Spektralradius des Operators " mit
+o0
(AV)(t) = A K(t,x)v(t —x)dx

auf demselben Raum kontinuierlicher T -periodischer Funktionen definieren.
Wie zuvor ist A > 0 genau dann, wenn % > 1 ist, und A < 0 genau dann,
wenn %y < 1 ist. Wenn K(z,x) nicht von ¢ abhéngt, reduzieren sich diese
Definitionen und Ergebnisse auf diejenigen von Lotka.
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Gehen wir nun davon aus, dass
K(t,x) =[1+ €cos(wr)] g(x) (10.6)

mit @ =27/T, |€| < 1und g > 0 gilt. Sei & die untere Schranke aller reellen
Zahlen s, sodass das Integral

—+oo
/ g(x)e ™ dx
0

endlich ist. Angenommen, & < 0. Sei

oo ,
gn(s) = / g(x)e ™ MOx gy (10.7)
0

fiir alle n € Z und fiir alle reellen Zahlen s > &.

In Abschnitt 10.2 zeigen wir, dass fiir jedes |€| < 1 die Wachstumsrate A
und die Reproduktivitit %, die groBten reellen Wurzeln der Gleichungen mit
Kettenbriichen

L oRe e /4 (10.8)
Zo(A) L e2/4 ’
) 1 €2/4
)
3?0 82/4
M—l:me ) = (10.9)
a0 w2/
82(0)

sind, wobei Re(z) den Realteil der komplexen Zahl z bezeichnet. Mit die-
sen relativ einfachen Gleichungen mit nur einer Unbekannten kénnen wir die
Wachstumsrate A und die Reproduktivitit % fiir jedes |&| < 1 numerisch be-
rechnen. Wenn wir zum Beispiel A(€) schreiben, um die Abhéngigkeit der
Wachstumsrate vom Parameter € zu betonen, dann sehen wir, dass im Allge-
meinen die Ungleichung A (€) # A (0) fiir alle € # 0 gilt. Mit anderen Worten
kann der Schwellenwert fiir das Bevolkerungswachstum (A > 0) nicht ein-
fach durch Mittelung des periodischen Koeffizienten 1+ € cos(t) iiber eine
Periode ermittelt werden, da dies gleichbedeutend mit € = 0 wire.
Mit Gleichungen (10.8) und (10.9) zeigen wir in Abschnitt 10.3

A= Ao+ Ay €
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fiir € klein, wobei Ay implizit und A, explizit durch

1=8(k) und A =—semRe (1/@(%) —1>

definiert sind und wobei ’ die Ableitung bezeichnet. Wir finden auch das Er-
gebnis des Kapitels 9 fiir die Reproduktivitiit,

(10.10)

Ro~ Roo+Ros e

fiir € klein mit

. gba» < §K0) >
Roo=30(0) und Rps= Re( = Z— ), 10.11
0.0 =280(0) un 02 2 20(0) —21(0) ( :

wieder. In Abschnitt 10.4 verwenden wir das S-E-I-S-Epidemiemodell mit
einer festen Latenzperiode und einer exponentiell verteilten Infektionsperiode
als Beispiel.

10.2 Berechnungen

Der Spektralradius des positiven linearen Operators (10.5) ist eine monoton
fallende Funktion von A. Die Wachstumsrate des Modells (10.4) ist die einzi-
ge reelle Zahl, bei der dieser Spektralradius gleich 1 ist. Gemél dem Satz von
Krein-Rutman ist die Wachstumsrate A daher auch die groBte reelle Zahl, bei
der es eine nichttriviale periodische Funktion v(z) mit
~+oo
A K(t,x)e ™ v(t —x)dx = v(t) (10.12)

fiir alle ¢ gibt. Betrachten wir zunichst den Fall

K(t,x) = f(1)g(x),

wobei f(#) eine T-periodische Funktion ist. Die Fourierreihen sind

f(l‘) _ Z fa eni(oz7 v(t) — Z Vn enia)z7

nez nez

mit @ = 27t /T. Gleichung (10.12) ist dquivalent zu einem unendlichen Sys-
tem von linearen Gleichungen

Y fenenA)ve=vi (ke Z), (10.13)

nez
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wobei g, durch Formel (10.7) definiert ist.
Betrachten wir nun den besonderen Fall

f(t) =1+¢ecos(mt).

Da f(t) = 14 5! + §e™" ist, schreiben wir System (10.13) in der Form

€ . ~ € .
5 8k-1 (A)vi—1 +8k(A) v + 5 8kt (M =w (k€Z).  (10.14)
Es handelt sich um ein tridiagonales System. Schreiben wir es so:
| o - ~
s M) vier | E Bn(A) e (10.15)
gk(A) 2 &) w2 &) w
Wenn k = 0 ist, lautet die Gleichung
1 €2 /4 e /4
D) —1= T ) + O (10.16)
2500 var o 281(4) v

Gleichung (10.15) mit kK — 1 oder k + 1 anstelle von k zeigt aber auch

€ Ak()y) Vi 1 82/4

= = —-1-— 10.17

2 Ak,l(l) Vi—1 §k71(/1) £ Zik—l(l) Vi-1 ( )
2 gr-2(A) vk

€ g’\k(l) Vi 1 82/4

= = —-1-— . 10.18

2T M) e T ) ¢ B ) v (10.18)

2 gri2(A) vier2

Wir kombinieren die Gleichungen (10.16) und (10.17)-(10.18) iterativ. Wir
erhalten die Kettenbriiche

L /4
go(A) L €2 /4
0 L e
g2(A)
€2 /4
+ 1 | €2 /4
g21(A) 1 e /4
D)

Da gi(4) und g_x(A) konjugierte komplexe Zahlen sind, erhalten wir die
,.charakteristische Gleichung® (10.8), wobei die Wachstumsrate A ihre groBte
Losung ist.
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Gleichung (10.9) ergibt sich auf @hnliche Weise aus dem Eigenwert-

problem
oo
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (10.19)

Die Reproduktivitit % ist die groBte reelle Zahl, sodass diese Gleichung
eine nichttriviale Losung u(¢) der Periode T hat. Fiir den besonderen Fall
K(t,x) = (1+ €cos(wr)) g(x) fihrt Gleichung (10.19) zu

&€

—~ ~ €
Egkfl(o) up—1 + 8k (0) ug + igkﬂ(o) w1 =Ko (k€Z),

und nach dhnlichen Berechnungen zu Gleichung (10.9).

10.3 Niherungsformeln

Ausgehend von den Gleichungen (10.8)-(10.9) konnen wir die Nidherungen
(10.10)-(10.11) finden. Beginnen wir mit der Wachstumsrate A. Suchen wir
den Beginn einer Reihenentwicklung fiir kleine € der Form A ~ A9+ A; € +
A, €2. Wenn € = 0 ist, verschwindet die rechte Seite der Gleichung (10.8) und
wir erhalten Ay als einzige Losung der Gleichung go(Ag) = 1, die natiirlich
mit der Euler-Lotka-Gleichung (10.2) identisch ist. Aulerdem entspricht die
Anderung € — —¢ der Ersetzung f(t) = 1 + €cos(wt) durch f(t — T /2). Der

Operator
r 00
v(t) — K(t—T/Z,x)ef’lxv(t—x)dx
Jo

auf dem Raum der T-periodischen Funktionen hat die gleichen Eigenwerte
wie der Operator (10.5), wobei die Eigenfunktionen um 7T'/2 verschoben sind.
Um die Abhéngigkeit von A in Bezug auf € zu verdeutlichen, schreiben wir
A(€). Somit gelten A(—€) = A(€) und A; = 0. In Kapitel 9 haben wir ein
dhnliches Argument fiir die Ndherung der Reproduktivitit %, verwendet.

Wir haben also A & A9+ A, €2 und es bleibt A, zu bestimmen. Die Wachs-
tumsrate A ist eine Losung der impliziten Gleichung (10.8). Da go(Ao) = 1
ist, gilt

Bolho)~Gelo) = [ gl0e (1 - K dr 0

fiir jede ganze Zahl k > 1, wenn wir zum Beispiel annehmen, dass die Funk-
tion g(x) zumindest auf einem kleinen Intervall, das in [0; +oo[ enthalten ist,
positiv ist. Daher sind gx(Ag) # 1 und 1/g;(A) — 1 # 0 fiir jede ganze Zahl
k> 1. Um nur den Term der GroBenordnung &2 in der rechten Seite der Glei-
chung (10.8) beizubehalten, ersetzen wir den Nenner durch seine Niherung
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niedrigster Ordnung: Wir ersetzen gj(A) durch g;(Ap) und vernachléssigen
den ,,Rest” des Kettenbruchs, weil er der Groenordnung e2 ist:

1 ~ e /4
M—lvaRe (1/§1(ﬁo)1) . (10.20)
Es gilt
g0(A) = 8o(Ao +22€%) = o(Ao) + 12 €780’ (Ao) = 1+ A2 €°80’ (o)

Wir verwenden die Niherung fiir go(A) und identifizieren die Terme der
GroBenordnung €2 in Gleichung (10.20). Dies ergibt

1 1
b= ) Re(l/@w)—l)’ (102D

was Beziehung (10.10) entspricht. Man beachte, dass wir diese Formel auch
in einer etwas anderen Form schreiben konnen. In der Tat, seien

+oo 400
c —/ Mo¥cos(wx)dx, s —/ 0¥ sin(ox) dx.
Somit sind g1 (Ag) = ¢ —is; und
1 —i 1 1— —s512
== Re< a 1s1. > — ( 61)621 512 .
280'(Ao) 1 —cy+is 280" (Ao) (1—c1)*+s1

In gleicher Weise, sei Zo ~ Ry + Ro2 €? fiir € klein. Wir wissen durch
Gleichung (10.3) oder durch Gleichung (10.9) mit € = 0, dass Roo = go(0)
ist. Um nur den Term der GroBenordnung € in der rechten Seite der Glei-
chung (10.9) beizubehalten, ersetzen wir den Nenner durch seine Nidherung
niedrigster Ordnung, wobei wir Ry = go(0) verwenden und den ,,Rest“ des
Kettenbruchs vernachlissigen, da er der GroBenordnung €2 ist:

Ko ( e2/4 )

—1~2Re| ——————
80(0) 0(0)/81(0) -1
Dies fiihrt zu Formel (10.11).

10.4 Ein S-E-I-S-Modell mit einer festen Latenzperiode

Epidemiemodelle mit der Bezeichnung S-E-I-R oder S-E-I-S haben eine
Latenzperiode und eine Infektionsperiode. Sie wurden Gegenstand zahl-
reicher mathematischer oder numerischer Studien, wenn auBerdem die
Kontaktrate periodisch ist.
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Gehen wir davon aus, dass die Latenzperiode fest ist, und stellen wir die
verschiedenen moglichen Formulierungen des S-E-I-S-Modells vor. Wir be-
merken, dass das S-E-I-R-Modell zu den gleichen linearisierten Gleichungen
in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts fiithrt. Daher hat es die glei-
che Epidemieschwelle.

Die Formulierung mit einer partiellen Differentialgleichung hat drei Klas-
sen:

* S(¢) ist die suszeptible Population zum Zeitpunkt 7;

* E(t,x) ist die infizierte, aber noch nicht infektiose Population, die zum
Zeitpunkt ¢ bereits seit x Zeiteinheiten infiziert ist;

o I(¢) ist die infektigse Population zum Zeitpunkt .
Die Parameter des Modells sind

* N: die Gesamtbevolkerung, die konstant bleibt;

* L: die feste Latenzperiode;

e b: die Heilungsrate der infektiosen Personen, sodass die Infektions-
periode exponentiell verteilt ist;

* a(t): die effektive Kontaktrate zum Zeitpunkt ¢, die eine T-periodische
Funktion ist.

Das Modell nimmt die Form

% — —a(t)S()1(t) /N +bI(1),
E(t,0) =a(t)S(t)I(t)/N, %—f + g—f =0 (0<x<Ll),
% — E(t,L)— bI(r),

mit E(z,x) = 0 fir alle x > L. Integrieren wir die partielle Differential-
gleichung entlang der Charakteristiken, so erhalten wir E(¢,L) = E(r — L,0).
Das System konnen wir daher in einer kompakteren Form mit Hilfe von re-
tardierten Differentialgleichungen schreiben:

§
dt
ﬂ
dt

() = —a(t) (1) I(t) /N +b1(1),

(t)=a(t—L)St—L)I(t—L)/N—DbI(z).
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Wir linearisieren diese Gleichungen in der Nihe des krankheitsfreien Gleich-
gewichts (S = N,I = 0). Wir erhalten
dl
dt
Sei h(t) = a(t)1(¢) die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit in diesem
linearisierten Modell. Dann ist

Y b
I(t ] =e”"h(r—L).

dt {e ()] = h( )

Wir integrieren zwischen —eo und ¢ und nehmen einen Variablenwechsel vor.

Wir erhalten eine Integralgleichung fiir A4(z),

() ~alt—L)I(t —L)—bI(t). (10.22)

~+oo
h(t)=a(t) | @(x)h(t —x)dx, (10.23)
0
wobei
0 firalle x<L,
o) = { e ?0-D) firalle x> L. (10.24)

Der Kern ist K(¢,x) = a(t) ¢(x).

Nehmen wir wie in Gleichung (10.6) an, dass a(t) = ap[1 + € cos(@t)] ist,
sodass K (t,x) = (1 + ecos(or)) g(x) mit g(x) = ap ¢(x) gilt. GemiB Defini-
tion (10.7) ist

+o0 —sL—niowL

Zu(s) =ao / e blL) gmsrniox gy g0 © (10.25)
L

s+b+niw’
Wir 16sen dann die impliziten Gleichungen (10.8) und (10.9) fiir die Wachs-
tumsrate A und die Reproduktivitit 2y mit verschiedenen Parameterwerten
unter Verwendung einer einfachen Dichotomie. Wir konnen zum Beispiel den
Nenner in der rechten Seite der Gleichung (10.8) durch die komplexe Zahl z;
annidhern, die wir durch den folgenden iterativen Algorithmus erhalten:

1 1 _&%/4

1, =1
gn(A) Gt Bk—1(A) %

Der Fehler ist sehr gering, wenn n grof genug genommen wird. Wir haben
n =20 verwendet, aber das Ergebnis mit n = 2 ist schon sehr nahe. Auflerdem
mussten wir mit der Dichotomie vorsichtig sein, weil die Gleichungen (10.8)
und (10.9) mehrere reelle Wurzeln haben konnen: A und % sind die groBten.
Abbildung 10.1 zeigt die Reproduktivitit % in Abhingigkeit von der Latenz-
periode L fiir verschiedene Werte von &, aber mit festen Werten fiir 7', ap und
b. Wirhaben T = 1,1log2/b = 1/12 und a¢/b = 1,2 angenommen.

Zn = (k=n,n—1,...,2).
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Abbildung 10.1: Die Reproduktivitit % in Abhingigkeit von der Latenzperiode L
fir € € {0;0,25;0,5;0,75; 1}. Andere Parameterwerte: T = 1, log2/b = 1/12 und
ap/b=12.

Fiir einen gegebenen Wert der Latenzperiode L kann die Reproduktivitit
je nach € erheblich variieren. Fiir € = 1 liegt ein groBer Teil der Kurve fiir
Zo unter 1, d. h. unterhalb der Epidemieschwelle, wihrend Ro o = ao/b (der
Wert, der € = 0 entspricht) oberhalb dieser Schwelle liegt: Eine Mittelung der
Kontaktrate wiirde ein falsches Ergebnis vorhersagen.

Anmerkungen.

¢ Die Reproduktivitit Z ist unabhingig von L fiir € = 0. Mit Hilfe der
Formel (10.3) oder der Gleichung (10.9) finden wir Zp = go(0) = ag/b
fiir € = 0. Ohne Periodizitit hat die Latenzperiode keinen Einfluss auf
die Zahl der Sekundirfille, da alle Individuen die Latenzperiode iiber-
leben und infektios werden und weil die Kontaktrate gleich bleibt.

* Die Reproduktivitit ist eine periodische Funktion von L mit der Peri-
ode T. Dies folgt aus Gleichung (10.9) und der Tatsache, dass

e—me

b+ niw

8n(0) =ao

unverindert bleibt, wenn wir L durch L + T ersetzen. Intuitiv erlebt
ein infiziertes Individuum die gleiche Umgebung nach einer Latenz-



Kapitel 10 171

periode L oder nach einer Latenzperiode L+ T'. Es produziert die glei-
che Anzahl von Sekundirfillen.

* Die Reproduktivitit %, hingt nicht von € ab, wenn L = 0 ist und somit
auch, wenn L ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Fiir L = 0 reduziert
sich das Modell auf ein S-I-S-Modell mit einer exponentiell verteilten
Infektionsperiode. In diesem besonderen Fall wird die Reproduktivitit
durch Mittelung der Kontaktrate bestimmt (Proposition 7.14). In der
Tat konnen wir nachweisen, dass %y = ag/b eine Losung von (10.9)
fiir L = 0 ist, weil

K0/8n(0) — 1 = Zo(b+niw)/ap— 1 =niw/b

eine rein imaginire Zahl fiir jede ganze Zahl n > 1 ist: Beide Seiten der
Gleichung (10.9) sind gleich null.

* Fiir eine feste Latenzperiode L kann die Reproduktivitit % eine mo-
noton steigende oder fallende Funktion von € sein. Um dies zu ver-
stehen, verwenden wir die Néherungsformel (10.11) fiir € klein. Sie
zeigt Zo ~ Ry +R0’282 mit

ag ap 1
Roop= — d Rypp=-—R - .
00 =7 HhE 2= oy e(e‘“’L(l—f—iw/b)—l)

Fiir € klein ist % eine monoton steigende (oder fallende) Funktion von
€, wenn Ry > 0 (oder Ry < 0) ist. Man beachte, dass Ry = 0 genau
dann ist, wenn e'®X(1 +iw/b) — 1 eine reine imaginire Zahl ist. Diese
Bedingung lautet

()
cos(@wL) — " sin(wL) —1=0.
Sei v € ]0,7/2[ die einzige reelle Zahl, fiir die

1 . /b
coSY = ————— und SINY = —F——=—or
1+ (w/b)? 1+ (w/b)?

gelten, d. h. ¥ = arctan(w/b). Man beachte, dass ¥ nur von dem Pro-
dukt bT abhingt. Daher ist Ry, = 0 genau dann, wenn

cos(@WL+ y) = cos(wL) cos ¥ — sin(@L) sin y

1
= —————==cos Y

V1+(w/b)?
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gilt, d.h. wenn WL+ ¥ = £y + 2kw mit k € Z. Da @ = 2x/T ist,
sehen wir, dass Ry =0 fir L=kT oder L= (k— y /)T mitk € Z ist.
Insbesondere ist Ry > = 0 bei den Parameterwerten von Abbildung 10.1
fir L/T =1—y /7 ~0,794. Aber anders als Abbildung 10.1 vermuten
lasst, schneiden die vier Kurven, die den verschiedenen Werten von
€ > 0 entsprechen (¢ ist nicht ,,klein*), die horizontale Linie Zy = ag/b
nicht genau bei L/T = 1 — y/x, sondern sehr nahe daran.

In dhnlicher Weise ist in Abbildung 10.2 die Wachstumsrate A gegen die
Latenzperiode L fiir verschiedene Werte von € aufgetragen, wobei die Para-
meter T, ap und b wie zuvor festgelegt sind. Die Wachstumsrate A4 ist keine
periodische Funktion von L: Bei einer ldngeren Latenzperiode nimmt A ten-

denziell ab, wenn auch aufgrund von ,,Resonanzen‘ zwischen L und T nicht
monoton.

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 10.2: Die Wachstumsrate A in Abhéngigkeit von der Latenzperiode L fiir
€€ {0;0,25;0,5;0,75; 1}. Die anderen Parameterwerte sind wie in Abbildung 10.1.

Die Wachstumsrate A ist aber immer noch unabhingig von €, wenn L ein
Vielfaches von T d.h. L = kT fiir ein k = 0,1,2,... ist. Man erinnert sich
daran, dass Ay die einzige Losung der folgenden Gleichung ist:

go(ho) =1 ape ™ /(Ao +b) =1.
Somit ist A = Ag auch eine Losung der Gleichung (10.8), denn
1/8u(A) =1 = (Ao +b+nio) ™ /ag— 1 = niwe’*" /ag
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eine rein imaginédre Zahl fiir jede ganze Zahl n > 1 ist: Die linke und die
rechte Seite der Gleichung (10.8) sind gleich null.

Fiir eine allgemeine Latenzperiode L sehen wir unter Verwendung der
Gleichungen (10.10) und (10.25), dass A ~ Ao + A, €2 fiir € klein gilt, wobei
Ao implizit durch

go(do) =1 ape ML /(A9 +b) =1

definiert ist. Auch fiir A, gelten Gleichungen (10.10) und (10.25). Aus

21(A) = e Mliol ool e ok __ et
81(do) = a0y = = do 5 X I+io/(do+b) 1+io/(Ao+b)’
N B e—MoL 1 - 1
g0'(Ao) = —a0 57— (LJFAOH,) T (L+2<)+b> ’
folgt
Ap=— Al Re( > . )
220" (Ao) 1/g1(40) —1

1 1
T 2L+ 1/(Ro+D)] Re (ei“’L[l +iw/(A +b)] — 1) :

10.5 Fazit

Abgesehen von den im vorigen Abschnitt erwihnten S-E-I-S und S-E-I-R-
Modellen reduziert sich die lineare Stabilitét des trivialen Gleichgewichts ei-
niger anderer Epidemiemodelle auf Gleichung (10.4), wobei K(¢,x) durch
Formel (10.6) gegeben ist. Dies ist insbesondere der Fall fiir Epidemie-
modelle mit m infizierten Klassen I, I, ..., I,, bei denen die Infektion einem
Zyklus folgt (I} - L, — -+ — I, = I1), und mit nur einer sinusformigen
Kontaktfunktion (Kapitel 9). Das S-I-S / S-I-R Epidemiemodell mit einer
festen Infektionsperiode L und einer sinusformigen Kontaktrate entspricht
g(x) = ap falls x < List und g(x) = 0 falls x > L ist. Da in diesem Fall

gn(s) =ao (1 - e_SL_”i“’L) /(s +niw)

ist, kdnnen wir wie im vorherigen Abschnitt zeigen, dass %, und A unabhin-
gig von € sind, wenn L ein Vielfaches von T ist. Dies ist ein degenerierter Fall.
Es gibt keinen Grund, dass die infektiose Periode irgendeine arithmetische
Beziehung zur Dauer des Kontakts hat. Diese Dauer betrigt normalerweise
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eine Woche (weniger Kontakte an Wochenenden) oder ein Jahr (weniger Kon-
takte in den Sommerferien bei Kinderkrankheiten, hohere Wahrscheinlichkeit
der Ubertragung von durch die Luft iibertragenen Krankheiten im Winter).
Die allgemeinere Bedeutung dieser Ergebnisse besteht darin, dass wir die
Mittelwertbildung fiir %y und A, d.h. die Erzielung desselben Ergebnisses
fiir € = 0 und € # 0, als Ausnahme betrachten sollen. Abgesehen von degene-
rierten Féllen, wie den bereits erwihnten, ist die einzige Situation, in der die
Mittelwertbildung korrekt ist, diejenige mit einer einzigen infektiosen Klas-
se, einer exponentiell verteilten infektiosen Periode und keiner Latenzperiode
(Proposition 7.14). Andererseits ist sie nicht korrekt fiir zwei infektiose Kom-
partimente wie bei vektoriibertragenen Krankheiten oder fiir eine nicht expo-
nentiell verteilte infektiose Periode oder fiir eine Latenzperiode ungleich null.
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Resonanz der Wachstumsrate

Es gibt zahlreiche Studien iiber die Resonanz zwischen der na-
tiirlichen Periode einer endemischen Krankheit und einer perio-
dischen saisonalen Kontaktrate. In diesem Kapitel geht es nicht
um Resonanz bei endemischen Krankheiten, sondern um Reso-
nanz bei neu auftretenden Krankheiten. Die Periodizitdt kann
einen groflen Einfluss auf die anfingliche Wachstumsrate und
damit auf die Epidemieschwelle haben. Resonanz tritt auf, wenn
die Euler-Lotka-Gleichung eine komplexe Wurzel hat, deren
Imagindirteil nahe an der Kreisfrequenz der Kontaktrate liegt und
deren Realteil nicht zu weit von der Wachstumsrate entfernt ist.
Wir veranschaulichen dieses Resonanzphdnomen anhand meh-
rerer einfacher Modelle von Epidemien mit periodisch variieren-
den wochentlichen Kontakten. Wir erkldren die iiberraschenden
Unterschiede zwischen einem periodischen S-E-I-R-Modell mit
exponentiell verteilter Latenzperiode und dem gleichen Modell
mit fester Latenzperiode.

11.1 Einfiihrung

Infektionskrankheiten konnen geddampfte Schwingungen in der Nihe eines
endemischen Gleichgewichtszustandes aufweisen. Bei einem einfachen Mo-
dell, das aus einem System gewohnlicher Differentialgleichungen besteht,
konnen die Eigenwerte der Jacobi-Matrix an diesem Gleichgewichtspunkt
komplex sein, was eine bestimmte ,,natiirliche Schwingungsdauer* bestimmt.
Seit den 1970er Jahren und insbesondere seit dem Aufkommen der ,,Chaos-
theorie® haben viele Werke gezeigt, dass die Resonanz zwischen dieser
natiirlichen Periode und einer periodischen Kontaktrate oder einem ande-
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ren periodischen Faktor ein unerwartetes dynamisches Verhalten selbst fiir
sehr einfache nichtlineare Modelle hervorrufen kann (siehe Abschnitt 16.1
und [22]). Wenn die linearisierten Gleichungen in der Nihe des endemischen
Gleichgewichts einen komplexen Eigenwert x 4 iy mit einem Imaginérteil y
nahe der Kreisfrequenz w der Kontaktrate und mit einem Realteil x nahe
0 haben (,einfache Resonanz‘), dann konnen relativ kleine Schwingungen
der Kontaktrate grole Schwingungen der Privalenz verursachen. Wenn tib-
rigens das Verhiltnis y/@ in der Nihe einer rationalen Zahl p/q # 1 mit
kleinen ganzen Zahlen p und g liegt und wenn die Schwingungsamplitude
der Kontaktrate ausreichend grof} ist, kann die Privalenz mit einer subharmo-
nischen Frequenz schwingen. Fiir bestimmte Bereiche von Parameterwerten
kann auch Chaos auftreten. Auf diese Weise konnte die Theorie versuchen,
die Zeitreihen fiir das Auftreten bestimmter Krankheiten zu erkldren, wie zum
Beispiel der Masern, die einst endemisch waren, aber in einigen Stddten et-
wa alle zwei Jahre epidemische Hohepunkte aufwiesen und deren ,,natiirliche
Periode* der Schwingungen in der Néhe des endemischen Gleichgewichts da-
her als nahe bei zwei Jahren liegend angesehen wurde. Auch in der Okologie
gibt es dhnliche Resonanzphidnomene zwischen einer fluktuierenden Umwelt
und einer natiirlichen Schwingungsdauer in der Nihe eines Gleichgewichts-
zustands ungleich Null.

Unabhingig davon ist seit den Arbeiten von Lotka bekannt, dass die
charakteristische Gleichung (10.2) oder Euler-Lotka-Gleichung fiir lineare
Modelle in kontinuierlicher Zeit auch komplexe Wurzeln haben kann, die
,.Bevolkerungswellen verursachen. Lotka glaubte, dass es immer unendlich
viele solcher Wurzeln gibt und dass eine von ihnen eine natiirliche Peri-
ode hat, die einer Generation nahe kommt, d.h. zwei oder drei Jahrzehnte
fir menschliche Populationen. Coale untersuchte den Fall der periodischen
Fertilitit und stellte einen signifikanten Anstieg der Wachstumsrate des Mo-
dells fest, wenn die Periode der Fertilitdt nahe bei einer Generation liegt.
Andere Arbeiten haben Resonanz in linearen zeitdiskreten Matrixmodellen
untersucht: Angesichts der Verbindung zwischen zeitdiskreten und zeitkonti-
nuierlichen Modellen tritt Resonanz auf, wenn die Matrix, die das Wachstum
in einer konstanten Umgebung beschreibt, einen komplexen Eigenwert x+1iy
hat, sodass arctan(y/x) nahe an ® und der Betrag nahe am Spektralradius der
Matrix sind.

Die Modelle, die wir durch die Linearisierung nichtlinearer Epidemie-
modelle in der Néhe des krankheitsfreien Gleichgewichts (nicht in der Nihe
des endemischen Gleichgewichts) erhalten, sind den im vorigen Abschnitt er-
wihnten linearen Bevolkerungsmodellen sehr dhnlich. Die Zeit seit der Infek-
tion ersetzt die Altersvariable. Daher ist zu erwarten, dass eine Resonanz der
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anfianglichen Wachstumsrate auch in einer periodischen Umgebung auftreten
kann, was die Epidemieschwelle erheblich verindert. Dies kann bedeuten-
de Folgen fiir neu auftretende Krankheiten haben. Es ist jedoch zu beachten,
dass bei vielen durch die Luft tibertragenen Krankheiten der durchschnittli-
che Zeitraum zwischen zwei Infektionsgenerationen in der Grof3enordnung
von ein bis zwei Wochen liegt. Dies hingt von der Latenzperiode ab. Daher
ist a priori nur dann eine Resonanz zu erwarten, wenn die Kontaktrate mit
einer Periode der gleichen Groflenordnung schwingt, typischerweise wenn
sie wochentlich schwingt. Dies ist nicht unverniinftig, wenn wir bedenken,
dass sich die Kontaktraten zwischen Wochentagen und Wochenenden unter-
scheiden konnen. Bei Schulkindern diirfte die Kontaktrate an den Wochen-
enden sinken.

Abschnitt 11.2 erinnert daran, wie man die Wachstumsrate in linearen,
periodischen und zeitkontinuierlichen Bevolkerungsmodellen berechnet. Fiir
die Storung erster Ordnung geben wir eine allgemeine Formel an, die den
Begriff des Reproduktionswerts in einer periodischen Umgebung verwendet.
Aber fiir eine kleine periodische Storung eines Modells mit Koeffizienten, die
nicht von der Zeit abhidngen, zeigt diese Formel, dass es notwendig ist, einen
Term zweiter Ordnung aufzunehmen, um die Resonanz der Wachstumsrate
Zu untersuchen.

In Abschnitt 11.3 stellen wir drei verschiedene Methoden zur Unter-
suchung der Resonanz vor. Die ersten beiden Methoden, eine rein numerisch,
die andere teilweise analytisch, beruhen auf den Ergebnissen des Kapitels 10.
Die dritte Methode deutet erwartungsgeméil darauf hin, dass die Resonanz
der Wachstumsrate dann auftritt, wenn die Euler-Lotka-Gleichung eine kom-
plexe Wurzel mit einem Imaginirteil nahe der Kreisfrequenz der Kontaktrate
und einem Realteil nahe der Wachstumsrate hat. AuBlerdem gibt es eine wei-
tere technische Bedingung.

In Abschnitt 11.4 wenden wir die drei Methoden auf fiinf klassische
Epidemiemodelle mit periodischen Kontaktraten an, um zu zeigen, dass
relativ dhnliche Modelle ganz unterschiedliche Eigenschaften haben konnen:

* Fiir ein S-I-R-Modell mit einer exponentiell verteilten infektiosen Pe-
riode ist eine Resonanz der anfianglichen Wachstumsrate unmdglich.
Damit soll hervorgehoben werden, dass dieses Modell insofern eine
Ausnahme darstellt, als die anfidngliche Wachstumsrate sogar vollig un-
abhingig von der Frequenz des periodischen Faktors ist.

* Fiir ein S-I-R-Modell mit einer festen infektiosen Periode ist eine Re-
sonanz moglich. Mit den hier gewéhlten Parameterwerten erweist sich
die Resonanz jedoch als sehr schwach.



178

* Fiir ein S-E-I-R-Modell mit einer Latenzperiode und einer Infektions-
periode, die exponentiell verteilt sind, ist eine Resonanz unmoglich
(siehe Kapitel 9), aber die Wachstumsrate hiangt im Gegensatz zum ers-
ten S-I-R-Modell von dem periodischen Faktor ab.

* Fiir ein S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenzperiode und einer expo-
nentiell verteilten infektiosen Periode ist im Gegensatz zu den vorheri-
gen Modellen eine starke Resonanz wie in Kapitel 10 moglich.

* Fiir ein S-E-I-R-Modell mit einer Gamma-verteilten Latenzperiode und
einer exponentiell verteilten Infektionsperiode, d.h. fiir eine Verall-
gemeinerung der beiden vorangegangenen Modelle, zeigen wir, wie
Resonanz unmoglich wird, wenn die Verteilung der Latenzperiode
allméhlich von einem Diracmall zu einer exponentiellen Verteilung
wechselt.

Ein wichtiger Punkt ist, dass die Euler-Lotka-Gleichung fiir das autonome
Modell keine andere komplexe Wurzel als ihre reelle Wurzel haben kann.
Natiirlich ist seit langem bekannt, dass zwei Epidemiemodelle, die lediglich
eine unterschiedliche Verteilung der in einer Klasse verbrachten Zeit auf-
weisen, unterschiedliche qualitative Eigenschaften haben konnen, beispiels-
weise in Bezug auf die Existenz periodischer Losungen fiir zeitunabhingige
Epidemiemodelle.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass die a priori biologisch sinn-
volle Regel, wonach die Resonanz der Epidemieschwelle wichtig ist, wenn
die Frequenz der Umwelt nahe an einer natiirlichen Frequenz der Krankheit
liegt, nicht immer funktioniert. Uberraschenderweise funktioniert sie nicht
bei den einfachsten Modellen, den S-I-R- und S-E-I-R-Modellen mit expo-
nentiell verteilten Latenz- und Infektionsperioden. Diese Regel sollen wir
durch eine genauere Untersuchung der komplexen Wurzeln der Euler-Lotka-
Gleichung ersetzen. Ein dhnliches Resonanzphdnomen kann bei der Repro-
duktivitit #Z, auftreten (siehe Kapitel 10). Wir sollten daher die Schitzungen
von % fiir Krankheiten, die sich in einer periodischen Umgebung ausbreiten,
tiberarbeiten.

Anhang 11.6 enthilt einen Beweis fiir das exponentielle Wachstum des
Gesamtreproduktionswerts einer Population in einer periodischen Umge-
bung. Es ist eine logische Folge unserer Arbeit und eine Verallgemeinerung
eines klassischen Ergebnisses von Fisher fiir zeitunabhéngige Modelle.
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11.2 Storungstheorie: Formeln erster Ordnung

11.2.1 Anfingliche Wachstumsrate als Eigenwert

Bei der Untersuchung der Stabilitéit des krankheitsfreien Gleichgewichts ei-
nes Epidemiemodells beginnt man mit der Linearisierung des Modells in der
Umgebung dieses Gleichgewichts. Das sich daraus ergebende lineare System
konnen wir oft als eine Integralgleichung der Form

h(r) :/OtK(t,x)h(t—x)dx—Fho(t) (11.1)

schreiben, wobei der Kern K(z,x) eine positive Funktion ist, die T-periodisch
in Bezug auf ¢ ist, wenn das System 7'-periodische Koeffizienten hat. Dabei ist
zu beachten, dass A(z) ein Vektor (h(¢),...,h,(¢)) sein kann, wobei der In-
dex i =1,...,m verschiedene Typen von Infizierten darstellt, wihrend K (z,x)
eine m x m-Matrix ist. Die Funktion A;(r) stellt die Anzahl der neuen Perso-
nen dar, die zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit in die infizierte Klasse 7 eintreten.
Die Funktion K; j(t,x) gibt die durchschnittliche Anzahl von Infektionen des
Typs i an, die pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ von einer zum Zeitpunkt f — x
infizierten und in die Klasse j eintretenden Person produziert werden. Somit
ist x die seit der Infektion vergangene Zeit. Die Vektorfunktion /o(¢) hingt
nur von den Anfangsbedingungen ab.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall m = 1, da dies fiir
die Beispiele in den folgenden Abschnitten ausreichend ist. Dieser Fall tritt
zum Beispiel ein, wenn wir eine einzelne Population infizierter Personen
mit einer effektiven Kontaktrate a(z,x) (Produkt aus Kontaktrate und Uber-
tragungswahrscheinlichkeit pro Kontakt) und einer Heilungsrate b(¢,x) be-
trachten, die von der Zeit ¢ und der seit der Infektion vergangenen Zeit x
abhingen. Die Funktionen a(f,x) und b(z,x) werden als T-periodisch in Be-
zug auf t angenommen. Sei /(z,x) die seit x Zeiteinheiten zur Zeit ¢ infizierte
Populationsdichte. In der linearen Niherung in der Nihe des krankheitsfreien
Gleichgewichts ist /(z,x) eine Losung des Systems

2 b)) =0, 1(1,0) = /+ma(t,x)l(t,x) dx.  (112)
x 0
Sei h(t) = I(z,0). Dann gilt fiir 4(¢) Gleichung (11.1) mit
K(t,x) =a(t,x)o(t —x,x), o(T,x)=exp (— /Xb(1+y,y)dy> . (11.3)
0

Die Funktion ¢(7,x) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zum Zeitpunkt 7
neu infizierte Person zum Zeitpunkt 7 4 x noch infiziert ist. Die anfangliche
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Wachstumsrate A der Epidemie ist die einzige reelle Zahl, fiir welche die
Integralgleichung

0= [P K- (114)

eine positive, nicht-triviale und 7-periodische Losung hat (siehe Kapitel 7).
Sie ist auch die einzige reelle Zahl A, fiir die es eine positive, nichttriviale,
T-periodische Funktion v(¢,x) in Bezug auf 7 gibt, sodass
o + o +b(t,x)v(t,x) = —Av(t,x), v(,0)= /+ a(t,x)v(t,x)dx
ot dx 0
(11.5)

mit der Normierung
1 T f+=
—// v(t,x)dxdt =1 (11.6)
T Jo Jo

gelten. Die Wachstumsrate A ist weiterhin die einzige reelle Zahl, fiir die es
eine positive, nicht-triviale Funktion w(z,x) gibt, die T-periodisch in Bezug
auf ¢ ist, und sodass die adjungierte Gleichung

ow dw
5 + Fre b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = A w(t,x) (11.7)
mit der Normierung
1 (T p+e
(v,w) = —/ / v(t,x)w(t,x)dxdt =1 (11.8)
T Jo Jo

gilt. Das Tripel (A4, v,w) ist das der Proposition 7.22.

Wir nennen w(¢,x) den Reproduktionswert eines Individuums, das zum
Zeitpunkt ¢ seit x Zeiteinheiten infiziert ist. In demographischen Modellen
wiire a(z,x) die Fertilitdt und b(7,x) die Mortalitit. Abgesehen von der Nor-
mierung ist diese Funktion w(z,x) die Verallgemeinerung fiir das Modell mit
periodischen Koeffizienten der Fisher’schen Definition des Reproduktions-
werts fiir zeitunabhingige Modelle.

Mit dieser Definition von w(¢,x) kénnen wir auch eine Anmerkung von
Fisher verallgemeinern. Der Gesamtreproduktionswert einer Population, fiir
die System (11.2) gilt, definiert durch

W) = (/;wl(t,x)w(t,x) dx, (11.9)

ist gleich W (0)e* (Anhang 11.6).
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11.2.2 Storungsformeln erster Ordnung fiir die Wachstumsrate

Betrachten wir zunichst den Fall mit b(¢,x) = by(t,x) + €b;(¢,x) und zwei
Funktionen by (¢,x) und by (¢,x), die in Bezug auf ¢ periodisch sind und die
gleiche Periode haben. Schreiben wir die erste Gleichung von (11.5) in der
Form %;v = Av. Dann ist .%; ein linearer Differentialoperator auf einem
Raum von T-periodischen Funktionen (in Bezug auf die Variable ), fiir
welche die zweite Gleichung von (11.5) gilt. Es gilt % = % + €. mit
(V) (t,x) = —b;(t,x)v(t,x). Sei (Ao,vo,wp) das mit % verbundene Tri-
pel. Gemil der Storungstheorie linearer Operatoren [23, Kapitel XI], die
eine Formel analog zu Formel (6.14) in endlicher Dimension liefert, ist der
Haupteigenwert A, der zu %, gehort, sodass Ae = Ag+€A+o(¢g) fire -0
mit

= (M vy, wo) ———// by (t,x)vo(t,x) wo(t,x)dx dt (11.10)

gilt. Ist by > 0, so gilt A < 0, wie es sein sollte.

Ahnlich ist der Fall mit a(t,x) = ao(t,x) + €a;(t,x) und zwei Funktio-
nen ao(t,x) und a;(¢,x), die in Bezug auf ¢ periodisch sind. Schreiben wir
Gleichung (11.7) in der Form .Z;v = Av. Dann ist .Z; = £+ €./ mit
(A'w)(t,x) = ai(t,x)w(t,0). Man beachte, dass (A, wo,vo) das zu £ ge-
horende Tripel ist. Dieselbe Storungstheorie zeigt, dass der Haupteigenwert
Ag, der zu £} gehort, so ist, dass Az = Ay + €A’ +o(€) fiir € — 0 mit

1 /T oo
= (N wo,vo) = ?/ wo(t,O)/ a(t,x)volt,x)dxdr (11,11
0 0
gilt. Ist a; > 0, so gilt A’ > 0, wie es sein sollte.

Zeitunabhiingige Koeffizienten. Sind a(z,x) = ag(x) und b(z,x) = bo(x),
so zeigt Gleichung (11.4), dass die Wachstumsrate A die einzige reelle Lo-
sung der Euler-Lotka-Gleichung

1:/()+°°e—WKO(x)dx (11.12)
mit .
Ko(n) o)) wnd - ane) =exp (~ [“bulr)ay )

ist. Die Losungen der Gleichungen (11.5)-(11.6) und (11.7)-(11.8) ergeben
sich aus den Formeln von Lotka und Fisher fiir die Alterspyramide und fiir
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den Reproduktionswert:

vo(x) = e ()
Jo e My op(y)dy’
wo(x) = wo(0) / . e%<>'x>zgg§ao<y) dy. (11.13)

Ist b(x) = bo(x) + €b1(x) oder a(x) = ap(x) + €a; (x), so reduzieren sich die
Formeln (11.10) und (11.11) auf

() [ e 6o(y) ao(y) dy dx
Jor™ xe=%0% 6 (x) ag (x) dx

ST e M oy (x) ay (x) dx

fmxe%0x g (x) ag(x) dx

A=

)

A (11.14)

Koeffizienten, die nicht von x abhéingen. Sind a(,x) = a(t) und b(t,x) =
b(t), so finden wir fiir die Losungen der Gleichungen (11.4), (11.5)-(11.6)
und (11.7)-(11.8)

A= [ (ate) - bleyar,

— ) e salr)dr Lr d
L R s R AL
7o v()dt w(t)
mit
W([) _ e—lt—}—jé(a(r)—b(r))d‘c.

Der Reproduktionswert w(t,x) ist dann unabhingig von x. Ist b(t) = by () +
€by(t) oder a(t) = ap(t) + €ay (1), so reduzieren sich die Formeln (11.10) und
(11.11) auf

Ae_1 /Tb (t)dt, N = : /‘T (t)dt
T ! ’ T “ ’
wie es angesichts der Formel fiir A sein sollte.

Kleine periodische Storung des zeitunabhiingigen Falles. Betrachten wir
nun den Fall einer kleinen periodischen Stérung des zeitunabhingigen Falls
der Form

a(t,x) = (1 +ecoswr)ap(x), b(t,x) = by(x) (11.15)
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mit |€] < 1. In diesem Fall ist der Kern (11.3) der Form
K(t,x) = (14 ecoswt)g(x) (11.16)

mit g(x) = ap(x) op(x). Die Funktionen vo(¢,x) und wy(,x) sind immer noch
unabhingig von ¢ und durch die Formeln (11.13) gegeben. Da der zeitliche
Mittelwert von a; (z,x) = cos(®t)ag(x) gleich null ist, zeigt Formel (11.11),
dass A’ = 0 gilt. Daher ist A = A9 + o(€). Wir miissen den Term der GroBen-
ordnung g2 untersuchen, um zu sehen, wie eine Resonanz der Wachstumsrate
A¢ entstehen kann.

Nicht alle interessanten Situationen sind von der Form (11.15). Unter-
sucht man beispielsweise den Einfluss einer kleinen Klimaédnderung auf eine
Vektorkrankheit, so sind ag(¢,x) und by(¢,x) aufgrund der Saisonalitit der
Vektorpopulation periodische Funktionen der Zeit. In einem solchen Fall ist
die Anderung der Wachstumsrate erster Ordnung, die sich aus Formel (11.11)
ergibt, wahrscheinlich ungleich null.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels (mit Ausnahme des Anhangs) wer-
den wir uns auf linearisierte Modelle konzentrieren, die in Form einer
Erneuerungsgleichung (11.1) mit einem Kern K(z,x) der Form (11.16)
geschrieben werden, auch wenn einige dieser Modelle nicht in Form der par-
tiellen Differentialgleichung (11.2) geschrieben werden konnen.

11.3 Formel zweiter Ordnung und Resonanz

In Kapitel 10 haben wir eine spezielle numerische Methode zur Berechnung
der Wachstumsrate A, gefunden, wenn der Kern K(z,x) der Form (11.16) ist.
Man beachte jedoch, dass die Methoden der Kapitel 9 und 10 einen beliebi-
gen periodischen Faktor behandeln konnen, insbesondere den Fall einer pe-
riodischen Stufenfunktion, der nicht nur fiir die jahrliche Differenz zwischen
Schulzeit und Ferien, sondern auch fiir die wochentliche Differenz zwischen
Wochentagen und Wochenenden realistischer ist.

Nicht ganz prizise sagen wir, dass eine ,,Resonanz* stattfindet, wenn A¢
deutlich groBer als Ay fiir € 0 und fiir bestimmte spezielle Werte der Kreis-
frequenz @ ist, d.h. wenn bestimmte spezielle Frequenzen das Wachstum
begiinstigen. Die Fragen lauten also: Kann Resonanz stattfinden und wenn ja,
fiir welche Parameterwerte?

Die erste und einfachste Methode zur Beantwortung dieser Fragen besteht
darin, A¢ numerisch zu berechnen und mit Ay zu vergleichen. In Kapitel 10
haben wir gezeigt, dass die Wachstumsrate A¢, die durch Gleichungen (11.4)
und (11.16) definiert ist, die groBte reelle Wurzel der Gleichung mit einem
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Kettenbruch
€2/4
1/g0(A)—1=2Re / 2/4 (11.17)
R €
/@) —1- =7
1/g2(A)—1-——
ist, wobei ,,Re* den Realteil bezeichnet und
+oo A rni
Z(4) = / g(x) e Prmion gy (11.18)
0

die Laplace-Transformierte von g(x) berechnet in A +niw ist. Fiir € = 0 redu-
ziert sich Gleichung (11.17) auf go(A) = 1, was die Euler-Lotka-Gleichung
(11.12) ist.

Es gibt noch eine zweite Methode, um Resonanz festzustellen. Kapitel 10
gibt eine Niherungsformel zweiter Ordnung fiir A, wenn € klein ist:

Ae=2do+oe +o(e”) mit o= Zgol(zo)Re(l/gl(AO)l)'
(11.19)

Auf diese Weise sehen wir, dass Resonanz auftritt, wenn ¢ > 0 ist und wenn
o im Vergleich zu A nicht klein ist. Wir konnen diese Bedingungen leicht
numerisch iiberpriifen.

Schlieflich gibt es noch eine dritte und vielleicht interessanteste Metho-
de, um Resonanz zu erkennen. Wir erwarten eine Resonanz, wenn die Euler-
Lotka-Gleichung (11.12) ein Paar konjugierter komplexer Wurzeln A = x+iy
hat, wobei der Imaginérteil y nahe an @ und der Realteil x nahe an der
Wachstumsrate Ao liegen. Nehmen wir némlich an, dass A = £ +i® eine
exakte Wurzel der Gleichung (11.12) ist. Dann ist

g1(8) = /(:mg(x)e’g“iwxdx: 1.

Wenn der Realteil £ nahe an A liegt, genauer gesagt, wenn (49 — &) /o klein
ist, gilt ungefahr

81(%0) = 21(8) + (o —8)a1" (&) =1+ (- &)1 (§).

Ersetzen wir diesen Niherungswert in Formel (11.19) fiir o, wobei A9 — &
klein ist. Wir erhalten

= ! Re( 1 >
T 280 (h) (R0 —&) g'(€))

o (11.20)
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Wir wissen, dass fiir jede Wurzel A = & +i® der Gleichung (11.12) die
strenge Ungleichung & < A gilt. In der Tat haben wir mit

oo oo .
1:/ e Mg (x)dx, 1:/ e~ 6+ (1) dx
0 0

zunédchst

oo .
1= / e~ (GHON e () dx
0

Daher ist & < Ag. Hiitten wir & = Ay, wiirden wir durch Subtraktion

0= /(fme*%x (1 - efim) g(x)dx

ableiten. Der Realteil davon wire

~+oo
< / e Sg(x)dx.
0

0= /0 7 et [1  cos(@x)]g(x) dx,

was unmdglich ist, wenn die positive Funktion g(x) nicht identisch null ist.
Deshalb ist & < Ay.
Es gilt

~+oo
20’ (A0) = 7/0 xg(x)e M dx < 0.

AuBerdem gilt Re(1/z) = x/(x* +?) fiir jede komplexe Zahl z = x +iy. Das
Vorzeichen von Re(1/z) ist das gleiche wie das Vorzeichen von Re(z). Fiir
Formel (11.20) miissen wir also nur noch das Vorzeichen von Re(g)'(&))
bestimmen. Ist

Re(21'(€)) <0,

so ist & positiv und groB wegen des kleinen Nenners Ay — &. Mit anderen
Worten ist A¢ deutlich groBer als Ag: Es gibt eine Resonanz. Der Grad der
Resonanz wird in gewisser Weise durch den Abstand A9 — & gemessen. Je
kleiner er ist, desto grofer ist die Resonanz. Erinnern wir uns auch daran,
dass A9 — & mit der Rate zusammenhéingt, mit der die Population gegen ihre
,stabile* Form konvergiert (im Sinne von Lotka, wobei die Dauer der Infek-
tion x das Alter ersetzt). In Epidemiemodellen ist dieser Begriff nicht sehr
wichtig, da die nichtlinearen Terme die Dynamik schnell dominieren. Die
Bedingung Re (g1'(&£)) < 0 miissen wir als zusitzliche technische Bedingung
fiir das Auftreten von Resonanz betrachten.

Fiir diese dritte Methode bemerken wir, dass die Euler-Lotka-Gleichung
keine andere komplexe Wurzel als die reelle Wurzel haben kann. Dadurch
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lassen sich Modelle, bei denen Resonanz auftreten kann, von solchen unter-
scheiden, bei denen dies nicht der Fall ist. Obwohl es moglich ist, die durch-
schnittliche Generationszeit in jedem Modell zu berechnen, bedeutet dies
nicht, dass es immer eine komplexe Wurzel der Euler-Lotka-Gleichung mit
einem Imaginérteil in der Nihe dieser Generationszeit gibt.

Im nichsten Abschnitt untersuchen wir diese drei Methoden fiir mehrere
einfache Epidemiemodelle mit einer periodischen Kontaktrate, um zu zeigen,
dass a priori sehr dhnliche Modelle ganz unterschiedliche Eigenschaften in
Bezug auf die Resonanz der anfianglichen Wachstumsrate haben konnen.

11.4 Beispiele

11.4.1 Periodisches S-I-R-Modell

Sei S(r) die Anzahl der suszeptiblen Personen, /() die Anzahl der infizierten
Personen und R(¢) die Anzahl der geheilten Personen. Sei N = S(¢) 4+ 1(r) +
R(t) die Gesamtbevdolkerung, die konstant ist. Betrachten wir das Modell

das I dl 1 dR

—=—a(t)S—, —=a(t)S—=—-bl, — =bl

dt a()N’ dt a()N Todt ’
mit a(t) = ao(1 + €cos wr) und |g| < 1. Fiir die Proportionen

s(t) =S(0)/N, i(t) =1(@)/N, r(t)=R()/N

gelten
% = —a(t)si, % =a(t)si—bi, % = bi.

mit s+ i+ r = 1. Der Parameter a(t) ist die effektive Kontaktrate mit einer
Periode T = 27/ ®. Der Parameter b ist die Heilungsrate. Im Gegensatz zu
den Arbeiten iiber die Resonanz bei endemischen Krankheiten ist die Addi-
tion von Geburten und Todesfillen oder die Riickkehr zur suszeptiblen Klasse
fiir die Epidemieschwelle nicht von Bedeutung. Wir haben diese Terme in
diesem Modell und auch in den anderen folgenden Modellen weggelassen,
um die Diskussion so einfach wie moglich zu halten.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (s,i,r) = (1,0,0). Linearisieren wir
das System in der Nihe dieses Gleichgewichts und setzen wir A(¢) = a(t) i(t).
Dies ist die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit in dieser Néhe-
rung. Wir konnen iiberpriifen, dass A(r) eine Losung einer Gleichung der
Form (11.1) mit einem Kern ist, der durch Formel (11.16) gegeben ist. Unter
Verwendung der Beziehungen (11.12), (11.18) und (11.19), finden wir leicht

gx)=ape ™™, gu(Ad)=ao/(b+A+niw), A=a—b, a=0.
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Die erste Methode zum Nachweis der Resonanz besteht in der numeri-
schen Berechnung von A¢. Fiir dieses Modell hat Kapitel 10 bereits festge-
stellt, dass A = @ — b = Ay eine Wurzel von (11.17) fiir jedes |e| < 1 ist, aber
vielleicht nicht die groBte. Wir kénnen also vermuten, dass A, = Ag ist. In
der Tat konnen wir, ausgehend von der Definition (11.4) von A, zeigen, dass
Ae genau gleich Ag ist (siehe die Anmerkung 7.21). Es gibt keine Resonanz,
unabhingig von den Parameterwerten.

Die zweite Methode konzentriert sich auf ¢. Hier ist ¢ gleich null, was
bestitigt, dass es keine Resonanz gibt. Bei der dritten Methode ist zu be-
achten, dass Ay die einzige Wurzel in der gesamten komplexen Ebene der
Euler-Lotka-Gleichung (11.12) ist: Es gibt keine Resonanz.

11.4.2 Periodisches S-I-R-Modell mit fester Infektionsperiode

Betrachten wir direkt das Modell fiir die Proportionen, behalten aber die
Grofibuchstaben S-I-R bei:

das

E(r)z—a(l‘)s(f)l(f),

%(t) =a(t)S@)1(t) —a(t —7)S(t—7)1(t — 1),
dR

E(t) =a(t—7)S(t—1)I(t—1),

mit S+7+R=1und a(t) = ap(1 + €cos wt). Der Parameter 7 ist die Dauer
der infektiosen Periode.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S,7,R) = (1,0,0). Die Anzahl der
Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, i(t) = a(¢) I(t), ist
die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit dem Kern (11.16). Hier sind

(x) = ap firalle x<T,
W= 0 firalle x>,

R apgT fiir A +niw =0,
&n ()L) = 1—e—AT—nioT
a W SOnSt,
und %
1 —e 7
l=ay ——. (11.21)
Ao

Man beachte, dass Ay eine implizite Funktion von 7 ist:

__1 L
T——Mlog(l—ao>. (11.22)
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Dariiber hinaus gelten:
e Ay — —oofiir 7 — 0,
» Ao wechselt das Vorzeichen fiir T = 1/ao,
e Ay — ap fiir T — o0,

Dies ldsst sich anhand der Beziehungen (11.21) und (11.22) leicht nach-
weisen. Wir konnen Formel (11.19) fiir & nicht wirklich vereinfachen. Neh-
men wir an, T =27/ ® = 1 Woche. Betrachten wir als Beispiel den Fall ag = 1
pro Woche.

Mit der ersten Methode zeigt Abbildung 11.1(a), wie die Wachstumsrate
Ae von der Infektionsperiode 7 fiir 0 < 7 < 2.5 und fiir verschiedene Werte
von € abhingt. Ein Zoom auf die Abbildung zeigt, dass A¢ > Ay ist, wenn € #
Ound 1 <7< 1,43 oder 2 < 7 < 2,44 (ungefihr) gelten. Der Differenzbetrag
ist jedoch nicht so groB. Es gibt nur eine schwache Resonanz.

Abbildung 11.1: Schwache Resonanz im periodischen S-I-R-Modell mit einer festen
Infektionsperiode. (a) Wachstumsrate A in Abhéngigkeit von der Infektionsperiode ©
fiir verschiedene Werte von €. (b) Der Koeffizient o in Abhingigkeit von 7.

Bei der zweiten Methode zeigt Abbildung 11.1(b), wie der Koeffizient o
von der Infektionsperiode 7 in demselben Wertebereich abhidngt. Numerisch
ist a >0 firalle 1 <7< 143 und 2 < 7 < 2,44, wie es sein sollte. Das
Maximum von /A, das bei T~ 1,17 auftritt, betréigt etwa 9 %. Dies bestitigt
die Schwiche der Resonanz.

Bei der dritten Methode erinnern wir uns zunichst daran, dass es immer
eine einzige reelle Wurzel Ay der Euler-Lotka-Gleichung (11.21) gibt. Aber
diese Gleichung hat auch eine unendliche Anzahl von Paaren konjugierter
komplexer Wurzeln: Dies ist allgemeiner der Fall fiir Modelle, bei denen g(x)
einen kompakten Tréiger hat. Unter diesen komplexen Wurzeln kénnen einige
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einen Imaginérteil haben, der fiir bestimmte Werte von 7 gleich w ist. Um
diese Werte zu finden, ist zu beachten, dass Gleichung (11.21) mit A = x+1iy
anstelle von Ay dquivalent (wenn wir x = y = 0 ausschlieBen) zu dem reellen
System

x=ag (1 —e " cos(yr)), y=ape " sin(y7)

ist. Wir setzen y = o ein und eliminieren x aus der zweiten Gleichung. Wir
erhalten eine einzige Gleichung fiir 7:

[0 1 ap
—1 — — =0. 11.23
wr ¢ [aosin((m')} tan(@7) + 0] ( )

Die linke Seite ist eine stetige Funktion von 7 fiir jedes Intervall n7 < 7 <
(n-+1/2)T und jede ganze Zahl n > 1, die gegen —e fiir T — nT ™ konvergiert
und die gegen oo fiir T — (n+ 1/2)T~ konvergiert. Daher hat (11.23) eine
unendliche Anzahl von positiven Losungen 7; < 7, < - --. Fiir unser Beispiel
mit @ = 27 und ag = 1 erhalten wir 71 =~ 1,19, 7» ~ 2,20, 73 ~ 3,21...

Fir 7 = 71 sind die komplex konjugierten Wurzeln der Gleichung
(11.21) mit dem groBeren Realteil x; + i@, wobei x; &~ —1,61 wihrend A ~
0,30 sind. Obwohl also die technische Bedingung Re(g;’(x1)) = —1,2 < 0
erfiillt ist, ist die Differenz zwischen x; und Ag zu groB, als dass eine signi-
fikante Resonanz auftreten konnte: (A9 — x1)/@ ~ 0,30. Fiir T = 1, sind die
komplex konjugierten Wurzeln der Gleichung (11.21) mit dem zweitgroften
Realteil x, +iw mit x, ~ —0,85, withrend Ay ~ 0,85 ist. Obwohl also die
technische Bedingung Re(g)'(x2)) ~ —2,23 < 0 erfiillt ist, ist die Differenz
zwischen x; und Ay wiederum zu grof, als dass eine signifikante Resonanz
auftreten konnte: (A9 —x2)/® = 0,27. Die gleiche Schlussfolgerung gilt fiir
die anderen komplexen Wurzeln, die bei T = 7, einen Imaginirteil gleich w
haben.

11.4.3 Periodisches S-E-I-R-Modell

Nehmen wir nun an, dass es einen Anteil E () der Bevolkerung gibt, der zwar
infiziert, aber noch nicht infektios ist, d. h. der sich in der Latenzphase befin-
det. Betrachten wir das Modell fiir die Proportionen

as _
dr

dE dl dR
== I—cE, L —cE—p1, C—pr1
o a(t)SI—cE, it bl, bl,

— 1
alr)s1, -

mit S+E+71+R=1und a(t) = ap(1 + £cos wt). Der neue Parameter c ist
die Rate, mit der infizierte Personen infektios werden. Fiir ¢ — +oo nihert
sich dieses Modell dem S-I-R-Modell des Abschnitts 11.4.1.
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Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S, E,I,R) = (1,0,0,0). Die Anzahl
der Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, a(t) = a(t)I(t),
ist die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit einem Kern (11.16). Hier
sind

—Ccx __ e—bx apc

: AGE
) = A et nio) (A +b+nio)’

b—c ’

glx)=apc

M:_(b+c)+m’ (11.24)
(agc)?

V(b—¢)2 +dagc [0% + (b—c)? +4apc]

Fiir die erste Methode betrachten wir den Fall, in dem 7 = 2n/@ = 1 Wo-
che ist, was Unterschiede in der Kontaktrate zwischen Wochentagen und
Wochenenden modelliert, und in dem die durchschnittliche infektiose Peri-
ode 1/b gleich 2 Tage ist, d. h. 2/7 Woche. Nehmen wir eine durchschnittliche
Kontaktrate ag an, sodass die Reproduktivitit ag/b bei € = 0 gleich 1,2 ist,
eine verniinftige Hypothese, wenn wir eine neue Infektionskrankheit betrach-
ten. Abbildung 11.2 zeigt, wie die Wachstumsrate Az von der durchschnittli-
chen Latenzperiode 1/c fiir verschiedene Werte von € abhingt. Man beachte,
dass Ae immer kleiner als A ist, wenn € # 0 ist. Es gibt keine Resonanz.

o=—

Abbildung 11.2: Abwesenheit von Resonanz im periodischen S-E-I-R-Modell. Die
Wachstumsrate A¢ in Abhingigkeit von der durchschnittlichen Latenzperiode 1/¢ (in
Wochen) fiir verschiedene Werte von €.

Bei der zweiten Methode stellen wir fest, dass o < O ist: Es gibt
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keine Resonanz. Was die dritte Methode betrifft, so hat die Euler-Lotka-
Gleichung (11.12) fiir dieses Modell nur eine Wurzel, ndmlich Ay, in dem
Teil der komplexen Ebene, in dem das Integral der rechten Seite der Glei-
chung (11.12) konvergiert: Re(A) > max{—b, —c}. Man beachte, dass Ay ei-
ne Losung einer Polynomgleichung vom Grad 2 ist. Die andere Losung, die
durch Formel (11.24) mit einem Minuszeichen vor der Quadratwurzel gege-
ben ist, ist eine Wurzel der Gleichung, die durch analytische Fortsetzung des
Integrals aus (11.12) abgeleitet wird. Bei dieser zweiten Losung divergiert
das Integral. In jedem Fall ist diese Losung eine reelle Zahl. Es gibt keine
Resonanz.

11.4.4 Periodisches S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenzperiode

Das Modell ist
ds dE
e —a(r)S(t)I(1), i at)St)I(t) —a(t—7)S(t—1)I(t—1),
dl dR

—a(t—1)S(t—1)I(t — 1) bI(7), bI(r),

dt dt
mit S+E+7+R =1 und a(t) = ap(l + €cos@t). Der Parameter T ist
die Latenzperiode. Fiir T — 0 konvergiert das Modell gegen das von Ab-
schnitt 11.4.1.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S, E,I,R) = (1,0,0,0). Die Anzahl
der Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, a(t) = a(t)I(z),
ist die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit einem Kern (11.16). Hier
sind

w={" furalle x <7, 2 )= e
g = ape =7 firalle x> T, 8n =4ao A+binio’
Ao =age T —b. (11.25)

Die Gleichung fiir Ag ist wiederum implizit. Wir kénnen Formel (11.19) fiir
o nicht wirklich vereinfachen.

Fiir die erste Methode haben wir wie im vorigen Abschnitt 7 =27/ = 1
Woche, 1/b = 2 Tage oder 2/7 Woche und ap/b = 1,2 genommen. Abbil-
dung 11.3(a) zeigt die Abhéngigkeit der Wachstumsrate A, von der Latenz-
periode 7 fiir verschiedene Werte von €. In dieser Abbildung sehen wir, dass
die Resonanz ungefihr fiir alle 0,66 < 7 < 1 und alle 1,66 < 7 < 2 auftritt.
Es gibt auch Resonanzen fiir gréBere Werte von 7, die nicht dargestellt sind.
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Abbildung 11.3: Resonanz im periodischen S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenz-
periode. (a) Wachstumsrate A¢ als Funktion der Latenzperiode T (in Wochen) fiir ver-
schiedene Werte von €. (b) Der Koeffizient ¢ in Abhéngigkeit von 7.

Kapitel 10 zeigt eine dhnliche Abbildung fiir ein leicht abweichendes Mo-
dell (S-E-I-S und nicht S-E-I-R). Allerdings wurde keine Erkldrung fiir die
Beulen* gegeben.

Mit der zweiten Methode kdonnen wir numerisch nachweisen, dass o > 0
zumindest fiir alle 0,66 < 7 < 1 und alle 1,66 < 7 < 2 gilt (Abb. 11.3b).
Bei der dritten Methode ist die Frage, ob die Euler-Lotka-Gleichung (11.25)
Losungen A mit einem Imaginirteil y gleich @ haben kann. Wir setzen
A = x+1iy. Die Gleichung fiir A kénnen wir als reelles System fiir x und y
schreiben: x = ape ™" cos(yt) — b, y = —ape " sin(yt). Nehmen wir y = @
und eliminieren x aus der zweiten Gleichung. Daraus ergibt sich

llog{— ,“’ ]— L by (11.26)
0T apsin(w7)| tan(@T) ©

Wie in Abschnitt 11.4.2 ist die linke Seite eine stetige Funktion von 7 fiir
jedes Intervall (n — 1/2)T < © < nT und jede ganze Zahl n > 1, die gegen
—oo fiir T — (n—1/2)T" und gegen +oo fiir T — nT~ konvergiert. Glei-
chung (11.26) hat also eine unendliche Anzahl von Losungen 7; < 7, < ---,
die gegen 4o konvergieren, wofiir wir Resonanz erwarten konnen. Losen wir
Gleichung (11.26) numerisch mit denselben Parameterwerten wie oben. Wir
erhalten 7; = 0,82, 70 ~ 1,83, 13 = 2,83 ...

Fiir T = 71y sind die komplex konjugierten Wurzeln von (11.25) mit dem
groBten Realteil x; +i® mit x; =~ —0,61, wihrend Ay = 0,17 ist. Die techni-
sche Bedingung Re(g1’(x1)) ~ —0,88 < 0 ist erfiillt und die Differenz zwi-
schen x; und Ay ist recht klein: (A9 — x;)/® = 0,12. Es gibt also Resonanz
bei T ~ 7). Fir T = 7, sind die komplex konjugierten Wurzeln von (11.25),
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deren Realteil in absteigender Reihenfolge an zweiter Stelle steht, x, +i® mit
xy &= —0,28, wihrend Ao = 0,086 ist. Auch hier ist die technische Bedingung
Re(g1'(x2)) ~ —1,89 < 0 erfiillt und die Differenz zwischen x; und Ay ist
klein: (Ap — x2)/® = 0,06. Es gibt eine Resonanz bei T ~ 7,. Es gibt auch
eine Resonanz bei T = 7, mit n > 2.

Aus praktischer Sicht ist es moglich, dass eine Krankheit eine Latenz-
periode T nahe 7; (in diesem Fall etwa 6 Tage) gefolgt von einer durchschnitt-
lichen Infektionsperiode von zwei Tagen hat. Eine Kontaktrate mit einer Peri-
ode von einer Woche aufgrund des Unterschieds zwischen Wochentagen und
Wochenenden kann eine starke Resonanz auf eine solche Krankheit hervor-
rufen. Die durchschnittliche Zeit zwischen zwei Generationen

fo+wx g(x)dx

f0+w g(x)dx
liegt in der Néhe der Periode T = 7 Tage der Kontaktrate. Diese Nidherungs-
regel fiir die Resonanz funktionierte jedoch nicht fiir das Modell des vor-
herigen Abschnitts. Der Unterschied zwischen Abbildung 11.2 und Abbil-
dung 11.3a ist ein wenig tiberraschend. Es handelt sich um S-E-I-R-Modelle,
das erste mit einer exponentiell verteilten Latenzperiode, das zweite mit einer
festen Latenzperiode. Die biologische Schlussfolgerung, ob die Krankheit
ausbricht oder nicht, scheint stark von der Wahl zwischen diesen beiden a
priori dhnlichen Modellen abzuhéngen. Sehr dhnliche Modelle kénnen sich
daher in Bezug auf die Resonanz der Wachstumsrate sehr unterschiedlich ver-
halten.

S-E-I-R-Modelle, bei denen die Latenzperiode und die infektiose Periode
fest sind, zeigen eine dhnliche Resonanz der Wachstumsrate. Es ist immer
noch moglich, Parameterwerte zu finden, fiir die es eine komplexe Wurzel
x + 1y der Euler-Lotka-Gleichung mit einem Imaginirteil gleich @ gibt. Aber
der Trick, den Realteil x zu eliminieren, um eine einzige Gleichung wie in
Gleichung (11.26) zu erhalten, funktioniert nicht mehr.

=1 +1/b~7,7 Tage

11.4.5 Periodisches S-E-I-R-Modell mit einer Gamma-Verteilung fiir
die Latenzperiode

Um zu verstehen, warum die Modelle der letzten beiden Abschnitte so unter-
schiedliche Ergebnisse geben, betrachten wir den Fall einer Latenzperiode,
die der Gamma-Verteilung folgt. Dies ist eine Verallgemeinerung sowohl der
Exponential- als auch des Dirac-Verteilung, wenn die Latenzperiode fest ist.
Genauer gesagt, sei w(x) = B¥x""'e B¥/I'(v) die Verteilung der Latenz-
periode, wobei B > 0 und v > 1 reelle Zahlen sind. Die durchschnittli-
che Latenzperiode betriigt T = v/f und die Varianz ist v/B? = t?/v. Fiir
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v =1 finden wir die Exponentialverteilung mit dem Mittelwert gleich 1/
des Abschnitts 11.4.3. Die Gamma-Verteilung konvergiert gegen die Dirac-
Verteilung zum Punkt x = 7 des Abschnitts 11.4.4, wenn v und 8 gegen o
konvergieren, wihrend das Verhiltnis v/ konstant und gleich 7 gehalten
wird.

Das Modell ist
das JE OE
B s, E60) = a)s0)10), 2+ 9E = —e(EG.x),
oo
§§=X) c(¥) E(t,x)dx— b1(1), %gzbﬂﬂ7
mit .ﬂﬂ%—0+wEOw@dx+IO)+R@):l

und a(r) = ap(1 + €cos wr). Der Koeffizient c(x) ist mit der Verteilung y(x)
verbunden:

exp(— /Oxc<y>dy)=1— [ weyay wna c<x>=l_foff;‘zyw

Wir konnen zeigen, dass die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit
im linearisierten Modell, h(t) = a(t)1(t), die Losung einer Gleichung der
Form (11.1) mit einem Kern (11.16) mit

T )
g@i%% e "V y(y)dy
ist. Wir konnen auch zeigen, dass

aoﬁ"
(b+A+niw)(B+A+nio)”’

Cl()ﬁv

(B+X0)”

gelten. Die Formel fiir Ay ist wiederum implizit. Wir konnen Formel (11.19)
fiir o nicht vereinfachen.

Abbildung 11.4 zeigt das Vorzeichen von ¢ (genauer: die Niveaumenge
o = 0) im Diagramm (7,1/v). Es sei daran erinnert, dass @ > 0 eine not-
wendige Bedingung fiir Resonanz ist. Die obere horizontale Gerade, v = 1,
entspricht dem Fall einer exponentiell verteilten Latenzperiode und liegt in
dem Teil des Diagramms, in dem o < 0 ist, wie aus Abbildung 11.2 erwar-
tet. Der Grenzwert 1/v — 0 entspricht der festen Latenzperiode, sodass die
untere horizontale Gerade der Abbildung 11.3 entspricht und mehrere Ab-
schnitte mit o > 0 aufweist. Auf diese Weise sehen wir, wie die Resonanz
verschwindet, wenn die Varianz 7> /v zunimmt.

b

gn(A) = Ao =
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Abbildung 11.4: Niveaumenge o = 0 im Diagramm (7, 1/v). Die Bereiche, in denen
a > 0 ist, sind diejenigen, in denen Resonanz auftreten kann. Im unteren rechten Teil
des Diagramms wechseln sich die Bereiche, in denen o < 0 liegt, mit den Bereichen
ab, in denen o > 0 liegt, aber nur die Niveaumenge o = 0 sind dargestellt.

11.5 Tausendundein periodisches Modell

Die Liste solcher Modelle liefe sich natiirlich bis ins Unermessliche fort-
setzen, zum Beispiel mit einer periodischen Kontaktrate anderer Form, einer
periodischen Impfung, einer periodischen Vektorpopulation, einem periodi-
schen Reservoir, einer periodischen Demographie oder einer periodischen
Migration. Dariiber hinaus findet sich die lineare Gleichung (11.1) in den
meisten anderen Problemen der Populationsdynamik (Demographie, Oko-
logie, Chemostat-Bioreaktor, Immunologie usw.), zumindest in linearer Ni-
herung. Wir konnen das gleiche Resonanzphidnomen also beispielsweise
fiir periodische Ernten, periodische Phytoplanktonbliiten, periodische Inputs
und Outputs eines Bioreaktors, periodische antivirale Therapien, periodische
Krebstherapien oder periodische Zellpopulationenmodelle untersuchen. Bei
einigen Modellen ist Resonanz zu erwarten, bei anderen nicht. Die Reso-
nanz hingt vom linearisierten Modell in der Néhe des trivialen stationéren
(oder periodischen) Gleichgewichts ab, nicht aber von den verwendeten nicht-
linearen Termen. Die meisten Modelle mit einer geringen Anzahl von Klassen
fiihren daher zu den gleichen Berechnungen wie oben.

Die wichtigste Frage, die sich stellt, ist, ob dieses Resonanzphidnomen
fiir bestimmte Krankheiten oder fiir bestimmte Anwendungen in anderen
Bereichen der Populationsdynamik eine wichtige Rolle spielt. Dies ist eine
schwierige Frage, da bei sehr dhnlichen Modellen, wie den S-E-I-R-Modellen
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mit exponentieller oder fester Latenzperiode, die Schlussfolgerungen unter-
schiedlich ausfallen, obwohl beide Modelle fiir dieselbe Krankheit geeignet
sein konnten. Die Modelle mit einem kompakten Triiger der Funktion g(x)
sind jedoch realistischer. In diesem Fall hat die Euler-Lotka-Gleichung un-
endlich viele konjugierte komplexe Wurzeln. Daher ist es moglich, dass bei
bestimmten Parameterwerten Resonanz auftritt.

11.6 Anhang: exponentielles Wachstum des Gesamtrepro-
duktionswerts in einer periodischen Umgebung

Der Beweis geht von Definition (11.9) aus und verwendet dann die erste Glei-
chung des Systems (11.2) und eine Integration durch Teile:

dw Feo ow 0l
Z —A _I(t’x)al‘+(9[‘w(t’x):| d.x

= /0+°° :I(t,X) % - % w(t,x) —b(t,x)1(t,x) W(tvx):| dx

= /(:w :aav: + %V —b(t,x) W(t,x)} I(t,x)dx+1(t,0) w(t,0).

Mit Hilfe der zweiten Gleichung des Systems (11.2) und der Gleichung (11.7)
erhalten wir schlieflich

Ly
0

i O G bt w0,8) w(1.0) (1) 1(.2) s

o0
_ ,1/0 w(t,x)I(t,x)dx = AW (7).
Daher ist W(r) = W (0)e*.

Anmerkung 11.1. Aus der Definition der Funktion v(z,x) geht hervor, dass

wenn 1(0,x) = v(0,x) ist, dann gilt I(z,x) = e* v(t,x). Das exponentielle

Wachstum des Gesamtreproduktionswerts W (¢) ergibt

oo oo
/0 v(t,x)w(t7x)dx=/0 v(0,x) w(0,x)dx

fiir alle # > 0. Die Normierung (11.8) hat somit die einfachere Form

o0
/ v(t,x)w(t,x)dx=1.
0



Kapitel 12

Das Modell von Kermack und McKendrick fiir die
Pest in Bombay

Die Abbildung, die zeigt, wie das Modell von Kermack und
McKendrick zu den Daten der Pestepidemie von 1906 in Bombay
passt, ist eine der am hdufigsten reproduzierten Abbildungen in
Biichern iiber die mathematische Modellierung von Epidemien.
In diesem Kapitel zeigen wir, dass die Annahme konstanter
Parameter in diesem Modell zu unrealistischen Parameterwerten
fiihrt. Aus den damals verdffentlichten Berichten geht auflerdem
hervor, dass in Bombay von 1897 bis mindestens 1911 jedes Jahr
Pestepidemien mit bemerkenswerter Saisonalitit auftraten. Die
Epidemie von 1906 ist also kein gutes Beispiel fiir eine Epide-
mie, die aufhort, weil die Anzahl der Suszeptiblen unter einen
bestimmten Schwellenwert gesunken ist, sondern ein Beispiel fiir
eine saisonale Epidemie. Wir stellen ein Modell fiir die Pest in
Bombay mit Saisonalitdit vor und berechnen die Reproduktivitd-
ten fiir Ratten und Flohe.

12.1 Eine irrefithrende Anpassung

Die Abbildung, die zeigt, wie das S-I-R-Modell von Kermack und
McKendrick (siehe Kapitel 1) zu den Daten der Pestepidemie von 1906 in
Bombay passt, ist Modellierern gut bekannt (Abb. 12.1). Zahlreiche Biicher
tiber mathematische Epidemiologie [51, 82], Biomathematik [2, 34] und die
Geschichte der mathematischen Modellierung [43] haben diese Abbildung
reproduziert. Die Daten, deren Herkunft Kermack und McKendrick nicht an-
gegeben haben, stammen aus einem 1907 veroffentlichten Bericht iiber die
Pest in Indien. Fiir Verweise auf die epidemiologischen Daten in diesem Ka-
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pitel, siehe [5]. Historische Hinweise zu Kermack und McKendrick finden
sich in [4, Kapitel 18].

1 0001
[Todesfalle pro Woche

800+

6001

4001

2001

Wochen
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 12.1: Wochentliche Zahl der Todesfille durch die Pest in Bombay zwi-
schen dem 17. Dezember 1905 und dem 21. Juli 1906. Die Gleichung der Kurve ist
890/ cosh?(0,2¢ —3,4).

Allerdings konnten Kermack und McKendrick die Glockenkurve der Ab-
bildung 12.1 nicht direkt aus ihrem urspriinglichen Modell, einem System von
drei Differentialgleichungen, ableiten, da diese keine explizite Losungen hat-
ten. Stattdessen verwendeten sie eine bestimmte Néaherung (Abschnitt 1.4),
fiir die sie eine explizite Losung erhielten: Die Anzahl der Todesfille pro
Zeiteinheit dR/dt hatte die Form

dR o

—_—~ 12.1
dt  cosh’(Br—y)’ e

wobei die drei Parameter &, 8 und y auf komplizierte Weise von den Modell-
parametern abhidngen. Die Anpassung an die Daten ergab o = 890 pro Wo-
che, B = 0,2 pro Woche und y = 3,4. Kermack und McKendrick wiesen auch
auf mehrere vereinfachende Annahmen in ihrem Modell hin. So beriicksich-
tigt ihr Modell beispielsweise nicht ausdriicklich die Ubertragung der Pest
durch Ratten und Flohe. Sie bemerkten:

,,Keine dieser Annahmen ist strikt erfiillt, sodass die numerische
Gleichung nur eine sehr grobe Anniherung sein kann. Wir soll-
ten nicht eine perfekte Anpassung erwarten und wir sollten kei-
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ne Riickschliisse auf die tatsdchlichen Werte der verschiedenen
Konstanten ziehen.

Trotz dieses Vorbehalts konnte es interessant sein, dies genauer zu unter-
suchen. Wir konnen uns insbesondere die folgenden Fragen stellen:

e Was sind die Parameterwerte des urspriinglichen Modells, die der Ab-
bildung 12.1 entsprechen?

* Wie hoch ist die zugehorige Reproduktivitit %Zo?

In Abschnitt 12.2 rufen wir den historischen Kontext und die von Ker-
mack und McKendrick aufgestellten Formeln in Erinnerung. In Abschnitt
12.3 stellen wir die Berechnungen vor, die es uns ermoglichen, die Parameter-
werte aus der Anpassung zu finden. Wir wenden sie auf den Fall der Pest in
Bombay an und erkldren, warum die erhaltenen Werte eher unrealistisch sind.
Wir miissen daher die Annahme konstanter Parameterwerte in Frage stellen.
In Abschnitt 12.4 erortern wir die Rolle der Saisonalitit, die sicherlich fiir
den Riickgang der Epidemie im Jahr 1906 verantwortlich ist. Wir schlagen
ein periodisches Modell fiir diese Pestepidemie vor. Das Modell umfasst F16-
he, Ratten und Menschen. Abschnitt 12.5 enthilt zunichst eine Definition der
Reproduktivitit eines Typs fiir periodische Modelle. Wir wenden dies auf das
Modell im vorherigen Abschnitt an. In Abschnitt 12.6 vergleichen wir die
Reproduktivititen der Wirte im periodischen Modell mit der Reproduktivitit
in einem reduzierten Modell.

12.2 Die Beulenpest in Bombay und die von Kermack und
McKendrick erhaltenen Formeln

Die Beulenpest trat im August 1896 in Bombay (heute Mumbai) auf. Sie
wurde endemisch und trat in den folgenden Jahren mit starkem saisonalen
Charakter wieder auf, wie wir in Abschnitt 12.4 sehen werden. Die Pest brei-
tete sich auch in Indien aus und forderte zwischen 1898 und 1918 iiber zehn
Millionen Todesopfer. Im Januar 1905 setzten der Staatssekretir fiir Indien,
die Royal Society und das Lister-Institut einen Beratungsausschuss ein. Thr
Arbeitskommission hatte ihren Sitz in Bombay. Die Kommission fiihrte zahl-
reiche Laborexperimente und Felduntersuchungen durch, um alle Aspekte der
Krankheit zu untersuchen. Infolgedessen wurden zwischen September 1906
und April 1917 nicht weniger als vierundachtzig Berichte iiber die Pest in
Indien mit Hunderten von Tabellen, Diagrammen und Karten als Sonder-
ausgaben des Journal of Hygiene verdffentlicht. Die meisten Informationen in
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diesem Kapitel stammen aus diesen Berichten (die Zeitschrift ist digitalisiert
worden).

Die saisonale Pestepidemie von 1906, die von Januar bis Juli 1906 dau-
erte, war die erste Epidemie, welche die Kommission untersuchte, und auch
diejenige, die am meisten Aufmerksamkeit erhielt. In Wirklichkeit war sie je-
doch von miBiger Schwere. Die Kommission bestitigte die von Paul-Louis
Simond 1898 experimentell nachgewiesene Rolle der Ratten und ihrer Flo-
he bei der Verbreitung der Pest. Es ist erwidhnenswert, dass M. Kesava Pai,
mit dem McKendrick 1911 eine Arbeit schreiben sollte, und der Direktor des
Pasteur-Instituts von Indien in Kasauli, wo McKendrick zwischen 1905 und
1920 arbeiten sollte, Mitglieder der Kommission waren.

Kermack und McKendrick untersuchten ein mathematisches Modell mit
drei Klassen:

* S(t), suszeptible Individuen;
* I(t), mit der Pest infizierten Individuen;
* R(t), tote oder immunisierte Individuen.

Die urspriinglichen Notationen waren x(¢), y(¢) und z(¢). Die Notationen S-
I-R wurden Jahrzehnte spiter eingefiihrt. Die Gesamtbevolkerung ist N =
S(t)+1(t) + R(z). Die Gleichungen sind

ds dl dR

— =—kSI, —=kSI-bl, — =bl, 12.2

dt Todt dt (12.2)
mit k = a/N. Der Parameter a ist die effektive Kontaktrate und b eine Sterbe-
rate oder Heilungsrate (b > 0). Die Anfangsbedingungen sind S(0) = So,
1(0) =1y, R(0) = 0. Ist a/b = 1 mit a > b, so ist die Anzahl der Todesfille
pro Zeiteinheit durch die Niherungsformel (12.1) gegeben, wobei

35> 8b ko ko \2 K2
Q—Tokz, ﬁ—77 tanh()/)—T, 5— (b_l) +2$010ﬁ

gelten (Abschnitt 1.4). Gemill Formel (12.1) ist die Zahl o@ das Maximum
der Funktion dR/dt (etwa 900 pro Woche in Abbildung 12.1) und t* = y/f8
ist der Zeitpunkt, an dem das Maximum auftritt (in dieser Abbildung, 19 Wo-
chen nach Beginn). Es gibt also wirklich nur einen unbekannten Parameter
im Anpassungsprozess, sagen wir 8. Kermack und McKendrick haben wahr-
scheinlich mehrere Werte ausprobiert. Nach einer ersten Schitzung von f3
erkannten sie wahrscheinlich, dass sie ihre Anpassung an die gesamte Kurve
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durch eine geringfiigige Anderung von o (daher @ = 890 pro Woche) und
t* = y/B (daher t* = 17 Wochen) verbessern konnten. Sie entschieden sich
schlieBlich fiir B = 0,2 pro Woche und damit fiir y = 3,4. Das Modell hat je-
doch vier Parameter: Sy, Iy, k und b. Wie konnen wir aus nur drei Gleichungen
vier unbekannte Parameter ableiten?

12.3 Parameterwerte

Sei ¢ = kSp/b. Dann sind

_ b8%S
= 72('02 )

&b o—1

B=""0 unh(n) =T 6= \/lo— 1) +200/S.

Somit gilt § = (¢ — 1)/tanh(y) und wir erhalten aus der letzten Gleichung
S 201 201 2@y sinh?(y)
o = _ _

F-lo=? (-1 (hs-1) (17

(12.3)

Aus den Gleichungen fiir @ und 3 folgt b =2f/8 und

o 200 @’a @’*atanh(y)  @?osinh(y)
"7 b8~ B~ Ble—1)  Ble—1cosh(y)’
Wir ersetzen Sy zwischen den Gleichungen (12.3) und (12.4):

_ 2 B Iy sinh(y) cosh(y) _ B Iy sinh(27) '
(04 (04

(12.4)

o(p—1)

(12.5)

Die einzige positive Wurzel dieser quadratischen Gleichung ist

0= 14 +/1+4B 1 sinh(2y)/c

> (12.6)

Wir haben vier Unbekannte, aber drei Gleichungen. Mehrere Auswahl-
moglichkeiten fiir die Parameter (So, lo,k,b) entsprechen demselben Tripel
(a, B,7). Wie lisst sich dies 16sen? Wir konnten beschlieBen, einen der Para-
meter festzulegen: die durchschnittliche Infektionsdauer 1/b der Pest, die an-
fangliche Grofe Sy der suszeptiblen Bevolkerung in Bombay im Jahr 1905
oder die anfiangliche Anzahl der infizierten Personen /. Es scheint nicht mog-
lich, den Parameter k a priori festzulegen.

Auf den ersten Blick scheint es relativ einfach, die infektiose Periode fest-
zulegen. Die durchschnittliche Krankheitsdauer bei tddlichen Féllen betrigt
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etwa 5,5 Tage. Allerdings gibt es auch eine Inkubationsperiode von durch-
schnittlich etwa 3 Tagen. SchlieBlich sollten wir nicht vergessen, dass das
Modell eine Vereinfachung des Infektionsprozesses darstellt. Infizierte Rat-
ten stecken ihre Flohe an, die wiederum andere Ratten und gelegentlich auch
Menschen infizieren. Die Rattenpest bestimmt die Pestepidemie beim Men-
schen vollstindig mit nur wenigen Tagen Verzogerung. Stellen wir uns also
vor, dass das System ein Modell fiir die Rattenpest ist. In Laborexperimenten
starben Bombay-Ratten, auf welche die Pest tatsdchlich iibertragen wurde,
im Durchschnitt 9 Tage nach dem ersten Kontakt mit infizierten Flohen. Aber
auch hier ist zu bedenken, dass diese Zeit nur wenig mit der ,,scheinbaren
Infektionsperiode* zu tun haben kann, da die Flohe die Ratten erst verlassen,
wenn sie bereits tot sind. Experimente haben gezeigt, dass Flohe wihrend der
Pestsaison vierzehn Tage lang infektios bleiben konnen, aulerhalb dieser Zeit
jedoch nur eine Woche lang. Daher gibt es erhebliche saisonale Schwankun-
gen, die wir in Abschnitt 12.4 erdrtern. Daher ist es schwierig, einen Wert fiir
1/b in einem einfachen autonomen Modell zu wihlen.

Betrachten wir nun die anfingliche Grofie Sp der suszeptiblen Be-
volkerung im Dezember 1905 in Bombay. Damals konzentrierte sich die
Bevolkerung von Bombay fast ausschlieBlich auf die 22 Quadratmeilen grofie
,,Bombay Insel*. Die Volkszdhlung vom Februar 1906 ergab eine Einwohner-
zahl von etwa einer Million. Setzen wir So = 10°. Gleichung (12.4) zeigt, dass
@ eine Losung der Gleichung zweiten Grades (o tanh y) @ — (BSo) @+ BSo =
0 ist. Numerisch erhalten wir ¢ ~ 202 oder ¢ ~ 1,005. Gleichung (12.5) er-
gibt jedoch Iy = a(¢ — 1)/(P sinh(2y)). Dies ergibt entweder Iy ~ 446.000
oder Iy =~ 0,06. Beide Losungen sind absurd, die erste, weil die Epidemie von
1906 etwa 10.000 Menschen totete, die zweite, weil Iy eine Zahl von Men-
schen ist. Es ist also nicht moglich, die gesamte Bevolkerung als gefihrdete
Bevolkerung zu betrachten.

Es bleibt zu priifen, ob die Festlegung von Iy realistische Werte fiir
die Parameter ergibt. Setzen wir zum Beispiel Iy = 1 fiir den Anfang der
Epidemiekurve. In der Tat geben Kermack und McKendrick (siche Abbil-
dung 12.1) nicht an, welches Ereignis dem Zeitpunkt + = O entspricht. So-
bald die Zahl Iy gewihlt ist, ergibt Gleichung (12.6) ¢. Wir konnen 0 =
(¢ —1)/tanh(7y) und b = 23/ berechnen. SchlieBlich ist Sy durch Formel
(12.3) gegeben und es gilt k = @b/Sy. Mit Iy = 1 erhalten wir b = 4,32
pro Woche, Sp ~ 57.368 und k =~ 8,23 x 105 pro Woche. Man beachte,
dass die durchschnittliche Infektionsperiode 1/b =~ 0,23 Woche oder 1,6 Ta-
ge betragen wiirde. Die gefihrdete Bevolkerung wire N = So + Iy = 57.369.
Die Reproduktivitit wire %y = kN /b ~ 1,09 und numerisch fast gleich ¢.
Diese % scheint im Vergleich zu typischen Werten fiir andere Infektions-
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krankheiten eher gering zu sein, zumal die Pestepidemie nicht auf eine lang-
same Zunahme der Bevolkerungsdichte bis zum Schwellenwert %y = 1 zu-
riickzufiihren ist, sondern mit ziemlicher Sicherheit auf die Ankunft infizier-
ter Ratten per Schiff. Die dritte Pestepidemie begann 1894 in Hongkong.
Da jedoch die ,,scheinbare Infektionsperiode“ 1/b (die, wie oben gesehen,
schwer zu interpretieren ist) ebenfalls sehr kurz ist, nimmt die Verdopplungs-
zeit log(2)/(kSo — b) zu Beginn der Epidemie einen verniinftigen Wert von
etwa 13 Tagen an. Ein groBeres Problem ergibt sich, wenn wir die gefdhrdete
Bevolkerung N == 57.000 betrachten. Aus den Berichten iiber die geografische
Verteilung der Pestfille beim Menschen geht hervor, dass alle dicht besiedel-
ten Gebiete der Insel Bombay von der Epidemie betroffen waren. Es gibt
keinen ersichtlichen Grund, warum bei einer Gesamtbevolkerung von etwa
einer Million Menschen nur 57.000 Menschen gefihrdet sein sollten.

Wir konnten uns fragen, ob eine leicht abweichende Wahl von Iy (unter
der Annahme, dass es sich um eine ganze Zahl handelt) zu verniinftigeren
Parameterwerten fiihren konnte. Dies ist in Tabelle 12.1 dargestellt, wobei
wir Zy anstelle von k angeben. Die entsprechenden Epidemiekurven (nicht
gezeigt) bleiben alle nahe an der Kurve in Abbildung 12.1, aber die Annéhe-
rung verschlechtert sich mit zunehmendem .

Tabelle 12.1: Empfindlichkeit der Parameter gegeniiber der Wahl von 1.

I So 1/b (Tage) %y

1 57.368 1,6 1,09
2 35.439 3,0 1,17
3 28.202 4,3 1,24

Tabelle 12.1 scheint darauf hinzudeuten, dass der Schétzungsprozess
nicht wirklich robust ist. Wir nehmen jedoch an, dass %, knapp tiber 1 liegt,
sodass das Modell sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Parameter-
werte reagiert. Auf jeden Fall sind die verschiedenen Werte von Sy und
N = Sy + Iy in Tabelle 12.1 alle viel zu klein, um realistisch zu sein.

Bislang sind wir implizit davon ausgegangen, dass alle Infektionen zum
Tod fithren. Studien berichten jedoch von 11.010 Todesféllen bei 12.245
Infektionen, was einer Sterblichkeit von 90 % entspricht. Da R(¢) sowohl
Sterbefille als auch geheilte Personen umfasst, miissen wir die Kurve fiir
dR/dt (Abb. 12.1) mit einem neuen Maximum ¢ gleich 890/0,9 =~ 989 neu
skalieren, wobei die Parameter 8 und 7y gleich bleiben. Mit Iy = 1 sind die
neuen Parameter Sy /2 69.183, 1/b ~ 1,5 Tage und %, ~ 1,08. Es gibt kaum
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einen Unterschied zu dem Fall, in dem die Sterblichkeit bei 100 % liegt. Die
geschitzte gefahrdete Bevolkerung bleibt zu klein.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Anpassung der Epidemie-
kurve unter der Annahme konstanter Parameter zu unrealistischen Parameter-
werten fiihrt. Es reicht nicht aus, wie Kermack und McKendrick schreiben,
dass ,,die berechnete Kurve, die impliziert, dass die Raten wihrend der Epide-
mie nicht variierten, ungefahr mit den beobachteten Zahlen iibereinstimmt™.

12.4 Saisonalitiit

Die Losung des Problems aus dem vorigen Abschnitt ist eigentlich sehr ein-
fach. Wir miissen das Modell (12.2) aufgeben. Wir kénnen die Kurve in
Abbildung 12.1 mit realistischeren Parameterwerten durch Einbeziehung der
Saisonalitit erhalten. Ziel ist es nun, ein solches Modell der Pestepidemie zu
konstruieren und die entsprechende Reproduktivitit % abzuschitzen. Dazu
fiihren wir die beiden Hauptwirte (Ratten und Flohe) ein. Die Reproduktivitit
I eines Typs ist dann ein besseres MaB als % fiir den zur Bekdmpfung der
Epidemie erforderlichen Aufwand. Wir werden daher auch die Berechnung
von 9 fiir saisonale Modelle diskutieren, die von groerem Interesse sein
konnte.

Die Pest trat in Bombay im August 1896 auf, aber die erste echte Epi-
demie begann im Friihjahr 1897. Sie wurde endemisch. Todesflle durch die
Pest traten zumindest bis 1911 fast jeden Monat auf, mit Hohepunkten im
Mirz oder April eines jeden Jahres (Abb. 12.2). Eine hohe Sterblichkeit wur-
de stets zwischen Dezember und Juni beobachtet, eine niedrige zwischen Juli
und November. Die Pest blieb in Bombay bis 1923 hiufig. Diese regelméBige
Saisonalitit unterscheidet sich deutlich von den Pestepidemien des 14. bis 18.
Jahrhunderts in Europa, die unregelmifig auftraten.

Studien, die zeitgleich mit der Epidemie in Indien durchgefiihrt wurden,
haben den Ursprung dieser Saisonalitét untersucht. Ein Vergleich mit den me-
teorologischen Statistiken zeigte, dass die Epidemie nicht aufrechterhalten
werden konnte, wenn die Durchschnittstemperatur tiber 80°F, d.h. 26,7°C
lag. Eine dhnliche Schlussfolgerung wurde fiir andere Teile Indiens gezo-
gen, wobei die Feuchtigkeit eine untergeordnete Rolle spielte. Pestbazillen
sind temperaturempfindlich. Laborexperimente haben gezeigt, dass der An-
teil der Flohe, in deren Migen sich die Pestbazillen reichlich vermehren, bei
kithlem Wetter um ein Vielfaches hoher als bei warmem Wetter sein kann.
Dementsprechend konnen Flohe bei kithlerem Wetter viel langer infektios als
bei wiarmerem Wetter bleiben. Die Verwendung eines kalten oder beheizten
Raums fiihrte zu dhnlichen Ergebnissen.
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Abbildung 12.2: Wochentliche Anzahl der Todesfille durch die Pest in Bombay zwi-
schen Januar 1897 und Dezember 1911.

Ein weiterer Faktor war die saisonale Prdsenz von Rattenflohen. Mit
Meerschweinchen als Koder wurden zwischen Januar und Mérz mehr Flohe
als in den anderen Monaten des Jahres gefangen. Die durchschnittliche An-
zahl der gefundenen Flohe war bei Ratten, die zwischen Februar und Mai ge-
fangen wurden, am hochsten. Die Schwankungen im Flohaufkommen konn-
ten jedoch darauf zuriickzufiihren sein, dass die Flohe die toten Ratten ver-
lassen, um einen neuen Wirt zu finden.

Die saisonale Fertilitdt der Ratten, die anhand des Anteils junger und
trichtiger Ratten unter den gefangenen Ratten geschitzt wurde, schien weni-
ger wichtig zu sein. Die Rattenpopulationen schwangen jedoch mit Sicherheit
aufgrund der Sterblichkeit durch die Pest.

Damit ist klar, dass der Riickgang der Epidemie im Juni 1906 nicht auf
einen Riickgang der Anzahl der suszeptiblen Menschen unter einen bestimm-
ten Schwellenwert zuriickzufiihren ist, wie es das Modell von Kermack und
McKendrick nahelegt, sondern einfach auf einen saisonalen Faktor, der Ba-
zillen und Fl6he betrifft. Als alternatives Modell konnten wir versuchen, die
selben Gleichungen (12.2) aber mit periodischen k- oder b-Koeffizienten zu
behalten. Nun erscheint jedoch ein etwas komplexeres und realistischeres
Modell angemessen. Seien

* S(t) die Anzahl der suszeptiblen Ratten,
* I(t) die Anzahl der infizierten Ratten,

* R(t) die Anzahl der immunisierten Ratten,
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o P(t) =S(t)+1(t) + R(¢) die Gesamtzahl der lebenden Ratten.

Genauer gesagt betrachten wir nur die Hausratten, obwohl aus den Berichten
klar hervorgeht, dass der Pestepidemie bei diesen Ratten immer eine dhnliche
Epidemie bei den Wanderratten vorausging, die nur wenige Wochen ausein-
ander lag. Seien

* V() die Anzahl der Vektoren, d. h. der frei lebenden infizierten Flohe,
die noch nicht an einer Ratte oder einem Menschen haften,

* H(t) die Anzahl der infizierten Menschen,
* D(t) die Inzidenz der Todesfille durch Pest beim Menschen.

Wir beriicksichtigen nicht die suszeptiblen Menschen und die suszeptiblen
Flohe, da sie wahrscheinlich in der Uberzahl waren. Es sei daran erinnert,
dass bei einer Bevolkerung von einer Million Menschen jéihrlich etwa 10.000
Menschen an der Pest starben. Da es sich bei der Beulenpest in erster Li-
nie um eine Rattenpest handelt und der Mensch nur gelegentlich als Wirt fiir
Rattenflohe in Frage kommt, beriicksichtigen wir die Anzahl der suszeptiblen
und immunen Ratten. Der Infektionsprozess lisst sich wie folgt zusammen-
fassen:

%‘j =A(P)—mS—c(1 —w)n(e(r))%VJrsuL (12.7)
di s

S =c(l-o)m(6() 5V —ul. (12.8)
dR

o =nul—mR, (12.9)
%:xv(l—s—n)ul—cv, (12.10)
W —con(0@)V—bH, D) =0bH). (12.11)

Tabelle 12.2 gibt die Bedeutung der Parameter und ihre numerischen Werte
an. Im Folgenden machen wir einige Anmerkungen zum Modell und zu den
Parametern:

o Man beachte die Ahnlichkeit zwischen diesem Modell und den Mo-
dellen zur HIV-Infektion innerhalb eines Wirtes: Infizierte Ratten set-
zen die Flohe frei, wenn sie sterben, genauso wie infizierte CD4-Zellen
HIV-Virionen freisetzen.
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Das Modell eignet sich fiir die Beulenpest, die bei weitem haufigste
Pest in Indien, aber natiirlich nicht fiir die Lungenpest, die zum Bei-
spiel die Hauptform der Pestepidemie in Harbin, China, im Jahr 1910
war. Die Lungenpest kann direkt von Mensch zu Mensch iibertragen
werden.

Laborversuche haben gezeigt, dass eine direkte Ubertragung der
Beulenpest ohne Flohe nicht moglich ist.

Die Daten in Leslies klassischem Artikel [4, Kapitel 25] beziehen sich
auf Wanderratten (die Halbwertszeit betridgt log(2)/m ~ 23 Mona-
te). Experimentelle Ziichtungen von Hausratten, deren Population wie
e(r=™) wichst, haben jedoch dhnliche Ergebnisse geliefert. Der Para-
meter K im Ausdruck von A(P), der sich auf die GroBe der Ratten-
population bezieht, ist ein freier Parameter, den wir fiir die Kurven-
anpassung der Pest beim Menschen verwendet haben.

Die durchschnittliche Zeit, die ein freier Floh benétigt, um einen Wirt
zu finden, haben wir auf Grund folgender Beobachtung mit 1 /¢ ~ 1 Tag
angesetzt: ,,In einem Gebdude in Bombay, in dem es eine grofie Sterb-
lichkeit unter den Ratten gab, die nachweislich auf die Pest zuriick-
zufithren war, hatten wir Rattenflohe in grofler Zahl von den Beinen
der Menschen genommen, die einige der Rdume in diesem Gebédude
auch nur fiir kurze Zeit betraten. Die Einnahme von 1/¢ = 0,5 pro Tag
macht fast keinen Unterschied (sieche Abschnitt 12.6 unten).

Der Anteil @ freier Flohe, die einen menschlichen Wirt finden, hingt
von den hygienischen Bedingungen in Bombay ab. Wir haben ihn als
Parameter fiir die Anpassung verwendet, mit dem Hinweis, dass die
Zahl der Todesfille durch die Pest fast proportional zu @ ist.

Die Ubertragungswahrscheinlichkeit 77(8) modelliert die Temperatur-
abhingigkeit der Entwicklung von Bazillen in den Mégen der Flohen.
Wir haben eine glatte Funktion mit einem relativ scharfen Schwellen-
wert bei 80°F gewihlt, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass Flohe bei
heillem Wetter die Pest iibertragen, etwa halb so hoch wie bei kiithlem
Wetter ist. Die maximale Ubertragungswahrscheinlichkeit 7 ist ein
freier Parameter, den wir zur Anpassung der Pestkurve beim Menschen
verwendet haben. Eine Studie gibt eine Ubertragungswahrscheinlich-
keit pro Stich von weniger als 15 % an. Es ist jedoch zu beachten, dass
7(6) die Gesamtiibertragungswahrscheinlichkeit ist, was mehrere Sti-
che des Flohs auf seinem Rattenwirt voraussetzt.
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Tabelle 12.2: Parameterwerte.

A(P)  Fertilitit der Ratten r = 0,4/Monat
A(P)=rP/(1+P/K) K = 50.000 Anpassung

1/m  Lebenserwartung der Ratten ~ m = 0,03/Monat

1/c Zeit fur freie Flohe, einen ¢ = 30/Monat
Wirt zu finden

] Anteil der freien Flohe, die ®=2% Anpassung
einen menschlichen Wirt
finden

m(6) Wahrscheinlichkeit der 7(0)=m x (0,75— Anpassung
Ubertragung  vom  Floh 0,25 tanh(6 — 80)),
auf die Ratte oder den m=90%
Menschen (6 in °F)

0(r)  Temperatur (°F) Abb. 12.3

1/ Dauer der Pest bei Ratten W = 3/Monat

e Anteil der Ratten, die sich €=10%
ohne Immunitét erholen

n Anteil immunisierter Ratten 71 =10%

Anzahl der Flohe pro Ratte  y =4

Ubertragung von Ratte auf v =m Annahme
Floh

1/b  Dauer der Menschenpest b = 4/Monat

o Sterblichkeit c=90%
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Abbildung 12.3 zeigt die in Bombay von Januar 1897 bis Dezember
1906 gemessene Durchschnittstemperatur mit einem Zeitschritt von
zwei Wochen. Sie ist nahe an einer periodischen Funktion. Fiir unser
Modell nehmen wir vereinfachend an, dass 6(¢) eine echte periodische
Funktion mit einer Periode von T = 1 Jahr ist, deren Werte durch Mit-
telung der zehnjihrigen Daten in Abbildung 12.3 erhalten wurden. Es
gibt keine offensichtliche Korrelation zwischen der Abweichung der
monatlichen Temperatur von ihrem Mittelwert und den Schwingun-
gen in der Grofle der saisonalen Hochstwerte der Epidemie in Abbil-
dung 12.2.

Temperatur (°F)

Abbildung 12.3: Durchschnittstemperatur in ° F in Bombay zwischen Januar 1897 und
Dezember 1906 und die periodische Funktion, die sie am besten annéhert [gestrichelt].

Der Anteil der infizierten Ratten, welche die Pest mit oder ohne Im-
munitit iiberleben, ist nicht leicht abzuschitzen, da viele der in den
Laborexperimenten verwendeten Ratten bereits immun waren. Ahnli-
che Experimente, die an nicht immunisierten Meerschweinchen unter
giinstigen Temperaturbedingungen durchgefiihrt wurden, ergaben je-
doch, dass 10-20 % iiberleben konnten. Der Einfachheit halber haben
wir angenommen, dass € = 1 = 10% ist. Auf diese Weise hat eine
infizierte Ratte, welche die Pest tiberlebt, eine 50-prozentige Chance,
immun zu sein, und eine 50-prozentige Chance, noch suszeptibel zu
sein.

Die Anzahl der Flohe, die auf Hausratten gefunden wurden, schwang
saisonal. Nur den Durchschnitt von ) =~ 4 Flohen pro Ratte haben wir
beibehalten.

Da die Ratte ein gleichwarmes Tier ist, haben wir angenommen, dass
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die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Pest von der Ratte auf den
Floh nicht von der AuBlentemperatur abhédngt und gleich dem Maxi-
mum der Wahrscheinlichkeit der Ubertragung vom Floh auf die Ratte
ist,d. h. v = my.

Zusammengefasst haben wir drei freie Hauptparameter (K, m, 7y) beibe-
halten, um die Anzahl der Pesttodesfille anzupassen. Diese Parameter wur-
den durch Versuch und Irrtum so angepasst, dass die maximale Zahl der
Todesfille weniger als 1.000 pro Woche betrigt, der Hohepunkt der Epidemie
im Mirz oder April liegt und die Epidemie saisonal etwa fiinf Monate dauert.
Wir wihlten schlieflich K = 50.000, ® = 2 % und 7y = 90 %. Die Population
von Hausratten in Abwesenheit der Pest betrdgt somit S* = K(r/m— 1) ~
620.000, d.h. weniger als eine Hausratte pro Einwohner. Mit den von uns
gewihlten Parameterwerten und einer Anfang August 1896 eingefiihrten
infizierten Ratte konvergiert Modell (12.7)-(12.11) gegen eine periodische
Losung, die wir mit den Daten fiir die Jahre 1904-1907 in Abbildung 12.4
vergleichen.

Todesfalle pro Woche o 10007
(o]

Abbildung 12.4: Wochentliche Anzahl der Todesfélle durch die Pest zwischen Januar
1904 und Dezember 1907 und die Komponente D(¢) der periodischen Modelllgsung.

Wir konnen die Resultate des Modells aus den folgenden Griinden nicht
an die gesamte Zeitreihe der Abbildung 12.2 anpassen. Der erste Hohepunkt
der Epidemie, den das Modell nach der Einfiihrung eines infizierten Falles
erzeugt, ist um ein Vielfaches grofler als die Hohepunkte in den folgenden
Jahren, da alle Ratten zu Beginn suszeptibel sind. Dies ist in Abbildung 12.2
nicht zu sehen. Mogliche Erkldrungen finden sich in einem Bericht iiber die
Pest in Bombay, der 1897 veroffentlicht wurde, d.h. ein Jahr nach Beginn
der Epidemie und mehrere Jahre vor der Einsetzung des Beratenden Aus-
schusses und der Arbeitskommission. Der Bericht beschreibt die Schwierig-
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keiten bei der Ermittlung zuverldssiger Schétzungen der Peststerblichkeit im
ersten Jahr der Epidemie. In einigen Monaten betrug die Zahl der als pest-
bedingt gezdhlten Todesfille (Abb. 12.2) schitzungsweise weniger als ein
Drittel der Uberschusssterblichkeit, die durch Subtraktion der durchschnitt-
lichen Sterblichkeit der vorangegangenen Jahre von der wihrend der Epide-
mie beobachteten Gesamtsterblichkeit berechnet wurde. Ein zehn Jahre spi-
ter, 1907, veroffentlichter Bericht war dagegen sehr zuversichtlich, was die
Peststatistiken betraf, da die Identifizierung von Pestfillen inzwischen Routi-
ne geworden war. Die GroBe der ersten Hohepunkte der Epidemie in Abbil-
dung 12.2 ist daher fragwiirdig. Ein weiterer wichtiger Faktor war der Riick-
gang der Bevolkerung von 850.000 auf 437.000 zwischen Dezember 1896
und Februar 1897. Die Einwohner waren aus Bombay geflohen, um der Pest
zu entkommen. Diese Migration, die damals als ,,wahrscheinlich einmalig in
der Weltgeschichte* galt, verringerte zweifellos die GroBe des ersten Hohe-
punkts der Epidemie. Einige Monate nach dem ersten Hohepunkt kehrte die
Bevolkerung auf ihr normales Niveau zuriick. SchlieBlich ist es moglich, dass
die geringeren Hohepunkte nach 1907 (Abb. 12.2) auf wirksame Maf3nah-
men zuriickzufiihren sind, die von der Kommission vorgeschlagen wurden,
nachdem sie die Epidemiologie der Pest sorgfiltig untersucht hatte. All dies
erklért, warum sich Abbildung 12.4 nur auf den Zeitraum 1904-1907 konzen-
triert.

Abbildung 12.5 zeigt die periodischen Schwingungen der Ratten-
population. Verglichen mit der krankheitsfreien Situation hat die Pest die
Gesamtpopulation der Ratten um etwa das Fiinffache reduziert. Die Popula-
tion der suszeptiblen Ratten ist wihrend der Pestsaison von Februar bis April
ebenfalls sehr gering, nimmt aber ab Ende April zu, wenn die hoheren Tem-
peraturen die Ubertragung verringern. Dieser Anstieg hilt bis zum darauf fol-
genden Januar an. Die Zahl der suszeptiblen Ratten und die Temperatur sind
dann giinstig fiir eine neue Epidemie. Die Mindestzahl der infizierten Ratten
wihrend einer Saison betrigt 26, was viel zu wenig ist, um auf der Abbil-
dung sichtbar zu sein, aber wahrscheinlich ausreicht, um eine Ausloschung
zu verhindern, wenn man die Stochastizitit beriicksichtigt. Der Anteil der
immunisierten Ratten R/P schwingt zwischen 25 % im Februar zu Beginn
des saisonalen Ausbruchs und 65 % im Mai am Ende des Ausbruchs. Diese
Verianderungen der Immunitédt wurden auch in den Laborexperimenten beob-
achtet. SchlieBlich ist festzustellen, dass sich die Epidemie in Abbildung 12.4
und die Tierseuche in Abbildung 12.5 weitgehend tiberschneiden, wobei ers-
tere nur wenige Wochen hinter letzterer zuriickbleibt. Die Daten tiber die in-
fizierten Hausratten (lebend oder tot), die 1905-1906 in Bombay analysiert
wurden, bestitigen dies.
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Abbildung 12.5: Rattenpopulation: suszeptibel (), infiziert (), immun (R) und insge-
samt (P).

Wie beim klassischen periodischen S-I-R-Modell mit Demographie (sie-
he [22] und Abschnitt 16.1) kann Modell (12.7)-(12.11) subharmonische L6-
sungen (deren Periode ein Vielfaches des Jahres ist) und moglicherweise
auch chaotische Losungen fiir bestimmte Parameterwerte aufweisen. Wir ha-
ben nicht versucht, ein Bifurkationsdiagramm zu zeichnen. Diese potenziel-
le Komplexitit konnte teilweise erkldren, warum die saisonalen Hohepunkte
der Epidemie in Abbildung 12.2 nicht alle gleich gro sind. Hier ging es ein-
fach darum zu zeigen, dass ein saisonales Modell die Daten mit realistischen
Parameterwerten erfassen kann.

12.5 Reproduktivitiit eines Typs mit Saisonalit:it

Wenden wir uns nun der zweiten Frage zu, die wir in Abschnitt 12.1 gestellt
haben: Wie hoch ist die mit der Pest in Bombay verbundene Reproduktivitét?
Wir verwenden das periodische Modell aus dem vorherigen Abschnitt, das
Ratten und Flohe einschliefft. Bei Infektionskrankheiten mit mehreren Wir-
ten ist es besser, die Reproduktivitit fiir jeden ,, Typ* zu berechnen, d. h. die
Reproduktivitit fiir jeden Wirt. Erinnern wir uns zunéchst an einige Allge-
meinheiten iiber die Reproduktivitit eines Typs in einer konstanten Umge-
bung, bevor wir den Begriff auf periodische Modelle ausweiten.

Eine konstante Umgebung

Wir betrachten ein linearisiertes Modell mit m infizierten Klassen dI/dt =
(A=D)I),
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o I(t) = (L(2),. .., In(t)),
* A ist eine Infektionsmatrix, deren Elemente alle nichtnegativ sind,

* D ist eine Ubergangs- und Heilungsmatrix mit D; ; < O fiir alle i # j
und }; D; ; > O fiir alle j, sodass alle ihre Eigenwerte einen positiven
Realteil haben.

Wir nennen dies das (A, D)-Modell. Die Reproduktivitit ist Zy = p (%), der
Spektralradius der nichtnegativen Matrix .# = AD~! (siehe Kapitel 3).

Nehmen wir an, dass die Malnahmen zur Einddmmung der Epidemie auf
einer nicht leeren Teilmenge & C {1,...,m} aller infizierten Klassen erfol-
gen. Sei P die Projektionsmatrix auf dieser Teilmenge: P, ; = O fiir alle i 7 j
und firallei=j¢ &; P,; = 1fiirallei € &. Sei .# die m x m-Einheitsmatrix.
Seien A = PA, A* = (# — P)A und D = D — A*. Mit anderen Worten: Die
Zeilen der Matrix X, deren Nummer in der Menge & liegt, sind die gleichen
wie die der Matrix A, wihrend die anderen Zeilen gleich null sind. Dann ist
A =A+A*. DaA* eine nichtnegative Matrix ist, sind alle Elemente auBerhalb
der Diagonale der Matrix D nichtpositiv. Ferner ist

D=D—(F-PA=[I—(F—PAD '|D=[I (5 —P)H|D.

Damit die Reproduktivitit .7, die mit & verbunden ist,A gut /(\ieﬁniert ist, neh-
men wir an, dass p((.# —P).%") < 1 gilt. DaA—D = A — D ist, ist es so, als
hétten wir ein linearisiertes Modell

a4~ (3-b)10)

mit einer Infektionsmatrix A und einer Ubergangs- und Heilungsmatrix D.
Wir kommen zur Definition:

Die mit & verbundene Reproduktivitit % im (A,D)-Modell ist
die Reproduktivitiit des (A,D)-Modells.

Daher ist
Ty=p (AD™") =p (PAD'L7 — (7 —PLAT)
=p(PX[I—(F—-P)x]|"). (12.12)

Fiir zeitdiskrete Modelle der Form I(r + 1) = (A + B)I(¢) mit nicht-
negativen Matrizen A und B und mit p(B) < 1 (siehe Kapitel 6) gilt Zy =
p () mit # = A(.# —B)~!. Eine #hnliche Berechnung zeigt wiederum

Fo=p (PA(I — (I —P)A-B) ") =p (PH[I — (5 -P)A]").
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Eine periodische Umgebung
Betrachten wir nun ein linearisiertes 7-periodisches System

dl
o= (A(t) = D(1))1(1),

das wir als (A(¢),D(t))-Modell bezeichnen, wobei A(t) eine stetige nicht-
negative Infektionsmatrix und D(¢) eine stetige Ubergangs- und Heilungs-
matrix mit nichtpositiven Elementen auflerhalb der Diagonale ist. Wir neh-
men weiterhin an, dass der dominante Floquet-Multiplikator p(X(7)) des
Systems dX /dt = —D(t) X (¢) mit X (0) = .# kleiner als 1 ist.

Betrachten wir wie oben eine Teilmenge & und die entsprechende
Projektionsmatrix P. Seien A(r) = PA(t), A*(r) = (. — P)A(¢) und D(t) =
D(t) — A*(¢). Dann sind A(t) = A(1) +A*(¢) und A(t) — D(1) = A(t) — D(z).
Die Elemente aulerhalb der Diagonale der Matrix 5(t) sind nichtpositiv.
Angenommen, der dominante Floquet-Multiplikator p(X (7)) des Systems
dX /dt = —D(t) X (r) mit X (0) = .# ist kleiner als 1. Wir kommen zur Defi-
nition:

Die mit & verbundene Reproduktivitit o im (A(t),D(t))-Modell
ist die Reproduktivitiit des (A(t),D(t))-Modells.

Fiir den besonderen Fall von Differentialgleichungssystemen ldsst sich mit
Hilfe der Floquet-Theorie % berechnen (Proposition 7.11): % ist die einzi-
ge positive Zahl, bei der das lineare periodische System

‘”{A(I)

7 7 D(I)} I(t)

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Somit ist die mit & ver-
bundene Reproduktivitit 7 die einzige positive Zahl, bei der das System

Alt) -

dl

o 1(t) (12.13)

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Diese Zahl .% hat die
gleichen Schwellenwerteigenschaften wie %y: 7 > 1 genau dann, wenn das
System dI /dt = (A(t) — D(t))I(t) eine positive Wachstumsrate hat. Diese ist
aber gleich der Wachstumsrate des Systems dI/dt = (A(t) — D(t))I(t). Der
krankheitsfreie Zustand ist also genau dann instabil, wenn .7 > 1 ist.

Fiir T-periodische Modelle in diskreter Zeit I(t + 1) = (A(r) + B(¢t))I(¢)
mit nichtnegativen Matrizen A(z) und B(¢) und p(B(T —1)---B(1)B(0)) < 1
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wie in Kapitel 6 ist die Reproduktivitét eines Typs immer noch durch die
Reproduktivitit des Ersatzmodells I(r + 1) = (A(t) 4 B(t))1(1) gegeben, wo-
beiAX(t) = PA(t) und B(t) = (% — P)A(t) + B(t) sind, vorausgesetzt, dass
p(B(T —1)---B(1)B(0)) < 1 gilt.
Fiir periodische Modelle mit partiellen Differentialgleichungen der Form
al  dI

PR = —D(t,x)1(t,x), (12.14)

16,0 = [ A1) d, (12.15)
JO

die durch die seit der Infektion vergangene Zeit x strukturiert sind, kénnen
wir die Reproduktivitit eines Typs als die positive Zahl .9 definieren, sodass
System (12.14) mit der Randbedingung

oo PA(t

1(1,0) :/ ((’X)—F(f—P)A(t,x)) I(t,x)dx
0 T

eine Wachstumsrate gleich null d. h. eine Reproduktivitit gleich 1 hat, vor-

ausgesetzt, dass System (12.14) mit der Randbedingung

~+oo
1(1,0) = /O (7 — P)A(t,x)I(t,%)dx,

eine negative Wachstumsrate (oder eine Reproduktivitit kleiner als 1) hat.
Wenn A(¢,x) und D(z,x) nicht von x abhingen, sehen wir leicht, dass diese
Definition mit derjenigen der Gleichung (12.13) {ibereinstimmt.

Eine Anwendung

Betrachten wir als Beispiel das Modell in Abschnitt 12.4. Die Anzahl der Rat-
ten im krankheitsfreien Zustand ist S* = K(r/m— 1). Das linearisierte System
fiir infizierte Ratten und Flohe ergibt einen Vektor der infizierten Klassen,
ndmlich den Vektor (I(z),V(¢)). Die Reproduktivitit %, die Reproduktivi-
tit J fir die Ratten und die Reproduktivitit Zy fiir die Flohe sind derart,
dass die periodischen linearen Systeme von Differentialgleichungen mit den
Matrizen

—H c(l—w)n(6(z))/ %o
( xv(l—e—n)u/Z% e ) (12.16)
—H c(1—)x(6(1))/ T
( xv(l—e—mu —c . ) (12.17)

—H c(1—w)m(6(r))
( xv(l—e—mu/% —c >’ (12.18)
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alle einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 haben. Mit den
Parameterwerten des vorhergehenden Abschnitts erhalten wir %y ~ 1,3 und
Tr = Fy ~ 1,8 (genaver T = Fy ~ 1,78). Im besonderen Fall von periodi-
schen Systemen wie (12.16)-(12.18) gilt auch (%,)*> = Jk = .y, wie im Fall
einer konstanten Umgebung.

12.6 Zwei Zeitskalen und das S-I-R-Modell

In Abschnitt 12.4 haben wir festgestellt, dass die Kurve fiir die Anzahl der
Todesfille durch die Pest nicht empfindlich auf Anderungen des Parameters ¢
reagierte. Die Erkldrung ist einfach: Die durchschnittliche Zeit, die ein freier
Floh benétigt, um einen neuen Wirt zu finden, 1/c¢ = 1 Tag oder 1/30 eines
Monats, ist die kiirzeste Zeitskala in Modell (12.7)-(12.11). Daher k6nnen wir
davon ausgehen, dass sich Gleichung (12.10) in einem quasi-stationidren Zu-
stand befindet: ¢V ~ y v(1 — & —n)ul. Wir ersetzen ¢V in den Gleichungen
(12.7), (12.8) und (12.11). Wir erhalten das folgende reduzierte System, das
¢ nicht beinhaltet:

% — A(P)—mS—(1— ) 7(6) %xv(l Ce—multenl, (12.19)
dl S

E—(1—w)n(@);xv(l—s—n)ul—ul, (12.20)
dR

o nul—mR, (12.21)
dH

ﬁ:wn(e)fv(lfsfn)ul—bH, D(t) =0cbH(r). (12.22)

Wir kénnen nachweisen, dass die periodische Losung dieses Systems tatséch-
lich sehr nahe an der des Systems (12.7)-(12.11) liegt, wenn ¢ = 30 pro Monat
und noch niher, wenn ¢ = 60 pro Monat ist. Betrachten wir nun Gleichung
(12.20). Da es im reduzierten System nur eine Art von obligatorischem Wirt
gibt, fallen die Reproduktivititen %, und %) zusammen und sind gleich dem
zeitlichen Mittelwert

(1-0) [}/O'an(r))dr] xv(l—e—m)

(Proposition 7.14). Numerisch erhalten wir .7 = 1,79, ein Wert, der sich bio-
logisch nicht von dem Wert 1,78 unterscheidet, den wir in Abschnitt 12.5 mit
der Floquet-Theorie erhalten haben.

System (12.19)-(12.21) ist eine Art periodische Version des S-I-R-
Modells (12.2), jedoch mit Demographie und einer moglichen Riickkehr nach
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der Genesung in die suszeptible Klasse. Die Zahl der Todesfille, die sich aus
Beziehung (12.22) ergibt, folgt den Verdnderungen von /(¢) mit einer Verzo-
gerung von 1/b um eine Woche.

12.7 Fazit

Das von Kermack und McKendrick vorgeschlagene Modell ist vom biologi-
schen Standpunkt nicht wirklich gut. Auch wenn die Epidemie von 1906 nur
wenige Monate dauerte, ist der Einfluss der Saisonalitét nicht zu vernach-
lassigen. Daher haben wir ein neues periodisches Modell vorgeschlagen. Da
das Modell zwei verschiedene Wirte umfasste, haben wir die Reproduktivitét
jedes Wirts und nicht %, berechnet. Damit haben wir den Begriff der Re-
produktivitit eines Typs auf Modelle mit Saisonalitit verallgemeinert. Die
Reproduktivitit eines Typs fiir das Zwei-Wirt-Modell haben wir auch mit der
Reproduktivitit eines reduzierten Modells mit einem einzigen Wirt vergli-
chen.

Die Probleme mit dem Modell von Kermack und McKendrick fiir die
Pestepidemie in Bombay wiren irrelevant, wenn es nicht in Lehrbiichern als
eines der besten Beispiele dafiir verwendet wiirde, wie ein mathematisches
Modell den epidemischen Prozess erkldren und an die Daten anpassen kann.
Das erste Problem war die Grofle N der gefihrdeten Bevolkerung. In vie-
len Modellen wird der Schitzung der Reproduktivitit groBe Aufmerksamkeit
gewidmet, die in einfachen Modellen eng mit dem endgiiltigen Anteil der
Bevolkerung zusammenhéngt, der am Ende infiziert wurde. Aber auf welche
Bevolkerung beziehen sich diese Berechnungen? Handelt es sich um die Be-
volkerung des Viertels, in dem die Epidemie ausbricht, um die Bevolkerung
der Stadt, der Region oder des ganzen Landes? Es scheint, dass die Ungewiss-
heit tiber N viel groBer ist als tiber . Beide sind notwendig, um das endgiil-
tige Ausmal} der Epidemie vorherzusagen. Die Zahl N ist sogar noch wich-
tiger als %y, um die GroBenordnung der Epidemie zu erhalten. Das zweite
Problem war, dass das Modell von Kermack und McKendrick die Saisonali-
tdt nicht beriicksichtigte, obwohl dies eines der offensichtlichsten Merkmale
der Abbildung 12.2 ist. Diese Beobachtung konnte auch fiir einige aktuelle
Pandemie-Modellierungsstudien von Bedeutung sein.
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Endgiiltiges Ausmaf} von Epidemien
mit Saisonalitit

Wir untersuchen ein S-I-R-System mit periodischen Koeffizien-
ten, das eine Epidemie in einer Umgebung mit Saisonalitiit be-
schreibt. Anders als in einer konstanten Umgebung ist das end-
giiltige Ausmaf} der Epidemie nicht unbedingt eine zunehmende
Funktion der Kontaktrate. Auflerdem konnen grofie Epidemien
auftreten, selbst wenn %y < 1 ist. Aber wie in einer konstan-
ten Umgebung konvergiert das endgiiltige Ausmaf; der Epidemie
gegen 0, wenn %y < 1 ist und wenn der anfingliche Anteil der
infizierten Personen gegen 0 konvergiert. Fiir %y > 1 ist das end-
giiltige Ausmap der Epidemie grofer als der Anteil 1 —1/% der
anfinglichen nicht-immunen Bevolkerung.

13.1 Periodisches S-I-R-Modell
Wir betrachten das S-I-R-System fiir Bevolkerungsanteile:

as _
dr

ar _
dr

dR

—a(t)S1, a(t)SI—b(t)I, - = b(t)I. (13.1)
Die effektive Kontaktrate a(¢) und die Heilungsrate b(¢) sind stetige, positive
und T-periodische Funktionen. Die Funktion S(¢) ist der Anteil der Bevol-
kerung, der suszeptibel, d. h. noch nicht infiziert ist, /(¢) der Anteil, der infi-
ziert ist, R(z) der Anteil, der sich von der Infektion erholt hat und immun ist:

S(t)+1(t) + R(t) = 1. Die Anfangsbedingungen sind

S(to)=1—i—r, I(tp)=i, R(n)=r (13.2)
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mit i >0, r >0 und i +r < 1. Die trivialen Fille i = 0 und i +» = 1 sind
ausgeschlossen. Der besondere Fall » = 0 entspricht einer neu auftretenden
Krankheit, gegen welche die Bevolkerung keine Immunitit besitzt. Sei R
der Grenzwert von R(¢) fiir t — +oo. Dann ist R — r das endgiiltige Aus-
malf} der Epidemie. Wir kdnnen System (13.1) mit einer periodischen Funk-
tion a(¢) und einem konstanten Parameter b fiir durch die Luft iibertragene
Viruskrankheiten verwenden, die sich im Vergleich zu demographischen Pro-
zessen und der Dauer der Immunitit schnell ausbreiten. Beispiele sind Influ-
enza und SARS (schweres akutes respiratorisches Syndrom).

Wenn die Funktionen a(¢) und b(¢) konstant sind, ist System (13.1) das S-
I-R-Modell von Kermack und McKendrick (siehe Kapitel 1). In diesem Fall
gibt es eine implizite Formel fiir den Grenzwert R,

R”_r], (13.3)
1—r

l—Ro=(l—i—r)exp [—9?0

wobei %o = a(1 —r) /b die Reproduktivitiit ist. Wir kénnen diese Formel wie
in Proposition 1.3 beweisen. Daraus folgt, dass R. eine monoton steigende
Funktion von % und i unabhéngig von fy ist. Ist Zy < 1, so gilt R, — r fiir
i— 0. Ist Zy > 1, so gilt

Reo—r=(1-r)(1-1/%),

wie in Anmerkung 1.4. Im Falle einer neu auftretenden Krankheit, bei der
r = 0 ist, kann der Grenzwert R.. mit dem Ergebnis eines Seroprivalenztests
nach Ende der Epidemie bestimmt werden. Gleichung (13.3) gibt dann eine
Schitzung der Reproduktivitit %, die wiederum eine Schitzung der Impf-
quote ergibt, die zur Verhinderung einer Epidemie in anderen Regionen mit
dhnlichen Merkmalen erforderlich ist.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir das Problem der Definition
der Reproduktivitit fiir periodische Systeme untersucht. Zusammenfassend
setzen wir fiir System (13.1)

_ 1 T _ 1 T
Ro—a(l—r)/b, a:—/a(t)dt, b:—/ b(r)dr
T Jo T Jo

wobei @ > 0 und b > 0 sind. Die Linearisierung des Systems (13.1) in der
Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts (S=1—r,1=0, R = r) ergibt

dl
5= a(t)(1—r)I—b(1)1.
Ho = 1 ist offensichtlich der Schwellenwert fiir diese einfache lineare peri-
odische Gleichung. Wir konnen aber auch zeigen, dass %, der Spektralradius
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des Integraloperators %" auf dem Raum der T-periodischen stetigen Funktio-

nen ist, wobei
~+oo
(JEv)(1) = K(t,x)v(t —x)dx
0

ist. Der Kern

t

K(t,x) = a(t)(1 — r)exp (— b(s) ds)

1—x
ist die Rate der Entstehung von Sekundérfillen zum Zeitpunkt ¢ durch ei-
ne zum Zeitpunkt r — x infizierte Person (siche Kapitel 7). Diese Sichtweise
kommt der iiblichen Definition der Reproduktivitit %, in einer konstan-
ten Umgebung als die durchschnittliche Anzahl von Sekundirfillen, die ein
Ausgangsfall erzeugt, nahe. Die Saisonalitit fiihrt jedoch zu einer dhnlichen
Komplexitit wie bei altersstrukturierten Epidemiemodellen, bei denen % der
Spektralradius eines Integraloperators ist. Die Reproduktivitit % ist auch die
einzige positive reelle Zahl, sodass das periodische lineare System

ar_ a(t)(1=r)1/%y—b(t)]

dt

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Man beachte, dass wir
Z als Reproduktivitit bezeichnen, wis einige Autoren als effektive Repro-
duktivitit bezeichnen wiirden, wihrend sie % fiir das Verhiltnis a/ b behalten
wiirden. In jedem Fall ist % weder von der anfanglichen Anzahl der Infizier-
ten i = I(fy) noch von #; abhingig.

In Abschnitt 13.2 untersuchen wir zunichst, welche Eigenschaften des
Modells von Kermack und McKendrick im periodischen Fall (13.1) erhalten
bleiben. Es stellt sich heraus, dass das endgiiltige AusmafB der Epidemie R
moglicherweise keine zunehmende Funktion der Kontaktrate ist, dass es eine
T-periodische Funktion von fy ist und dass es moglicherweise keine zuneh-
mende Funktion von i ist. Die erste dieser Beobachtungen ist etwas kontra-
intuitiv. Das bedeutet, dass es unméglich sein kann, % aus Seroprivalenz-
daten zu schitzen. Simulationen zeigen auch, dass grofe Epidemien auftreten
konnen, selbst wenn % < 1 ist. Dies ist der Fall, wenn die Krankheit in ei-
nem giinstigen Zeitpunkt eingefiihrt wird, wenn der anfiangliche Anteil der
infizierten Personen nicht zu gering ist, wenn die Saisonalitédt ausreichend
ausgeprigt ist und wenn die durchschnittliche Infektionsdauer 1/b kurz im
Vergleich zur Periode T ist. Die Chikungunya-Epidemie im Jahr 2007 in Ita-
lien war vielleicht ein solcher Fall. Wir sollten nicht einfach aus der Beob-
achtung des Hohepunkts einer Epidemie schlieBen, dass %, > 1 ist, und wir
sollten vorsichtig sein, wie wir %, definieren, wenn Saisonalitéit eine Rolle
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spielt. Simulationen zeigen auch, dass das endgiiltige Ausmal der Epidemie
sehr empfindlich auf kleine Anderungen in %, reagieren kann. Dies konnte
erkldren, warum es so schwierig ist, die Zukunft einer Epidemie vorherzusa-
gen, die von der Saisonalitidt beeinflusst wird, wie wir bei der Chikungunya-
Epidemie in den Jahren 2005 und 2006 auf Réunion bemerkt haben.

Wir zeigen in Abschnitt 13.3, dass Zy = 1 ein Schwellenwert fiir das peri-
odische nichtlineare System (13.1) wie im Modell von Kermack und McKen-
drick ist. Genauer gesagt:

o Ist Zp < 1, so gilt Re —r — O fiir i — 0.
o Ist %y > 1,s0giltRe—r = (1—r)(1—1/%) firalle0 <i< 1—r.

Fiir den Fall % > 1 haben wir 1 — R.. < (1 —r)/%),. Die Epidemie fiihrt also
dazu, dass die anfianglich nicht-immune Bevolkerung durch eine Zahl geteilt
wird, die groBer als % ist. Ahnliche Sitze mit Schwellenwerten wurden fiir
verschiedene Verallgemeinerungen des Modells von Kermack und McKen-
drick bewiesen. Aber unsere Beweismethode wird anders sein, weil wir keine
Gleichung fiir das endgiiltige Ausmalf dhnlich der Gleichung (13.3) finden
konnen, wenn das System periodische Koeffizienten hat. Wir zeigen auch in
Abschnitt 13.3, dass ein dhnlicher Satz fiir ein periodisches System S-E-I-R
gilt.

13.2 Numerische Simulationen

Betrachten wir System (13.1) mit zum Beispiel a(z) = a [1 + esin(27t/T)],
wobei die Periode T = 1 Jahr die Saisonalitit darstellt. In diesem Abschnitt
nehmen wir » = O an, wie bei einer neu auftretenden Krankheit. Wir unter-
suchen, wie R. von den Parametern a, €, b, #p und i abhingt.

Abbildung 13.1(a) zeigt, dass das endgiiltige Ausmal} der Epidemie R..
moglicherweise nicht mit der Kontaktrate wichst. Die Parameterwerte sind
€=0,5,1/b=1Woche = 1/52 Jahr, ty/T = 0,5, i = 1073, Fiir @ haben wir
zwei Werte angenommen, die %y = d/b =2 und %, = 2,5 entsprechen. Wenn
wir die effektiven Kontaktraten fiir diese beiden Werte der Reproduktivitét
a1 (t) und a;(r) bezeichnen, gilt a; (1) < ay(¢) fiir alle 7.

Mit dem groften Wert von %y findet die Epidemie in der ungiinstigs-
ten Jahreszeit statt (0,5 < ¢/T < 1), wenn a(r) unter seinem Mittelwert
liegt. Wenn die giinstige Jahreszeit eintritt (1 < ¢/T < 1,5), ist das Reservoir
an suszeptiblen Personen bereits weitgehend erschopft, sodass keine neue
Epidemiewelle auftritt. Bei dem kleineren Wert von % ist das Reservoir an
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(b)

Abbildung 13.1: Das endgiiltige Ausma8 der Epidemie wichst moglicherweise nicht:
a) mit der Kontaktrate; b) mit dem anfianglichen Anteil i der infizierten Personen.

suszeptiblen Personen noch nicht ausreichend erschopft, es kommt zu einer
zweiten Epidemiewelle und das endgiiltige Ausmal der Epidemie ist grofer.

Diese letzte Situation ist genau das, was 2005 und 2006 auf Réunion ge-
schah. Ein erster kleiner Hohepunkt trat im Mai 2005 kurz vor Beginn des
Siidwinters auf. Die Epidemie iiberstand den Winter auf niedrigem Niveau.
Ein zweiter, viel groerer Hohepunkt der Epidemie trat zu Beginn des néchs-
ten Sommers im Januar 2006 auf und infizierte etwa 250.000 Menschen, was
einem Drittel der Inselbevolkerung entsprach.

SchlieBlich ist zu beachten, dass wenn das endgiiltige Ausmal} der Epi-
demie R keine monoton steigende Funktion der Kontaktrate ist, dann ist es
unmoglich, %y aus R. und insbesondere aus Seropriavalenzdaten zu schitzen.
Wir werden jedoch in Abschnitt 13.3 zeigen, dass Reo —r > (1 —7)(1—1/%y).
Wir wissen also zumindest, dass %y < (1 —r)/(1 — R.) gilt, was eine obere
Schranke fiir % ergibt.

In dhnlicher Weise zeigt Abbildung 13.1(b), dass das endgiiltige Ausmal}
der Epidemie R.. moglicherweise nicht mit dem anfidnglichen Anteil i der
infizierten Personen wichst. Die Parameterwerte sind € = 0,5, 1/b = 1/52
Jahr, 1o/T = 0,5 und %, = 2,5, wodurch der Parameter a festgelegt ist. Wir
nehmen entweder i = 107® oder i = 107> an. Wiederum reduziert i = 106
die Anzahl der Suszeptiblen in der ungiinstigsten Jahreszeit langsamer.

Abbildung 13.2(a) zeigt, dass relativ grole Epidemien auch dann mog-
lich sind, wenn % < 1 ist. Die Parameterwerte sind %y = 0,9, € = 0,5,
1/b=1/52 Jahr, to/T = 0 und i = 10~3. Die Tatsache, dass Zy(1 +¢€) > 1
aber Zy(1 —€) < 1 gelten, gibt einen Hinweis darauf, was passiert. Allgemei-
ner zeigt System (13.1), dass dI/dt < 0 falls a(t) /b(z) < 1 ist. Die Epidemie
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tritt wihrend der giinstigen Jahreszeit auf und endet einfach, wenn die un-
giinstige Jahreszeit eintritt. Es spielt auch eine Rolle, dass der anfingliche
Bruchteil der Infizierten nicht zu klein ist (; = 10~3). In der Tat zeigt der Satz
mit r = 0und % < 1, dass R.. — 0 fiir i — 0 gilt. Wir sollen nicht behaupten,
dass Zy > 1 gilt, sobald wir einen epidemischen Hohepunkt beobachten. Im
Sommer 2007 kam es in der Nihe von Ravenna in Italien zu einem kleinen
Ausbruch von Chikungunyafieber. Der Sommer ist die beste Jahreszeit fiir
Miicken in dieser Region und der Ausbruch hitte den Winter wahrscheinlich
nicht iiberstanden. Wir sollten die Schitzungen fiir %, die weit iiber 1 lie-
gen, mit Vorsicht betrachten. Das Problem liegt vor allem in der Definition
von %, und den Annahmen des Modells. Ein Modell, das von einer konstan-
ten Umgebung ausgeht, die den Bedingungen im Sommer &dhnelt, kann nicht
erkldren, warum die Epidemie im Herbst authort.

1 R(t) ! R(t) —Ro=1,15
0.8 0.8 —~Rop=1,2
—Re=1,25
0.6 0.6
0.4 0.4 /
0.2/ 0.2 [ e
0 t 0 1/ t
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2 25 3
(a) (b)

Abbildung 13.2: (a) GroBe Epidemien konnen selbst dann auftreten, wenn % < 1 ist.
(b) Re kann sehr empfindlich auf kleine Anderungen von %, reagieren.

Abbildung 13.2(b) zeigt, dass das endgiiltige Ausmal} der Epidemie R..
sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Reproduktivitit %, reagieren
kann. Die Parameterwerte sind € = 0,5, 1/b = 1/52 Jahr, 1,/T = 0,5, i =
10~°, wihrend o einen von drei Werten annimmt: 1,15, 1,2 und 1,25. Somit
ist Re, &~ 54 % fiir Zy = 1,15, Re. =~ 23 % fiir Zy = 1,2 und R., ~ 50% fiir
Py = 1,25. In der Praxis ist es nicht moglich, Werte von % zu unterscheiden,
die so nahe beieinander liegen. Das endgiiltige Ausmalf} der entsprechenden
Epidemie variiert jedoch um einen Faktor 2. In Systemen mit periodischen
Koeffizienten wie (13.1) scheint die Vorhersage des endgiiltigen Ausmalies
der Epidemie sehr schwierig zu sein.

Dies ist vielleicht eine Antwort auf die Kritik, die sich gegen die Epi-
demiologen richtete, die den Chikungunya-Ausbruch auf Réunion verfolgt
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haben. Obwohl ein Uberwachungsnetz den Ausbruch seit seinem Beginn im
April 2005 sorgfiltig verfolgte, waren die Epidemiologen nicht in der Lage,
den groflen Hohepunkt, der im Januar und Februar 2006 auftrat, vorherzu-
sagen. Die Bevolkerung und die Politiker setzten somit das Institut de veille
sanitaire, das fiir die Uberwachung von Krankheiten in Frankreich und in
den Ubersee-Départements zustindig ist, unter Druck. Unsere Simulationen
legen nahe, dass dieser Druck moglicherweise ungerechtfertigt war. In gewis-
ser Weise sind Epidemieprognosen iiber einige Wochen hinaus in einem Um-
feld mit Saisonalitit vielleicht genauso unsicher wie Wetterprognosen iiber
einige Tage hinaus.

Fiir Abbildung 13.2(b) haben wir i = 10~® gewihlt. In der Praxis ist es
schwierig, den anfinglichen Bruchteil i der infizierten Personen zu schitzen.
Das Problem ist, dass das S-I-R-System von homogenen Kontakten ausgeht.
Wenn eine Epidemie in einer Stadt von einem einzigen anfinglichen Fall aus-
geht, konnten wir annehmen, dass der Bruchteil i einfach gleich dem Kehr-
wert der Bevolkerung der Stadt ist. Wenn die Stadt aber grof} ist, dann ist
es vielleicht nicht sinnvoll, von homogenen Kontakten auszugehen, und wir
konnten iiberlegen, die Bevolkerung des Stadtteils zu verwenden, in den der
urspriingliche Fall eingeschleppt wurde. Das Problem ist das gleiche bei Aus-
briichen in einer kleinen Insel wie Réunion, aber mit etwa 800.000 Einwoh-
nern, die sich entlang der Kiiste konzentrieren.

Abbildung 13.3(a) untersucht die Abhingigkeit des endgiiltigen Aus-
malfles R.. der Epidemie von der Zeit ¢y, zu der die Epidemie beginnt. Natiir-
lich ist das endgiiltige Ausmal} R, immer eine T -periodische Funktion von f,
da System (13.1) durch eine Verschiebung von 7T in der Zeit invariant ist. Die
Parameterwerte in Abbildung 13.3(a) sind %y = 1 oder %y = 1,5, € = 0.5,
1/b = 1 Woche oder 3 Wochen und i = 103, Die Abhiingigkeit von ¢y ist
groB, wenn % nahe bei 1 liegt und wenn die Infektionsperiode 1/b im Ver-
gleich zur Periode T kurz ist. In einem solchen Fall kann sich die Epidemie
nicht in der ungiinstigen Jahreszeit entwickeln.

Abbildung 13.3(b) zeigt fir %y = 1 den ,Reproduktionswert” W ()
(,,Infektionswert* wire ein passenderer Ausdruck) eines zum Zeitpunkt #
eingefiihrten Anfangsfalls, berechnet mit der linearisierten Gleichung nahe
dem krankheitsfreien Gleichgewicht:

dl

E:a(t)(l—r)l(t)—b(t)l(t). (13.4)
Wir betrachten hier den allgemeinen Fall, nicht nur den speziellen Fall mit r =
0 und b(¢) konstant. Wir erinnern uns, dass die asymptotische Wachstumsrate
der Gleichung (13.4) A = a(1 —r) — b ist und dass dies die einzige reelle Zahl
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Abbildung 13.3: (a) Wenn %, nahe bei 1 liegt, hingt das endgiiltige Ausmaf} der Epi-
demie R.. stark von #y ab, wenn die Infektionsperiode 1/b im Vergleich zu T kurz ist.
(b) Der normierte ,,Reproduktionswert* W (¢,) gibt eine vage Idee von der Abhingig-
keit des endgiiltigen Ausmales der Epidemie von 7 (hier ist Zy = 1).

ist, sodass die Gleichung

T +AV(t)=a(t)(1—r)V(t)—b(r) V(1)
eine periodische Losung V (¢) ungleich null hat, wie wir sehen konnen, wenn
wir I1(t) = V(t)exp(At) in Gleichung (13.4) einsetzen. In Kapitel 11 ha-
ben wir gezeigt, dass der Reproduktionswert in zeitperiodischen linearen
Populationsmodellen wie Gleichung (13.4) nicht von dem ,,Alter* (oder hier
der Zeit seit der Infektion) abhéngt. Er ist durch jede von Null verschiedene
Losung der adjungierten Gleichung

IV AW = al) (1= AW~ bYW ()

gegeben. Dies ergibt

W (1) = exp [/Ot(b(s) _B)ds—(1—7) /Ot(a(s) _a) ds}

bis auf eine multiplikative Konstante. Der Vergleich der Abbildungen 13.3(b)
und 13.3(a) mit Zy = 1 zeigt, dass der Reproduktionswert nur eine vage Idee
der Abhéngigkeit des endgiiltigen Ausmafies der Epidemie R., von #y vermit-
telt. Wir wiirden erwarten, dass das Maximum von R.. in der Nihe von o =0
und das Minimum in der N#he von ¢ty = 0,5 auftreten. Bei Zy = 1,5 wiire die
Gesamtform von W(¢) dhnlich, mit einem Maximum bei #p = 0 und einem
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Minimum bei g = 0,5. Abbildung 13.3(a) zeigt jedoch, dass dies irrefithrend
ist: Nichtlineare Effekte werden wichtig. Bei einer langeren Infektionsperiode
(1/b =3 Wochen) ist der Unterschied zwischen einem Ausbruch in einer un-
giinstigen Jahreszeit und einem Ausbruch in einer giinstigen Jahreszeit weni-
ger ausgeprégt als bei einer kiirzeren Infektionsperiode (1/b = 1 Wochen).

Fiigen wir noch einige Anmerkungen zu einer Methode hinzu, die % aus
den Daten schitzt, ohne das endgiiltige Ausmal der Epidemie zu verwenden.
Ganz zu Beginn eines Ausbruchs haben wir t =~ #y), S~ 1,/ ~0 und R = 0.
Somit gilt

dl

dt
und /(¢) wichst exponentiell mit der Rate a(fo) — b. Wir konnen diese Rate
mit dem Beginn der Epidemiekurve abschitzen. Wenn wir die durchschnitt-
liche Dauer 1/b der Infektionsperiode kennen, kénnen wir daraus a(zp) und
damit das Verhiltnis a(y)/b ableiten. Unsere Analyse zeigt jedoch, dass im
Gegensatz zu %y = a/b das Verhiltnis a(fp)/b nicht mit den Schwellen-
eigenschaften des Systems zusammenhéngt. Wenn jedoch a(t) = a f(t), wo-
bei f(¢) bekannt und periodisch mit einem Mittelwert von 1 ist, dann kdnnen
wir Zo = (a(ty) /b)/ f (to) berechnen. Bei luftiibertragenen Krankheiten ist es
schwierig, die Form von f(¢) = a(t)/a zu kennen, weil es schwierig ist, den
Einfluss von Temperatur und Feuchtigkeit auf die Ubertragbarkeit quantitativ
zu schitzen. Bei vektoriibertragenen Krankheiten konnen die jahreszeitlichen
Schwingungen der Vektorpopulation gemessen werden, sodass wir % schiit-
zen konnen (siehe z. B. Kapitel 8).

Abbildung 13.4 zeigt die Hohenlinien des endgiiltigen AusmaBes der
Epidemie R(e) € {0,5;0,7;0,9}, wenn die Zeit #y der Einfithrung des ers-
ten infizierten Falles (0 < 7o < T) und die Amplitude € der Saisonalitit
(0 < € < 1) variieren. Wir haben hier a(t) =a [1 + € cos(2nt/T)], T = 1 Jahr
und b = 100 pro Jahr genommen, sodass die Infektionsdauer 1/b zwischen
3 und 4 Tagen liegt. Nehmen wir an, %y = a/b =1,5. Nehmen wir weiter
an, I(ty) = i = 107*: Ein Fall wird in eine Population von 10.000 homogen
gemischten Personen eingefiihrt. Die Zeit ¢ des Kalenders haben wir so fest-
gelegt, dass a(r) sein Maximum bei 7 = 0 erreicht. Je nach Wahl von (¢, €)
variiert das endgiiltige Ausmal} zwischen 38 % und 94 %. Betonen wir, dass
diese verschiedenen Werte des endgiiltigen Ausmafes R(e0) demselben Wert
der Reproduktivitit % entsprechen. Auf der horizontalen Achse € =0 (keine
Saisonalitit) ist das endgiiltige Ausmal} R(eo) offensichtlich unabhingig von
fo: R(0) = 58 %. Fiir € = 5% variiert das endgiiltige AusmaB zwischen 53 %
und 63 %, je nach #y. Fiir € = 10% variiert es zwischen 48 % und 67 %. Fiir
€ = 15% variiert es zwischen 42 % und 70 %. Also haben sogar relativ kleine

~ (a(to) —b)I
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saisonale Amplituden einen signifikanten Effekt auf das endgiiltige Ausmalf}

der Epidemie.
e
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Abbildung 13.4: Hohenlinien (50 %, 70 % und 90 %) des endgiiltigen AusmalBes der
Epidemie R(c0), wenn die Zeit #y der Einfiihrung des ersten infizierten Falles (horizon-
tale Achse) und die Amplitude € der Saisonalitit (vertikale Achse) variieren. In der
gesamten Abbildung gilt Zy = 1,5.

Abbildung 13.5 zeigt Hohenlinien {0,5;1;1,5;2;2,5} des Quotienten
a(ty)/b, wenn die Zeit fy der Einfiihrung des ersten infizierten Falles (0 <
to < T) und die Amplitude € der Saisonalitit (0 < € < 1) variieren. Wir sehen,
dass a(1p)/b das endgiiltige AusmaB der Epidemie schlecht vorhersagt. Der
auffilligste Fall ist der, in dem #y/T = 0,5 und € = 1 zusammenkommen. In
diesem Fall ist a(#p) /b = 0 aber R(c0) = 93 % (Abb. 13.4).

13.3 Schwellenparameter

13.3.1 Periodisches S-I-R-System

Wie in Kapitel 1 hat System (13.1)-(13.2) eine einzige Losung fiir alle ¢ > fo.
AuBerdem sind S(¢) > 0, I(z) > 0 und R(¢) > r = R(to) fiir alle ¢t > #y. Die
Funktion S(¢) ist monoton fallend. Die Funktion R(¢) ist monoton steigend
und S(¢)+1(z) + R(z) = 1. Also gelten S(¢) — S und R(#) — Re, fiir 1 — 0.
AusI=1—S—RfolgtI(t) — I.. Es gilt
!
R(t)—r= [ b(u)l(u)du.

fo
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Abbildung 13.5: Héhenlinien von a(to) /b, wenn die Zeit to der Einfiihrung des ersten
infizierten Falles (horizontale Achse) und die Amplitude € der Saisonalitét (vertikale
Achse) variieren.

Also konvergiert dieses Integral fiir t — +oco. Aus b > 0 folgt I, = 0.
Proposition 13.1. Ist %y < 1, so gilt R, — r fiir i — 0.

Beweis. DaS(t)=1—1(t)—R(t), I(z) > 0und R(r) > r fiir alle z > 1, gelten,
haben wir

ar

= =alt) (1 = 1= R = b(1)1 < [a(t)(1=r) = b(OI(2).

Aus I(1o) = i folgt
1(t) < exp ( /to ' [a(u)(1 = ) — b(u)] du) .
Aus dR/dt = b(1)] und R(1o) = r folgt
r<R(t) <rti totb(u) exp (/to la(v)(1 =) = b(v)] dv> du.  (13.5)
Fir 1 — oo gilt

/u[a(v)(l—r)—b(v)]dwv [a(1—r)—5] u.

fo
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Es gilt a(l1 —r) —b < 0, da %y < 1 ist. Also konvergiert fiir t — +oo das
Integral auf der rechten Seite der Ungleichung (13.5) und es gilt
oo u
r<Ro<r+i b(u)exp </ [a(v)(1 —7r) —b(v)] dv> du.

Ip fo

Deshalb gilt R., — r fiir i — 0. O
Proposition 13.2. Ist %y > 1, so gilt
Ro—r=(1—=r)(1-1/%).

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gilte Ro. —
r<(1-r)(1—1/%). Dann ist 1 —Re. > (1 —r)/%0 = b/a. Da R(t) eine
monoton steigende Funktion ist, folgt R(#) < R fiir alle t > fo. Dann ist
ar
dar
mit ¢(t) = a(t)(1 — R ) — b(¢). Dariiber hinaus gilt

a(t)(1 —I—=R) —b(t)] > c(t)] — a(t)I? (13.6)

T
5:1/ c(t)dt =a(1—R.)—b>0.
T Jo

Wir wihlen 7, sodass 0 < 1) < ¢/a gilt. Da I(¢) — O fiir t — oo gilt, kénnen
wir ein #; > fy finden, sodass 0 < I(¢) < 7 fiir alle t > 1, gilt. Nun zeigt die
Ungleichung (13.6), dass

dl t

7 = (c(t)—a(r)n)l und I(t) > 1(t;)exp / (c(u) —a(u)n)du

n

fiir alle 7 > 1, sind. Wegen der Wahl von 7 erhalten wir I(r) — oo fiir t —
+oo, was I(r) < 1 widerspricht. O

13.3.2 Periodisches S-E-I-R-System

Betrachten wir das System

ds dE di dR
E— Z—a(t)SI—c(t)E, E—C(I)E—b(t)l, E_

mit S+ E +1+ R = 1. Die Rate c(¢) fiir den Ubergang von der latenten Klas-
se E zur infektiosen Klasse 7 ist eine stetige, T-periodische und positive Funk-
tion mit dem Mittelwert ¢. Die Anfangsbedingungen sind

—a(r)S1, b(t)I,

S(to)=1—e—i—r, E(ty)=e, I(tp)=1i, R(n)=r,
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mite >0,i>0,r>0,e+i>0unde+i+r<1.Fiiralle A > 0, sei D(z,10; 1)
der Evolutionsoperator, der mit dem linearen T-periodischen System

ax ( —e(r)
dt c(t) —b(1)

verbunden ist. Somit ist ®(fg,70;A) = ., die 2 x 2-Einheitsmatrix. Es gilt
p(P(T,0;1)) = p(P(to + T,10; 1)) fiir alle 1 [15, Satz 9.7]. Sei X(¢,t0) der
Evolutionsoperator, der mit dem System

a0 )

)XM;L(t)X (13.7)

verbunden ist.
Die Reproduktivitit %y ist der Spektralradius des Operators %~ auf dem
Raum &2 der stetigen T-periodischen Funktionen von R in R?, mit
+oo0

(V)(t) = A K(t,x)v(t —x)dx

und
K(tx) = ( X “(’)%_’) >Z(l,tx).

Die Reproduktivitit %, ist auch die einzige Zahl A > 0, sodass
p(®(T,0;1)) = 1 ist (Proposition 7.21).

Proposition 13.3. Das periodische S-E-I-R System hat genau eine Losung
fiir alle t > ty. Auferdem sind S(t) > 0, E(t) > 0 und I1(t) > O fiir alle t > t.
Die Funktion S(t) ist monoton fallend und konvergiert gegen einen Grenz-
wert Se. Die Funktion R(t) ist monoton steigend und konvergiert gegen einen
Grenzwert Re. Die Funktionen E(t) und 1(t) konvergieren gegen 0. Dariiber
hinaus sind Sec > 0 und R < 1.

Beweis. Wir konnen die ersten Behauptungen wie in Kapitel 2 beweisen:
S(t) = Se und R(f) — Reo. Aus
d (I+R)=c()E

fadl =c
dt
folgt, dass die Funktion 7 + R monoton steigend und konvergent ist. Daraus
folgt I(t) — L. Dariiber hinaus konvergiert

R(t)—r= tb(u)l(u)du

fo
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fiir £ — +o0. Aus b > 0 folgt . = 0. Aus E = 1 — S — I — R folgt E(t) — E-.

Da

d
E(SJrE) =—c(t)E

ist, konvergiert das Integral

+oo
/ c(u) E(u) du.
fo
Aus ¢ > 0 folgt E, = 0. Zeigen wir S. > 0. Aus
ds
— =—a(t)SI
7 = at)
folgt
t
log S() — log S(io) = — / au) 1(u) du.
1o
Aber die Ungleichungen

/ () 1) du < {max "(“)} () I(u) du,

1y 0<u<T b(u) | Jz
t
b(u)I(u)du=R(t)—r<1—r
0]
zeigen, dass

~+oo
/ a(u) () du < +oo

fo

gilt. Somit sind See > 0 und Ree = 1 — Se < 1. O

Proposition 13.4. Ist %y < 1, so gilt Re. — r fiir e — 0 und i — 0.

Beweis. Aus S=1—FE —I1—R folgt

il 1)< B0 )(T),

wobei die Ungleichung zwischen Vektoren die Ungleichung Komponente fiir
Komponente bedeutet. Somit gilt
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(Korollar 2.6). Da Zy < 1 ist, haben wir p(P(to + T,t0;1)) < 1 (Korol-
lar 7.13). Also konvergiert

oo

Rw—r:[ijﬂKﬂdtgﬂl)/

J0

b(r) ®(¢,t0; 1)dt< ‘; )

gegen 0, wenn e und i gegen 0 konvergieren. O
Proposition 13.5. Ist %y > 1, so gilt R —r = (1 —r)(1 —1/%y).

Beweis. Fiihren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gilte R, —
r<(1=r)(1—=1/%). Dann sind
1 _R°° > (1 _r)/‘@(%

(1=r)/(1=Rw) < X0,
P(2(T,0; (1=r)/(1=Rw))) > p(P(T,0; %)) = 1

(Proposition 7.11). Es gilt R., < 1. Durch Kontinuitét des Spektralradius und
der Losung einer Differentialgleichung in Bezug auf einen Parameter kénnen
wir ein 17 > 0 finden, sodass 1 < 1 —Re und p(®(7,0; 1)) > 1 mit A =
(1—r)/(1 —Rw—mn) gelten. Es gilt S(r) — 1 — R, fiir r — +o0. Also gibt es
ein#; > tg, sodass S(t) > 1 — R, — n fiir alle r > #; gilt. Wir setzen

x=()

dX —c(t) a(t)(1—Rw—1)
dz>< (1) b(1) ! )X

und X (1) > ®(t,11;A) X (1;) fur alle t > £; (Korollar 2.6). Insbesondere gilt

Daraus folgt

X(l‘] —|—nT) > Cp(tl +I’lT,t|;7L)X(l‘]) = CD(I[ —|—T,t1;7t)nX(t|)

fiir jede ganze Zahl n > 1. Die Matrix ®(¢; + T,#;;A) hat positive Koeffi-
zienten. In Anbetracht des Satzes von Perron-Frobenius (Satz 3.19) gibt es
Eigenvektoren V und W mit positiven Komponenten dieser Matrix bzw. ihrer
Transponierten, die zum Spektralradius p(®(¢; + 7,11;4)) gehodren, und mit
(V,W) = 1. Dann gilt

(11 +T,11;4)"X (1)
p@O+TrA)) iore’ WX
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Da die Komponenten des Vektors X (#) positiv sind und
p(®(t1+T,t154)) > 1

ist, sehen wir, dass E (¢; +nT) und I(¢; +nT) gegen oo fiir n — oo konver-
gieren. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass die Funktionen E(¢) und
I(t) durch 1 begrenzt sind. O

Fazit. Die Schwelleneigenschaft fiir Systeme mit konstanten Koeffizienten
(mit den beiden klassischen Fillen %y < 1 und % > 1) ldsst sich auf Systeme
mit periodischen Koeffizienten verallgemeinern, vorausgesetzt, dass wir die
Reproduktivitit %y wie in den vorherigen Kapiteln definieren. Unerwarteter-
weise konnen periodische Systeme jedoch selbst bei %) < 1 zu recht groBen
Epidemien fiihren. Das endgiiltige Ausmal} der Epidemie wichst moglicher-
weise nicht mit der Kontaktrate oder dem anfinglichen Anteil i der infizierten
Personen. Diese auf einfachen Systemen basierenden Beobachtungen soll-
ten als Warnung fiir die Interpretation von saisonal beeinflussten Epidemien
dienen. Wir sollten aufkommende Epidemien von vektoriibertragenen Krank-
heiten, denen die Theorie des Klimawandels besondere Aufmerksamkeit wid-
met, mit Vorsicht analysieren, wie wir am Beispiel des Chikungunyafiebers
auf Réunion und in Italien gesehen haben. Ein weiterer interessanter Fall sind
die Pandemien der HIN1-Grippe. Die von 1918-1920 trat in mehreren Wellen
auf, die von der Saisonalitét beeinflusst wurden. Versuche, die Reproduktivi-
tét fiir diese Pandemie zu schitzen, gingen von konstanten Koeffizienten aus
und verwendeten den Beginn der Epidemiekurve oder das endgiiltige Aus-
malf} von Epidemien mit nur einer Welle. Dieses Kapitel legt nahe, dass wir
diese Schitzungen moglicherweise iiberarbeiten miissen, da die Beziehung
zwischen der Reproduktivitit %y und dem Verhalten von saisonal beeinfluss-
ten Epidemien keine offensichtliche Verallgemeinerung dessen ist, was fiir
eine konstante Umgebung bekannt ist.
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Endgiiltiges Ausmaf von Epidemien in einer
periodischen Umgebung mit geringer Amplitude

In diesem Kapitel untersuchen wir theoretisch, wie im Rahmen
eines sehr einfachen S-I-R-Modells fiir eine direkt iibertragene
Krankheit eine periodische Umgebung das endgiiltige Ausmaf
einer Epidemie verdndern kann. Wir erzielen analytische Ergeb-
nisse unter der Annahme, dass die Amplitude der Saisonalitdt
gering ist.

14.1 Eine Epidemie von Denguefieber auf Réunion

Im Jahr 2018 kam es auf der Insel Réunion zu einer Dengueepidemie. Zwi-
schen Januar und Juni 2018 wurden mehr als 5.000 Fille biologisch bestitigt
und mehr als 16.000 Fille, die auf Denguefieber hindeuteten, wurden gemel-
det (Abb. 14.1). Ende Juni ging die Epidemie aufgrund des einsetzenden Siid-
winters, aber auch aufgrund von MaBnahmen zur Bekdampfung von Vektoren
zuriick. Es war jedoch schwer vorherzusagen, ob die Zahl der Infektionen
so weit zuriickgehen wiirde, dass eine zweite Epidemiewelle Ende 2018 ver-
hindert werden konnte, wenn die klimatischen Bedingungen fiir die Miicken,
welche die Krankheit iibertragen, giinstiger wiren. Es war diese zweite Wel-
le, die 2006 fast ein Drittel der Bevolkerung mit Chikungunyafieber infiziert
hatte.

Es wire verlockend, die Ausbreitung des Denguefiebers realistisch ma-
thematisch zu modellieren und gleichzeitig die Komplexitit des Modells so
zu begrenzen, dass nur wenige Parameter unbekannt sind, wie wir fiir das
Chikungunyafieber in Kapitel 9 versucht haben. Aber die Unsicherheiten, die
auf diesen Parametern und ihrer Abhéngigkeit von den Klimavariablen lasten,
sind so grof3, dass die numerischen Ergebnisse sehr wahrscheinlich ziemlich
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Abbildung 14.1: Obere Treppenfunktion (Skala auf der linken vertikalen Achse):
Schitzung der Anzahl der wochentlichen Fille mit Denguefieber-Evokationen auf
Réunion zwischen Januar und Juni 2018 nach [78]. Untere Treppenfunktion (glei-
che Skala): Wochentliche Fille von Chikungunyafieber im Jahr 2005 (siehe Kapitel
9). Gestrichelte Linie: Klimadaten an der Flughafenstation von Réunion nach Météo
France. Tiefsttemperatur (von 18,0 bis 23,7 °C) und Hochsttemperatur (von 25,2 bis
30,1 °C) [lange Striche]. Monatliche Niederschlige (von 43 bis 351 mm) [kurze Stri-
che].

zweifelhaft sein wiirden [70].

Im Folgenden verwenden wir ein stark vereinfachtes epidemisches
Modell mit direkter Ubertragung und ohne Vektoren, das nicht auf das
Denguefieber auf Réunion angewendet werden kann. Es wiirde auch wenig
Sinn machen, seine Parameter an die epidemischen Daten anpassen zu wol-
len. Vielmehr soll die Aufmerksamkeit auf die Frage des endgiiltigen Aus-
mafles einer Epidemie in einer periodischen Umgebung gelenkt werden, die
aus theoretischer Sicht bisher recht wenig untersucht wurde.

Selbst die einfachsten mathematischen Modelle, welche die Saisonali-
tdt beriicksichtigen, weisen zahlreiche Schwierigkeiten auf. Wir werden in
Abschnitt 16.1 (siehe auch [22]) sehen, dass bei Modellen fiir endemische
Krankheiten ein periodischer Koeffizient zu Schwingungen mit einer anderen
Periode oder sogar zu chaotischen Schwingungen fiihren kann.

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt haben, miissen wir die
Reproduktivitit % in periodischen Modellen iibrigens vorsichtig definieren,
damit die Ungleichung %, > 1 die Instabilitit der Situation ohne Epidemie
richtig wiedergibt. Die Schwierigkeit zeigt sich insbesondere bei Modellen
mit mindestens zwei infizierten Klassen.

In Kapitel 13 haben wir das periodische S-I-R-Modell, eine einfache Ver-
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allgemeinerung des klassischen Modells von Kermack und McKendrick, stu-

diert:
ds I dl I drR

—=—a(t)S—, —=a(t)S——-bl, — =bI 14.1
a =TSy TSy bl gp=bl (4D
wobei N die GroBe der Population, S(¢) die Anzahl der suszeptiblen Perso-
nen, /(¢t) die Anzahl der infizierten Personen, R(¢) die Anzahl der geheil-
ten Personen, a(t) die effektive Kontaktrate und b die Heilungsrate sind. Die

Anfangsbedingungen sind
S(to) =So=N—1Iy, I(to)=1I, R(t)=0,

mit 0 < Iy < N. Die Funktion a(t) ist periodisch mit der Periode 7. Setzen
wir

1 T
By = ﬁ/o a(t)dr.

In Kapitel 13 wurden die folgenden Eigenschaften der epidemischen Schwel-
le gezeigt. Ist Zy < 1, so konvergiert das endgiiltige Ausmaf} R(e) der Epi-
demie gegen 0, wenn Iy gegen 0 konvergiert. Ist stattdessen % > 1, so gilt

R(e) > N(1=1/%y),

unabhingig von 0 < Iy < N. Diese Eigenschaften erstrecken sich iibrigens
von Modellen mit direkter Ubertragung wie System (14.1) auf Modelle mit
Vektoriibertragung wie beim Denguefieber. In Abbildung 13.4 haben wir nu-
merisch untersucht, wie das endgiiltige Ausmafl R(ec) der Epidemie vom
Anfangszeitpunkt 7o und der Amplitude der Kontaktrate a(¢) abhingt. Bei
gleichem Wert der Reproduktivitit %, konnte R(e0) um das Doppelte variie-
ren.

Durch die Kombination von numerischen und analytischen Methoden
untersuchen wir nun das endgiiltige Ausmal der Epidemie in dem besonderen
Fall

a(t) =a(l+eq(r))
niher. Hier ist ¢(¢) eine (sagen wir stiickweise kontinuierliche) periodische

Funktion mit der Periode 7" und mit einem Mittelwert gleich null. Der Para-
meter € ist klein, sodass die Umgebung nur schwach saisonal ist. Seien

* Se(t), I (r) und Re(¢) die entsprechenden Losungen mit der gleichen
Anfangsbedingung (N — Iy, [, 0).

* S(¢), I(t) und R(¢) die Losungen mit der gleichen Anfangsbedingung,
aber mit € = 0.
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In Abschnitt 14.2 zeigen wir
R¢(0) = R(e0) +Nce+o(¢)

fiir € — 0, wobei R(c0) das endgiiltige Ausmaf der Epidemie in einer kon-
stanten Umgebung ist. Der Korrekturkoeffizient ¢ kann positiv oder negativ
sein.

Ist @(¢t) = cos(wt), ist die Anzahl der zu Beginn infizierten Personen
klein im Vergleich zur GroBe der Bevilkerung (Ip < N), ist Zy = a/b > 1
mit %y nahe 1 und ist Iy/N < (% — 1)?, so bestimmen wir den Korrektur-
koeffizienten ¢ in Abhéngigkeit von den Parametern N, Iy, a, b, tp und @ des
Modells analytisch. Wir finden, dass die periodische Umgebung das endgiil-
tige AusmaB der Epidemie genau dann erhéht (¢ > 0), wenn fiir die effektive
Kontaktrate a(tp + 7) > a gilt, wobei 7y + T der Zeitpunkt ist, an dem die Epi-
demie in einer konstanten Umgebung ihren Hohepunkt erreichen wiirde.

14.2 Exakte Formel fiir den Korrekturfaktor

In Bezug auf das Differentialsystem (14.1) haben wir in Abschnitt 13.3 die
folgenden Eigenschaften gesehen:

o Se(t)+1:(t) + Re(t) = N fiir alle ¢ > 1.
* Se(t) >0, I () > 0und Re(¢) > O fiir alle 1 > #o.

* Die Funktion S¢(¢) ist monoton fallend und konvergiert gegen einen
Grenzwert Sg (o).

* Die Funktion R (¢) ist monoton steigend und konvergiert gegen einen
Grenzwert Re (o).

* Die Funktion /¢(¢) konvergiert gegen einen Grenzwert, der nur 0 sein
kann.

Integrieren wir die dritte Differentialgleichung zwischen #g und +-co:

Re(o0) = b/t:oolg(t)dt.

Weiterhin gibt die erste Differentialgleichung

1 dS
Se dr
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Integrieren wir in gleicher Weise:

Se () a [+ a /.4.00
=—— I (t)dt — —¢€ I (t) o(t)dt.
N—1I Ny e(r) e e(t) o(1)

log
Wir kénnen das erste Integral ersetzen und Sg(e0) = N — R (e0) beriicksichti-
gen, um

N—Re(oo) g_ Re(oo) 2_8 o0
N—Iy ‘& N "N J

log L(t) o(t)dt =0 (14.2)

zu erhalten. Fiir € = 0 verschwindet der letzte Term auf der rechten Seite.
Wir erkennen dann die klassische Gleichung fiir das endgiiltige Ausmaf} der
Epidemie in einer konstanten Umgebung (Proposition 1.3). Es gilt

8/+mlg(t)(p(t)dt:8/+ml(t)(p(t)dt+o(£).

Wenn wir Rg(e0) = R(e0) + Nc €+ o(¢) fiir € — 0 schreiben, erhalten wir

N —R(x) —Nce+o(e) aR(e) /+°"
1 - — t)dt 0.
og NI +b N +- c£+ € A +o(e)=

Die Terme der GroBenordnung € ergeben

—Nc¢ a —a [t
m“v‘bC-‘v—N I(t)p(r)dt =0.

Somit ist 2N -
a
c NJIN=R(=))—a/b J, I(t)o(t)dt. (14.3)
Erinnern wir uns daran, dass R(e0) > N(1 —b/a) gilt. Also ist der Nenner der
Formel (14.3) positiv. Der Koeffizient ¢ hat das gleiche Vorzeichen wie das
Integral ft:ml(t) o(r)dr.

Wir konnen dieses Integral numerisch auswerten. Wir verwenden zu-
ndchst ein numerisches Rechenprogramm wie Scilab, um das Differential-
system (14.1) mit € = 0 zu losen. Auf diese Weise erhalten wir
(S(#),1(1),R(¢)) fiir eine diskrete Menge von Zeitpunkten mit einem kleinen
Zeitschritt. Insbesondere leiten wir daraus den Wert von R(eo) ab. Dann be-
rechnen wir das Integral mit der gleichen Zeitdiskretisierung. Daraus leiten
wir den Wert des Koeffizienten c ab.

Nehmen wir ein Beispiel: ¢(7) = cos(ot) mit @ = 2x/T, N = 10.000,
Io=1,T =12 Monate, @ = 10 pro Monat und b = 5 pro Monat. Dann ist die
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Reproduktivitit Zy = 2. Das endgiiltige Ausmaf} der Epidemie in einer kon-
stanten Umgebung ist R(e) ~ 7.968. Abbildung 14.2 zeigt, wie sich Rg(oo)
in Abhédngigkeit von € (0 < € < 1) dndert, wenn 7y drei verschiedene Werte
annimmt, die drei verschiedenen Zeitpunkten der Einfiihrung des ersten in-
fizierten Falls in die Population entsprechen: 0,5 Monate, 2 Monate oder 3
Monate. Die Abbildung zeigt auch die Niherung R(eo) + Nc € fiir € klein mit
dem Korrekturkoeffizienten ¢, den wir mit Formel (14.3) berechnet haben.
Wir sehen, dass der Koeffizient ¢ positiv oder negativ sein kann, sodass das
endgiiltige Ausmal} der Epidemie groBer oder kleiner als in einer konstan-
ten Umgebung sein kann. Wir bemerken auch, dass fiir ) = 3 Monate die
Funktion R¢ (o) in Abhéngigkeit von € auf kompliziertere Weise als fiir die
anderen beiden Werte von f( variiert. Insbesondere ist diese Funktion nur fiir
€ < 0,3 monoton fallend.

10 000 4

R.(c0) .
9500 L~
to=05 — -~
90001 T J/
P
85001 -
=3
80001 VA
75004 ~ 7

7 000 4 \ \/ ~
65001 \ / e
6 000 \Y)

5500

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 14.2: Gestrichelte Linien: das endgiiltige Ausmal} der Epidemie fiir drei
verschiedene Werte von 7y in Abhingigkeit von €. Durchgezogene Linien: die Néhe-
rung R(e0) 4+ Nce fiir € nahe 0.

14.3 Niaherungsformeln

Nehmen wir an, Zy ~ 1 und Iy/N < (%o — 1)?. In Abschnitt 1.4 haben wir
eine Niherung fiir die Anzahl der infizierten Personen gefunden,

N (a/b—1)?
1 ~3 cosh?[(a—b)(t —ty— 1) /2]
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fiir alle ¢ > o mit

1
~— log [2(N/Ip)(a/b—1)*] .
Fiir t = 1y + 7 erreicht die Approximation von I(¢) ihren Hohepunkt. Dann ist

~ a(a/b—1)*/2 e o)
N/(N—R())—a/b Ji, cosh*[(a—b)(t—190—1)/2]

Beachten wir, dass @ — b klein ist wihrend 7 grof ist. Durch den Variablen-
wechsel ¢t = ¢ty + T + u bemerken wir, dass die Funktion

dt. (14.4)

1
cosh?[(@— b)u/2]

auBlerhalb der Umgebung von u = 0 fast null ist, sodass

/*"" @(to+T+u) N/ o(to+T+u)
—t cosh?[(@—b)u/2] o0 cosh2 [(@—b)u/2)

gilt. Dieses letzte Integral 1dsst sich explizit fiir
o(t) = cos(Q1).

berechnen. In der Tat ist

/+°° cos(Q(to+ v+ u))

B +ee cos(Qu)
—e cosh?[(@—b)u/2] du = cos{{2(io +7) /

—eo cosh?[(@—b)u/2]

)

da das Integral mit der ungeraden Funktion sin(Qu) gleich null ist. Nach For-
mel (19.23), die wir in einem spéteren Kapitel beweisen werden, gilt

b19)
/+°° cos(Qu) dy— [((@—b)/2]?

— cost?(a /2 G (an—gb> |

wobei sinh(-) den hyperbolischen Sinus bezeichnet. SchlieBlich gelangen wir
zu
cos[Q(to + 7)] 2nQ/a

VIR 3T o (22

cC=

(14.5)
a—b
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Wir sehen, dass das Vorzeichen des Korrekturkoeffizienten ¢ das gleiche wie
das von cos[Q(p + 7)] ist. Die periodische Umgebung erhoht also das end-
giiltige Ausmal der Epidemie genau dann, wenn

alto+7t)>a

gilt, wobei ty + 7 der Zeitpunkt ist, an dem die Epidemie in einer konstanten
Umgebung ihren Hohepunkt erreichen wiirde.

Als Beispiel nehmen wir die gleichen Parameterwerte wie in Abbil-
dung 14.2 auBler a = 6 pro Monat, um %y = 1,2 niher an 1 zu haben.
[35, S. 240] weist iibrigens darauf hin, dass die symmetrische Glocken-
approximation von Kermack und McKendrick nur fiir %y < 1,5 zufrieden-
stellend ist. Abbildung 14.3 vergleicht den exakten Ausdruck (14.3) des
Korrekturkoeffizienten ¢ mit den Niherungen (14.4) und (14.5). Mit diesen
Zahlenwerten sind die beiden letzten Niherungen nicht mehr zu unter-
scheiden. Sie sind umso niher am exakten Wert, je niher %, an 1 liegt. Man
beachte: Iy/N = 107* < (%, — 1)> = 0,04. Die Abbildung lisst sich wie folgt
interpretieren. Wenn die Epidemie beispielsweise bei #p = 0 beginnen wiirde,
wiirden die Parameterwerte bei einer konstanten Umgebung zu einem Hohe-
punkt der Epidemie etwa T = 6,3 Monate spéter fiithren. Die periodische Um-
gebung wird jedoch zu diesem Zeitpunkt ungiinstig sein (wir werden uns im
Tiefpunkt des Faktors cos Q¢ befinden). Daher wird das endgiiltige Ausmaf
der Epidemie kleiner sein: ¢ < 0.

Anmerkung 14.1. Wir konnen die exakte Formel (14.3) fiir den Korrektur-
faktor ¢ an komplexere Modelle anpassen. Nehmen wir zum Beispiel an, dass
sich die Epidemie zwischen zwei Populationen wie Menschen und Vektoren
nach dem S-I-R Schema ausbreitet, mit Ny = S;(¢) +1;(¢) + R1(¢) und Np =
S2(t) + (1) +Ra(2)

ds; b dl b dR;
dr a<)1N2’ dr a()lNz 111, dr 111,
as, SH dl, SH dR>
22— _anh 22, 2 =a()L 2 —bh, —ZX=bb.
a ~ Why G mahg bk, Zpm=bb

Nehmen wir auch a(t) = a(1+ € ¢(r)) wie zuvor an. Bezeichnen wir S ¢(t),
11 £(t) usw. diese Losungen und Sy (¢), /; (¢) usw. dieselben Losungen fiir € =
0. Setzen wir ij = I (fy) und i, = I(to). Wir finden leicht das Aquivalent der
Gleichung (14.2), welches ein System ist:

N —Rye() dRye() a

+ 7e/+°°12~8(;) o(1)dt =0

1
o8 Ny —iy by M Ny Uy




242

01234567 8 9101112

Abbildung 14.3: Der Korrekturkoeffizient c fiir das endgiiltige Ausmaf} der Epidemie
in Abhingigkeit von 7y, dem Zeitpunkt des Beginns der Epidemie. Vergleich des ex-
akten Ausdrucks (14.3) [durchgezogene Linie] mit den Néherungen (14.4) [Punkte]
und (14.5) [gestrichelte Linie].

Nz—Rgg(OO) a ng(oo) a /
= P — + —&€ 1 r)Q(t dt =0.
No—in by N, N> 1 178() ()

Dieses System hat Losungen der Form Ry ¢ (o) = Ry (e0) + Ny cx € + o(€) fiir
k =1 oder 2. Mit dem Satz von der impliziten Funktion finden wir

log

1 a -1 a oo
Nici N1 =R (=) A W Jy (1) o(r)dt

Nac2 M NRE N o (1) @()dr

Es ist jedoch nicht moglich, wie in Abschnitt 14.3 fortzufahren, da es keine
expliziten Niherungsformeln fiir 7; (¢) und L(¢) gibt.

Fazit. Wir haben analytisch bestimmt, wie eine kleine periodische Kontakt-
rate das endgiiltige Ausmal3 der Epidemie beeinflusst, wenn die Reprodukti-
vitit %o nahe bei 1 bleibt. Dies ist ein kleiner Fortschritt gegeniiber den quali-
tativen Ergebnissen in Abschnitt 13.3 und den rein numerischen Ergebnissen
in Abschnitt 13.2. Die Annahmen sind jedoch recht restriktiv. Sie vermeiden
insbesondere die Fille, in denen mehrere epidemische Hohepunkte auftreten,
da wir nahe an der Situation mit einem einzigen Hohepunkt bei konstanten
Umgebungen bleiben.
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Endgiiltiges AusmaB von Epidemien in einer
periodischen Hochfrequenzumgebung

Wir untersuchen ein nichtlineares S-I-R-Epidemiemodell, bei
dem die Kontaktrate schnell oszilliert. Das endgiiltige Ausmaf
der Epidemie liegt nahe an dem Ausmaf3, das man erhdlt, wenn
man die Kontaktrate durch ihren Mittelwert ersetzt. Wir berech-
nen eine Anndherung an den Korrekturterm, wenn die Repro-
duktivitit der Epidemie nahe bei 1 liegt. Der Korrekturterm, der
positiv oder negativ sein kann, ist sowohl proportional zur Peri-
ode der Oszillationen als auch zum anfinglichen Anteil der infi-
zierten Personen.

15.1 Einleitung

Betrachten wir noch einmal das S-I-R-Epidemiemodell. Seien N die als kon-
stant angenommene Grofe einer Population, S(7) die Anzahl der Personen,
die zum Zeitpunkt ¢ suszeptibel sind, I(¢) die Anzahl der infizierten Per-
sonen und R(t) die Anzahl der Personen, die aus der Ubertragungskette
herausgenommen werden, weil sie geheilt und immun sind. Somit ist N =
S(t) +I(t) + R(z). Seien a(t) die effektive Kontaktrate und b die Heilungs-
rate. Wir nehmen wie im Modell von Kermack und McKendrick an,

ds I dl

dR
dt alt) N’ dt

1
=a(t)S——-bl, — =bl. 15.1
at)sy-bl. (15.1)
Jedes Individuum, das infiziert werden konnte, wird also durch den An-
teil I/N der infizierten Individuen in der Gesamtbevélkerung, also durch das
,.Mittelfeld”, beeinflusst, und nicht durch seine Nachbarschaft in einer be-

stimmten Kontaktstruktur.
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In Kapitel 14 haben wir untersucht, welchen Einfluss eine kleine periodi-
sche Oszillation der Kontaktrate a(¢) auf das endgiiltige Ausmaf R(eo) der
Epidemie hat. Wir werden uns mit dem Fall beschiftigen, in dem die Amplitu-
de beliebig ist, aber die Periode der Oszillationen im Vergleich zur typischen
Dauer der Epidemie klein ist. Bei einer Epidemie, die einige Wochen dau-
ern wiirde, wire dies beispielsweise der schnelle Wechsel zwischen Tag und
Nacht. Bei einer Epidemie, die einige Monate dauern wiirde, wére dies der
Wechsel zwischen Wochentagen und Wochenenden, insbesondere bei Aus-
briichen in Schulen. Bei einer Epidemie, die mehrere Jahre oder Jahrzehnte
andauert, wiirde dies den Wechsel zwischen Winter und Sommer darstellen.

Sei T > 0 die Periode der Oszillationen, ein Parameter, der dazu bestimmt
ist, gegen 0 zu konvergieren. Wir nehmen an,

a(t)=a(l+¢(t/T))

mit @ > 0 und mit einer stiickweise kontinuierlichen Funktion ¢, sodass
|o(s)| < 1 fiir alle s gilt. Die effektive Kontaktrate a(¢) ist also immer nicht-
negativ. Weiterhin nehmen wir an, dass die Funktion ¢ periodisch ist und
dass

/Olq)(s)ds:O

gilt. Somit ist a(t) eine periodische Funktion mit der Periode T und ihr Mittel-
wert ist @. Wir nehmen als Anfangsbedingungen zu Beginn der Epidemie

S0)=N—1I, I1(0)=I, R(0)=0,

mit 0 < Iy <N.

In Abschnitt 15.2 zeigen wir Simulationen dieses Modells. Anhand von
Beispielen sehen wir, dass das endgiiltige Ausmalf} der Epidemie bemerkens-
wert nahe an dem Ausmalf liegt, das man erhilt, wenn man die Kontaktrate
durch ihren Mittelwert ersetzt. In Abschnitt 15.3 schlagen wir eine Erklarung
fiir diese Nihe vor, indem wir einige zusatzliche Annahmen iiber die Para-
meter des Modells voraussetzen, insbesondere unter der Annahme, dass der
anfiangliche Anteil der infizierten Personen klein ist und die Reproduktivitit
der Epidemie nahe bei 1 bleibt. Wir erhalten eine Niherungsformel fiir den
Korrekturterm, der an dem endgiiltigen Ausmaf} der Epidemie vorzunehmen
ist. Dieser Korrekturterm ist sowohl proportional zur Periode der Oszillatio-
nen als auch zum anfinglichen Anteil der Infizierten, weshalb sie klein ist.
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15.2 Einige Simulationen

Betrachten wir das S-I-R-Modell (15.1). Wir wéhlen plausible Parameter-
werte:

* Die Gesamtbevolkerung ist N = 10.000.
* Nur eine Person ist zu Beginn der Epidemie infiziert (y = 1).
¢ Jede Person hat durchschnittlich a = 15 Kontakte pro Monat.

* Die durchschnittliche Dauer der Infektion betrégt 1/b = 1,/10 Monate,
d.h. etwa 3 Tage.

* Die Periode T ist 1/4 Monat, d. h. etwa 7 Tage.

* Der periodische Faktor ist
©(t/T) = kcos(Qt + )
mit Q =27/T und [k] < 1.

* Die Phasenverschiebung ist y = —x/2, sodass @(¢/T) = ksin(Q¢) ist
und die Kontaktrate a(¢) in einer zunehmenden Phase bei r = 0 liegt.

Die Reproduktivitit ist dann %y = a/b = 1,5 > 1, was die Entwicklung ei-
ner Epidemie mit einem endgiiltigen AusmaB R(e0) > N(1 —b/a) garantiert
(siehe Kapitel 13).

Abbildung 15.1 zeigt zwei typische Simulationen des Modells: eine mit
k = 0 (die Kontaktrate ist konstant), die andere mit k = 1 (die Kontaktrate
schwingt). Obwohl die Kurven fiir k = 1 wihrend der Epidemie merklich
von denen fiir k = 0 abweichen, ist es bemerkenswert, dass die endgiiltigen
AusmaBe R(e) in den beiden Simulationen grafisch nicht zu unterscheiden
sind. Dies erldutern wir im nichsten Abschnitt.

Wenn wir die Periode der Schwingungen verkiirzen (z.B. mit 7 = 1/8
Monate), wiirden wir sehen, dass die Kurven (S(¢),/(¢),R(z)) fur k = 1 ihre
Schwingungen behalten, sich aber der Losung mit k = 0 anndhern, die wir
als (8(¢),1(t),R(t)) bezeichnen, weil sie a(t) = @ entspricht. Dies ist iibrigens
eine Folge des Satzes von Fatou iiber die Mittelwertbildung [33, Satz 42]. In
der Tat kann das System mit s = ¢ /T umgeschrieben werden:

ds SI dl SI dR

- _Ta( —., —=Tla(l — —bl — =Tbl

= a( +<p(s)>N, 7 a( +<p<s))N by - bl,
(15.2)
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Abbildung 15.1: Simulation einer Epidemie: S(¢), 1(¢) und R(¢). Durchgehende, nicht
gewellte Linien entsprechen k = 0, gestrichelte gewellte Linien entsprechen k = 1.

mit @(s) = cos(27s + y). Setzen wir Z = (S, I, R) und Z = (§, I, R). Der Satz
ergibt fiir 7 — 0

Z(s) ~ 2(s) = (S(s) ~ S(s), 1(s) ~ I(s), R(s) — R(s)) = O(T)

withrend einer Zeit s in der GroBenordnung von 1/7. Also ist Z(1) — Z(t) =
O(T) fiir eine Zeit ¢ in der GroBenordnung von 1. Genauer gesagt gibt es
Konstanten ¢y, ¢2, ¢3 und Ty, die alle positiv sind, sodass fiir jedes 0 < T < Tj
und jedes r > 0

1Z6)-Z@®)|| < T [cleCZ’ +C3]

gilt.
Wir konnen eine Néherung zweiter Ordnung berechnen. System (15.2)
schreiben wir in der Form
dz
Z=Tf(s,Z
C=Tf(s2),
wobei f(s,Z) periodisch in Bezug auf s mit der Periode 1 ist. Dann sind

| —aSI/N
fo(2) :=/Of(s,z)ds= dSI/bN—bI 7
I
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a ks1n(27rs+ y) —sin(y) ST

27 N
/s[f(cr,Z) —fo@)do = | sin(2as+y)—sin(y) 1
0 27 N
0

Wir miissen den Term in sin(y) abziehen, damit die letztgenannten Funktio-
nen einen Mittelwert gleich null haben. Nach [33, Satz 44] gelten

aksin(2ws+y) S(s)I(s)

S(5) = S(5) - 7 L 1O o),
Is) = I(s)+ T ak sin(2277;s +v) S(ssvl_(s) +o(r?)

und R(s) = R(s) + O(T?) iiber ein Zeitintervall fiir s in der GroBenordnung
von 1/T. Mit anderen Worten gelten

aksin(Qt+y) S(1)1(r)

S(1) =5 - = S ro(1/92),
1) = 1) + ak sin(§t+ v) S(t)1(1) L o(1/0%)

und R(t) = R(t) +0(1/Q?) iiber ein Zeitintervall fiir # in der GroBenordnung
von 1.

Bei einer kleinen Periode der Kontaktrate ist im Gegensatz zu den Simu-
lationen in Kapitel 13 keine epidemische Kurve mit mehreren grolen Wellen
zu beobachten. Das liegt daran, dass sich das System immer mehr dem Fall
anndhert, in dem die Kontaktrate gemittelt wird, was nur eine einzige epide-
mische Welle ergibt.

15.3 Nihe der endgiiltigen AusmaBe

Schreiben wir die erste Gleichung des Systems (15.1) in der Form

< (10g5) = ~al0) I/N,

integrieren wir zwischen r = 0 und ¢t = +c und beriicksichtigen wir die
Anfangsbedingungen und die Beziehung

~+o0
|10y =re=)e,
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so finden wir wie in Kapitel 14

N —R(e ) aR +°°
log = N/ o(1/T)di = 0. (15.3)

Das oszillierende Integral [, () ¢ (t/T)dt konvergiert gegen O fiir 7 — 0.
Denn einerseits wissen wir, dass I(r) & I(t) ist. Andererseits, zumindest wenn
die Funktion ¢ ein Kosinus ist, konvergiert das Integral [,""I(r) @(t/T)dt
gegen O fiir 7 — 0. Dies ist eine Folge des Lemmas von Riemann-Lebesgue
[21, S. 293] und der Tatsache, dass die Funktion 7 (1) positiv und integrierbar
1st:

~+o0
/O T(t)dt = R(w) /b.

Daraus folgt R(e0) — R(co) fiir T — 0. Die Frage ist, wie schnell dies
geschieht. In erster Ndaherung ergibt eine Approximation der Gleichung (15.3)
wie in Kapitel 14

R(e=) ~ RO+ N R —a/b /W o/T)d

Dann verwenden wir fiir /() den in Abschnitt 1.4 erhaltene angeniher-
te analytische Ausdruck in Form einer symmetrischen Glocke, was voraus-
setzt, dass die Reproduktivitit a/b nahe bei 1 bleibt, aber groBer als 1 ist,
und dass der anfinglich infizierte Anteil Iy/N klein ist: I/N < 1. Unter der
wahrscheinlichen zusitzlichen Annahme Iy/N < (a@/b—1)? (der anfinglich
infizierte Anteil ist viel kleiner als die Reproduktivitét nahe 1) gilt

N (a/b—1)?

2 cost®(@—b)t—7)/2] (134

I(t) ~

mit

log [2(N/l)(a/b—1)?]
~ P .
Die Zeit 7 ist eine Anndherung der Zeit, die bis zum Hohepunkt der Epidemie
in einer konstanten Umgebung vergeht.
Nehmen wir schlieflich an,

(15.5)

o(s) = kcos(2ms + y)

wie in Abbildung 15.1. Sei Re(-) der Realteil einer komplexen Zahl und i
die iibliche imagindre Zahl. Unter Verwendung eines klassischen Ergebnisses
iiber die asymptotische Berechnung komplexer Integrale mit einer Phase, die
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nicht stationdr ist, sodass der Hauptterm vom Rand des Integrationsintervalls
kommt [63, Satz 3], gilt

oo NN(a_/b_1>2k oo COS(QI+W)
/0 1(1) o(t/T)dt ~ 2 /0 cosh?[(a—b)(t —1)/2]

_ N(a/b—1)%k w [T el
- ;e (e lV/o cosh?[(@a—b) (1 —1)/2] dt)

. N(a/b—1)*k ( eV )
~ 2 “\iq cosh’[—(a—b)/2]
_ N(a/b— 1)k sin(y)

2Q cosh?[(a—b)t/2]

Aus Niaherung (15.5) folgt zusétzlich
cosh?[(a@—b)t/2] ~ @07 Ja~ (N/Iy)(a/b—1)?/2,
was schlieBlich fiir Q — +oo

aksin(y) I

R() > R) = NN = Ree)) —afb @

(15.6)

ergibt.
Das endgiiltige AusmaB R() in einer konstanten Umgebung ist die ein-
zige positive Losung der Gleichung
R(>) a R(~)
——~ =(1—1Iy/N -
)= (- nen (-5 5

(siehe Kapitel 1), was sich auch leicht aus Gleichung (15.3) ableiten lisst.
Da Iy < N ist, hiingt das endgiiltige AusmaB R(c0) nur sehr wenig von der
Anfangsbedingung Iy ab. Es ist ndherungsweise durch die positive Losung

(28

1—

gegeben. Der Korrekturterm in Gleichung (15.6), der je nach dem Vorzeichen
von sin(y) positiv oder negativ sein kann, ist also sowohl proportional zu
1/Q, d.h. zur Periode T, die klein ist, als auch zum Bruchteil I/N der an-
fanglich infizierten Personen, der ebenfalls klein ist. Aus diesem Grund ist
das endgiiltige Ausmal der Epidemie bemerkenswert nahe an dem Ausmal,
das man erhilt, wenn man die Kontaktrate durch ihren Mittelwert ersetzt.
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Abbildung 15.2: Die relative Differenz [R(e0) — R(0)]/R(o0) zwischen den endgiilti-
gen Ausmaflen der Epidemien in Abhingigkeit von der Periode T. Durchgezogene
Linien: R(eo) wird durch Simulation des Differentialgleichungssystems geschitzt. Die
Approximation (15.6) ist gestrichelt dargestellt. Die Parameter sind dieselben wie in
Abbildung 15.1 mit k = 1, auBler dass die Periode T zwischen 0 und 0,25 Monaten
variiert und dass Iy = 1 [zwei untere Kurven] oder Iy = 2 [zwei obere Kurven] ist.

Dies ist in Abbildung 15.2 mit den gleichen Parameterwerten wie in Ab-
bildung 15.1 fiir k = 1 dargestellt. Wir haben die Periode T variiert. AuBSer-
dem haben wir zwei Anfangsbedingungen ausprobiert: Iy = 1 und Iy = 2. Fiir
T — 0 scheint die Kurve fiir R(e0) gut tangential zur Approximation (15.6)
zu sein. Man beachte auf der vertikalen Skala die kleine relative Differenz
[R(o0) — R(0)]/R(o°). Mit N = 10.000 fiihrt dies maximal zu einer Differenz
von 1 oder 2 Personen fiir das endgiiltige Ausmal} der Epidemie. Man be-
achte, dass die Reproduktivitdt a/b hier 1,5 betriigt, sodass die Anniherung
(15.4) von Kermack und McKendrick noch relativ gut ist [35, S. 240].

Wenn die Phasenverschiebung y null oder ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 7 ist, ist der Korrekturterm in Gleichung (15.6) gleich null. Da dies
aber ein Ausnahmefall ist, lohnt es sich vielleicht nicht, ein neues Aquivalent
fiir das obige Integral [, I(¢) @(r/T)dt zu finden.

AbschlieBend konnen wir sagen, dass die Nihe der endgiiltigen Ausmalle
R(=) und R(0) in gewisser Weise die Tatsache rechtfertigt, dass wir in vielen
epidemischen Modellen die kurzzeitigen Oszillationen vernachldssigen, um
nur durchschnittliche Kontaktraten zu betrachten.
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Modelle fiir endemische Krankheiten

In diesem kurzen Kapitel untersuchen wir Modelle, bei denen die
Infektion dauerhaft in der Bevilkerung verbleiben kann: Man
sagt, dass sie endemisch wird. Zundchst zeigen wir in einem
periodischen S-I-R-Modell mit Demographie, dass die Repro-
duktivitdt immer noch dazu dient, die Schwelle zwischen dem
Fortbestehen der Infektion und ihrem Verschwinden zu cha-
rakterisieren. Anschlieffend untersuchen wir den Wettbewerb
zwischen zwei Krankheitserregern, zum Beispiel zwischen zwei
Stdmmen desselben Bakteriums, in einem periodischen S-I1-S-
Modell.

16.1 Persistenz in einem endemischen Modell

Betrachten wir ein periodisches S-I-R-Modell mit Geburten und Sterblich-
keit. Die Neugeborenen treten in die Klasse S ein. Wir bezeichnen die Sterb-
lichkeit mit ¢. Angenommen, die Geburtenrate ist gleich der Sterblichkeit.
Somit gelten

ds 1

— =UN—a(t)S—— 16.1
g ~HN—al)S5—us (16.1)
dl 1

— = ——bl—pul 16.2
= a)Sy —bI—p (16.2)
dR

— =bl—UR 16.3
” KR, (16.3)

wobei die Gesamtbevolkerung N(¢) = S(¢) +1(t) + R(¢) a priori von der Zeit
abhingt. Aber
AN d

= 2SO 1)+ RO = (N =S —1-R) =0
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zeigt, dass die Gesamtbevolkerung in Wirklichkeit konstant ist. Wir bezeich-
nen sie einfach N. Die Anfangsbedingungen sind

S(O) :N_107 I(O) :IO, R(O) = 07

mit 0 < Iy < N. Nehmen wir an, dass die effektive Kontaktrate a(t) eine
stetige, positive und T-periodische Funktion ist. Die Positivitéit der Losungen
S(¢), I(¢) und R(¢) ergibt sich aus Lemma 16.3 im Anhang zu diesem Kapi-
tel. Die globale Existenz dieser Losungen folgt wie im Beweis von Propo-
sition 1.2. Die Linearisierung der Gleichung (16.2) in der Néhe des Gleich-
gewichts (S=N,I=0,R=0) ergibt

dl
—=~a(t)[—-bl—ul.
5 2 alt) 1
Seien e B
a
i= — t)dt, o= .
a=7 | awa, T

Proposition 16.1. Ist %y < 1, so gilt
lim I(r) =0.

t—r+oo

Ist Zy > 1, so gilt

. . uN b—i—u)
limsup/(¢) = lim supl(t) > ax:=—(1— >0.
H+oop ©) H*""r;t) Q b+u (

Beweis. Nehmen wir an, Zp < 1. Aus S/N < 1 folgt

dl
— < |a(t)—b—ull.
5 Sla(t) u]
Somit gelten

1(t) < 1(0) exp < /0 "a(s)ds — (b+,u)t)

und I(¢) — 0 fiirt — +oo,daa < b+ ist.
Nehmen wir an, %, > 1. Fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Ange-
nommen, es gilte
limsup/(7) < a.
t—-oo

Dann gibt es ein € € [0; o[, sodass

limsupl(t)=a—¢
100
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gilt. Es gibt also ein #; > 0, sodass
It)<a—¢g/2
fur alle r > 1 gilt. Aus Gleichung (16.3) folgt
dR

EJruR:bIgb(a—s/Z)

fiir alle ¢t > #;. Also ist
R(t) <R(t)e M=) 4 (b/u)(a —g/2) [1 —e_“('_“)} .

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir ¢+ — +oo gegen
(b/u)(o—€/2). Es gibt also ein t, > 17, sodass

R(1) < (b/p)(x—¢g/4)
fiir alle ¢ > 1, gilt. Nun haben wir mit Gleichung (16.2)
dI
dt
Wir verwenden die Oberschranken der Funktionen /(¢) und R(¢) fiir f >t im
Term N —1 —R:
dl o—¢€/2 boa—¢g/4
—>a(t) |1- 2 % /
dt N u N

— a(t) (N—I—R)%—bl—yl.

] I—-bl—pul.
Daraus folgt

1(t) > I(t2) exp (/,: {a(u) [1 - “‘NS/Z - 3 “‘NE/“} - (b+,u)}du> .

Es fdllt auf, dass der Term innerhalb der Exponentialfunktion dquivalent zu
ct fiir t — 4-oo ist, mit

o b+u o 1 b ae |1 b
c_a[l H} (b+u)+[2+4“} N{2+4u]>0

Da Iy > 0 ist, folgt auBerdem aus Gleichung (16.2), dass

I(r) = Iy exp </0t2a(t) %dtf (b+u)t2> >0

gilt. Also gilt I(¢) — oo fiir t — +oo, was I(r) < N widerspricht. O

Die untere Schranke « ist das nicht-triviale Gleichgewicht des Systems,
wenn wir den Koeffizienten a(f) durch seinen Mittelwert a ersetzen. Das
Verhalten der Losungen kann sehr kompliziert sein, wie die Abbildung 16.1
andeutet: Das System kann fiir bestimmte Parameterwerte chaotisch sein [4,
Kapitel 28].
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Abbildung 16.1: Die Funktion /(z) gegen ¢ aufgetragen. Parameterwerte: N = 10.000,
Ip=1,a(t)=all +ecos(2nt)],a=60,e=0,5,b=50und u = 1.

16.2 Zwei konkurrierende Pathogene

Betrachten wir ein S-I-S-Modell mit einer Population, wo sich zwei Krank-
heitserreger wie zwei verschiedene Staimme desselben Bakteriums befinden.
Nehmen wir an, dass die Infektion mit einem Pathogen vor der Infektion
mit dem anderen Pathogen schiitzt (Phdnomen der Kreuzimmunitit). Folg-
lich ergibt sich das System

ds I L

— =uN— S —— S=— b1l +br ]I
7 u al()SN az()SN uS+bih+byb,
dl L

— = HS——ulj—b11

" ai(t) N Hh—bil,

dl I

— = HS=—ub—b1».

7 az()SN uh—by0p

Die Gesamtbevolkerung N = S(¢) +1; (t) + 1> (¢) bleibt konstant. Wir nehmen
an,

L(0)>0, 5L(0)>0, S(0)=N—1I(0)—5(0)>0.

Die effektiven Kontaktraten a;(¢) und ax(¢) sind T-periodische Funktionen.
Seien

1 /T 1 /T 7l 7}
ai Z*/ a(t)dt, 5122*/ ar(t)dt, % = 4 =
T Jo T Jo

bitu T b
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Proposition 16.2. Nehmen wir an, dass es eine positive Funktion @(t) mit
einem Mittelwert gleich 1 gibt, sodass a;(t) = a, ¢(t) und ax(t) = a (t)
gelten. Ist B\ > %>, so gilt () — O fiir t — ~-co.

Beweis. Es gilt

(11(2‘) I dt H ! _N_az(t) L dt H B
Vereinfachen wir durch ¢(z). Wir erhalten
1 [1dL | 1 [1dhL
— |== bh|=—|——— b
ap [11 dt THD a | L dt THT 2]
Wir integrieren zwischen 0 und ¢:
1 [1(1‘) T 1T [2(1‘)
— |log —= bi)t| =—|1 b)t| .
a [°g11(0)+(“+ Dt =3 e o) T HD2)

Daraus folgt

1 L(1) 1 L(t) _ 1 1
— 1 log —=% =¢ %7% t—)—+>oo+ .

og 1V

ap gll(O) a g]z( )
Aber es gilt I;(t) < N. In der linken Seite sehen wir also, dass I, () — O fiir
t — oo gilt. O

Der Wettbewerb zwischen diesen beiden Pathogenen endet also damit,
dass der Pathogen mit der geringeren Reproduktivitit verschwindet. Ist zu-
sitzlich % > 1, so konvergiert die Funktion /; (¢) gegen die einzige positive
T -periodische Losung der Gleichung

dl
7; = al(t)Il(l —Il/N) —ull —bi1.
Wenn die beiden Pathogene unterschiedliche Saisonalititen hétten, d. h. wenn

das Verhiltnis ay(¢)/a; (¢) nicht konstant wiire, dann konnten sie bei bestimm-
ten Parameterwerten koexistieren (siehe auch [51, S. 152-156])).

16.3 Anhang: positive Systeme

Lemma 16.3. Seien f € €' (R x R™,R™) und X (t) eine Losung von

dx

= FEX0),
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die fiir alle t > 1y definiert ist. Nehmen wir an, X (to) > 0 und
Vi, Vx =20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0.
Dann ist X (t) > 0 fiir alle t > 1.
Beweis. Nehmen wir zunéchst an, X;(7y) > 0 fiir alle i und
Vi, Vx = 0, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0. (16.4)

Die Komponenten der Losung X (¢) bleiben zumindest iiber ein kleines Zeit-
intervall, das fy enthilt, alle positiv. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, die Menge

E={t>1 |3, 1<i<m, X;(t) =0}

wire nicht leer. Sei 7, = inf&. Dann gibt es ein i, sodass X;(r;) = 0 gilt.
AuBerdem gilt X;(¢) > O fiir alle 1 < j <mund 1 € ]to, . [. Wir haben einer-
seits

Xi(ty) — Xi(t+ —¢€) —Xi(ty —¢€)

) =1 = li <0,
dt (+) sg(r)lJr € sl{(r)lJr &
andererseits
daX;
X(ty) 20, Xi(t:)=0, W(”) = fi(t+,X(r4)) > 0.

Wir sind also zu einem Widerspruch gelangt. Also ist X;(r) > 0 fiir alle 1 <
Jj < mund fiir alle t > #.

Wenn wir nur X (f) > 0 und die Annahme des Lemmas fiir die Funktion f
haben, setzen wir

g/ (t.%) = filt.0)+ 1/n
und betrachten die Losung X ") (¢) des Systems

ax®
dt

=", x" (1))

mit Xi("> (to) = X;(t9) + 1 /n fiir alle 1 < i < m. Die Funktionen g erfiillen die
Bedingung (16.4). Aus dem oben Gesagten folgt Xi(") (¢) > 0 fiir alle n, alle i
und alle 7 > #(. Die Stetigkeit einer Losung in Bezug auf einen Parameter und
in Bezug auf die Anfangsbedingung [15, Satz 3.39] ergibt fiir alle i und alle
>ty

Xi(t) = lim X™ (1) >0. O

n—+too !
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Wahrscheinlichkeit der Ausloschung in einer
periodischen Umgebung

Fiir eine gewisse Klasse von zeitkontinuierlichen Verzweigungs-
prozessen mit mehreren Typen in einer periodischen Umgebung
zeigen wir, dass die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung genau
dann 1 ist, wenn die Reproduktivitiit % kleiner oder gleich 1 ist.
Der Beweis verwendet Ergebnisse iiber das asymptotische Ver-
halten von kooperativen Systemen von Differentialgleichungen.
In der Epidemiologie kann die Wahrscheinlichkeit der Auslo-
schung als periodisches Maf; fiir das Epidemierisiko verwendet
werden. Als Beispiel betrachten wir ein linearisiertes S-E-I-R-
Modell und Daten iiber einen Masernausbruch in Frankreich.
Wir diskutieren auch zeitdiskrete Modelle mit moglichen Anwen-
dungen in der Naturschutzbiologie.

17.1 Nur ein Typ von infizierten Personen

Betrachten wir zunichst einen ,linearen Geburts- und Todesprozess* (oder
vielmehr Infektions- und Heilungsprozess) mit nur einem Typ in einer
variablen Umgebung, wie zum Beispiel in [41, 54]. Seien a(r) die effektive
Kontaktrate und b(¢) die Heilungsrate zum Zeitpunkt ¢. Wenn es n infizierte
Personen gibt, ist die Wahrscheinlichkeit einer Neuinfektion wihrend eines
kleinen Zeitintervalls dt gleich na(t) dt + o(dt) [linear zu n]. Die Wahrschein-
lichkeit einer neuen Heilung ist nb(¢) dt + o(dt). Angenommen, a(t +7T) =
a(t) und b(t + T) = b(¢) fiir alle ¢. Sei ng die anfingliche Anzahl der infi-
zierten Personen zum Zeitpunkt 7y (no > 1). Die Wahrscheinlichkeit p,(z),
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n infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢ zu haben, ist eine Losung des Systems

dpn
dt

= —la(t) +b(")]npn+alt) (n—=1) pp1 +b(t) (n+1) puy1, n>1,

mit % = b(t) p1, pn(to) = 1 fiir n = ny und p,(1p) = O fiir alle n # ny. Tat-
sdchlich gibt es n infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢t + dt, wenn es n — 1
infizierte Personen zum Zeitpunkt  gab und eine Infektion stattgefunden hat,
oder wenn es n+ 1 infizierte Personen gab und eine Heilung stattgefunden
hat.

Proposition 17.1. Ist
g(t,x) =) pu(t) ¥
die generierende Funktion, so gelten g(to,x) = x"0 und

dg dg
2+ (1= al)x—b(n)] 51 =0. (17.1)

Beweis. Aus

=Y npa(t)x"!
n>1
folgt
dg dp,
o ;O dr

=—[a(t)+b(1)] Y. npuxX"+a(t) Y (n—1) py_1 X"

n=0 n>1
+b(1) Z(I’l—i— 1) ppy1¥"
n=0
_ dg 298 dg
_—[a(t)+b(t)]x$+a() P +b()$' O
Proposition 17.2. Ist
+oo

der Erwartungswert fiir die Gréfie der infizierten Population, so gelten 1(ty) =

ng und
D la) - b(o)100).
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Beweis. Es gelten

d dl  9?
I(t):aii(h )7 E:atai(n )

Nehmen wir die partielle Ableitung nach x der Gleichung (17.1) :

1 1 b 28 —o
mﬂL{a(I)( —x) —[a(t)x— ()]}*JF( —x)[a(t)x — (f)]ﬁ— :

Vertauschen wir die partiellen Ableitungen und nehmen wir x = 1:

9%g dg
5.5, 1)~ la(t) =b(0)] 57(1,1) = 0.

Dies ist die Differentialgleichung in der Proposition. O

Proposition 17.3. Die Ausloschungswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t > ty
ist
no

1
14 J! b(s)exp [ J2 [b(u) — a(u)]du] ds

Beweis. Die Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung (17.1) sind

1—

po(t)

B = (=X lalx —b(0).
Dann ist
Lot x)] = LX) + L0, x(0) X
dt ot ox dt
= %8 (0, X(0) + 11— X ()] )X () b(0)] 92 1. X (1)) =0

Also gilt g(7,X (7)) = g(79,X (f0)) = X (29)"™. Sei Y = 1 — X. Dann ist

dy

i —a()Y(1=Y)+b(r)Y.

Wir dividieren durch Y2 und setzen Z = 1/Y:

dz

—o = —a)Z=1)+b()Z,
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0

< (Z(t)exp { /l"[bm) —a(u)]duD — _a(t) exp { / Ibu) —a(u)]du] .

Also ist
Z6)exp | [ 100) - atw)] | ~ 200
= —/ta(s) exp [/S[b(u) —a(u)]du] ds.

o o
Die Charakteristiken, die durch X () = 0 verlaufen, entsprechen Y () = 1 und
Z(t) = 1. Mit der obigen Gleichung folgt daraus Z(#y), ¥ (fp) und schlieBlich

X(to):l—%

1
exp [f,; [b(u) —a(u)]du] + Jpals)exp [ Ju[b(w) —a(u)]du} ds

=1-

Es gilt

/tot[a(s) —b(s)]exp [/t:[b(u) —a(u)]du} ds

_ [exp [b(u)—a(u)]dul — 1 —exp /,0 'b(u) — a(u) dut.

fo

Aus po(t) = g(,0) = X (o)™ folgt

1 "
1 - .
( Lt fi bls)exp [ f3 b() —a(w)]du] ds)

po(t) =

Seien

1T - 1T
0—:7/ a(r)dt, b:f/ b(r)dt, = lim py(t).
T Jo T Jo

t—-foo
Der Grenzwert @ ist die endgiiltige Wahrscheinlichkeit der Ausloschung.

Proposition 17.4. Ist a < b, so gilt = 1. Ist a > b, so gilt

0= (1— ! ) .
14 [ b(s) exp [ f2 (b(u) fa(u))du} ds

(17.2)
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Beweis. Ista# b, so gilt

s _
/ [b(u) — a(u))du ~ (b—a)s
fo

fiir s — +oo. Ist hingegen @ = b, so ist Jio[b(u) — a(u)] du eine T-periodische
Funktion von s. Im Fall @ < b, d.h. wenn a < b oder a = b ist, gelten daher

tb(s) exp { / S[b(u) —a(u)]du] ds —s oo

10 o t—>+oo

und @ = 1. Im Fall @ > b konvergiert po(t) gegen den in der Proposition
angegebenen Grenzwert. O

Anmerkung 17.5. Ista > b, soist ® < 1 und o ist eine T-periodische Funk-
tion von #y. Erinnern wir uns auch daran, dass die Reproduktivitit fiir Modelle
mit nur einem Typ von Individuen durch %y = a/b gegeben ist (Proposi-
tion 7.14).

17.2 Mehrere Typen von infizierten Personen

Seim > 1 eine ganze Zahl. Sei A(r) = (A; ;(¢)) eine Matrixfunktion (mit Wer-
ten in den m x m-Matrizen) mit nichtnegativen Koeffizienten:

Vi, j, Aij(t) = 0.

Sei B(t) = (B; j(t)) eine diagonale Matrixfunktion mit nichtnegativen Koeffi-
zienten:
Vj, Bj_’j(l‘) > 0.

Sei C(t) = (C; (t)) eine Matrixfunktion mit

Vl?é], C,-‘,j(t)gO, V], Cj_,j(t):—ZCiJ(t).
i#]
Wir setzen D(t) = B(t) +C(¢) und M (t) = A(t) — D(¢).

Die Koeffizienten A; j(r) sind die effektiven Kontaktraten. Die Koeffizi-
enten B; ;(r) sind die Heilungs- oder Sterberaten, wihrend —C; ;() fiir alle
i # j die Transferraten zwischen den Kompartimenten sind. Man beachte,
dass —D(t) und M(z) kooperative Matrizen sind: Thre Koeffizienten auBer-
halb der Diagonale sind nichtnegativ. Nehmen wir an:

(H1) Mindestens ein Koeffizient der Matrix A(t) ist fiir alle ¢ positiv.
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(H2) Die Matrix M(r) ist fiir alle ¢ irreduzibel.
(H3) Die Matrixfunktionen A(¢), B(¢) und C(¢) sind stetig und T-periodisch.
(H4) Es gibtein B > 0, sodass B; ;(t) > B fiir alle j und alle 7 gilt.

Wir kénnen die Hypothese (H4) abschwichen, aber es ist auf jeden Fall rea-
listischer, eine von Null verschiedene Sterblichkeit in jeder Klasse zu haben.
Es sei daran erinnert, dass p(-) den Spektralradius bezeichnet.

Lemma 17.6. Sei Z(t) die Losung des Systems
dz

wobei & die Einheitsmatrix ist. Dann ist p(Z(T)) < exp(—BT) < 1.

Beweis. Da die Matrix —D(t) kooperativ ist, zeigt Proposition 2.5, dass
Z(t) > 0 fiir alle 7 > 0 gilt. Daraus folgt

L 20 ==Y ¥ D)2 = - ¥ | ¥ 0i0)| 220)
dt = i=1k=1 =1 |i=1
— Y B0 Zu(0) < B Y. (1)
=1 =1
und "
Y Zi;(T) <exp(—BT),
i=1
da Z(0) = .# ist. Es gilt
p(Z(T)) < |Z(T)|lr = lfg]fgmz 12 ;(T)]
= 1I<n,a<xmizi‘j(T) < exp(—BT). O

STi=1

Betrachten wir nun den mit diesen Matrizen verbundenen mehrtypigen
Geburts- und Todesprozess [54]. In dem kleinen Zeitintervall [¢; ¢ + dt] ge-

langt das System in den Zustand (ny,...,n;,...,n,) zum Zeitpunkt # + dt in
folgenden Fillen:
* Entweder das System befand sich im Zustand (ny,...,n; —1,...,ny)

zum Zeitpunkt 7 und eine der n; — 1 Personen vom Typ i hat durch In-
fektion eine neue Person vom selben Typ erzeugt [Wahrscheinlichkeit
(ni — I)A,',,'dl‘ +0(dl)]
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* Oder das System befand sich im Zustand (ny,...,n; — 1,...,n,) zum
Zeitpunkt ¢ und eine der n; Personen des Typs j 7 i hat durch Infektion
eine neue Person des Typs i erzeugt [Wahrscheinlichkeit n; A; ;jdt +

o(dr)].

 Oder das System befand sich im Zustand (ny,...,n;+ 1,...,n,) zum
Zeitpunkt ¢ und eine der n; + 1 Personen des Typs i hat die infizierten
Klassen verlassen [Wahrscheinlichkeit (n; 4+ 1)B; ;(¢) dt + o(dt)].

* Oder das System befand sich im Zustand (ni,...,n; —1,...,n; +
1,...,ny) zum Zeitpunkt ¢ und eine der n; + 1 Personen vom Typ
J # i verwandelte sich in eine Person vom Typ i [Wahrscheinlichkeit
7(71]‘ + 1)Ci7j(t) dr + O(dl)].

Wenn p(t,ny,...,n,) die Wahrscheinlichkeit ist, n; infizierte Personen
des Typs i (1 < i < m) zum Zeitpunkt ¢ zu haben, dann ist

d
d—f(l,nl,...,nm —ZA,-,- i—Dp,ng,...,ni—1,... )
—i—ZA,, nip(t,ni,...,ni—1,... 1)
i#]

+ZB,, )(ni+ 1) p(tyny,...oni+1,... ny)

—ZC,J (nj+1)pt,ni,...,ni—1,...nj+1,....ny)
i#]

ZAIJ n]p t s, - ZB” t s Ny nm)

+ZCIJ an tn,..., m)~
i#]

Nehmen wir die folgende Anfangsbedingung an:

] fur nl?"'7n = n07...,n0 5
p(t07n17'--7nm):{ 0 songt. m) ( 1 m)

Proposition 17.7. Betrachten wir die erzeugende Funktion
glt,x1y .y xy) = Z ptynyy...ony)x".

nl,...,anO

Dann ist 5
N 98
28 4 X e~ Dis(0)) (1) 5y =0

iJ
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mit der Anfangsbedingung

0

0

g(to, X1,y Xm) = X1 - x, (17.3)
Beweis. Es gelten
dg dp
5, 7(1"”1» 7nm)x1 ! "xmnmv
ot nl;nm dt
ag ny ni—1 n
- Z nip(t,ny,.. ) x™ oM
Xi Ny, iy
Fiir alle 7 und alle j gelten
dg
Z (nifl)p(tanla"wni 17' anm)xlnl ~-xmnm 1277
Nyl axi
d
Z (ni+l)p(tvnla"'7ni+17"'anm)x1nl --xmnm 7ga
N1 yeenslly 8)(,‘
dg
nip(t,ny,... 0y)x1" X" ===
”Iv“z-v"m ax/
Fiir alle i # j gelten
Jg
Z nip(t,ny,...,ni—1,...,n,)x" ..xm””’:xixj'g,
Ny, llp J
d
Z (nj—|—1)p(t,n1,...,n,~—1,...,nj+1,...,nm)x1"1...xm””’:xia—j.
J

Nnysessltm

Wir folgern

dg _ B 2
7 _Zi:Al,l(t) i
+ZBi,i(t)

_ ZAi"j
i,j

Xj5—

i

8

8 +Z
i#j

Xi

dg
Z
i#j

A j(1)x

Cij(1)

ZB,,

Jg
xl&x-

dg
[FTS
J

Xi

+ZC,,

Xj5—

8
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Da Bi,j(t) = 0 fiir alle i # j ist, so gilt

dg dg
;A’] xi—1) xja +ZB,] xi)a—xj
dg
Es gilt auch
ZC,'J(I)(X,'—)C/')% :Zci,j(t)(xi —|—ZC,J xj~ %
i i 7 o ox;
dg Jg
=;Ci,j(f)(xz'—l)ajcj—zcj,j(f)(l—xf')gj
7] J
9g
7ZC’1 8xj
Also ist
%8 S A (00— Biy(t) — Coy(0] (1 —x) 25 =0 O
at l’j L] J 12y 12¥) 1 ax] N

Proposition 17.8. Fiir den Erwartungswert der Anzahl der infizierten Perso-
nen vom Typ k (1 < k < m) zum Zeitpunkt t,
Ik(t): Z nkp(t,nlv"'anm),
1y 5oty 20

gilt

dl

— =M(t)I(t

S =M1,

wobei I(t) = (I (t),...,1y(t)) ist. Dariiber hinaus ist I(ty) = (n?,...,n2).

' 'm
Beweis. Es gelten

dg dly d’g

=—(,1,... — = t,1,...,1).

&_Xk( Y ) ) )7 dt atan( ) ) ) )

Nehmen wir die partielle Ableitung nach x; der partiellen Differential-
gleichung aus Proposition (17.7) :

2
ai a7 T LA O84(01 =) — A 03 — Dis(e)) G} 985;

L(t) =

82
+ LA §= Dis(0] (1 =x) 525 =0,
J
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wobei 6; j = 1 fiir i = j und & ; = O fiir alle i # j sind. Vertauschen wir die
partiellen Ableitungen und nehmen wir (xi,...,x,) = (1,...,1):

2’g dg
m(;, 1,...,1) 7; [Ag j(t) — Dy j(1)] a—xj(t,l,...,l) =0.
Also ist
dl
= LM (0)150). O

J

Proposition 17.9. Die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung zum Zeitpunkt
T >ty ist

p(7,0,...,0) = [xf” (to)]"? - [X,Sf) (m)]"’% : (17.4)

S _y {A,»_,»(t)X}” —Di,,-(z)} [1 —Xi“)] (17.5)

ist, sodass X7 (1) = 0 gilt.

Beweis. Die Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung aus Proposition 17.7 sind

L = LA 0%~ Dy 0] (1-X).
Dann sind
18X (1), X 0))] =0
und
g(t,X1(1),...., Xm(1)) = g(t0, X1 (t0), .- ., Xm(t0))- (17.6)

Sei X(7)(r) die Losung, sodass X()(t) = 0 (Nullvektor) gilt. Wenn wir die
Anfangsbedingung (17.3) verwenden und # = 7 in Formel (17.6) einsetzen,
erhalten wir

p(2,0,...,0) = g(1,0,...,0) = [Xl(r)(to)} ‘



268

Proposition 17.10. Sei

o= lim p(z,0,...,0)

t—roo

die endgiiltige Ausloschungswahrscheinlichkeit. Sei ®(t) die Losung des Sys-

tems
dd
I =M(t)®(1), @(0)=.7,

wobei & die Einheitsmatrix ist. Es gibt zwei Fiille:
o Istp(®(T))< L, sogilt o= 1.
o Ist p(P(T)) > 1, 50 gilt ® < 1.

Beweis. Nach der vorherigen Proposition ist die Wahrscheinlichkeit @ der
Ausloschung durch

o = (0 )”? .. ((Om)"r?z
gegeben, vorausgesetzt, dass w; der Grenzwert von X; (z >( fo) fiir T — oo

ist. Das Problem lidsst sich daher auf die Untersuchung des Systems von
Differentialgleichungen (17.5) zuriickfiihren. Sei

(1) (1)
Y (s)=1-X;"(z—5). (17.7)

Wir erhalten

(T)
ar; ~ y(® (7)
Z[ (1— (s)) —Di(r—9)| 7). (17.8)
Die Anfangsbedingung ist ¥ j(f) (0) = 1 fiir alle j und alle T > 1.

Sei Y;(s) = Z]-<T+T)(s). Es gilt Y(0) = Y(9(0) und Y (s) ist eine Losung
des gleichen Differentialsystems (17.8) wie ¥ (?) (s) wegen der Annahme (H3)
iiber die Periodizitit der Koeffizienten. Daher sind ¥ (s) = ¥ (¥)(s) und

!9 (s) =" (s) (17.9)

fiir alle s, alle 7 und alle ;.
Wenden wir Proposition 17.12 aus dem Anhang an. Seien F =
(Fi,...,Fy) und

Fj(va) Z[Alj( )(1_ ) D,'J'(T—S)]Yi,

i
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sodass Fj(s,Y(?)(s)) die rechte Seite der Gleichung (17.8) ist.
Uberpriifen wir die erste Annahme in Proposition 17.12 : Das System

dy
ds
lasst die Menge [0; 1] invariant. In der Tat, ist ¥ € [0;1]™, so gelten

=F(s,Y)

Yj =0 :>Fj(S7Y) = Z(Aiyj(f—s)—CiJ(T—S))Y,’ >0,

i#]
Yi=1=F(s,Y)==) D;j(t—s)Y—Djj(t—s)
i#J
:—ZC,'_]'(T—S)Y}—B]"]'(T—S)+ZC,'_J'(T—S)
i) i)
5)+Y Cij(t—s)(1-Y) <0, (17.10)
i)

wobei die strenge Ungleichung (17.10) auf die Annahme (H4) zuriickzu-
fithren ist. Nach Lemma 16.3 bleibt fiir jede Anfangsbedingung in [0;1]"
zum Zeitpunkt s die entsprechende Losung des Systems (17.8) in [0; 1]™ fiir
alle s > so. Die strenge Ungleichung (17.10) zeigt auch, dass Y (so) € [0;1]™
impliziert Y (s) € [0; 1[™ fiir alle s > so.

Es gilt

JF;

aYk(sY) A j(t—5)(1=Y;) =Dy j(t—s) JkZA,, —5)Y;.

Die zweite Annahme in Proposition 17.12 ist erfiillt, da

dF
VY €[0;1]", Vs, Vj#k, ==(s,Y

Gy 1) = Aks(T =) (1Y) = Cij(T=5) > 0

gilt.
Fiir alle j # kund Y € [0;1]™ gelten die Aquivalenzen

My j(T—5) =Ag j(T—5) = Cpj(T—5) >0

& A, (T—5) > 0 oder —Cej(t—s5) > 0] < 3i(sy) 0.
k

Die Matrix M(7 —s) ist nach Annahme (H2) irreduzibel. Daher ist die Jacobi-

Matrix iy
(f' (s, Y))
Y ik

)
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fiir alle s und alle Y € [0;1[" irreduzibel. Die dritte Hypothese der Proposi-
tion 17.12 ist erfiillt.

Uberpriifen wir die vierte Annahme. Fiir alle o € ]0;1[ und Y € ]0;1]™
gelten

Fi(s,aY) _O‘Z ) (1—aY;) =D j(t—s)|Y

_aF(sY+a1— ZA’, —5)Y;Y; > aFi(s,Y)

und F(s,aY) # aF(s,Y) nach der Hypothese (H1).
Die fiinfte Hypothese ist trivial: F(s,0) = 0.

Uberpriifen wir die sechste Hypothese. Sei J(s,0) die Jacobi-Matrix

J(s,0) = (gg(s,O))jﬂk = (Ak_j(‘l:fs) ka,j(‘L'fs))j’k ='M(t—s),

wobei 'M die transponierte Matrix von M ist. Fiir alle s und alle Y € [0;1]™
gilt

Fi(s,Y)=Y 'M;i(t—s)Y— ZA,, —s)Y ZM,, —5)Y,
i

AuBerdem ist F(s,Y) # J(s,0)Y fiir alle Y € ]0;1]™ aufgrund der Annahme
(HD).

Seien ®(z), D;(r), P3(7) und P4(7) die Fundamentalldsungen (mit der
Einheitsmatrix als Anfangsbedingung zum Zeitpunkt 0) von bzw.
dy dy dy dy
— =M()Y, —=M(t+1)Y, —=-"M(t+1)Y, — ='"M(t—s)Y.
=My, Sy, O (c+0)y, T =m(z—s)
Das zweite System ist in Bezug auf das erste zeittranslatiert. Das dritte Sys-
tem ist das adjungierte System des zweiten (Proposition 7.10). Das vierte ist
wie das dritte, auler dass die Zeit umgekehrt ist. Also sind

D(T) = @(7) D(T) (P(1)) ", @3(T) = ['®o(T)] ™, @4(T) = [@3(T)]""

und
1

p(®(T)) =p(P2(T)) = D (@5(T)) P(D4(T)).

Wenden wir Proposition 17.12 an:
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o Ist p(®4(T)) < 1, so ist das Gleichgewicht 0 des Systems (17.8) global
asymptotisch stabil in [0; 1]”. Insbesondere gilt ¥ () (s) — 0 fiir s —
oo,

o Ist p(®4(T)) > 1, so hat System (17.8) genau eine positive und
T-periodische Losung, die global asymptotisch stabil in [0;1)™\ {0}
ist und daher ¥ (%) (s) fiir s — oo anzieht.

Aus Formel (17.4) folgt X]m (to) = p(7,0,...,0) wenn n =lundn)=0
fiir alle i # j sind. Die Funktion T — p(,0,...,0) ist monoton steigend, denn

dp
dt Z Bii( >0

ist, wobei ¢; = (0,...,1,...,0) der Einheitsvektor mit 1 an der i-ten Koordi-
nate ist. Diese Funktion ist auch mit 1 oben beschrinkt, da es sich um eine
Wabhrscheinlichkeit handelt. Also konvergiert ij (fo) gegen einen Grenzwert
@; < 1fiir T — +oo.

Mit Beziehung (17.9) haben wir fiir alle T > #p und alle ganzen Zahlen n

X (1) = 1 =Y (e 4T —10) = 1~ Y7 (v 40T —19).
Unter Annahme des Grenzwerts n — oo folgern wir:
o Ist p(D(T)) < 1, so gilt ®; = 1 fiir alle .
o Ist p(®(T)) > 1, so gilt w; < 1 fuir alle j. O
Anmerkung 17.11. Die beiden Flle in Proposition 17.10 entsprechen % < 1

und % > 1 (Korollar 7.13).

17.3 Ein einfaches epidemisches Modell fiir Masern in
Frankreich

Betrachten wir als Beispiel ein linearisiertes S-E-I-R-Modell fiir den Beginn
einer Epidemie

‘ﬁf e+ WE+a(t)(1- )1, (17.11)
Db (rpr (17.12)

E:
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wobei E die Anzahl der infizierten, aber nicht infektiosen Personen, und 7 die
Anzahl der infektiosen Personen sind. Die durchschnittliche Latenzperiode
ist 1/c. Die durchschnittliche Infektionsperiode ist 1/b. Die Mortalitt ist
u. Die effektive Kontaktrate, d. h. das Produkt aus der Kontaktrate und der
Ubertragungswahrscheinlichkeit, ist a(¢). Angenommen, a(t) ist eine positi-
ve periodische Funktion mit der Periode 7' = 1 Jahr, welche die Saisonalitit
modelliert. Die Zahl ¢ ist der Anteil der Bevolkerung, der immun ist, entwe-
der durch Impfung oder durch eine frithere Infektion. Die Parameter ¢, b und
u sind positiv, wihrend 0 < @ < 1 gilt.
Die Annahmen (H1)-(H4) in Abschnitt 17.2 sind mit

A= ( 8 a(l)((l)_(p) )’B(t) - ( 0 bg“ )’C(I) ) < _CC(17812)

erfiillt. Berechnen wir die Ausloschungswahrscheinlichkeit @ des mit den
Matrizen (17.13) verbundenen mehrtypigen Geburts- und Todesprozesses mit
der ganzzahligen Anfangsbedingung

(E(10),1(10)) # (0,0)

zur Zeit to. Wihlen wir zunichst 7, sodass T — fy im Vergleich zu T groB ist.
Aus den Beziehungen (17.4), (17.7) und (17.8) wissen wir, dass

E(ip) 110)
o ~ p(1,0,0) = (1—yl(r>(f_;0)) o (1—Y2(T)(r—t0)) 7.4

mit
dv\” (1) (1)
()= (1 (s) +e1, " (s). (17.15)
de(T> (7) () (7)
s (s)=a(t—s5)(1=@)¥; "(s)(1 =Y, "(s)) = (b+ )Y, " (s) (17.16)

firalle 0 <s < T—1, 7, l(f)(O) =1und YQ(T) (0) =1 gelten. Mit diesen Glei-
chungen lésst sich @ numerisch berechnen. Schliellich miissen wir densel-
ben Algorithmus mit einem groferen Wert fiir T erneut anwenden, um zu
iberpriifen, ob wir denselben Niherungswert fiir @ erhalten.

Als Beispiel betrachten wir die Masernepidemie in Frankreich in den Jah-
ren 2008—-2011 (Abb. 17.1). In den Jahren 2006 und 2007 gab es weniger
als 50 gemeldete Fille. Im Jahr 2007 waren aufgrund der Impfquote schét-
zungsweise 10 % der Zweijihrigen und 7 % der Sechsjdhrigen in Frankreich
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suszeptibel fiir Masern. In den Jahren 2009 -2010 waren etwa 8 % der Be-
volkerung im Alter von 6 bis 29 Jahren suszeptibel [48, S. 5]. Angesichts
der Gesamtbevolkerung Frankreichs (65 Millionen Einwohner) konnen wir
davon ausgehen, dass die suszeptible Bevolkerung wahrscheinlich mehr als
zwei Millionen Menschen betrdgt. Auerdem betrigt die kumulierte Zahl der
in Abbildung 17.1 berichteten Fille etwa 22.000, wobei die tatsdchliche Zahl
der Fille an manchen Orten vielleicht doppelt so hoch ist wie die berich-
tete. Daher ist die Population der Suszeptiblen in den Jahren 2008 -2011
wahrscheinlich relativ stabil geblieben, was das linearisierte Modell (17.11)-
(17.12) rechtfertigt.

Félle / Monat

—3000

2008 2009 2010 2011

Abbildung 17.1: Monatliche Anzahl der gemeldeten Masernfille [Treppenfunktion]
von Januar 2008 bis Februar 2012 (Daten von [42]). Beste Anpassung [glatte Kurve]
an die Daten von Januar 2008 bis Juli 2011.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, a(¢) = a [1 + €cos(Qt — y)] mit
Q =2x/T und T = 1 Jahr. Dieser Ausdruck ist der Beginn der Fourierreihe
der periodischen Funktion a(z). Wir kénnten andere Formen fiir a(r), wie
eine Treppenfunktion, ebenfalls verwenden. Eine Treppenfunktion wire be-
sonders geeignet, wenn eine nach Alter geschichtete Untersuchung der Fille
auf eine Ubertragung in der Schule hindeuten wiirde. Dies scheint jedoch
nicht der Fall zu sein. Die hochste Inzidenz ist bei Kindern unter einem Jahr,
die noch nicht zur Schule gehen, wihrend das Medianalter der gemeldeten
Fille 2010 bei 14 Jahren und 2011 bei 16 Jahren lag, wobei die meisten Fille
jiinger als 30 Jahre alt waren [13]. Es ist ungewohnlich, dass das Medianalter
fiir eine Krankheit wie Masern so hoch ist. Die Altersstruktur der Inzidenz
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spiegelt eher die Altersstruktur der suszeptiblen Bevolkerung wider als die
Einschulung. Kinder unter einem Jahr sind noch nicht geimpft. Wie oben er-
wihnt, sind etwa 8 % der 1- bis 30-Jidhrigen suszeptibel. Nur 1 bis 2 % der
30- bis 50-Jdhrigen sind suszeptibel [48]. Diese besondere Struktur ist auf
den raschen Riickgang der Maserninzidenz in den 1980er Jahren zuriickzu-
fithren, nachdem 1983 der Masernimpfstoff und 1986 der MMR-Impfstoff
(Masern, Mumps, Roteln) empfohlen wurden.

Um die unbekannten Parameter zu schitzen, vergleichen wir das Modell
(17.11)-(17.12), das dem Erwartungswert des stochastischen Prozesses ent-
spricht, der mit den Matrizen (17.13) verbunden ist, mit den Daten zwischen
Anfang Januar 2008 (sagen wir t*) und Juli 2011. Im Juli 2011 wurden eine
Reihe von Maflnahmen zur Kontrolle des Ausbruchs ergriffen, sodass wir
nicht mehr davon ausgehen konnen, dass die Parameter dieselben wie zuvor
bleiben. Thre Wirkung ldsst sich daran erkennen, dass es Ende 2011 keine
Epidemiewelle mehr gab.

Nehmen wir an, 1/c¢ = 8 Tage und 1/b = 5 Tage. Die Sterblichkeit y
ist im Vergleich zu b vernachlissigbar: Wir nehmen 1/u = 70 Jahre. Sei
f der Bruchteil der Fille, die tatsdchlich gemeldet werden. Wir identifizie-
ren die Inzidenz der gemeldeten Fille aus Abbildung 17.1 mit der Funktion
fbI(r). Da System (17.11)-(17.12) linear ist, wird es auch durch die Funk-
tionen E(¢t) = fE(t) und I(t) = fI(t) iiberpriift. Das Ziel ist es also, E(t*),
I(t*), €, y und das Produkt @ (1 — @) so zu finden, dass b1(t) am besten zu den
Daten passt. Wir messen den Abstand zu den Daten durch die Summe der ab-
soluten Werte der monatlichen Inzidenzdifferenzen. Dies gibt der Welle von
2011 aufgrund ihrer GroBie ein groBeres Gewicht zu. Die Zahlen fiir 2008 und
2009 sind ohnehin klein und etwas unregelmifig, wahrscheinlich weil meh-
rere lokale Epidemien durch die Einschleppung von Fillen aus dem Ausland
ausgelost wurden. Fiir diesen Teil der Epidemiekurve, der noch nicht seine
,»stabile® Form (im Sinne von Lotkas Theorie der stabilen Populationen) er-
reicht hat, konnen wir keine gute Anpassung an das deterministische Modell
erwarten. Was die Welle im Jahr 2010 betrifft, so wurde ihr Hohepunkt einen
Monat spiter erreicht als in der Welle im Jahr 2011. Diese Verzogerung kénn-
te auf demographische Stochastizitit zuriickzufiihren sein oder darauf, dass
a(t) aufgrund von Umweltstochastizitit nicht wirklich periodisch ist. Abge-
sehen von diesen Anmerkungen finden wir eine relativ gute Anpassung (zu-
mindest fiir die Welle im Jahr 2011) angesichts der Einfachheit des Modells
mit
E(t) =3, (") =2, £ = 033, % — 0,07, a(1 — @) = 6:42/Monat

17.17)
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(Abb. 17.1). Unter Verwendung dieser Parameterwerte konnen wir den
Geburts- und Todesprozess mit zwei Typen simulieren. Abbildung 17.1 zeigt
nur den Erwartungswert der Anzahl der Fille pro Monat. In der stochas-
tischen Version 16scht die Epidemie in vielen Simulationen aus. Abbil-
dung 17.2 zeigt eine Simulation, in der die Epidemie nicht erlosch und die
GroBe der einzelnen Wellen in der gleichen Groenordnung lag wie die Da-
ten in Abbildung 17.1. Es waren Dutzende von Simulationen erforderlich, bis
wir ein solches Beispiel finden konnten.

40001
Falle / Monat
3500 A
3000 A
25004
20004
1500 A
1000 A

500 4

t
0 T f T T T T T T

T )
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 17.2: Anzahl der gemeldeten Fille ci(t) in Abhingigkeit von der Zeit (in
Monaten) in einer Simulation des Geburts- und Todesprozesses unter Verwendung der
Parameterwerte (17.17). Die Anfangsbedingungen sind £ (t*) = 3 und I(+*) = 2.

Nach Proposition 7.11 ist die Reproduktivitit %, (wir behalten die
Schreibweise % fiir den Fall ¢ = 0) dadurch gekennzeichnet, dass das peri-
odische lineare System

dX [ —(c+p) alt)(1-9)/%
dt_( i o) ¢ )X (17.18)

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Numerisch erhalten wir
R ~ 1,06. Man beachte, dass die Reproduktivitit %, nur geringfiigig grofer
als 1 ist. Das liegt daran, dass 90 % der Gesamtbevolkerung bereits entweder
durch Impfung oder durch eine frithere Infektion geschiitzt sind.

Unter Verwendung der Gleichungen (17.14)-(17.16) berechnen wir die
Wahrscheinlichkeit 1 — p(7,0,0), dass der Prozess zum Zeitpunkt 7 fiir ein
festgelegtes 7o und alle T > ty nicht beendet wird, ausgehend entweder von
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einer Person in der Klasse E oder von einer Person in der Klasse / zum
Zeitpunkt 1y (Abb. 17.3). Wie erwartet, konvergiert 1 — p(7,0,0) gegen einen
Grenzwert 1 — o fiir T — +o0. Abbildung 17.3 zeigt, dass die Ausloschung
am wahrscheinlichsten im ersten Jahr nach f stattfindet.

1 - p(7,0,0)

Abbildung 17.3: Die Wahrscheinlichkeit 1 — p(7,0,0), dass der Prozess zum Zeit-
punkt T nicht beendet ist, gegen T (in Monaten, T > fy) aufgetragen, ausgehend von
einer Person in der Klasse E [durchgezogene Linie] oder einer Person in der Klas-
se I [gestrichelte Linie] zum Zeitpunkt #y. Hier entspricht 7y dem Beginn des Monats
September.

Wenn wir T grof} genug wihlen und die Berechnungen fiir verschiedene
Werte von fy wiederholt, erhalten wir Abbildung 17.4 fiir die Wahrschein-
lichkeit 1 — @, dass der Prozess nicht ausloscht, in Abhédngigkeit von fy, aus-
gehend entweder von einer Person in der Klasse E oder einer Person in der
Klasse I zum Zeitpunkt #o. Diese Wahrscheinlichkeit ist im September am
hochsten. Dies ist vielleicht die Jahreszeit, in der die Gesundheitsbehdrden
am meisten auf lokale Masernausbriiche achten sollten, um so schnell wie
moglich zu handeln, bevor sie eine groflere Epidemie auslosen. Zu anderen
Jahreszeiten haben Epidemien eher die Chance, von selbst wieder zu erlo-
schen, selbst wenn die Reproduktivitit %, groBer als 1 ist.

Man beachte, dass die Epidemie den Hohepunkt der Inzidenz im Mirz
2011 erreicht hat (Abb. 17.1). Die Schitzung fiir y legt nahe, dass die ef-
fektive Kontaktrate a(r) ihren Hohepunkt im Dezember 2010 erreichte. Der
Boden des Tiefs zwischen den Wellen von 2010 und 2011 liegt im August
oder September 2010, in der Jahreszeit, in der die Schitzung fiir 1 — @ am
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r0.15

r0.10

r0.05

Abbildung 17.4: Wahrscheinlichkeit 1 — w, dass der Prozess nicht ausloscht, in Ab-
héngigkeit von #g (in Monaten von Januar bis Dezember), ausgehend von einer Person
in der Klasse E [durchgezogene Linie] oder einer Person in der Klasse / [gestrichelte
Linie] zum Zeitpunkt 7.

hochsten ist. Hitten wir fiir die Parameteranpassung hauptsichlich die Welle
von 2010 verwendet, hitte sich der Hohepunkt fiir 1 — @ nur um etwa einen
Monat verschoben. Unabhingig von der Methode scheint 1 — @ also mehr
oder weniger dann am hochsten zu sein, wenn die Inzidenz am niedrigsten ist
und der Abprall der Inzidenz beginnt.

Natiirlich diirfen wir nicht vergessen, dass dieses linearisierte S-E-I-R-
Modell eine vereinfachte Darstellung der Ubertragungsdynamik der Masern
ist. Insbesondere beriicksichtigt es nicht die Altersstruktur und verwendet ein
sehr einfacher saisonaler Ausdruck fiir a(t).

17.4 Wiederansiedlung von Arten
in der Naturschutzbiologie

Auch in anderen Bereichen der Populationsbiologie werden Verzweigungs-
prozesse genutzt, insbesondere in der Naturschutzbiologie. Nehmen wir zum
Beispiel an, dass eine Tierart, die in einer bestimmten Region ausgestorben
ist, wieder angesiedelt werden soll. Wie viele Tiere miissen wieder ange-
siedelt werden, damit die Population eine gute Chance hat, fortzubestehen?
Bei einem Geburts- und Todesprozess mit nur einem Typ ist die Aussterbe-
wahrscheinlichkeit fiir eine Population von 7 Individuen ", wobei die Wahr-
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scheinlichkeit @ durch Formel (17.2) gegeben ist. Wenn wir @ kennen, kon-
nen wir also die ganze Zahl n so schitzen, dass ®" kleiner als ein bestimmtes
Risikoniveau ist. Natiirlich macht die Auswilderung nur in Fillen Sinn, in
denen @ < 1 ist, fiir die @" klein gemacht werden kann, indem wir n grof} ge-
nug wihlen. Eine weitere Frage ist, zu welchem Zeitpunkt #y im Jahr die Tiere
wieder angesiedelt werden sollten, um die Aussterbewahrscheinlichkeit @ zu
minimieren. Die gleiche Frage stellt sich im Zusammenhang mit Geburts-
und Todesprozessen mehrerer Arten in einer periodischen Umgebung, mit
der zusitzlichen Moglichkeit zu fragen, welche Art von Individuum wieder
eingefiihrt werden sollte, um die Aussterbewahrscheinlichkeit zu minimieren.

Wihrend zeitkontinuierliche Modelle in der Epidemiologie sehr beliebt
sind, neigen Naturschutzbiologen aus verschiedenen Griinden dazu, zeit-
diskrete Modelle zu bevorzugen. Im Rest dieses Abschnitts erldutern wir
kurz, wie sich Aussterbewahrscheinlichkeiten in diesem Zusammenhang be-
rechnen lassen. Die Begriindung fiir den Zusammenhang zwischen der Re-
produktivitit %y und der Aussterbewahrscheinlichkeit ist im Fall diskreter
Zeit einfacher als im Fall kontinuierlicher Zeit des Abschnitts 17.2. Sie er-
gibt sich aus bekannten Methoden fiir Prozesse mit mehreren Typen in einer
konstanten Umgebung einerseits und fiir Prozesse mit nur einem Typ in einer
sich deterministisch verdndernden Umgebung andererseits.

Betrachten wir zeitdiskrete Modelle der Form

p(t+1) = (A1) +B(1))p(t),

wobei A(f) und B(r) m x m-Matrizen mit nichtnegativen Koeffizienten sind,
die T-periodisch in Bezug auf ¢ sind (7 ist eine ganze Zahl). Angenommen,
der Spektralradius der Matrix B(T — 1) --- B(1)B(0) ist kleiner als 1 und es gilt
Y;Bi(t ) < 1 fiir alle j. Fiir die entsprechende stochastische Version miissen

wir die Wahrscheinlichkeiten F U) ( ) angeben, dass ein Individuum vom
Typ j genau (i1,... i) Inlelduen vom Typ (1,...,m) zwischen den Zeit-
punkten ! und t+1 geblert Angenommen d1e Funkt1onen F ) ;, (t) sind

Der Koeffizient B; j(t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Individuum
vom Typ j zum Typ i zwischen ¢ und 7 + 1 wechselt. Ein Individuum vom
Typ j zum Zeitpunkt ¢ wird zum Zeitpunkt # 4- 1 durch eine Population ersetzt,
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deren erzeugende Funktion

gj(nxh...,xm) = < Z F}E{,)_.,im(t)xlil "‘Xmi’"> <1+ZBi,j(t)(xi_ 1))

ist. So wird ein Individuum vom Typ j zum Zeitpunkt 79 durch eine Popula-
tion zum Zeitpunkt 7o + 7 ersetzt, deren erzeugende Funktion G;(x1,...,xy)
sich aus der Komposition der erzeugenden Funktionen g;(z,xi,...,X,) fir
t=ty,...,t0+ T — 1 ergibt. Wenn zum Beispiel T = 2 ist, gilt

Gj(x1,...,xm) Zgj(to,gl(l0+ 1,X1,...,xm),...,gm(l‘()+ l,xl,...,xm)).

Betrachten wir die Population zu den Zeitpunkten (79 + nT),>0. Aus der
Theorie der Verzweigungsprozesse mit mehreren Typen in einer konstanten
Umgebung [54] wissen wir, dass die Aussterbewahrscheinlichkeiten ®; aus-
gehend von einem Individuum des Typs j zum Zeitpunkt 7y die minimale
Losung auf [0; 1] des Systems @; = G(®i,...,®,) furalle I < j <m sind.
Mit 5

8j
o, oo 1) =Aij(0) + B (1)
konnen wir iiberpriifen, dass die Matrix der Mittelwerte, d.h. die Jacobi-
Matrix in (1,...,1),

dG;

( ax~] (1,..., 1)) =[A({to+T —1)+B(to+T —1)]---[A(t9) + B(19)]
1 lj

ist. Unter der Annahme, dass diese Matrix primitiv ist und dass die erzeu-

genden Funktionen G; nicht singulér sind, d. h. dass es keine Matrix Q gibt,

sodass

G X], xm Zlexl

fiir alle j gilt, zeigt die Theorie, dass (@;,...,®,) = (1,...,1) genau dann
ist, wenn der Spektralradius dieser Matrix der Mittelwerte kleiner oder gleich
1 ist. Dies ist dquivalent zu % < 1, wobei %, der Spektralradius der Matrix
o B!, of die Blockdiagonalmatrix diag(A(0),A(1),...,A(T —1)) und &
die durch Formel (6.4) gegebene Matrix sind. Mit n? Individuen vom Typ i
(1 < i < m) zum Zeitpunkt #( ist die Aussterbewahrscheinlichkeit

W= (wl)”(l) .. (wm)"%.

Die Schlussfolgerungen sind also vollig analog zum Fall der kontinuierlichen
Zeit.
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Als Beispiel betrachten wir ein Modell mit nur einem Typ und mit 7 =
2. Nehmen wir an, dass jedes Individuum zwischen den Zeitpunkten ¢ und
t + 1 Nachkommen geméB einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert A(z)
gebiert. Dann sind

g(0,x) =A@ (1 —B(0) + B(0)x),
g(1,x) =AW (1 —B(1)+ B(1)x).

Die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens ausgehend von einem Individuum
zum Zeitpunkt 0 ist die kleinste Losung von @ = g(0,g(1,®)) im Intervall
[0; 1]. Ebenso ist die Aussterbewahrscheinlichkeit ausgehend von einem In-
dividuum zum Zeitpunkt 1 die kleinste Losung von @ = g(1,¢(0,®)) im
Intervall [0; 1]. Beide Wahrscheinlichkeiten sind kleiner als 1 genau dann,
wenn [A(1) + B(1)][A(0) + B(0)] > 1 ist, was %o > 1 entspricht, wobei %o
der Spektralradius der Matrix

(0 0 ) (T )

ist.

17.5 Fazit

Einige Arbeiten wollten zeigen, wie das Epidemierisiko in verschiedenen
Monaten des Jahres variiert. Sie verwendeten ein zeitperiodisches Modell,
berechneten eine ,,Reproduktivitit % (tp) unter der Annahme, dass die Ko-
effizienten des Modells auf ihren Werten fiir + = 7o eingefroren sind, und
zeichneten % (tp) in Abhingigkeit von #y. Das Problem bei dieser Metho-
de ist, dass Z(1y) fiir alle #p kleiner als 1 sein kann, wihrend die Krankheit
endemisch wird (siehe Abschnitt 18.2.4). Die in diesem Kapitel verwendete
Definition der Reproduktivitit % bestimmt, ob eine Infektionskrankheit en-
demisch werden kann (Abschnitt 16.1) und wie sich das endgiiltige Ausmaf
in epidemischen Modellen verhilt (Kapitel 13). Dariiber hinaus hat sie eine
einfache biologische Interpretation als asymptotische Wachstumsrate pro Ge-
neration (Kapitel 7). Sie hat jedoch den offensichtlichen Nachteil, dass sie
unabhingig von fy ist.

Wir haben ein alternatives Ma8 fiir das epidemische Risiko vorgeschla-
gen: die Wahrscheinlichkeit, dass der mit der Linearisierung eines epide-
mischen Modells verbundene Verzweigungsprozess nicht ausloscht. Seine
wichtigste mathematische Eigenschaft ist das Schwellenwertphdnomen (Pro-
position 17.10). In Abschnitt 17.1 haben wir bereits vorgeschlagen, diese
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Wabhrscheinlichkeit fiir Anwendungen in der Epidemiologie zu verwenden.
Aber wir hatten nur den Fall von Populationen mit nur einem Typ betrach-
tet, fiir den es eine explizite Formel gibt. Die meisten epidemischen Model-
le beziehen mehrere infizierte Kompartimente mit ein, wie zum Beispiel bei
vektoriibertragenen Krankheiten. Wir kdnnen das epidemische Risiko in sol-
chen Modellen mit der gleichen numerischen Methode wie in Abbildung 17.4
analysieren.

Aussterbewahrscheinlichkeiten sind auch fiir die Naturschutzbiologie von
Interesse, insbesondere bei der Auswilderung von Arten. Bei einigen Tier-
arten, insbesondere bei Vogeln mit einer klar definierten Nistzeit, wére es
vielleicht sinnvoll, Modelle mit Jahreszeiten zu verwenden, um die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit einer Auswilderung richtig zu schétzen.

17.6 Anhang: periodische kooperative Systeme

Fiir den Beweis der folgenden Proposition, siehe [90].

Proposition 17.12. Sei F : Ry x [0;1]" — R™ eine Funktion der
Differentiationsklasse €, T-periodisch in Bezug auf die erste Variable t, mit
den folgenden Bedingungen:

1. Fiir jede Losung des Systems

dx
— =F(t 17.19
dt ( 7'x) ( )
mit x(0) € [0; 1] gilt x(¢) € [0;1["™ fiir alle t > 0.
2. Fiir alle i # j und fiir alle (t,x) € Ry x [0;1]™ ist

JF;
8)(?/'

(t,x) = 0.
3. Fiir alle (t,x) € Ry x [0; 1[™ ist die Jacobi-Matrix

J(t,x) = <§)I;’:(t,x)>iﬁj

irreduzibel.

4. Fiir alle (t,x) € Ry x]0;1]" und a €]0; 1] gelten F(t, 0x) > 0. F(t,x)
und F (t,0x) # a F(t,x).
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5. Fiirallet € Ry ist F(1,0) =0.

6. Fiir alle (t,x) € Ry x]0;1]" gelten F(t,x) < J(¢,0)x und F(t,x) #
J(£,0)x.

Sei Y (t) die Lisung von

”% —J60)Y (), Y(0) =7,

wobei & die Einheitsmatrix ist. Es gibt zwei Fiille:

o Ist p(Y(T)) < 1, so konvergiert jede Lisung der Gleichung (17.19) mit
x(0) € [0;1]™ gegen 0.

o Ist p(Y(T)) > 1, so gibt es genau eine Lisung x*(t) der Glei-
chung (17.19), die T-periodisch ist und Werte in |0;1)™ nimmt. Fiir
jede Lisung x(t) der Gleichung (17.19) mit x(0) € [0;1]"\ {0}
konvergiert x(t) — x*(t) gegen 0 fiir t — oo
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Wabhrscheinlichkeit der Ausloschung in einer
langsamen periodischen Umgebung

Fiir einen linearen superkritischen Geburts- und Todesprozess
mit periodischen Koeffizienten und nur einem Typ von infizierten
Individuen finden wir eine Anndherung fiir die Wahrscheinlich-
keit der Nichtausloschung, wenn die Periode grof3 oder klein ist.
Wenn die Kontaktrate wiihrend eines Teils der Periode kleiner
als die Heilungsrate ist und wenn die Periode gegen unendlich
konvergiert, dann konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Nicht-
ausloschung zu einer unstetigen Grenzfunktion, die mit einer
., Ente* in einem langsam-schnellen System verbunden ist. Dies
verallgemeinern wir auf den Fall mit mehreren Typen von infi-
zierten Individuen. Wir bestimmen genau den Punkt der Diskon-
tinuitdt in einem Beispiel mit zwei Typen von Individuen, das aus
einem Modell der Ubertragung einer Vektorkrankheit stammt.

18.1 Nur ein Typ von infizierten Personen

Betrachten wir einen linearen Geburts- und Todesprozess (oder eher
Infektions- und Heilungsprozess) mit einer effektiven Kontaktrate a(¢) und
einer Heilungsrate b(¢), die periodische Funktionen mit derselben Periode T
sind. Gehen wir von einem einzigen infizierten Individuum zum Zeitpunkt #
aus, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung, d. h. das Kom-
plement der Wahrscheinlichkeit @(#) der Ausléschung,

1
1+ [ b(t)exp [ J! [b(u) — au)) dul dt

7(to) = 1 — (to) ., (8.1
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unabhingig davon, ob das Integral im Nenner endlich oder unendlich ist (Pro-
position 17.4). Bezeichnen wir o(s) und B(s) die periodischen Funktionen
der Periode 1:

s=t/T, a(t)=a(s), b(t)=P(s).

Seien die Mittelwerte

a:/ol a(s)dSZ%/OTa(z)dz, B:/O]ﬁ(s)ds:%/;b(t)dt

Dann ist die Funktion 7(z9) identisch gleich 0, wenn & < B ist. Sie ist eine po-
sitive T-periodische Funktion, wenn & > f ist (Proposition 17.4). Versetzen
wir uns also von nun an in den sogenannten superkritischen Fall mit
a>p.
Weiterhin nehmen wir an, dass die Jahreszeit, in der der Prozess beginnt,
so =1o/T,
festgelegt ist. Seien
M(s0) = 7(to), Als) = a(s) =B (s).
In Abschnitt 18.1.2 beweisen wir:

Proposition 18.1. Fiir T — 0 gilt

H(so):(l—l;){l—m TU B(so+u) /W (v)a’vdu}%—o(T)}.

Fiir die Untersuchung des Grenzwerts T — +oo nehmen wir an, dass
die Funktionen o(s) und B(s) geniigend glatt sind (sie gehoren z.B. zur
Differentiationsklasse % ), und betrachten zwei Fille:

* entweder A(s) > O fiir alle s € [0; 1] (stark superkritischer Fall);

 oder A(s) > 0 fiir alle s € [0;51[U]s2;1] mit 0 < 51 < s < 1 und
A(s) < O fiir alle s € ]sy ;2] (schwach superkritischer Fall);
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir im zweiten Fall zu-
sdtzlich

/‘ZA(s)ds>O
Jo

annehmen, wie wir weiter unten sehen werden. Es gibt dann genau ein s* €
1055 [ mit

52
/ A(s)ds =0. (18.2)
s*
Wir beweisen in Abschnitt 18.1.3:

Proposition 18.2. In dem stark superkritischen Fall fiir alle so € [0; 1] und
in dem schwach superkritischen Fall fiir alle sy & [s*; s3] gilt

_ B(so0) (s0)B'(s0) — &' (s0) B (50)
) = (1 o) ) 4= i/}
(18.3)
Im schwach superkritischen Fall mit so € |s*; 7| gilt
I(s0) ~ B(joA/ $2) ( / Alu > (18.4)

Die Wahrscheinlichkeit (18.4) konvergiert exponentiell schnell gegen 0
fiir T — 4o0. Am Grenzwert gibt es also eine Diskontinuitit bei 5o = s*. Die
Tatsache, dass der Grenzwert im Intervall |s*; s und nicht nur im Intervall
|s1; s2[ gleich null ist, hiingt mit einem ,,Enten-Phénomen* in einem langsam-
schnellen System zusammen, wie wir in Abschnitt 18.1.5 erkldren.

18.1.1 Vorausberechnung

Interessieren wir uns zunéchst fiir den linearen Geburts- und Todesprozess.
Betrachten wir das Integral im Nenner der Formel (18.1) und bezeichnen es

oo 1
J= [ b)exp [ / Ib(s) — a(s)] ds] dr.
1o 1o
Mit den oben eingefiihrten Notationen gilt

= /0 " B((t0+1)/T) exp {— /t A/ T) ds] dr

0
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Da 1y/T = sy ist, setzen wir u = ¢/T und v = s/T. Dann erhalten wir unter
Verwendung der Periodizitit der Funktionen o(s) und f(s)

J=T +mﬁ(so+u)exp{ T/W )dv]du
:Tnz/ Blso-+u) exp{ r " A ]
15 [ o] 1 [ ]
—TZexpnT )] /3so+u exp[ /SOHA(V)dV}du.

S0

So gilt

S0

So+u
J= l—exp[ ﬁ / B(so+u) CXP|: / A(v)dv] du. (18.5)

18.1.2 Grenzwert 7T — 0

Mit der Annéherung exp(x) = 14 x+x%/2 + o(x?) fiir x — 0 im Faktor vor
dem Integral und einfacher exp(x) = 1+ x+ o(x) im Integral erhalten wir

J—( IB+ +o(T )) (ﬁ T[/ B(so+u) /W (v)dvdu]—l—o(T)).

Es fillt auf, dass sich ein Term leicht integrieren lasst:

/Olﬁ(so+u)/s:o+uﬁ(v)dvdu:; [(/S:)Hﬁ(v)dv)z] - b

Wir folgern

B/ﬁso-i—u /SOH o(v)dvdu+o(T).

DaTl(so) = 1/(1+J) ist, finden wir die Formel von Proposition 18.1.



Kapitel 18 287

18.1.3 Grenzwert T — +oo

Gehen wir noch einmal auf Formel (18.5) ein. Das Integral ist der Form
1
/ Gu)e TF® gy
0

mit
so+u

G(u)=PB(so+u), F(u) :/ A(v)dv.

50

Wir konnen die Laplace-Methode fiir 7 — +o0 anwenden. Es gelten

F'(u) = A(so+u), F"(u)=A(so+u).

Stark superkritischer Fall

Nehmen wir zunichst an, A(s) > 0 fiir alle s € [0; 1]. Dann ist F’(u) > O fiir
alle u € [0; 1], die Funktion F erreicht ihr Minimum bei # = 0 und F(0) = 0.
Dariiber hinaus gilt F (1) = @o u+ @1 u> +o(u?) fiir u — 0 mit @y = A(so) und
01 = AN (s0)/2. Es gilt G(u) = yy+ w1 u+o(u) fiir u — 0 mit yy = B(so) und
v = B'(so). Nach einem Satz von Erdélyi [61, S. 85] ist

1
~TF(u) 7, _ ~TF(0) (€0 €l !
/0 Gu)e TFWay=e <>(T+T2+0(T2>> (18.6)
mit
co=Yo/go, c1= (oY1 —2¢10)/ 9.
Da exp[T (B — &)] exponentiell klein ist, ergibt Formel (18.5)

B(so) . a(s0)B’(s0) — &'(s0)B(s0)

7= Ko T TIAGo)P

+o(1/T).
Zusammen mit I1(sg) = 1/(1 +J) ergibt sich daraus Formel (18.3).

Schwach superkritischer Fall

Nehmen wir nun an, dass es s; und s, gibt, sodass 0 < 51 <s2 < 1,

A(s) <O fiir alle s € sy ;52],
A(s) > Ofiir alle s € 0551 [U]s2; 1]



288

gelten. Da

ist, haben wir
A\l 1
/ A(s)ds >0 oder / A(s)ds > 0. (18.7)
0

Da wir die Zeit durch eine Translation veridndern konnen, nehmen wir an,
dass die erste Ungleichung gilt.
Dann gibt es genau ein s* € [0; ;] mit

/sjz A(u)du =

Sei tatsdchlich (s) die Funktion, die auf dem Intervall [0;s;] durch

= /:2 A(u)du

definiert ist. Dann gilt #'(s) = —A(s) < O fiir alle s € [0;5;[. AuBerdem sind
h(0) > 0 nach der ersten Ungleichung (18.7) und A(s;) < 0. Es gibt also genau
ein s* €]0;s;[ mit ~(s*) = 0.

Betrachten wir zunichst den Fall 0 < 59 < s1. Die Funktion F ist auf
dem Intervall [0;s] — so] monoton steigend, auf dem Intervall [s; — 50 ;52 — So]
monoton fallend und auf dem Intervall [s; — so; 1] wieder monoton steigend.
Die Funktion F hat also ein lokales Minimum bei s, — s¢. Es gilt auch F(0) =
0.

Ist s €]0;s™], so gilt F(s2 —s9) > 0. Also bleibt u = 0 das globale Mini-
mum der Funktion F auf dem Intervall [0; 1]. Die asymptotische Entwicklung
(18.6) bleibt giiltig und Formel (18.3) ebenfalls.

Ist hingegen sp € ]s*;s1], so gilt F(s2 —sp) < 0. Das globale Minimum
der Funktion F auf dem Intervall [0; 1] liegt bei u = s, — 5o,

F'(s2—50) =0, F"(s2—s0) =A(52)

und

2T N (s7)
fiir T — +o0 nach der Laplace-Methode [63]. Somit gelten

Iy o (7 o)

/1 Glu) e TFW) gy B(so)vm e~ T Fls2-5)
0
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und I(sg) = 1/(14+J) ~ 1/J fiur T — oo, was Formel (18.4) ergibt.

Betrachten wir nun den Fall 51 < 59 < s2. Die Funktion F ist auf dem In-
tervall [0;s, — so] monoton fallend und auf dem Intervall [s; — s ; 1] monoton
steigend. Thr Minimum auf dem Intervall [0; 1] tritt also bei u = s, — s¢ auf,
wie im vorherigen Fall. Formel (18.4) ist immer noch giiltig.

Betrachten wir schlieBlich den Fall s, < 59 < 1. Die Funktion F ist auf
dem Intervall [0; 1+ s; — so] monoton steigend, auf dem Intervall [1+s; —
505 1452 —so] monoton fallend und auf dem Intervall [1 +s2 — 50 ; 1] monoton
steigend. Sie hat also ein lokales Minimum bei 1 + s, — s und

1+so
F(1+szfso)>/ A(s)ds >0
1

nach der ersten Ungleichung (18.7). Ihr globales Minimum auf dem Intervall
[0; 1] erreicht sie daher bei u = 0. Es gilt Formel (18.3).

18.1.4 Beispiel
Nehmen wir
B(s)=B>0, as)=a[l+kcos(2rs)]

mit & > B und 0 < k < 1. Der stark superkritische Fall entspricht a(1 —k) >
B. Wenn stattdessen & (1 —k) < B gilt, dann sind s < s, die beiden Losungen
im Intervall [0; 1] der Gleichung

cos(2ms) = —(1 —B/éc)/k,
namlich

arccos(—(1—B/a&)/k)

o €10;1/2[, sa=1-—s;.

S1 =

Die Schwelle s* ist die Losung im Intervall [0;s; [ der Gleichung

sin(27sy) — sin(27ws*)
2

(6 —B)(s2—s") +ak =0.

Die Formel in Proposition 18.1 ergibt

M(s0) = (1 _ ﬁ) (1 _ Bz’f sin(27rso)+0(T)>
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fir T — 0. Ist &(1 —k) > B oder &(1 —k) < B mit so ¢ [s*;52], so ergibt
Formel (18.3)

B > <1 27 a B k sin(27sp)
a(s0) T a(so)[x(s0) — B2

M) = (1- +ol1/1))

fiir T — +oo. Ist &(1 — k) < B mit 5o € |s*; 53], so ergibt Formel (18.4)

M(s) ~ 2@ oxp [T Also —s2) + GT sin(27rs0)2—ﬂsin(27ts2)}

fiir T — 4oomit A = o — f3.

Nehmen wir insbesondere an, B =1, @ =3 und k£ = 0,5. Dann ist
a(1 —k) > . Abbildung 18.1 zeigt die Ergebnisse fiir zwei Werte der Pe-
riode: T = 0,5 und T = 50. Die Nichtausléschungswahrscheinlichkeit IT(sg),
die sich aus Formel (18.1) ergibt, schitzen wir durch numerische Integration
mit der Software Scilab. Wir sehen, dass die Niherungsformel aus Propo-
sition 18.1 und die Niherungsformel (18.3) bessere Niherungen fiir I1(sg)
als die Terme nullter Ordnung liefern. Es ist jedoch zu beachten, dass fiir
T — +oo die Néherung (18.3) in der Nihe des Minimums von II(sg) etwas
abweicht.

Nehmen wir nun an, B =1, x=3,k=0,75 und T = 100. Dann gel-
ten a(l —k) < B, s* ~ 0,347, 51 ~ 0,424 und s, ~ 0,576. Die verschie-
denen Niaherungsformeln sind in Abbildung 18.2 dargestellt. Die Nicht-
ausloschungswahrscheinlichkeit konvergiert gegen eine diskontinuierliche
Grenzfunktion, die durch die gestrichelten Linien mit langen Strichen fiir alle
s < s* und alle s > s, gegeben ist, und im Intervall |s*;s,[ gleich O ist. Es
gibt ein kleines Problem mit dem Anschluss der Ndherungen bei sg = s,, was
nahelegt, dass wir uns genauer ansehen, was an diesem Punkt passiert.

Wie im Fall s, < sg < 1 sehen wir im Spezialfall so = 55, dass die Funktion
F (u) ihr globales Minimum im Intervall [0; 1] bei u = O erreicht. Diesmal gilt
jedoch F’(0) = A(sz) = 0. Nach der Laplace-Methode [63] ist

B(s2)VwT
V2N (52)
sodass I1(s2) = 1/(14J) ~ 1/J fir T — oo gilt. Formel (18.4) bleibt fiir

so = s giiltig. Ein Abfallin 1/ VT an der Stelle s, ersetzt den exponentiellen
Abfall gegen O fiir so € ]s*;s2].

1
JNT/ Gu)e T gy ~
0
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0 02 04 06 08 1

Abbildung 18.1: Zwei Beispiele. Fiir T = 0,5: die Nichtausldschungswahrscheinlich-
keit I1(sg), die durch Formel (18.1) gegeben ist [durchgezogene Linie], die angeni-
herte Formel der Proposition 18.1 [gestrichelte Linie mit kurzen Strichen] und der
Term nullter Ordnung 1 — j3 /@& [gestrichelte Linie mit langen Strichen]. Fiir T = 50:
die Nichtausléschungswahrscheinlichkeit IT(sg), die durch Formel (18.1) gegeben ist
[durchgezogene Linie], die Ndherungsformel (18.3) [gestrichelte Linie mit kurzen
Strichen] und der Term nullter Ordnung 1 — f3(sg)/a(sp) [gestrichelte Linie mit lan-

gen Strichen].

0O 02 04 06 08 1

Abbildung 18.2: Wie der Fall T = 50 in Abbildung 18.1 aber mit 7 = 100 und k =
0,75. Die Niherungsformel (18.4) fiir s* < s < s, ist mit kurzen Strichen aufgetragen.
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18.1.5 Verbindung zu den ,,Enten‘‘.

Formel (18.1) fiir die Nichtauslgschungswahrscheinlichkeit 7(zp) zum Zeit-
punkt 7o ergibt sich eigentlich wie folgt. Fiir #; > #( ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der Prozess, der von einem infizierten Individuum zum Zeitpunkt #y aus-
geht, zum Zeitpunkt 7; ausgeldscht wird, gleich z(¢; —#p) mit z(0) = 0 und

dz
7= [b(ty —1) —a(t; —1)z(t)](1 —z(2)) (18.8)
im Intervall t € [0;#; —p]] (Proposition 17.9 modulo Variablenwechsel). Weil

diese Riccati-Gleichung explizit 16sbar ist, erhalten wir Formel (18.1) fiir die
Nichtausloschungswahrscheinlichkeit:

w(ty) =1 _r|£r£wz(t1 —l‘o).

Nehmen wir zum Beispiel #| = 7o +n7T mit n einer positiven ganzen Zahl.
Gleichung (18.8) lautet dann

Setzen wir s =¢/T und z(¢) = x(s). Es folgt

dx

75 = LIB(so+n—s)—also+n—s)x(s)] (1 -x(s))

fiir alle s € [0;n]. Dies kann als ein langsam-schnelles autonomes System
geschrieben werden,

% =T [B(so+n—y)—a(so+n—y)x(s)] (1—x(s)),

dy
ds
fiir alle s € [0;7] mit x(0) = 0 und y(0) = 0. SchlieBlich ist

=1

H(so) =7m(1p) =1 —nBTNx(n).
Fiir T — o0 sehen wir auf diesem langsam-schnellen System, dass x(n) —
1 oder x(n) — B(so)/(so) gilt. Die Tatsache, dass x(n) auf dem a priori
instabilen Zweig 1 fiir s* < 59 < 51 bleibt, ist also das gleiche Phinomen wie
das, was in der Untersuchung von langsam-schnellen Systemen als ,,Ente®
(s,canard* auf Franzosisch oder Englisch) bezeichnet wird. Erinnern wir uns
an die Definition [50, S. 182] :
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,In einem langsam-schnellen Feld in R? kann es Trajektorien
geben, die unendlich nahe an der langsamen Kurve fiir eine si-
gnifikante (nicht unendlich kleine) Zeit entlang eines attraktiven
Bogens bleiben, gefolgt von einer signifikanten Zeit entlang ei-
nes abstoflenden Bogens. Eine solche Bahn nennt man [...] eine
Ente.*

Beziehung (18.2), die s* mit s, verbindet, ist die entsprechende ,Input-
Output-Beziehung* [14].

18.2 Mehrere Typen von infizierten Personen

Die Schitzung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung einer Population ist
ein Thema, das insbesondere in der Naturschutzbiologie und der Epidemio-
logie eine Rolle spielt. Im zweiten Fall ist mit Population die infizierte Po-
pulation gemeint. Ein klassisches mathematisches Modell zur Untersuchung
dieser Art von Problemen ist das der linearen Geburts- und Todesprozesse
mit einer oder mehreren Typen von Individuen [41, 54]. Allerdings muss in
vielen Situationen die Saisonalitidt der Umwelt beriicksichtigt werden, was
zur Untersuchung dieser Prozesse fiihrt, wenn die Koeffizienten periodische
Funktionen der Zeit sind (Kapitel 17). Einige Populationen oder Epidemien
haben Koeffizienten, deren Zeitskala im Vergleich zur jahrlichen Saisonalitét
relativ kurz ist. Wir sehen uns daher veranlasst, den Grenzwert zu betrach-
ten, bei dem die Periode der Koeffizienten sehr grof} ist. Wenn die Parameter
fiir einen Teil der Periode (sagen wir die ungiinstige Jahreszeit) subkritisch
sind, konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung als Funktion der
Jahreszeit, in der der Prozess beginnt, gegen eine diskontinuierliche Grenz-
funktion. Der Punkt der Diskontinuitét liegt vor dem Beginn der ungiinstigen
Jahreszeit.

Im vorherigen Abschnitt haben wir nur den Fall eines einzigen Typs von
Individuen untersucht. Wir haben festgestellt, dass die Diskontinuitét der
Wahrscheinlichkeit der Ausloschung damit zusammenhingt, dass es in einem
dynamischen langsam-schnellen System eine ,,Ente* gibt, d. h. eine Trajekto-
rie, die fiir eine gewisse Zeit entlang eines attraktiven Bogens verliuft, bevor
sie entlang eines repulsiven Bogens verlduft. Im Folgenden betrachten wir
ein Beispiel mit zwei Typen von Individuen, das auf einem Modell zur Uber-
tragung einer Vektorkrankheit beruht. Wir bestimmten genau den Punkt der
Diskontinuitit der Ausloschungswahrscheinlichkeit.

In Abschnitt 18.2.1 stellen wir das Modell fiir die Population vor, nimlich
das Modell der linearen Geburts- und Todesprozesse mit periodischen Koef-
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fizienten und mehreren Typen von Individuen. Wir erkldren, wie die Wahr-
scheinlichkeit der Ausloschung mit einem System gewohnlicher Differential-
gleichungen verkniipft ist. Wenn die Periode gegen unendlich konvergiert,
wandeln wir dieses System durch einen Variablenwechsel in ein langsames-
schnelles System mit einer festen Periode um.

In Abschnitt 18.2.2 stellen wir ein Beispiel mit zwei Typen von Indivi-
duen vor. Numerische Simulationen legen nahe, dass die Wahrscheinlich-
keit der Ausloschung gegen eine diskontinuierliche Grenzfunktion konver-
giert und dass der Punkt der Diskontinuitéit durch eine Bedingung bestimmt
wird, die das Integral des dominanten Eigenwerts einer bestimmten Matrix
einbezieht. Um mit den Mitteln der Nichtstandardanalysis zu beweisen, dass
es diese Bedingung ist, die den Punkt der Diskontinuitit bestimmt, verweisen
wir auf [11]. In Abschnitt 18.2.3 stellen wir ein weiteres Beispiel mit vier
Typen von Individuen vor. Eine numerische Simulation legt nahe, dass eine
Bedingung derselben Art immer noch den Punkt der Diskontinuitit bestimmt.
Es gibt noch keinen Beweis in einem allgemeinen Rahmen, wenn die Anzahl
der Typen von Individuen groler als zwei ist.

18.2.1 Modell

Wir betrachten einen linearen Geburts- und Todesprozess mit m Typen (m >
1) in einer periodischen Umgebung. Sei T > 0 die Periode der Umgebung.
Seien drei m x m-Matrixfunktionen A(¢), B(¢) und C(¢) mit der Periode T
und mit den folgenden Annahmen:

* Fiir alle i und alle j gilt A; ;(r) > 0. Es ist die Rate, mit der Individuen
vom Typ j neue Individuen vom Typ i hervorbringen.

* Die Matrix B(t) ist diagonal und B; j(r) > 0 ist die Rate, mit der Indi-
viduen des Typs j aufthoren, infiziert zu sein.

* Fiir alle i # j gilt C; j(r) < 0 und —C; ;(r) ist die Rate, mit der Indivi-
duen vom Typ j sich in Individuen vom Typ i verwandeln.

« Fiir alle j gilt
Cjj(t) ==}, Cij0).
i#]
* Ist D(¢) = B(¢) + C(¢) und ist Z(z) die Losung des Systems

dz

= —D()2(0)
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mit der Anfangsbedingung Z(0) = .#, wobei .# die Einheitsmatrix ist,
so gilt p(Z(T)) < 1.

* Die Matrix M(t) = A(t) — D(¢) ist fiir alle 7 irreduzibel.

Genauer gesagt (siehe Kapitel 17), wenn p(t,ny,...,n,) die Wahrschein-
lichkeit ist, dass n; Individuen vom Typ i fiir alle 1 < i < m zum Zeitpunkt ¢
vorhanden sind (die n; sind ganze Zahlen), und wenn g(¢,x1,...,x;) die ent-
sprechende erzeugende Funktion ist, dann gilt

2 Jg _
ot +;j[AI,J(t)xj —Djj(0)][1 —xJij -0

Angenommen, zum Anfangszeitpunkt #y gibt es n? > 0 infizierte Indivi-
duen des Typs i (die n? sind ganze Zahlen) fiir alle 1 < i < m mit

n?}l.

on

1

Nehmen wir an, 0 < #9 < 7. Wir haben in Kapitel 17 gesehen, dass die Wahr-
scheinlichkeit ®(1,#1), dass die infizierte Population zum Zeitpunkt #; > fo
ausgeloscht ist, d. h. dass keine Individuen der verschiedenen Typen {iibrig
bleiben, durch

o (to,11) = [z1 (01 —10)]" - [ty — 10)]"

gegeben ist, wobei z(¢) = (z;(r))1<i<k die Losung des Differentialsystems

%(f) =Y [Dji(tn—1) = Aji(tn = )z(D)][1 = 2;(0)]
J

auf dem Intervall 0 <7 < #; — fo mit der Anfangsbedingung z;(0) = O fiir alle
i ist (Proposition 17.9 modulo einem Variablenwechsel).
Fiir den Erwartungswert I(¢) = (I;(¢),...,I,(t)) der Anzahl der Individu-
en der verschiedenen Typen zum Zeitpunkt ¢ gelten
dl
— =M(t)I(¢
L =MO)I()

und I (to) = n fiir alle k (Proposition 17.8). Sei ®(t) die Losung des Systems

do

=MD ®(0)
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mit der Anfangsbedingung ®(0) = .. Ist p(P(T)) < 1, so konvergiert
fiir {{ — 4o die Wahrscheinlichkeit (7y,#;) der Ausloschung gegen 1.
Ist p(P(T)) > 1, so konvergiert diese Wahrscheinlichkeit stattdessen gegen
einen Grenzwert, der kleiner als 1 ist, aber periodisch von #y abhingt (Propo-
sition 17.10). N N

Betrachten wir die periodischen Matrixfunktionen A(s), B(s) und C(s)
mit der Periode 1:

s=t/T, A(t)=A(s), B(t)=B(s), C(t)=C(s).

Nehmen wir erneut an, dass so = fo/T festgelegt ist. Ebenso nehmen wir #; =
to+nT an, wobei n > 1 eine festgelegte ganze Zahl ist. Das Ziel ist es, fiir
alle 1 <i<mund0 < sg < 1 die Grenzfunktion

Qi(s0) = Tl_ig_lmzi(tl —t) = TETENZi(”T)

zu untersuchen. Die Zahl Q;(s¢) ist auch der Grenzwert fiir 7 — +oo von
o(fy,t), der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung nach n Perioden, wenn
wir von einem einzigen infizierten Individuum des Typs i in der Jahreszeit
so = to/T ausgehen. Man beachte, dass wir uns hier auf die Wahrscheinlich-
keit der Ausloschung konzentrieren und nicht, wie in Abschnitt 18.1, auf ihre
Gegenwahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung. Set-
zen wir

e=1/T, D(s)=B(s)+C(s), M(s)=A(s)—D(s), x(s)=z().

Dann ist

€ %(S) = Z“ —xj(s)] [IA)M(SO +n—s)=Ajilso+n—s)xuls)|  (18.9)
J

fiir alle 0 < s < n, mit x;(0) = O fiir alle i. Dariiber hinaus ist z(nT) = x(n). Wir
erinnern uns iibrigens daran, dass 0 < x;(s) < 1 fiir alle i und alle 0 < s < n
gilt (siche Kapitel 17).

Fir T — +oo, d.h. fiir € — 0, kann System (18.9) als ein langsam-
schnelles autonomes System mit m schnellen Variablen x;(s) (1 < i < m) und
einer langsamen Variablen x,,1(s) = s geschrieben werden: dx,,;1/ds = 1.

Die Jacobi-Matrix fiir die triviale stationidre Losung x; = 1 fiir alle i der
rechten Seite des Systems (18.9) ist ‘M (so +n — ), wobei 'M(-) die transpo-
nierte Matrix der Matrix M(-) bezeichnet.

Die Matrix M (s) ist irreduzibel und ihre Koeffizienten auBerhalb der Dia-
gonale sind alle nichtnegativ. Daher gibt es eine Konstante ¢, sodass die Ma-
trizen M(s) + c.# und 'M(s) + c.# nichtnegativ sind. Nach dem Satz von
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Perron-Frobenius haben diese Matrizen einen Spektralradius, der ein gemein-
samer reeller Eigenwert ist. Bezeichnen wir ihn als A(s) + c. Er ist groBer
als der Betrag aller anderen Eigenwerte und damit auch grofer als der Real-
teil dieser Eigenwerte. Die Matrizen M(s) und 'M(s) haben also auch einen
gemeinsamen reellen Eigenwert A(s), der grofer als der Realteil aller ihrer
anderen Eigenwerte ist.

18.2.2 Beispiel

Nehmen wir an,

=5 %) =4 ). cw=o

mit a(s) >0, B >0, y>0und § > 0. Die Funktion a(s) ist periodisch mit
der Periode 1 und stetig. Dieses stochastische Modell ist mit dem lineari-
sierten deterministischen Modell fiir eine Vektorkrankheit in Abschnitt 9.4.1

verbunden:
ﬂ [ =B o(/T) =
i < Y s )I_M(t/T)I. (18.10)

Die infizierten Vektoren sind Typ 1. Die infizierten Personen sind Typ 2. Der
Parameter a(s) ist die Rate, mit der infizierte Personen ihre Infektion auf
Vektoren iibertragen, wenn sie gestochen werden. Diese Rate ist periodisch,
weil die Population der suszeptiblen Vektoren ebenfalls periodisch ist. Der
Parameter f ist die Rate, mit der die Vektoren sterben. Der Parameter ¥ ist
die Rate, mit der die Vektoren stechen. Der Parameter & ist die Rate, mit
der infizierte Personen geheilt werden. System (18.9) kann dann wie folgt
geschrieben werden:

8%(S):B“_xl(s)]_yxl(s)[l—xz(S)L (18.11)
s%(S) =8[1—x2(5)] — at(so+n—s)[1 —x1(s)] x2(s). (18.12)

Man beachte, dass die rechten Seiten in zwei Fillen gleich null sind: x; (s) = 1
und x;(s) = 1, bzw.

1+% 1+E
5 1+T

(18.13)
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Die beiden Eigenwerte der Matrix M (s) sind reell:

_ —(B+8)£V(B+8)*+4[a(s)y—BJ]
Ai(s) = 5

Der dominante Eigenwert ist A(s) = A (s). Man beachte, dass A_(s) < O fiir
alle s gilt.

Nehmen wir an, dass es eine Jahreszeit gibt, die fiir die Ubertragung der
Epidemie ungiinstig ist, d. h. dass es s; und s, mit 0 < s1 < sp < 1 gibt, sodass

aés;y<1 d.h. A(s) <0 fiiralles € ]sy;s2], (18.14)
algs;y>] d.h. A(s)>0 firallese]0;si[U]s2;1] (18.15)

gelten. Weiterhin nehmen wir an,
1

/ A(s)ds > 0. (18.16)
0

Als Beispiel nehmen wir a(s) = @&(1+kcos(2ms)) mit & > 0, |k| < 1 und

a(l—k)y o(l+k)y
Bé s
Die letzte Bedingung stellt sicher, dass es tatsdchlich eine ungiinstige Jahres-
zeit gibt. Konkret wihlen wir @ =3, k= 0,75, 3 =2, y=1 und § = 1. Diese
Werte sind nicht sehr realistisch, aber sie heben das Phianomen gut hervor.
Wir haben dann s; ~ 0,323 und s, ~ 0,677. Wir konnen numerisch iiber-
priifen, dass Bedingung (18.16) erfiillt ist. Nehmen wir auBlerdem 7 = 1.000,
n=3und sog = 0,25.

In Abbildung 18.3 ist die Losung des Systems (18.11)-(18.12) mit der
Anfangsbedingung x; (0) = x,(0) = 0 dargestellt. Aus numerischer Sicht ha-
ben wir die Software Scilab verwendet und das durch log(1 —x;(s)) und
log(1 —x2(s)) verifizierte System gelost, bevor wir zu den Anfangsvariablen
zuriickkehrten. Wir zeichnen auch die langsamen Kurven (18.13). Man be-
achte Folgendes:

<1l<

¢ In der Nihe von s = 0 sind die Kurven fast senkrecht (in der Abbildung
nicht sichtbar).

* Die Losungen xi (s) und x(s) werden periodisch.
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* x1(s) und x,(s) sind dann sehr nahe bei 1, nicht nur fiir Werte von s mit
A(so+n—s) <0, insbesondere fiir alle s € |so+ 1 —s2;50 + 1 — 1],
sondern auch fiir alle s € Jso+ 1 — 51550+ 1 —s*[mit 55 — 1 < s* <y,
wobei A(sg+n—s) > 0 ist (es gibt eine ,,Ente ).

1.8 1
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1.6 ,',“z; ,'-I 'l \
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1.4 " .\l [ ," N
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Abbildung 18.3: Gegen s aufgetragen: die Kurven xj(s) und x,(s) [durchgezogene
Linien], die langsamen Kurven x} (s) und x} (s) [gestrichelte Linien] und ein Stiick der

Funktion s — 1+ [ 1, A(so +n —u)du [gemischter Strich].

Abbildung 18.4 zeigt die Wahrscheinlichkeiten der Ausloschung nach n

Perioden, x1 (n) und x,(n), gegen sy aufgetragen. Wir haben auch die Kurven
eingezeichnet, die aus den Formeln (18.13) folgen:

1+

x’f(n):%(;f)) und  x5(n) =

<=

14
a

@

% 1+ )
Abbildung 18.4 legt nahe, dass x;(n) und x,(n) fiir T — +oo gegen Grenz-
werte konvergieren, die im Intervall sg € |s* ;s3] gleich 1 sind. AuBerdem sind
die Grenzwerte an der Stelle sy = s* diskontinuierlich. Das Problem ist, s* zu
bestimmen.

Man kann mit den Methoden der Nichtstandardanalysis zeigen (siehe [11]
fiir Details), dass die Losungen x(s) und x,(s) in Abbildung 18.3, die sehr
nahe bei 1 fiir

pi=so+1—s<s<so+1—s
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Abbildung 18.4: Gegen s aufgetragen: die Wahrscheinlichkeiten x; (n) und x;(n) der
Ausloschung nach n Perioden [durchgezogene Linien], die Formeln fiir x7(n) und
x5 (n) [gestrichelte Linie] und ein Stiick der Funktion so — 1+ /3> A(s) ds [gemischter
Strich].

liegen, abrupt von der Umgebung von 1 fiir
s=q:=s0+1—5">s50+1—s5]
abweichen, wobei
q
/ A(so+n—s)ds=0
Jp

gilt. Mit anderen Worten weichen diese Losungen in s = ¢ = so + 1 — s* von
der Umgebung von 1 ab, wobei

/ 2/\(s)ds:O

gilt. Es ist diese Gleichung, die s* auf einzigartige Weise bestimmt. In der Tat
setzen wir

52
h(s) = / A(u)du.
s
Dann gelten h(s;) < 0 wegen Bedingung (18.14), #'(s) = —A(s) < O fiir alle
s € |so — 1;51[ wegen Bedingung (18.15) und

h(sz—l):/S:ilA(s)dSZ/OIA(s)ds>0



Kapitel 18 301

wegen Bedingung (18.16). Es gibt also tatséchlich genau ein s* € |sp — 1;s1],
sodass h(s*) = 0 ist. In dem Beispiel finden wir numerisch s* ~ 0,079.

Anmerkung 18.3. Bedingung (18.16) hat keinen Zusammenhang mit ei-
nem moglichen superkritischen Charakter des Systems (18.10) [dominanter
Floquet-Multiplikator gréBer als 1]. Nehmen wir nimlich beispielsweise ¢ =
0,7 anstelle von ¢ = 1, so finden wir numerisch, dass der dominante Floquet-
Multiplikator p(®(T)) ~ 1,025 > 1 ist, wihrend jol A(s)ds = —0,016 <0
1st.

18.2.3 Verallgemeinerung

Wir kénnen diese Untersuchung wahrscheinlich auf Probleme mit mehr als
zwei schnellen Gleichungen und einer langsamen Gleichung verallgemei-
nern. Betrachten wir zum Beispiel das linearisierte System mit vier schnellen
Gleichungen aus § 9.4.2,

—(r+m) 0 0 y(t/T)

dl Y —-u 0 0 Ny
i 0 B —s 0 I=M(t/T)I,
0 0 o —a

wobeia >0, >0,7y>0,8 >0, >0und y(-) > 0 eine periodische Funk-
tion mit der Periode 1 sind. Dies ist auch ein Modell fiir die Ubertragung einer
Vektorkrankheit. Die ersten beiden Komponenten représentieren die infizier-
ten Vektoren in der Latenzperiode und in der infektiosen Periode, wéhrend
die letzten beiden Komponenten die infizierten Personen in der Latenzperiode
und in der infektiosen Periode reprisentieren. System (18.9) mit € = 1/T ist

s%ﬁv) = (v+ W[l —x1(s)] = Y[l —x2(s)],
8%@) = [l —xa(s)] — Bra(s)[1 —x3(s)],
£ L5 (0) = 5{1 —x3(6)) - 81 ~ (o)

8%6) = ol —x4(s)] = wlso +n—s)[1 —x1(s)]xa(s).

Die Vermutung ist, dass die Input-Output-Funktion immer noch durch die
Formel

/2 Als)ds =0 (18.17)
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gegeben ist, wobei A(s) der dominante reelle Eigenwert der Matrix M (s) ist,
wie wir an einem numerischen Beispiel (Abb. 18.5) tiberpriifen konnten. Die
Parameterwerte sind a =1, f =1, y=1,06 =1, u=1, y(s) =3 x (1 +
0,75cos(27s)), n =3 und T = 2.000. Die charakteristische Gleichung fiir die
Eigenwerte A der Matrix M (s) ist

A+r+u)A+u)A+8)(A+a)=Byrdy(s)
Daraus folgt A(s) < 0 genau dann, wenn

Brw(s)
oap(y+u)

ist, was numerisch fiir alle s; < s < s mit s; = 0,323 und s, ~ 0,677 ge-
schieht, wie im numerischen Beispiel in Abschnitt 18.2.2 (reine Zufilligkeit).
Mit Formel (18.17) finden wir hingegen s* ~ 0,047, was gut zu dem plotzli-
chen Sprung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung in Abbildung 18.5 zu
passen scheint.

2-
7’
S )
\
151 EOR
PPESEGAY
Trr7T NS
//I:l* \\\\
VAL
19— C ————
_____ -7 z1(n)
0 | 2(n)
LA |
054"~ w3(n)
| | | oa(n)
| | |
o ; s y
ol NN =

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 18.5: Gegen sg aufgetragen: die Wahrscheinlichkeiten der Ausloschung
nach n Perioden (x(n), x2(n) sowie x3(n) und x4(n), die nicht unterscheidbar sind)
[durchgezogene Linien], langsame Kurven [gestrichelt] und ein Stiick der Funktion
so = 1+ [3* A(s) ds [gemischt].
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18.2.4 Fazit

Ein wichtiger Punkt, an den wir uns erinnern sollten, ist, dass die Ergebnisse
Integrale eines Eigenwerts iiber Intervalle beinhalten. Insbesondere sagt der
Wert dieses Eigenwerts zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht direkt etwas
tiber das Verhalten des Systems aus. Aus der Floquetschen Theorie ist be-
kannt, dass ein periodisches System zu jedem Zeitpunkt nur negative Eigen-
werte haben kann und trotzdem instabil sein kann. Dies ist beispielsweise der
Fall bei einem periodischen System mit der Periode 1,

dl
—=M(t)I
=ML
mit
-1 1/2
M(t) =M, = 3 9 , n<t<n+1/2,n=0,1,2,...
und

M(t):M2:<1_/12 _32) n1/2<t<n+1,n=0,12,..

Die Eigenwerte %ﬁ dieser Matrizen sind beide negativ. Wir kdnnen aber
numerisch tiberpriifen, dass fiir den Spektralradius der Monodromie-Matrix
®(1) Folgendes gilt,

p(®(1)) =p (eMz/ZeMl/z) ~1.26> 1,

was bedeutet, dass die Nulllosung instabil ist.

Wiihrend der Coronavirus-Epidemie im Jahr 2020 gab es jedoch regel-
mifBig Meldungen iiber eine tigliche oder wochentliche ,,Reproduktivitit*,
die nur eine etwas andere Darstellung des momentanen Eigenwerts ist.
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Stochastisches S-1-S-Modell
in einer periodischen Umgebung

Im stochastischen S-I-S-Modell mit einer effektiven Kontakt-
rate a, einer Heilungsrate b < a und einer Bevilkerungsgrofie
N ist der Erwartungswert T der Zeit bis zur Ausloschung der
Epidemie derart, dass (logt)/N fiir N — +o0 gegen ¢ = b/a —
1 —log(b/a) konvergiert. Ist die effektive Kontaktrate a(t) eine
periodische Funktion, deren Mittelwert grofier als b ist, so kon-
vergiert (logt)/N gegen einen neuen Grenzwert, der mit einer
zeitperiodischen Hamilton-Jacobi-Gleichung verbunden ist. Ist
die Funktion a(t) sinusformig mit einer kleinen Amplitude, mit
einer grofien Frequenz oder mit einer sehr kleinen Frequenz,
so konnen wir auf analytische Weise Ndiherungsformeln fiir die-
sen Grenzwert erhalten. Wir veranschaulichen diese Ergebnisse
durch numerische Simulationen.

19.1 Modell

In Abschnitt 5.2 haben wir das stochastische S-I-S-Modell mit konstanten
Koeffizienten untersucht. Mit der WKB-Methode haben wir gesehen, wie die
Verbindung zu einem Hamiltonschen System entsteht und wie der Grenz-
wert fiir N — oo der durchschnittlichen Zeit bis zur Ausléschung mit einem
heteroklinen Orbit dieses Systems verbunden ist. Eine zeitlich periodische
Umgebung beeinflusst diesen heteroklinen Orbit. In diesem Kapitel berech-
nen wir insbesondere den Korrekturterm der durchschnittlichen Zeit bis zur
Ausldschung, der durch eine periodische Storung mit kleiner Amplitude, klei-
ner Frequenz oder hoher Frequenz verursacht wird.

Wir betrachten das epidemische S-I-S-Modell mit einer effektiven



Kapitel 19 305

Kontaktrate a(r), die eine T-periodische Funktion ist und deren Mittelwert
groBler als b ist (Abb. 19.1). Dieses Modell kann beispielsweise die Aus-
breitung einer bakteriellen Infektion, die keine Immunitit verleiht, in einer
Schule mit einer wochentlichen Periodizitdt aufgrund der Wochenenden oder
einer jdhrlichen Periodizitit aufgrund der Ferien und der Saisonalitét darstel-
len. Dies ist natiirlich nur ein erster Schritt auf dem Weg zu realistischeren
Modellen.

Abbildung 19.1: Eine Simulation des stochastischen Modells, wenn die Kontakt-
rate periodisch ist, und die Losung des damit verbundenen deterministischen Mo-
dells (19.4).

In Abschnitt 19.2 legen informelle Berechnungen nahe, dass die durch-
schnittliche Zeit bis zur Ausloschung 7, ausgehend von einer infizierten Per-
son zum Zeitpunkt 0, wie folgt ist:

logt . . .
2%, C= min S*(¢,07) — min min S*(z,x). (19.1)
N N+t 0<t<T 0<1<T 0<x<1

Die Funktion S*(¢,x) ist eine T-periodische Losung der Hamilton-Jacobi-

Gleichung
S as
—+H -— | = 19.2
e (1) =0 192)
fiir alle 0 < x < 1 mit der gemischten Randbedingung
as
S(,0)=0, —=—(t,1)=-co.

ox
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Die Hamilton-Funktion ist
H(t,x,p)=a(t)x(1—x)(e’ —1)+bx(e?’—1)
=x(l1—e"P)a(r) (1 —x)e? —b]. (19.3)

Ist
a(t) = ao[1 +ecos(Qx)]

mit Q =27/T, ap > b und |g| < 1, so setzen wir
co=b/ay—1—1log(b/ay).

Abschnitt 19.2 ergibt

Qe

Cra-— "y
ag sinh ( asz )

wenn € nahe bei O liegt,
Cr~cy— |8|(1 7b/a())
fiir alle Q < ap und

(a() — b)2 g2

C%CO— 1292

(1 +2b / ao)

im Grenzbereich der hohen Frequenzen Q > a¢. Wir konnen vermuten, dass
C immer kleiner als cg ist: Saisonale Schwingungen wiirden tendenziell die
Ausloschung von Infektionskrankheiten begiinstigen. Genauer gesagt fiihrt
eine periodische Umgebung zu einer exponentiellen Abnahme der durch-
schnittlichen Zeit bis zur Ausloschung. In Abschnitt 19.3 veranschaulichen
wir diese Ergebnisse mit numerischen Simulationen. In Abschnitt 19.4 fiigen
wir einige Anmerkungen hinzu.

19.2 Analytische Berechnungen

19.2.1 Partielle Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi

Mastergleichung und Satz von Floquet. Angenommen, a(t) ist eine steti-
ge T-periodische positive Funktion mit

1 (T
t)dt
920:7“[0;() >1.
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Dies ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losung der
,~Mittelfeldgleichung*

al
dr
gegen eine periodische und positive Funktion zu konvergieren (Abb. 19.1).

Andernfalls konvergiert die Losung gegen Null.
Sei P,(t) die Wahrscheinlichkeit, dass I(¢) = n ist. Die Mastergleichung

a(t)I(1—1I/N)—bI (19.4)

dpP,
dr

a()(n=1)[1=(n=1)/N] Py
—la(t)n(1=n/N)+bn]P,+b(n+1)Pyy1, (19.5)

gilt fiir alle 0 < n < N, wenn wir P_; = 0 und Py = 0 setzen. Natiirlich ist

iP,l(t) =1.
n=0

System (19.5) ist der Form
ar _
dt
wobei P(t) der Vektor (P,())o<n<ny und M(z) die (N + 1) x (N + 1)-Matrix

M(1)P,

0| b 0 0 - 0
0| —b—a(t)(1-—+) 2b 0 -~ 0
Mi)=| 0 a(t)(1-4) —2b—2a(t)(1—%) 3b 0
0 0 0 0 —bN

sind. Diese Matrix hat die Blockstruktur

wobei Q(r) eine N x N-Matrix ist. Seien X (¢) und Y (¢) die Losungsmatrizen
der Systeme

dx dy
E=M(t)X, X(0) = In+1, E:Q(I)Ya Y(0) = A,

wobei #y die N x N-Einheitsmatrix ist. Die Floquet-Multiplikatoren von
M(t), d.h. die Eigenwerte der Matrix X(T), bilden eine Menge, welche die
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Vereinigung von {up = 1} und der Menge der Floquet-Multiplikatoren der
Matrix Q(r) ist. Die Matrix Q(r) ist kooperativ: Die Koeffizienten aufierhalb
der Diagonale sind nichtnegativ. Diese Matrix ist auch irreduzibel, da die Ele-
mente direkt iiber und unter der Diagonale alle positiv sind. Wegen Proposi-
tion 2.8 sind alle Elemente der Matrix Y (¢) fiir alle # > 0 positiv. GemiB dem
Satz von Perron-Frobenius ist der Spektralradius y; der Matrix Y (7') ein po-
sitiver Eigenwert und die Dimension des zugehorigen Eigenraums ist gleich
1. Dariiber hinaus gilt (1, 1,...,1)Q(¢) = (=b, 0, 0, ...,0). Also gilt fiir alle
iund j zwischen 1 und N und alle ¢ > 0,

N de N N

d N
LY =) — ZZsz )i (1)

i=1 i=1 i=1k=

Z [Z 0ix(t) ] Y j(t) = —bY, (1) < 0.

Die Funktion, deren Ableitung wir berechnet haben, ist also streng monoton
fallend. Es gilt

wm =p¥ (1)) < |Y(T )lll—maXZ\Yz, \—maXZK,
<maxZYi7j )=1.
I

Also ist A; = (logp;)/T < 0. Der Vektor (1,0,0,...,0) ist ein stationirer
Zustand, gegen den P(¢) fiir t — +oo konvergiert. Das Ziel ist es, die Nihe
zwischen A; und O fiir N — +oo zu schétzen.

Sei v ein Eigenvektor der Matrix X (7T'), der zum Eigenwert ) = e
gehort. Wir konnen v so wihlen, dass v, > 0 fiir alle 1 < n < N gilt. Somit
gilt X (T)v = eMTv. Wir setzen 7(r) = e M'X (¢)v. Dann ist

dm

dt
AuBerdem ist 7(T) = e “TX(T)v = v = 1(0). Also ist die Funktion 7(r)
T-periodisch. Wir setzen 7(¢) = (7,())o<n<n- Dann gilt

— aft)(n—1)(1 — (= 1)/N) 4
—la(t)n(1 =n/N)+bn|m, +b(n+1)Tyy 1 . (19.6)

MT

(t)=—-Mm(t) +M(t)m(2).

Wenn wir diese Gleichungen summieren, erhalten wir

llznn + Znn = a
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also
N . N
Y m(r)=eM"Y m(0).
n=0 n=0

Die linke Seite ist aber eine T-periodische Funktion. Dies ist nur moglich,
wenn die rechte Seite identisch null ist. Daraus folgt

N N
Y m(t)=0 und m(r)=-Y m).
n=0 n=1
Aber Gleichung (19.6) mit n = O fiihrt zu
d
M) + 77;0 —bm (1)

Wenn wir iiber eine Periode integrieren und die Periodizitit von mo(z) ver-
wenden, erhalten wir

T T
A :bfo m (1) dt — b Jo m(t)dt (19.7)

foT o (t) dt ﬁ'lV:l foT T (t)dt .

WKB-Lésung und Hamilton-Jacobi-Gleichung. Wenn N grof ist, suchen

wir eine WKB-Losung der Form
T, (l‘) ~ efNS(t.,x)

fiir alle 1 <n < N mit x =n/N. Fir alle 0 < x < 1 ist S(¢,x) eine stetige
Funktion von ¢ und x, die T-periodisch in Bezug auf ¢ ist. Dann sind

dm, das —NS(1,x)
a = NG e ’

Tous1 (1) ~ e VSR & exp (—NS(t,x) - ?i(t,x)) ,

Tu—1(2) =~ exp (—NS(t,x) + gi(t,x)) .
Wir setzen a(f,x) = a(t)x(1 —x) und B(x) = bx. Aus Gleichung (19.6) folgt
lln,,—kd—jin =No(t,x—1/N)my_1 —N[o(t,x)+ B (x)]m+NB(x+1/N) Ty .

d

Wenn wir nur die dominanten Terme behalten, konnen wir ¢ (f,x — 1/N) ~
o(t,x) und B(x+ 1/N) =~ B(x) verwenden, um

dm,
M, + s ~Na(t,x)[m—1 — T, + NB(xX)[T1 — 7
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zu erhalten. Da wir erwarten, dass der Eigenwert A; exponentiell klein ist,
konnen wir ihn in der linken Seite vernachlédssigen. Durch Einschluss der
WKB-Form und Teilen durch Ne V() erhalten wir die Hamilton-Jacobi-
Gleichung

g +a(t)x(1—x) {exp (3;?) - 1} +bx [exp (—ii) — 1] =0 (19.8)

fiir alle 0 < x < 1. Diese hat die Form (19.2) mit einer zeitlich periodischen
Hamilton-Funktion H (¢, x, p), die durch Formel (19.3) gegeben ist.

Randbedingungen. Da H(t,0,p) = 0 ist, so gilt auch % (z,0) = 0. Also
ist S(¢,0) eine Konstante Sy, die unabhéngig von ¢ ist. Da Gleichung (19.8)
nur partielle Ableitungen von S(#,x) enthilt, sind ihre Losungen bis auf eine
additive Konstante definiert. Wir erinnern uns, dass der Eigenvektor v von
X (T) bis auf eine multiplikative Konstante definiert ist. Wir kénnen also Sp =
0 wihlen, woraus sich die Dirichlet-Bedingung

S(,0)=0 (19.9)

ergibt. Da m,(¢) = O fiir alle n > N gilt und da Formel (5.10) in einer konstan-
ten Umgebung zeigt, dass S(1) endlich withrend 93 (1) = +oo sind, nehmen
wir auBBerdem die ,,Zustandsbeschrinkung

S
Zo1,1) = e, (19.10)

Eigenschaften der Hamilton-Funktion. Die Hamilton-Funktion
pH(1,x,p)

ist konvex:
d*H

dp?
AuBerdem gilt H(¢,x, p) — oo fiir |p| — 4o0 und 0 < x < 1. Man beachte,
dass H(t,x,0) = 0 ist. Die Lagrange-Funktion ist

(t,x,p) =a(t)x(1—x)e? +bxe™? > 0.

L(t,x,v) = max{pv—H(t,x,p)}.
P

Ist 0 < x < 1, so gilt L(#,x,v) = p.v— H(t,x, ps), wobei p, die eindeutige
Losung der Gleichung

J0H
= — = — P __ —DPx
v p (t,x,px) = a(t)x(1 —x)e’* — bxe
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ist. Dies ist eine Polynomgleichung zweiten Grades in e”+. Daraus folgt
L(t,x,v) = p.v—a(t)x(1 —x) (e’ — 1) —bx (e 7" — 1)

v v2+4a(t)x(1 —x)bx

=vlog ( i JZaE?x((:)—S) )b > +a(t)x(1 —x)+bx
v V2 +4a(t)x(1 —x)bx B 2a(t)x(1 —x)bx

2 v4 V2 +da(t)x(1—x)bx

Ist x =1, so gelten

L(t,1,v) = 4o fiir alle v > 0,
L(t,1,0)=b
L(t,1,v) = —vlog(—v/b) +v+b fiir alle v < 0.

Ist x =0, so gelten L(¢,0,v) = +oo fiir alle v # 0 und L(¢,0,0) = 0. Fiir x nahe
0 beachte man jedoch, dass L(r,x,v) ~ —vlogx gilt. Also gilt fiir 1 > 0 klein
und fiir jede Funktion & € €1([6;1];[0;1]) mit £(8) =0

/69+”L(s,§<s)fj§) A A

was endlich ist.

Losungen der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Fiir eine gegebene Anfangs-
bedingung Sp(x) ist die Funktion

S(t,x) 1nf{/L ))ds+1g=0S0(£(0));0< 0 <1,

& c€'([0,1);[0;1]), @ =0 oder £(8) =0, &(r) :x}

eine Viskositdtslosung von (19.8) mit den gemischten Randbedingungen
(19.9)-(19.10) und es gilt S(0,x) = Sp(x) [12]. Dies ist die Wertfunktion
eines Ausgangszeitproblems in x = 0 mit der ,,Zustandsbeschrinkung® in
x = 1. Eine zeitlich periodische Losung S*(¢,x) von (19.8)-(19.9)-(19.10)
ist somit durch einen Fixpunkt des obigen Evolutionsoperators gegeben:
§*(0,x) = S*(T,x).

Man beachte jedoch, dass es keine Eindeutigkeit gibt. Betrachten wir
nidmlich den Spezialfall, dass a(t) = a¢ konstant ist. In diesem Fall gibt es
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zwei Arten von stationdren Viskosititslosungen S*(x). Auf der einen Seite
gibt es Losungen der Form

xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1 —x)+y

mit einer Konstante ¥ < 0, die sich nur durch die Konstante y unterscheiden,
wobei die Losung mit ¥ = 0 die einzige ist, welche die Randbedingung in
x = 0 im klassischen Sinne erfiillt. Andererseits gibt es die Losungen der
Form

min{0, xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(l —x)+ v}

mit einer Konstante 7, sodass 0 < y < ¢q gilt. Die letztgenannten Losungen
sind identisch null in der Nihe von x = 0 und liefern daher nicht den richtigen
Wert fiir C.

Fiir die zeitperiodische Gleichung (19.8) mit gemischten Randbedingun-
gen (19.9)-(19.10) konnen wir vermuten, dass sie Viskositétslosungen S*(z,x)
hat, die T-periodisch in Bezug auf ¢ sind, die nicht identisch null in der N#he
von x = 0 sind und die sich nur um eine Konstante unterscheiden (und damit
den gleichen C ergeben). Eine solche Losung wihlen wir als WKB-Ldsung.
Wie Abbildung 19.4 unten andeutet, ist die Randbedingung in x = 0 im Sinne
der Viskositit zu verstehen, da die Funktion $*(z,x) in x = 0 moglicherweise
nicht stetig ist.

Verhalten des Eigenwerts A;, wenn N grof} ist. Kehren wir zu For-
mel (19.7) zuriick. Wir haben

B T N T
k’zg(]\]’ll):k’l‘:”,bJr;,log(/o n1(t)dt)—1illog<’;/o ﬂn(f)df>-

Es gilt

71 (1)~ e NS 1/N) g =N (10)

wenn N grof} ist. Also gilt

1 T
—log </ ﬂl(t)dt> — — min S*(¢,0")
0

N N—4oo  0<t<T

wegen der Laplace-Formel fiir das asymptotische Verhalten von Integralen
[63]. Da
ﬂn(f) ~ efNS*(t,n/N)
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ist, haben wir auch

N T
—log (E‘l/ >Nf+mo§§2‘r 021;215 (t,%)
und
1 _
o2-h) |
N N—r+oo

mit der Konstante C, die durch Formel (19.1) gegeben ist.

Durchschnittliche Zeit bis zur Ausloschung. Die durchschnittliche Zeit
bis zur Ausléschung 7,(¢), ausgehend von n infizierten Personen zum Zeit-
punkt #, ist eine T-periodische Losung des Systems

dr,

—1=
dt

+bnt,_1—la(t)n(1—n/N)+bn]t,+a(t)n(l —n/N) T4

(19.11)
fiir alle 1 < n < N, mit 7p(¢) = 0. Wir kénnen dieses System mit der Trans-
ponierte 'Q(¢) der Matrix Q(t) umschreiben. Seien 7(t) = (7,(t))1<n<n>
(1) = (7,(t))1<n<y und 1= (1,1,...,1). Dann sind

dm dt

ME+SE =007, —1=1+00)%.

Sei (-,-) das iibliche Skalarprodukt von reellen Vektoren. Dann gilt

~ ~

d . d _d PN S
SR = (CLA (S0 = (0R, )~ M (R D) — (&) - (7,'0().

Die Terme mit Q(¢) und 'Q(¢) gleichen sich aus. Wenn wir iiber eine Periode
integrieren und die Periodizitit der Funktionen 7(¢) und 7(¢) nutzen, erhalten

wir
T ~
__W@®Y
) (7,7) dt
Dies legt nahe, dass die durchschnittliche Zeit bis zur Ausloschung 7, wenn

wir beispielsweise von einer infizierten Person zum Zeitpunkt O ausgehen, in
der gleichen GroBenordnung liegt wie —1/A;:

|
og(r)
N N+
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19.2.2 Heterokliner Orbit

Wir konnen die Hamilton-Jacobi-Gleichung (19.2) zumindest lokal 16sen,
indem wir gleichzeitig das Hamiltonsche System

dx JH
T (19.12)
dp  JH
und die Gleichung
dz JH
= P0G (0300, p(0) ~ H(t.3(0),p(1)
mit den Anfangsbedingungen
S
X(O) = X0, p(O) - a(oax())a Z(O) - S(Oax0)7
losen. Dann ist z(z) = S(z,x(¢)). Im vorliegenden Fall sind
(Z)I(t,x,p)za(t)x(l—x)e”—bxe”, (19.14)
O (tx.p) =) (1 ~29) (¢ 1) 4 b~ 1).
x

Suchen wir zunichst eine nicht-triviale 7-periodische Losung mit x = 0

und J oH
p .
— =———(1,0,p) = —(a(t) —be P) (e’ —1).
S 00,p) = —(alt) ~be ) ("~ 1)
Wenn wir p = log(1 + ¢) setzen, erhalten wir eine Bernoulli-Differential-
gleichung, die wir leicht 16sen konnen. Dies ergibt die T -periodische Losung

efbH»f(; a(s)ds

er (0) —1

+/Ola(s) exp (—b(t_s)+/s’a(u)du> dS] 1>’

p(t) =log (1 +

mit
1 —exp (—bT + ij a(s) ds)

/OTa(s) exp (—b(T —5)+ [a(u)du> ds

p*(0)=1log |1+
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Die periodische Losung (0, p*(¢)) ist instabil. Wenn wir ndmlich x(7) = %(¢)
und p(t) = p*(¢t) + p(t) setzen und die Gleichungen linearisieren, erhalten

WIr

d(x\_ a(t)er" ) —pe=r"®) 0
di\ p )\ 2a()(e®-1) —a(t)er" ) 4-pe=r")

Die Floquet-Multiplikatoren sind

ST

T * X
f:exp/ [a(r)e? V) — be P )dr
0

und 1/ f, woraus sich die Instabilitiit ergibt.
Zweitens suchen wir eine nicht-triviale 7T-periodische Losung mit p =0

und
dr_oH

dt~ dp
Dies ist die Mittelfeldgleichung des S-I-S-Modells. Die einzige nicht-null 7'-
periodische Losung ist

x*(t) = [X*EO) exp (bt—/ora(s) ds)
4 /0 'a(u) exp (b(t - / "als) ds) du‘| h

1 —exp (bT - fOT a(s) ds)

/OT a(u) exp (b(T —u)— /: als) ds) du

Die periodische Losung (x*(¢),0) ist ebenfalls instabil. Wenn wir ndmlich
x(t) =x*(t) +%(t) und p(¢t) = p(¢) setzen und die Gleichungen linearisieren,
erhalten wir

jt( ; >< a(t)[l—z()x*(;)]—b a(t)f;((?)[[ll:Z?Qlﬁf?” > ( 3 )

(¢,x,0) = a(t)x(1 —x) — bx.

mit

x*(0) = (19.15)

p

Die Floquet-Multiplikatoren sind wiederum zueinander invertiert, was zur In-
stabilitit fiihrt.

Aus Abschnitt 5.2 sei daran erinnert, dass es in einer konstanten Umge-
bung einen heteroklinen Orbit in der (x,p)-Ebene gibt, der die stationiren
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Punkte (x*,0) = (1 —b/a,0) und (0, p*) = (0,log(b/a)) fiir a > b verbindet.
Wir kénnen die Existenz eines heteroklinen Orbits (x(¢), p(¢)) erwarten, der
die periodischen Losungen (x*(¢),0) und (0, p*(¢)) zumindest fiir eine kleine
Amplitude der periodischen Stérung verbindet. Wir konnen diesen speziellen
Orbit numerisch durch eine SchieBmethode erhalten. Dann gilt

C:/:o [ﬂf)?;(nf(t),ﬁ(t))—H(z,f(z),ﬁ(t)) dt. (19.16)

Storungsmethode. Wenn die Funktion a(r) eine Konstante ag ist, setzen

WwIr
(Xo(t), po(t))

fiir den heteroklinen Orbit, der die stationdren Punkte
(X*70) = (1 - b/a070) und (0,[7*) = (O,IOg(b/(lo))

verbindet. Fiir diesen Orbit gilt ag (1 — x)e” — b = 0, wie wir aus dem Aus-
druck (19.3) der Hamilton-Funktion ersehen konnen. Benutzen wir diese
Gleichung, um p in Abhéngigkeit von x auszudriicken, und setzen wir das
Ergebnis in Gleichung (19.12) ein, so erhalten wir

dx

i bx—apx(1—x).

Die Losung ist

-1

1 a
— | elao—b)t—10) ;. 90 (4 (ag—b)(t—1o)
t) x(l‘o)e +(l0—b ( ¢ ):|

Wihlen wir zum Beispiel x(#p) = (1 —b/ag) /2, so erhalten wir

1—b/ag 1 + elao—b)(t=r0)

XO(I):W und po(t):10g1+e<“0*")<t”0)ao/b'

Nehmen wir an,
a(t) = ao[l+€¢(1)]
mit ag > b, € klein und ¢(¢) eine T-periodische Funktion mit
T
/ o(t)dt =0.
0
Die Hamilton-Funktion kann in der Form

H(t,x,p) = Ho(x,p) + €H;(t,x,p)
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geschrieben werden, wobei Hy(x, p) identisch mit dem Ausdruck (19.3) ist,
auBer dass a(r) durch g ersetzt wird, und wobei

H,(t,x,p) = ao (1) x(1 —x) (e” — 1)

gilt. Aus
X(t) =Xo(t) +exi(t)+---, plt)=polt)+epi(t)+
folgt
. O0H . PN
p(t)ﬁ(trx(t)vp(t))_H(tvx(t)7p(t))
- =N dxp dxl .
[Po+€p1+ ]{d e+ ] 0(X0, Po)
0H, JH,
— 81750 (650, po) — 51 5 2 (150, o) — €1 (1,50, o) + -
dxy dxp 8H0 dx,
= ——H £ t Epo—
Pod 0(Xo0, Po) + pl[dt 8p( ,X0,P0) | + pod
dpoA oHy, . . dpo ~ o~
e——x1—€&x1 | —(¢ — | —eH (¢
te X1 { e (t,%0,po) + 7 1(t,%0, Po) +
dxg d
—1707 —Ho(xo,P0)+8d*(P0X1)—8H1 (t,%0,po) + -
Setzen wir
co = b/ao -1 —log(b/ao).
Dann ist

[ [0S a0 50 - 0,50 a

+o0
A~ ocop—€ H(t,x0(t),po(2))dr.

Bezeichnen wir mit I'(#) die rechte Seite. Wir haben

C ~minI()
fo
fiir € nahe 0. Hier ist (1 —Xp)e”® = b/ay. Es gilt also

+oo
T(to) = co— € ao [ )Fo(r) [bfao— 1+ Fo(r)) e

~a+e1=b/a) [ 9lo+u/(an =) -



318

Somit ist I'(#) eine T-periodische Funktion von # mit

T
/ F(l‘o)dl‘o =0.
0

Betrachten wir die Fourierreihe der Funktion ¢(z),
oo )
o)=Y @,
k=—o0

mit Q =2x/T, ¢y = 0, da der Mittelwert von ¢(z) gleich null ist, und ¢_; =
¢; (die konjugierte komplexe Zahl). Dann ist

pay ki [T Mow et
F(to):C()—FS(l—b/ao)k;m(pke /_m e )mdu
+o0 ) knQ
=cot+e(l—b/ag) Y, i 0
k=—o0 sinh (%)
0
(sieche Anhang 19.5). Insbesondere fiir
(1) = cos(Qr)
gelten @4 = 1/2 und ¢ = 0 sonst. Also ist
Q Qi
T(tg) = co + £ = 2605(0) (19.17)
ap sinh (az?b)
Wir erinnern uns, dass das gestorte System die Form
d JdH, JH d JH, JH,
t_ 20 Looap_ 9 o (19.18)

" op o arT ax Fox

hat, und dass X (¢) und py(¢) nur von ¢ — fy abhingen. Daher ist die Melnikow-
Funktion [25, §4.7.3]

_ t=[ 0H, dHy JH, dHy N N
= [ GG Gy e

B tel 9H,dxy JH;dpy = -~

_[oo __WW—WW (t;XO(t)7p0(t)) dt
(o oman
o —o | ox dty 917 dty

:|([756\0(t)7]/7\0(t)) dt = —1 d£

Sdto.
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Unter Verwendung von (19.17) erhalten wir
T Q sin(Q1p)
ap sinh (azfzb)

Also geht die Funktion .# (ty) durch O fiir t) = k7 /Q (k ganzzahlig). Folglich
existiert der heterokline Orbit mindestens fiir € klein.

Das Minimum von I'(fy) in (19.17) ergibt sich fiir o = T /2, wenn € > 0
ist, und fiir 7o = 0, wenn € < 0 ist. In beiden Fillen erhalten wir

M (to) =

TQle|
ag sinh (a’;flb)

fiir € nahe 0. Wenn die Kreisfrequenz Q klein ist (und die Periode T' groB ist),
sodass Q < ag gilt, dann zeigt (19.19)

Crco— (19.19)

C~co—le|(1—b/ay), (19.20)

unabhingig von Q. Diese Formel ist die gleiche, die wir erhalten, wenn wir
a=ap(1 —|g|) in Formel (5.12) einsetzen:

b b b b
———1l-log——=——1—-log— — |¢g|(1 —=b/ag) +o(e
ao(—Te) B —fe) —a | 8g I bl role)
fiir € nahe 0. Da sinh(x) > x fiir alle x > 0 gilt, konnen wir feststellen, dass
der Niéherungswert fiir C, der sich aus Formel (19.20) ergibt, immer kleiner
ist als der Wert, der sich aus Formel (19.19) ergibt.

Hochfrequenz-Grenzwert. Nehmen wir nun an, > ag immer noch mit
©(t) = cos(). System (19.18) ist der Form

dx _ JH, »

i W(x,p) +apecos(Qr)x(1 —x)e

dp _ aH() P
e —W(x,p) —apecos(Qr)(1—2x)(e? —1).

Nach der Methode von Kapiza [47, § 30] setzen wir

xX(t) =X(1)+6(t), pt)=P)+n(),
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wobei X und P langsame Variablen sind, wihrend & und 717 kleine, aber
schnelle Oszillationen sind. Die schnell schwingenden Terme miissen sich
ausgleichen:

d d
d—f ~ apecos(Q)X (1 —X)e’, d—? ~ —apecos(Qr)(1 —2X) (e —1).

Wenn wir X und P wihrend der kurzen Periode T = 27/Q als konstant be-
trachten, erhalten wir
€ €
Et) ~ % sin(QN)X(1—X)ef, n(r) ~ _‘% sin(Qr)(1—2X)(ef —1).

Dies legt die Transformation nahe

)
X=X+ ‘% sin(Q)X (1 —X)e”
2a2
€ )
p=P—“ sin(@1)(1 - 2X)(e" 1) + L @1, X, P),

wobei wir die Funktion ®(¢, X, P) so wihlen, dass die Transformation nahezu
kanonisch [47, § 45] ist, d. h. sodass die Poisson-Klammer die Bedingung

dx dp dx dp 5 0
== =1 Q 19.21
{X,p X OP P 0X +0(Clo/ ) ( )
erfiillt. Da
{x.p}
2,2
_[14 %8 _ox)ef] [1- %8 _ox)ef 4 WE 9P
= [1+ Q sin(Qr)(1 —2X)e ] {1 o sin(Qr)(1 —2X)e" + o2 9P
2.2
_[40g _x)e?] |29 P_qy g %E 9P
[Q sin(Q)X (1 —X)e } [2 o sin(Q)(e” — 1)+ 7 3%
ist, lautet Bedingung (19.21):
2.2 242
o %E o oyy2a2p %€ 0P
{x,p}=1 o7 Sin (Qr)(1—-2X)"e™" + o7 Ip

202
_2%32 sin®(Q1)X (1 —X)e’ (e” — 1) + 0(af/Q?) = 1+ o(aj/ Q).

Also ist

% = sin®(Qr) [(1—2X)%* +2X (1 - X)e" (e — 1)].
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Um ®(z,X,0) = 0 zu erhalten, miissen wir
®(1,X,P) =sin?(Qr) [(1 —2X)*(e*” —1)/2+ X (1 - X)(e” — 1)?]

wiihlen. Die erzeugende Funktion zweiter Art F,(t,x, P) dieser Transforma-
tion [71, Kapitel 7], mit

212

a—P:X—Fo(a(z)/Qz) und @:p-i-o(a%/QzL

ox

ist durch

Fa(t,x,P) = xP — % sin(Q)x(1 —x)(e” — 1)

2a2

+ % sin? (Q1)x(1 —x)(1—2x)(e® — 1)

gegeben. Sei H(t,x,y) = h(t,X, P). Die neue Hamilton-Funktion ist

o5
h(Z,X,P)+ ?

Im Durchschnitt dieser Hamilton-Funktion iiber eine Periode T = 27/Q

ist der zweite Term gleich null: fOT %dt = 0. Es bleibt nur die effektive
Hamilton-Funktion iibrig:

_ 1 /T
H(X,P):?/O h(1,X,P)dt.

Eine mithsame Berechnung, welche die Formel % fOT sin?(Qt)dt = 1/2 be-
nutzt, fithrt zu

202

_ £
HX,P)~X(1-¢e") [ao(l —X)ef —b+ ‘;Om{—aox(l —X)%*r+

+b(1-X)(1-2X)e" —bX(1-X)(e" —1) —b(1 —2x)2}

Wir erhalten den gestorten heteroklinen Orbit, indem wir schreiben, dass der

Term in den eckigen Klammern gleich null ist. Dieser Orbit verbindet (X;,0)

mit (0,PF):

ap (a() — b)82
202 ’

b(ao — b) 82

X~ (1—b/ag) {1— T

] . P ~log(b/ao) +
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Die Wirkung entlang dieses heteroklinen Orbits ist

0
C= PdX.
Xg

Eine weitere mithsame Berechnung fiihrt schlieB3lich zu

(a() —b)282

RO T hg

(1+2b/ay). (19.22)

Da die Funktion u + (1 —u)?(1 4 2u) im Intervall 0 < u < 1 kleiner als 1
202
bleibt, ist der Korrekturterm fiir C immer kleiner als fg 32 , was sehr klein
ist, da Q > ap per Annahme ist. Wie zu erwarten, hingt eine Population,
die einer hochfrequenten Storung ausgesetzt ist, wenig von der Amplitude €

dieser Storung ab.

19.3 Numerische Berechnungen

Floquet-Multiplikatoren. Wir konnen den Eigenwert A; direkt abschiit-
zen, indem wir die Floquet-Multiplikatoren der Mastergleichung (19.5) mit
einer Software wie Scilab berechnen, die gewohnliche Differentialgleichun-
gen numerisch 16st und die Eigenwerte von Matrizen berechnet. Tatsdchlich
isteM” der Eigenwert mit dem zweitgroBten Realteil, der erste ist 1. Wir kon-
nen dann —log(—A;) gegen N aufzeichnen. Die Steigung dieser Kurve gibt
einen Naherungswert fiir die Konstante C an.

Der heterokline Orbit. Eine SchieBmethode liefert den Orbit, der (x*(¢),0)
mit (0, p*(¢)) verbindet, indem wir die Anfangsbedingung x*(0), die durch
Formel (19.15) gegeben ist, und einen sehr kleinen negativen Wert fiir p(0)
annehmen. Wir variieren diesen Wert bis wir eine Losung (x(¢), p(¢)) erhal-
ten, die dazu neigt, periodisch zu werden, d. h. mit x(¢), das sich O nihert, und
p(kT), das sich p*(0) fiir k groB nihert (aber k soll nicht zu groB sein, um
numerische Instabilitit zu vermeiden). Wir konnen dann das Integral (19.16)
verwenden, um die Konstante C numerisch zu berechnen.

Die Methode mit der partiellen Differentialgleichung. Wir kénnen auch
eine periodische Losung S*(¢,x) der Hamilton-Jacobi-Gleichung (19.2) be-
rechnen, indem wir die numerischen Methoden der Theorie der Viskositits-
16sungen verwenden. Seien Ar der Zeitschritt und Ax die Maschenweite. Sei
7' eine Approximation von S(mAt, jAx), wobei j und m ganze Zahlen sind,
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mitm > 0,0 < j <JundJ = 1/Ax. Wir konnen das Godunow-idhnliche Sche-
ma verwenden

+1
§;T =S ( S = ST Sjm+1_571) —0

J . J
| mAt, jAx
A O\ mALJAY, TR T

mit der numerischen Hamilton-Funktion 5 (¢,x,p~, p™)

~ o[ min{H(t,x,p); p- <p<pt} fir p-<pt,
Axpp )_{ max{H(t,x,p); p* <p<p } fir p*<p”.

Da H(t,x, p) in Bezug auf p konvex ist, ist der zweite Ausdruck, der ein Ma-
ximum einbezieht, gleich max{H (¢, x, p*),H(t,x, p~)}. Beziiglich des ersten
Ausdrucks, der ein Minimum beinhaltet, beachte man mit Gleichung (19.14),
dass H(t,x, p) ein Minimum in Bezug auf p hat, wenn %—IZ = 0 ein Minimum
hat, d. h. fiir
p= pﬁ - llog #
2 Calt)(1-x)

Also ist

H(t,x,p") firalle p~ < p*t < pf,
min{H(t,x,p); p~ <p<p'}=1{ H(tx,p”) firalle p<p” <p*,
H(t,x,p*) firalle p- <pf<p'.

Fiir die Randbedingungen setzen wir Si' = 0 und (S} —S7_,)/Ax = K mit
einem groflen Wert fiir K. Der Zeitschritt A muss im Vergleich zu Ax recht
klein sein. Als Anfangsbedingung nehmen wir

5(0,x) = xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1 —x),

d.h. die glatte stationire Losung, wenn die Funktion a(¢) durch ihren zeit-
lichen Mittelwert ersetzt wird. Sobald die Losung des nicht-stationiren Pro-
blems einen periodischen Zustand erreicht hat, konnen wir

C = mins*(1,0) — min§" (z,x)

X

schitzen.

Beispiel. Nehmen wir an,

a(t) =ap(1+ecos(2nt /T))
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mit 7 = 1 Woche. Betrachten wir zunéchst den Fall mit ay = 20 pro Woche
und b = 5 pro Woche. Die durchschnittliche Infektionsdauer betrigt 1/b =
1,4 Tage. So sind o =aog/b=4 > 1und co = b/ag—1—1log(b/ap) ~ 0,636.
Abbildung 19.2 zeigt —log(—A;) in Abhingigkeit von N fiir € = 0,2, 0,5 oder
0,8 und N = 10, 20, ..., 60, berechnet unter Verwendung der Floquet-Multi-
plikatoren. Die Linien entsprechen einer linearen Regression der letzten 3
Punkte N = 40, 50, 60. Die Steigungen dieser Linien, die Schitzungen von C
ergeben, sind 0,524, 0,364 bzw. 0,225 fiir € = 0,2, 0,5 und 0,8.

607 —10g(- 1)
50+

401
30-
201

10+

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 19.2: Berechnung der Floquet-Multiplikatoren der Mastergleichung:
—log(—A;) in Abhingigkeit von N fiir € = 0,2, 0,5 oder 0,8 und N = 10, 20, ...,
60. Die Zahl C ist die Steigung dieser Linien. Parameterwerte: T = 1, ag = 20, b =5.

In diesem Beispiel sind die Parameter ag und Q = 27/T in der gleichen
GroBenordnung. Es handelt sich um einen Fall von Zwischenfrequenz. Wir
wiirden daher erwarten, dass Formel (19.19) eine gute Nidherung fiir C liefert,
wenn € klein ist. Abbildung 19.3 zeigt die folgenden Kurven in Abhéngigkeit
von € fir0<e<1:

¢ die Berechnung von C mit dem heteroklinen Orbit und die Berechnung
von C mit der Hamilton-Jacobi-Gleichung unter Verwendung von Ax =
0,002 und Ar = 0,0002 (wir konnen diese ersten beiden Kurven kaum
unterscheiden);

e die Werte von C aus Abbildung 19.2 (man beachte, wie sie auf die
beiden vorherigen Kurven fallen);

e die angendherte Formel (19.19);
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* die Approximation (19.20) fiir kleine Frequenzen.

Wir sehen, dass Formel (19.19) auch dann nahe an C bleibt, wenn € nur méfig
klein ist.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Abbildung 19.3: Zwischenfrequenz: die Zahl C unter Verwendung des heteroklinen
Orbits [durchgezogene Linie] oder der Hamilton-Jacobi-Gleichung [gestrichelte Linie
mit langen Strichen] (die beiden Linien sind kaum zu unterscheiden), der Floquet-
Multiplikatoren wie in Abbildung 19.2 [Punkte], der Ndherungsformel (19.19) [gestri-
chelte Gerade mit kurzen Strichen] und der Niederfrequenzformel (19.20) [gemischte
Gerade] in Abhingigkeit von €. Die Parameterwerte sind die gleichen wie in Abbil-
dung 19.2.

Abbildung 19.4 zeigt eine zeitlich periodische Losung S*(¢,x) der
Hamilton-Jacobi-Gleichung, aufgetragen gegen x fiir verschiedene Werte
von ¢ mit € = 0,5. Man beachte die Diskontinuitit der Losung fiir x = 0.
Ein Zoom in die Nihe von x = 0 wiirde zeigen, dass S*(¢,0™) zeitlich peri-
odisch ist, sodass die Randbedingung S*(¢,0) = O nur in einem schwachen
Sinn erfiillt ist.

Abbildung 19.5 zeigt ein Beispiel mit hoher Frequenz: ap = 2 pro Woche
und b = 1 pro Woche. So sind Zy =2 und ¢y ~ 0,1931. In diesem Fall ist Q ~
6,28 pro Woche etwas grofer als ag. Wir tragen die Zahl C unter Verwendung
des heteroklinen Orbits und der Hochfrequenzformel (19.22) gegen € fiir 0 <
€ < 1 auf. Die Ubereinstimmung ist iiber den gesamten Wertebereich von &
gut. SchlieBlich zeigt Abbildung 19.6 den Orbit, der (x*(7),0) mit (0, p*(¢))
fiir die gleichen Parameterwerte und € = 0,1 verbindet.
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18%(t, z)
-0.4

Abbildung 19.4: Eine zeitlich periodische Losung S*(7,x) der Hamilton-Jacobi-
Gleichung in Abhingigkeit von x fiir # = 0 [durchgezogene Linie], t = T'/4 [gestri-
chelte Linie mit langen Strichen], r = T /2 [gestrichelte Linie mit kurzen Strichen]
und ¢ = 3T /4 [gemischte Linie], mit denselben Parameterwerte wie in Abbildung

19.2und € = 0,5.

0.1935 1
0.193 4
0.1925 -
0.192 4
0.1915 1
0.191+
0.1905 +

0.19
0.1895 +
0.189 4
0.18850

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 19.5: Hochfrequenzregime: C wird mit Hilfe des heteroklinen Orbits
[durchgezogene Linie] und der Hochfrequenzformel (19.22) [gestrichelte Linie] in
Abhingigkeit von €. Parameterwerte: 7 =1, a9 =2, b = 1.
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Abbildung 19.6: Die Komponenten ¢ — x(¢) und ¢ — p(¢) des heteroklinen Orbits
(x(2),p(¢)), welche die beiden periodischen Losungen (0, p*(¢)) und (x*(¢),0) mit-
einander verbindet. Parameterwerte wie in Abbildung 19.5 und € = 0,1.

19.4 Anmerkungen

* Wir kdnnen mit der verfeinerten WKB-Losung

ﬂn(l) ~ eiNSO(lJl/N)*S] (¢,n/N)
genauere Schitzungen erhalten. Durch Einsetzen von

dSo 1 928,

Tnt1(2) zexp(—NSO(t,n/N)—ax(t,n/N)—zNgxz(t,n/N)

—S1(t,n/N)— ;]%il(t,n/N)>

und von einem &hnlichen Ausdruck fiir 7, (¢) in Gleichung (19.6)
und durch Abtrennung der Terme hoheren Grades, erhalten wir die
Hamilton-Jacobi-Gleichung (19.8) fiir So(¢,x) und die Transport-
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gleichung
S EXY ENN A
5 Ly [ (H)x(1 —x)e 7 —bxeaxo} —xl
95 x(1—x) 928y _¥% x 328
= 3* 1—2x —_ ox | —1 _——
a(t)eax [ t—5 32 +be T3 92

fiir S} (z,x). Die Funktionen Sy(¢,x) und S (¢,x) miissen numerisch be-
rechnet werden.

Die erzeugende Funktion ist

glt,x) = Z P, (1) x"

mit 0 < x < 1. Danniist g(#, 1) = 1 fiir alle ¢. Eine einfache Berechnung
ausgehend von System (19.5) zeigt:

a\t)x 2
‘;f (1— )<b+ (I\t]) —a(t)x >‘;§+() (p@%

fiir alle 0 < x < 1. Im quasistationdren Zustand erwarten wir g(¢,x) ~
14+ eM"y(t,x) mit y(z,x) periodisch in Bezug auf 7, w(z,1) = 0 und

a(t)x 2
Ml//JraW—(lx)(bJr (]i,) a([)>z9l//+() (lfx)a—w.

ot ox ox?

Somit ist A; auch der grofite von Null verschiedene Eigenwert dieses
parabolischen Problems. Vielleicht konnten wir die asymptotischen Er-
gebnisse beziiglich A fiir N groB auf diese Weise strenger beweisen.

Wenn wir B,(t) = £(t,x) oder x = n/N setzen und eine Taylor-
Niherung zweiter Ordnung der Mastergleichung (19.5) durchfiihrt,
erhalten wir die Fokker-Planck-Gleichung oder Diffusionsgleichung

0P J
— =3 [(a(t)x(1 —x) —bx) 7]
2
+ ﬁﬁ [(a(t)x(1 —x)+bx) 2] .

Ebenso, wenn wir fiir die durchschnittliche Zeit bis zur Ausldoschung
T2 (t) = 7(¢,x) mit x = n/N setzen, fiihrt System (19.11) zum adjun-
gierten Problem

_or 817 1 8217
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Allerdings liefern diese Gleichungen selbst bei zeitunabhingigen Ko-
effizienten nicht den korrekten Wert fiir C. Der Wert tendiert nur dann
zur Korrektheit, wenn die Reproduktivitidt %, nahe bei 1 liegt.

* Da die durchschnittliche Zeit bis zur Ausloschung 7 ~ e“V ist, kon-
nen wir stark vereinfacht sagen, dass diese Zeit klein fir N < 1/C
und groB fiir N > 1/C ist. Die Zahl 1/C erinnert somit an den Begriff
der kritischen Grofle einer Gemeinschaft, ,,die Schwellenpopulation,
unterhalb derer ein Krankheitserreger nicht lokal iiber die Zeit hin-
weg bestehen kann, ohne einen externen Zufluss von infizierten Fallen®
[37]. Es ist jedoch anzumerken, dass es im S-I-S-Modell nicht wirklich
einen Schwellenwert, d. h. eine Verzweigung, gibt, wenn sich die Gro-
Be N der Population dndert. Dies ist ein ziemlich anderes Phidnomen als
das, welches den subkritischen Fall (ag < b) vom superkritischen Fall
(aop > b) unterscheidet, wo es einen echten Schwellenwert gibt.

19.5 Anhang

Beweisen wir die Formel

too u
ilu € A
= . 1 .2
e (o2 = Sinh(xA) (19.23)

Zuniichst ist e*/(1+¢*)? = 1/(4 cosh?(u/2)) eine gerade Funktion. Dies in
Kombination mit einer partiellen Integration zeigt:

te ilu e e e
/700 € md“ZZ/O COS(lu)mdu
_, —cos(Au) +°°2/+°°lsin(lu) g
I+e* | 0 1 +et

+oo —u A
—1—21/ e sin(Au)
I+e

Durch Reihenentwicklung von 1/(1+e™*) erhalten wir
i e 1
/ ¢ M(1+ 7 du_l—z/lz (—1)" / e~ (D sin(Au) du
J e 0

( 1)n+1
=1+222 Z T 1)
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Wir konnen die Summe dieser Reihe berechnen, indem wir z = iTA in die
Eulersche Formel [86]

- =

sinz  z + L1 2 —n2r?
einsetzen. Diese Formel gilt fiir jede komplexe Zahl z mit z # nx (n ganz-
zahlig). Da sin(iwA) = i sinh(7A) ist, erhalten wir

A
sinh(mA)

(="
A% +n?

~+oo
:1+27LZ;

und das Ergebnis folgt.
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Dieses Buch bietet eine Einfiihrung in die mathematische
Modellierung von Epidemien. Die Urspriinge dieses The-
mas reichen bis ins 18. Jahrhundert zuriick, aber erst die
Coronavirus-Pandemie hat es wieder ins Blickfeld geriickt.

Der erste Teil befasst sich mit den klassischen S-I-R- und
S-E-I-R-Modellen und insbesondere mit der Bestimmung des
endgiiltigen AusmalBles und des Hohepunkts einer Epidemie.
Die Reproduktivitit % ist ein kritischer Parameter. Eine Epi-
demie tritt nur auf, wenn dieser Parameter groB3er als 1 ist. Eine
Epidemie verschwindet, wenn der Anteil der immunen Bevol-
kerung iiber einem Schwellenwert liegt, der sich anhand dieses
Parameters leicht berechnen ldsst. Die beiden anderen Teile des
Buches befassen sich mit dem Einfluss der Jahreszeiten auf die
Ausbreitung von Epidemien und die Persistenz endemischer
Krankheiten, zum einen aus deterministischer und zum anderen
aus stochastischer Sicht.

Das Buch ist eines der wenigen in deutscher Sprache, welches
die mathematische Modellierung von Epidemien im Detail vor-
stellt. Es richtet sich an Studierende, sowie an all diejenigen, bei
denen die Coronavirus-Pandemie das Interesse an der Modellie-
rung von Epidemien geweckt hat.
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