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SUR LES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

| DANS UN ESPACE OE HILBERT
DEMIS BOSQ

(Université Pierre et Marie Curie)

I - Introduction

Considérons un processus à temps continu observé sur des
intervalles de même longueur 6. La prévision globale de l'évolution
future du processus sur un intervalle de longueur à est un

problème qui se pose naturellement dans les applications : observa-
-tion d'un électrocardiogramme, d'une température, des prix etc...

Si le processus est observé sur l'intervalle (û,TJ (T>ô)
on peut se ramener au schéma précédent en découpant ( o, T) en

intervalles de longueur.*? (non nécessairement disjoints!). Dans
tous les cas on a ramené 1'observation du processus à celle d'un
nombre fini de variables aléatoires à valeurs dans un espace

fonctionnel : X. ...,X (fiqure 1).
i n v 3 1

—*• *

Construction de variables fonctionnelles associées à un processus

observé sur [o,T ] . La variable X^q est prévue.
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On peut alors envisager une modélisation du processus (X)-\J
Une idée simple consiste à choisir le modèle autorégressif ou, plus
généralement, le modèle ARMA.

Dans ce travail nous donnons quelques indications sur les

processus autorégressifs Hilbertiens en insistant sur l'auto-

-régressif d'ordre 1. Nous étudierons ultérieurement l'estimation
et la prévision d'un processus de ce type.

Signalons que DENIDEVSKII (1986) a étudié l'existence et la

validité de la loi faible des grands nombres pour un processus
linéaire Banachique. L'idée de modéliser t) d'une façon
autorégressi-ve a été lancée par T. MOURID.

II - Définition et existence d'un autorégressif Hilbertien d'ordre 1

Soit (Hft.) un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu
Boréliénne. Le produit scalaire de H est noté <.,.>, la norme 11 .. 1 ,

la norme d'un opérateur continu sur H I . ! "71

On considère une suite (£.,teZ.) de v.a. à valeurs dans H,
définies sur l'espace probabilisée (fi,GLP), indépendantes et de
même loi et telles que o< a =E I. et II•< -n»et Eé.=o où l'espérance
est prise au sens de BOCHNER. Nous dirons qu'une telle suite est un

H- Bruit blanc.

Soit d'autre part P un opérateur symétrique compact de H dans H
tel que II pli «<1.

On dira que (X^., teZ.) est un processus autorégressif à
valeurs dans H, associé à pet à (e.) et d'ordre 1 si

xt =( *(.,* et , tejz (1)

Nous noterons cette propriété ARH(l).
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Proposition 1 (Existence et unicité)

Sous les hypothèses précédentes l'équation

Xt = pXt_1 + et ,teZ
a une solution stationnaire unique (presque sûrement) donnée par

xt .S
J=o |.j , t eZ (2)

2où la série converge presque sûrement et au sens de L„.
Par conséquent, e^. est indépendant de X$ pour s< t.

Avant la démonstration nous rappelons un lemme connu :

Lemme 2 : soit un opérateur continu sur H, X et Y deux v.a.

à valeurs dans H, intégrables et indépendantes.

Alors

E<<ri X,Y >=< :r(EX) ,Y>
en particulier

E< X,Y >=«EX, EY>

D : E <rX,Y> = / E< rX, y> d P (y)

où Py désigne la loi de Y. D'où

E< rX,Y> =/<E(rX), y >d P (y)
=/<r(EX), y> d Py(y)
= E< r(EX) ,Y>
= < r(EX), EY>.
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Démonstration de la proposition

D'abord, d'après le théorème de P. LEVY dans un espace de
Banach, la série (2) converge presque sûrement dés qu'elle converge
dans Ljj (GEFFROY (1959)).

Considérons maintenant l'expression

An nT= E 11 y 0J <£- • 1,2n,m n- P |t-j
m . ?

= 5 Eli p-1 . 1*7 (lemme 2)
^ J

< * E dpf Hst.jll2
< a2 ? îlÈJ‘

n £■

donc

lim A =0
n,m

n > m + —co

2
d'où la convergence de (2) dans L„ .

La stationnarité est claire et l'unicité vient de la formule

| kA-H'k>‘ <3>
k+l 2

puisque p X._i tend vers 0 dans L^.

La propriété de symétrie que nous avons imposée à p permet
d'obtenir plusieurs propriétés intéressantes, notamment une

relation avec les autorégressifs réels que la proposition
suivante met en évidence .

Proposition 3 :

1) Soit un élément propre dep associé à la valeur propre \
alors (< , t£ y) est un AR (1) vérifiant

<Xt,*> =A< Xt_1,+< , t e^(4)
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2) Inversement, soityÆH tel que (<Xt> v7>, t€ü£) vérifie
<Xt,v>> =\<Xt_1,v>> + Ut , te<2T(5)
où I Xl <1 et où (IL) est un bruit blanc fort.

Alors, ou bien v5 est un élément propre derp.'associé à X
et l'on a (4), ou bien XQ est presque sûrement orthogonal à
p «P-X ip. |
2 : La relation (4) se vérifie immédiatement puisque

<PXt_1,v’> = < Xt-1, P P> =X< Xfc-1 JP >

et il est clair que (&&. /?,> ) est un bruit blanc réel et que

| X| HP II <1-
Pour la réciproque on écrit

< Xj., 'P >= < X^._^>p <p + <£^., 'P >
d'où en utilisant (5)

< Xt_ i w -X«p > = Ut- <et ,<P >

le second membre de cette inégalité est une v.a.r. centrée et les
deux membres sont indépendants. Ils sont donc nuis (p.s.) et pour
tout t^ .

cXt_i>P 'P -X ^>=0 p.s alors sipv?^X<pon a bien XQ lpp-X0 p.s
Corollaire 4 :

(Xt) est un ARH (1) associé à P, ( e t) si et seulement si
(< Xj., v* >) est un AR (1) associé à X^., ) pour tout vecteur
propre «P _• de P associé à la valeur propre X ; j=l,2,...J J

[) : La proposition 3 montre que la condition est nécessaire.

Inversement, si
< Xj., v*> =Xj<X|._i/P>+<£t,'Pj>» te J=l,2,...
on a pour tout ÆH et tout te

< X. ,<P>= 2< X. ,<p .x-'P >P .•>^ J U J ' J

= 2 <p <X. ,, p.xp,p. >•(■£<• t,<P.<<p t v>.>JJ ^ ^ J J J J J

=<P Xt_ i » "P> P >
donc X. = PXt_^
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Exemple de construction d'un ARH (T

Considérons un processus de Wiener standard défini par

w 1 :
1 n=l

Y sin (n-i) ttuYn ï— *4 (6)
(n-^) tt

où les Vn sont i.i.d. normales réduites (cf par exemple ASH-GARDNER
(1975)).

Posons pour tout w

u •* W^+J^)-Wt(w). ,u ^0,1]},
la relation (6) (où l'on peut remplacer les sinus par leurs classes
d'équivalence) montre que e. est une v.a. à valeurs dans
H=L2 [0,1] .

En considérant un deuxième processus de Wiener indépendant du
premier on peut étendre (&. , teJ2) à . Le fait qu'un processus de
Wiener soit à accroissements indépendants permet d'établir que

(c.t>t eX) est un H-bruit blanc.
On peut alors construire un ARH (1) en se donnant un opérateur

2
symétrique contractant pde L [0,1] .On peut choisir un opérateur
de la forme

(py) (x) = / K (x ,y) £(y) dy , [0,1] #£H
2 2

où K est un élément symétrique de L ( [0,1] ) tel que

/ (x ,y) dx dy <1.
[0,1?
Il suffit alors de poser

4-o°

h = h pJ eft-j ,te .z
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III- Propriétés d'un ARH (1)

Rappelons d'abord que si Y et Z sont deux v.a. appartenant à
2

L^j, leurs opérateurs de covariance croisée sont définies par

cy.z ^ =E^ J,x>z ^ * xG H
et

C7 v (x) =Ct 7^ p(J Z,X>Y' ) » xG H4». Y .n L

Siz=Y, C =C est l'opérateur de covariance deY .
Y> Z 4

C., est symétrique.

Proposition 5 (moments)

Si (.jL) est un ARH(l) associé àt-p' etf t) on a

: xt=o (7)

:x =p c. p+ c e.. (8)
t *c 1

00 . .

= s PJ t pJ
j=o ^

(8 bis)

;x = C nk ;k=l,2,... (9)
• t-k s p

) . xf =P C . ;k=l,2,... (10)
Vk ’ ‘ *t

ID : Posons EXt=m , de xt =P et de la stationnarité
de (x+) °n tire m=p m

comme 1 :n'est pas valeur propre d§ p il vient m=0.
D'autre part

<(^ x,x > =E( < Xt,x > )
=E(<^_1>px>2) +E(<et,x>2)
= <<p Cx • p ) x,x > + < C etx,x >

d'où le résultat. CY=£ pJ C pJ se dédui!t de (2)
j=0 ft

Pour les covariances croisées on peut utiliser (3).
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Remarques :

1 -Si Cy et.p commutent on en déduit

V SE
2 zet comme (I-p ) est inversible

Cy = (I-P2)-1 C,xt e;t
2 -Si Cv est inversible on a

At
P= Cy Cw >y = Cy }y Cy^t ^t Vl ^t-l ^t Xt

1/2 1/2en écrivant CY = CY CY et en faisant des hypothèses dext xt xt-l
commutabi1ité on obtient des formules symétriques :

'P=

'Xt’Xt-l
p~l/2 _ r-l/2 r p-1/2v-»y “1 vjÿ Y ^YAt-1 At-i At-r*t At

Posons S =X, + ...+X„ ,n^l , nous avons les résultats classiquesn 1 n
suivants :

Proposition 6 (Théorèmes limites)
quand n devient infini

1) E *0 et n 0
n n p.s.

21 Sn'
— converge en loi vers une variable Gaussienne N centrée ett'ÏÏ

d’opérateur de covariance

CN = CX + 1 = 1 [CXQ ’Xj + CXI’ XQ]
- (i- p)-1 c, (i-o r1

: 1) Soit {'P.) une base orthonormale de vecteurs propres de p,
(X.) la suite des valeurs propres associées.
Nous avons

e <xt, xt_k->=rj E<Xt, ’PjxX^,^
C

A O
X

et X
et -k *1* '

2.<cY Pk
■j xt 'P,- » «Pi >J J

2 Xk< CY <P. , 'P ■>J J X. J 3
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par conséquent

IE <Xt, Xt_k>MlplfJ E II Xt I!2 , k=0, 1, 2, ...
On en déduit

E» X+...+ X A i 1,2 = 0(p)n n+ p-1 'K/
et l'on peut conclure comme dans le cas réel (DOOB 1953 p. 492).
2) Considérons les vecteurs aléatoires

Ytm= (< xt, Vf ,...,< xt> >) , teZ
(Ytm ,t^Z) est un AR (1) dans Rm de matrice d'autocorrélation

il vérifie donc le théorème central limite (HANNAN (1970) p. 221) :

Ylm +’‘’+ Ynm &+ N
— m

•/n

où N est Gaussienne centrée et de matrice de covariance
m

C = (I-p T1 C. (I-p r1
m v ^m' e v Hm'

m

C désignant la matrice de covariance du vecteur
em

em =<:<£0’ *1 > <e0> *i» >>
Pour conclure il suffit de procéder comme ZHURBENKO- ZUPAROV (1986);
on utilise la décomposition

S =S +R
n nm nm

■A <à -,
S

Ce qui précède montre que
n

j> m+1 (Jr Xt>
converge en loi dans H vers une

variable Gaussienne centrée N' dont l'opérateur de covariance a

pour matrice Cm dans la base (’A). En utilisant les fonctionnelles
caractéristiques on montre alors la convergence faible de IV vers N.

Par ailleurs, l'inégalité de Tchebychev permet d'établir
Ve>0) , lim lim P( Il R II>e Vn)=0

(JJ r>00 p| l+CO
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On se trouve ainsi dans les conditions d'application d'un théorème
de BILLINGSLEY (1968) p. 25 d'où la conclusion.

IV -Autorégressifs Hilbertiens d'ordre supérieur.

Nous proposons maintenant une définition assez restreinte d'un ARH(p)
qui a l'avantage d'être maniable.

Définition :

Soi ent tt^ ,..., ir.p des opérateurs symétriques :compacts de H dans H q
ont une base commune d'éléments propres et tels que

f
II ni II et S01t (et) un H-brui t blanc.

On dira que (Xt) est un ARH ( P) si tt n'est pas nul et si

V *i xt-i+---+ïïP xt-P+£t •

Cela signifie qu'il existe = <#>,...) base orthonormale de H
telle que, pour tout j = l,...^, la famille des éléments propres de

ttj associés aux valeurs propres non nulles est une partie de <|>.

La valeur propre (éventuellement nulle) de tt . associée à 'P
sera notée i k=l, 2, ... . On a alors la

Proposition 7 (existence)
o

Soit K= f k :E< e, «p > ^0) alors une condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe (X^.) stationnaire vérifiant (11) est
que tous les polynômes

Qk <z> =l4i-k z V z ’ ^ Kaient leurs racines de module strictement supérieur à 1 .

£ : Si (X.) stationnaire vérifie (6) on a pour tout k,eK

<xt,v»k >=Wi-v +---+v +<vv
'Si les A-k sont tous nuis, (<Xtk>) .est un bruit;J)lanc-et Qk(z)=l-

Sinon (< Xt, >) est un AR(p') (p'< p) stationnaire, par conséquent
les racines de Q. sont en dehors du disque unité .

Inversement, si la condition sur les Qk est vérifiée on peut
construire des AR(P') (0<P'^P) (X- ) tels que

xkt =xl k xkt .+---+x , V (12) .teZ.keK,t t-1 nk t-P
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Pour k £K, on peut poser X., =0, te^ et (12) est encore vérifié.
Kt

2Montrons que la série ^ v>k converge dans L^. Nous avons

E,1 Vk'2 vx,

or

vxkt j=1 Vcov( V Vj)+ v<v v
<S=1 U jkla(xkt)a (Xkt-j) + V<et> v>k>

(X,. ) étant stationnaire on en déduit
Kt

y< e «? >
^ t’ k

VXk f - *
1~ r *\jk^

J = 1

mais 1- ? * ^jk*> 1-
E J=1

, Il TT II c -

1 = 1 i *-

donc

m

\z |
n t

2 mE IE Xk. *k «“< E V< V V /1_ ï . !ir ll£t n j=l j i
et le majorant tend vers 0 avec ^ et — puisque

l v<er V =Eiet i *+ “•
On peut alors poser

;;; xt^\/k -teZ-
et (12) peut s'écrire

* xr Y • y xt-rV +---+xpk< xt-p- Y +<Y *k>
*<U1 xt-r Y +---+<"p xt-p> Y +<ct* ”k f

d'où (11)
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Enfin la stationnarité de (X.) s'établit en remarquant que les
processus de la forme (< X^., ,...< X^., ^^>), t <E^sont
stationnaires dans Rr comme AR (p1), 0<p'<p.

Remarques :

1 -Si (Xt) est un ARH(p) et si < e^.,^ =0 p.s. et $ ^ 0
alors (< Xj.,£.> ) est un ARH(p) dégénéré.
S'il ne vérifie pas d'équation d'ordre inférieur à p, les racines
de Qk sont de module 1 (cf FELLER (1966) p.90-92).*

2
2 -L unicité de (X^) est assuré si E (<et,vv> )#) pour tout k ,

Sinon on obtient encore l'unicité de (X^.) en imposant des conditions
aux polynômes pour k£ K .

Proposition 8 (équations de Yule-Walker)
Les opérateurs de covariance croisée d'un ARH (p) vérifient

Cy >V ~ f! . ^y »yxt xt-k j=l J xt-j xt-h
; k=l,2,... (13)

j = l

TT • Cw > y Cj xt-j xt ct
(14)

jD : D'après la définition
E (< Xt,x> Xt_h) = ttj E ( <Xt_j >x> Xt_h)+0
d'où (13).

Par ailleurs

E (<Xt,x> Xt)= l | -n. E (<Xt_j,x> Xt) + E (<Xt,x>et)
ce qui donne (14) avec CY ^ à la place de C . Mais

xt £t et
E (<Xt,x> et;

d'où (14) .

j=l
tt. E(<Xt + E (<Et,x>et)

= 0 + C (x)
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V -Autocovariance

L'autocovariance croisée d'un ARH (p) se définit comme la suite

d'opérateurs (C^) définie par
Ch= CXQ’Xh hG ^

Ç . est alors l'adjoint de C^.
Nous allons maintenant étudier l'autocovariance croisée

partielle (ACCP) d'un ARH (p).
r— 2

Remarquons d'abord que la régression linéaire de Z en Y (Y, Ze L^)
se définit en considérant une famille d'opérateurs sur H tels que

”V = (AY, Asdfysoit un sous espace vectoriel fermé de . La régression
linéaire de Z en Y par rapport àtâest alors l'application y il A y
où AQ minimise E IIZ-AY II quand A décrite^ Mais le choix de^est
assez arbitraire. Pour l'éviter nous définissons directement 1'ACCP
d'un ARH (p) en posant

? s r
h LX, ■E(X, t,h vt-h E<xt-t $

h e W ouùffi
t,h désigne la

t,h1

sous tribu engendrée par les X tels
t+h-1). Le caractère linéaire de Et(
cette définition.

que s=t-l,..., t-h+1 (resp. t+1,.
pour un ARH (p) justifie

Alors

Proposition 9 :

Vcx -^t-pl^t.pt-p
et

r, = 0 pour fï>p.

TT S

P
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D : On écrit

”o Vo +E<xP s-A'P+0
= C 'j Vj % E<xt-P^t,p)

d'où

Ve(*A.p)ïïp <Xt-p-E(Xt-pPt,p>
alors

Vx)= E f] VE(Xtiat,p>’x l (Xt-p-E(Xt-plSt,p))
*

Cxt-p-E<Xt-pl^,p) <*p *) • x6 H
maintenant., pour h >p

E(xti®t,P) * E=1 *1 xt-j
d ' où

*fE(*t%p! -*t

et comme Xt_p-E(Xt_p|$t>p)
on a bien r, =0 .

et e. sont indépendants
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