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SUR LES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
| DANS UN ESPACE DE HILBERT
DENIS 80SQ

(Université Pierre et Marie Curie)

[ - Introduction

Considérons un processus 4 temps continu observé sur des
intervalles de méme lTongueur &§. La prévision globale de 1'évolution
future du processus sur un intervalle de longueur 6 est un
probléme qui se pose naturellement dans les applications : observa-
-tion d'un électrocardiogramme, d'une -température, des prixz etc...

Si le orocessus est observé sur 1'intervalle [0,T} (T>9)
on peut se ramener au schéma précédent en découpant [ 0,7 en
intervalles de longueur§ (non nécessairement disjoints!). Dans
tous les cas on a ramené |'observation du processus d celle d'un

nombre fini de variables aléatoires d valeurs dans un espace

fonctionnel : X, ..., X (figure 1).
-
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Construction de variables fonctionnelles associées d un processus

observé sur [o,T ]. La variable XlO est prévue.



On peut alors envisager une modélisation du processus (Xt).
Une idée simple consiste d choisir le modéle autorégressif ou, plus

généralement, le modéle ARMA.

Dans ce travail nous donnons quelques indications sur les
processus autorégressifs Hilbertiens en insistant sur 1'auto-
-régressif d'ordre 1. Nous étudierons ultérieurement 1'estimation

et la prévision d'un processus de ce type.

Signalons que DENIDEVSKII (1986) a étudié 1'existence et la
validité de 1a lei faible des grands nombres pour un processus
Tinéaire Banachique. L'idée de modéliser (X t) d'une fagon
autorégressive a &té lancée par T. MOURID,

IT - Définition et existence d'un autorégressif Hilbertien d'ordre 1

Soit (H[EH) un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu
Borélienne. Le produit scalaire de H est noté <.,.>, la norme I I,
la norme d'un opérateur continu sur H Il .1 -

On considére une suite (at;tEJE) de v.a. a valeurs dans H,
définies sur 1'espace probabilisée (2,0,P), indépendantes et de

méme loi et telles que o< 02

=€ L e, 1< tet Ee.=0 ol 1'espérance
est prise au sens de BOCHNER. Nous dirons qu'une telle suite est un

H- Bruit blanc.

Soit d'aiitre part p un opérateur symétrique compact de H dans H

tel que ol ,<1.

On dira que (X,, teZ) est un processus autorégressif &
valeurs dans H, associé @ pet & (et) et d'ordre 1 si

ke mp R gt 8 |, ¢t EZ_ (1)

Nous noterons cette propriété ARH(1).




Proposition 1 (Existence et unicité)

Sous les hypothéses précédentes 1'équation

Xg =pK, 1+ 8 tEZ

a une solution stationnaire unique (presque sirement) donnée par

oG Je
Xe = &y P Sy s tEZ (2)

2

ol la série converge presque sdrement et au sens de LH'

Par conséquent, € est indépendant de XS pour s< t.

Avant la démonstration nous rappelons un lemme connu :
Lemme 2 : soit un opérateur continu sur H, X et Y deux v.a.
d valeurs dans H, intégrables et indépendantes.

Alors

E<si K0 >=<ap(EX) >
en particulier

E< K.Y >S<EXS EYs

D < E <eXy¥> = E<ir¥, y>ud Py(y}

ol Py désigna la loi de Y. D'od
E< rX,Y> =/<E(rX), y >d Py(y)
=/<r(EX), y> d Py(y)
E<p B>
< HEX; EY>.



Démonstration de la proposition

D'abord, d'aprés le théoréme de P. LEVY dans un espace de
Banach, la série (2) converge presque sirement dés qu'elle converge

dans LS (GEFFROY (1959)).

Considérons maintenant 1'expression

] 2
re m J
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donc
im A -
1im e 0

[j b9 R

d'ol la convergence de (2) dans Lﬁ -

La stationnarité est claire et 1'unicité vient de la formule

k k+1

Xy Foto & g+. o0 & 40" Xy 1.k31 (3)

: k+1 2
puisque p S tend vers 0 dans L.

La propriété de symétrie que nous avons imposée a p permet
d'obtenir plusieurs propriétés intéressantes, notamment une
relation avec les autorégressifs réels que la proposition

suivante met en évidence .
Proposition 3 :

1) Soit ¥ un élément propre dep associé d la valeur propre X
alors (< Xt,¢> , t€ ) est un AR (1) vérifiant

K ,P> =A< X . #< Et,‘a”:v , t €Z(4)




2) Inversement, soit w€ H tel que (<Xt, >, t€Z) vérifie
Kypp> =AX 0> + U, tEZ(5)
ol IAl<1l et od (Uy) est un bruit blanc fort.

Alors, ou bien ¥ est un élément propre derp:associé i A
et 1'on a (4), ou bien Xo est presque sdrement orthogonal 3

p¥Y-Ap.

D : La relation (4) se vérifie immédiatement puisque
PXe ¥ > =<X 1, P B =7\<Xt’1,w>

et il est clair que (¢ E ¥ > ) est un bruit blanc réel et que
[N Bl L

Pour la réciproque on écrit

<th‘p>=<xt_l)C‘P +<€t’ s
d'ol en utilisant (5)

<Ky 1oPP-Mys = Up-<g >

le second membre de cette inégalité est une v.a.r. centrée et les
deux membres sont indépendants. I1s sont donc nuls (p.s.) et pour
tout £ €.,

<Xi g2 ¥ -Ays=0 p.s alors sipp#Xvon a bien Xy Loe=2 p.s
Corollaire 4 :

(X,) est un ARH associé ap, (e.) si et seulement si
t t
(< Xt,\g >) est un AR (1

associé A N ., (< 9.5 our tout vecteur
J t P
propre ¥ . de passocié a
| : !

)

J
la valeur propre A, ; j=1,2,...
: = )

D : La proposition 3 montre que la condition est nécessaire.
Inversement, si

)> =A ©
< X,, ¥> j<Xt_l,‘ﬂJ>+<gt,¢’j>, LEIgRl 2 200

|
on a pour tout v=H et tout te

=% % ;
< Xt,‘ﬂ> J< Xt"pj/( ?D,HOJ:»



Exemple de construction d'un ARH (1) :

Considérons un processus de Wiener standard défini par

: il
sin (n=%) mu
N:ﬁ%‘_ YT‘I il
n=1 1
(“'g)
ol Tes Wn sont i.i.d. normales réduites (cf par exemple ASH-GARDNER

(1975)).

ek (6)

™

Posons pour tout w €0
E.t(w)g{ u -+ Wt+u(u)-wt(m) L E0L,11E, tEE

la relation (6) (od 1'on peut remplacer les sinus par leurs classes
d'équivalence) montre que g, est une v.a. a valeurs dans
H=L? (0,1]

En considérant un deuxiéme processus de Wiener indépendant du
premier on peut étendre (e, tEZ) & . Le fait qu'un processus de
Wiener soit & accroissements indépendants permet d'établir que
(£ st €Z) est un H-bruit blanc.

On peut alors construire un ARH (1) en se donnant un opérateur
symétrique contrdactant pde L2[0,1] . On peut choisir un opérateur
de la forme

(py) (x) =/ K (x,y) ¢(y) dy , x€ [0,1] #=H
ol K est un élément symétrique de L2 ( [0,1]2) tel que
i K2 (e o) dxidy <1,
(0,1f
11 suffit alors de poser




IIT- Propriétés d'un ARH (1)

Rappelons d'abord que si Y et Z sont deux v.a. appartenant a
Lﬁ, leurs opérateurs de covariance croisée sont définies par

g () SELS g Il e

Ys 7
et
%
- — E
szf(x) Cy,fx) E(< x>y ) » xEH
siL-=Y, CY ~=CY,est 1'opérateur de covariance deY .
LT

CY est symétrique.
Proposition 5 (moments)

Si (xt) est un ARH(1) associé a:p-etf ¢) on a

E %=0 (7)

Gy =p 0. st GEs (8)

% Sy _ c :

= I pJ oY (8 bis)
o <4

C o = 26 ok Gkelazl o)

R et fak P
c Xe =06,  iKel,2,.. (A0
ok i

D : Posons EXt=m , de % =P %¢-1 +e':t et de la stationnarité
de (xt) on tire m=p m
comme 1:n'est pas valeur propre de p i1 vient m=0.

D'autre part

<(§ XX =El <Xt,x>2)

2 . 2
t =E(<X_; 10 x> ) +E( <€ x> )
= ly p) Xx>+<CEXX>
t-1 . i
d'ol le résultat. Cy=F o ¢ o) se déduilt de (2)

J=0 t

Pour les covariances croisées on peut utiliser (3).
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Remarques :

1H=54 CX et. P commutent on en déduit

k 2
Cepm (100G
et comme (I-p 2) est inversible
By =i(ISpRy
t &
2:=5i CX est inversible on a
=l 7l
O=8C c c - C
ST O R e Y
SLeCIVART AL, == G 1/2 C l/2 et en faisant des hypothéses de
il Pl L,

commutabilité on obtient des formules symétriques :

—1/2 -1/2 C C-1/2 {
fidkesy h g Xe-1Xe %y
Posons Sn=X1+...+Xn »n=2>1 , nous avons les résultats classiques
suivants :
Proposition 6 (Théorémes Timites)
quand n devient infini

S

Sh -
n

-I:IM-

1)(E S0 Bt

—==i )

p.s

Z) Sn ! : : s
—— Cconverge en loi vers une variable Gaussienne N centree et
v

d'opérateur de covariance

ocl

N = Gy * ooy [Cxo e xoI
i 1
- (1-0)t e (15 )

0 : 1) Soit (w,) une base orthonormale de vecteurs propres de p,
(\.) la suite des valeurs propres associées.
J

Nous avons
E <Xt' Xt_k'->= ZJ- E <Xt, wj><Xt_k,%~>
=E C ) 3 5
i Xt Xt-k % % 2
= <C Pk Y.y . >
AT il ]
= BT, Wi
300 Xt JeiEg
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par conséquent
k 2 Y.
| E Kys Xt_k>MQIpH£ E X, R B
On en déduit
o
EN R % xnﬂrlﬂ = 0(p)

et 1'on peut conclure comme dans le cas réel (DOOB 1953 p. 492).
2) Considérons les vecteurs aléatoires

v
b (< Xps 992 5ees< Xy 00 >r21 w S
(th ,tEZ) est un AR (1) dans R de matrice d'autocorrélation

p_ = e k)

ol Nm est Gaussienne centrée et de matrice de covariance

~ -1 -1
Cmifl-pn) Cem (I-p,)

Cs désignant la matrice de covariance du vecteur
m
By MCEGs P Prunsssens By )
Pour conclure i1 suffit de procéder comme ZHURBENKO- ZUPAROV (1986);
on utilise la décomposition

S5t Rnm
m n
v s i
a1 gy S¥pregvgle g g e R 2R
S
Ce qui précéde montre que L L converge en loi dans H vers une
n

variable Gaussienne centrée Né dont 1'opérateur de covariance a
pour matrice C_ dans la base ( %). En utilisant les fonctionnelles
caragtéristiques on montre alors la convergence faible de Né vers N.

Par ailleurs, 1'inégalité de Tchebychev permet d'établir

¥e>0) , lim  Tim P( IR 1>€ v n)=0

Mm —r®™ n —*+xo
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On se trouve ainsi dans les conditions d'application d'un théoréme
de BILLINGSLEY (1968) p. 25 d'ol la conclusion.

IV -Autorégressifs Hilbertiens d'ordre supérieur.

Nous proposons maintenant une définition assez restreinte d'un ARH( p)
qui a 1'avantage d'étre maniable.

Définition :

Soient nl,..., v{}des opérateurs symétriques ‘compacts de H dans H
ont une base commune d'éléments propres et tels que

n
§=1||ﬂjJU;1 el soit (Et) un H-bruit blanc.

On dira que (Xy) est un ARH () si . n'est pas nul et si

Xp= Ty Xp_gbeood m X pee, , t€Z(11)

Cela signifie qu'il existe ¢={lﬁ, ‘%,...} base orthonormale de H
telle que, pour tout j=1,... > 1a famille des éléments propres de
it associés aux valeurs propres non nulles est une partie de ¢.

La valeur propre (éventuellement nulle) de m. associée a ¥
sera notée Ajk ISR On & ators 1a

Proposition 7 (existence)

Soit K=tk :E< Et"pk >2 #0} alors une condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe (Xt) stationnaire vérifiant (11) est
que tous les polyndmes

.k

=1-A A

Qk (z) =1 afo Bt ok Zh ke K

aient leurs racines de module strictement supérieur 3 1

o Si (Xt) stationnaire vérifie (6) on a pour tout k €K

= < > < >
IS T TR CRE R ST R T A N WS

'si les Ay sont tous nuls, (<X, #,>) est un bruit blanc et QR(Z)EL
Sinon (< Kes P >) est un AR(p') (p'< p) stationnaire, par conséquent
les racines de Qk sont en dehors du disque unité .

Inversement, si la condition sur les Qk est vérifiée on peut
Construire des AR(P') (0<2'=<n) (X.) tels que

Ll R U A L
ke 771 K Ke g ok kt—P t Z, !
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Pour k £K, on peut poser X, =0, te Z et (12) est encore vérifig.
t

Montrons que la série E Xk ¥, converge dans L2 Nous avons

t H*

E1f X 9, 12 - B VX,
.

t
or p
Vi, ohE:C R davl AL X ) + Ve, , 90>
Ky j=1 Jk K¢ kt—j 3k
g ot e (X t=3) + V<e,, @, >
(Xk ) étant stationnaire on en déduit
t
V< € ’xp>
iy, = L
kt
1= g lA]kj
d=t
mais l-g lAjk';l—g 1.0
A J=1 J= j'E'
donc
20 h
TS BN it I
B ek L S Sa1 Tk
et le majorant tend vers 0 avec %- et-% puisque
V<e Y > =Ey € 2<+oa
Ve #> =EjEy :
On peut alors poser
. e
A Exktwk g
et (12) peut s'écrire
< > ki € AL e
Xt, wk Alk xt-l’pk> Sk Py Xt“p’ L +<€t, B
e Xt—l’ Wk> +...+<Irp Xt—p’ ¢k> +<Et; Wk =

d'ou (11).
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Enfin la stationnarité de (Xt) s'établit en remarquant que les
processus de la forme (< Xes 9597 500 < Xy wj;), t-eZsont
stationnaires dans R" comme AR (p'), 0< p'< p.

Remarques :

1 =54 (Xt) est un ARH(p) et si< €4s9, > =0 p.s. et Apk# 0
alors (< Xt,¢k> ) est un ARH(p) dégénéré.
$'i1 ne vérifie pas d'équation d'ordre inférieur d p, les racines
de Qy sont de module 1 (cf FELLER (1966) p.90-92).

2 -L'unicite de (X,) est assuré si £ (<c,.0,>0)

#0 pour tout k .
Sinon on obtient encore 1'unicité de (Xt) en imposant des conditions

aux polynomes Q, pour k€ K .

Proposition 8 (équations de Yule-Walker)
Les opérateurs de covariance croisée d'un ARH (p) vérifient

[T O sokeel @ ez {13)

{6 (14)

D : D'aprés la définition

E (< Xx> X ) = F m5 E (K> Xy )40

g=1
d'ou (13).
Par ailleurs
=D
E (<X x> Xt)- §=1 s E (<Xt—j’X> X.) +E (<Xt,x>et)
ce qui donne (14) avec Cy, ,. & la place de C_ . Mais
Xe €t €t
E (<Xt,x> et} = §=1 ™ E(<Xt_j,x>at) S8k (<et,x>et)
=0 + Cet (x)

d'ou (14) .
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V -Autocovariance

L'autocovariance croisée d'un ARH (p) se définit comme la suite

d'opérateurs (Ch) définie par
Gt Bt he H
h Xo Xh

C_,, est alors 1'adjoint de C.

Nous allons maintenant étudier 1'autocovariance croisée

partielle (ACCP) d'un ARH (p).
Remarquons d'abord que la régression linéaire de Z en Y (Y, Z€ Lﬁ)

se définit en considérant une famille /¢ d'opérateurs sur H tels que

Rir= LAY, asi}soit un sous espace vectorigl fermé de L& . La régression
linéaire de Z en Y par rapport adest alors 1'application y — Aoy

oi A, minimise E 1Z-AY 1 quand A décritJf Mais le choix dedfest

assez arbitraire. Pour 1'éviter nous définissons directement 1'ACCP
d'un ARH (p) en posant

By Cxt-g(xt'mt’h? xt_h-rs(xt_h[@t,h? ,he N

sous tribu engendrée par les Xs tels que s=t=1,..., t=h+l (resp. tils...,

OD(B

“t.h désigne la

t+h-1). Le caractére linéaire de Et(.kﬂt h) pour un ARH (p) justifie
cette définition.

Alors
Proposition 9 :

i
]

G

BN, RO T
T t-p| tp|’ "

—
n

h 0 pour kp.
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pis SiOntéerat

Iy (Ko E K, By )

t-p

—
—
>
—
n

T i) -ELY
E (< Xt E(tit,p),x 2 (Xt_p \"t_piﬁbt,p))

Cxt_p-E(Xt_piﬁt,p) (m) x) . x€ H

maintenant, pour h >p

P
E(xt|'9t,p) = § w, X

=1 J t""j
d'ot
- (b =
X E(thJt’p) €
et comme Xt-p‘E(xt-plﬁ%,p) et e, sont indépendants

on a bien Fh=0 <
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