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CONVERGENCE UNIFORME

PRESQUE SURE D'UNE CLASSE

DE PREDICTEURS A NOYAU POUR

UN PROCESSUS FORTEMENT MELANGEANT.

(Afif HAYEK, Jean-Pierre LECOUTRE)

Laboratoire de Statistique Théorique et
Appliquée,
Université Paris VI , 4 place Jussieu, 75252

Paris Cedex 05

RESUME

On établit wune propriété de convergence
uniforme presque sire d’une classe d’'estimateurs
de la fonction d'autoregression pour un
processus fortement mélangeant. On en déduit
alors une classe de prédicteurs non
paramétriques associés a un noyau et construits

comme un M-estimateur fonctionnel.

ABSTRACT
We prove that a general nonparametric

estimator of the autoregression function for a
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strictly stationary, strongly mixing process is
uniformly convergent in some compact set. The
principal application of our results concerns a
predictor defined by the kernel method and

constracted as a functional M-estimate.

MOTS CLES:

autoregression non paramétrique, prédicteur

non paramétrique, processus fortement
mélangeant.
CLASSIFICATION AMS: 62 G 05

1) INTRODUCTION

De nombreux travaux récents (Collomb, 1984;

Vieu, n1987:0 Sarda, 11988y bont etudie, e sprobleme

de la prédiction de Xpy1 2 parctinr des
observations X;,...,Xp d‘une série temporelle.
Ils se situent dans le cas ou (X ; t e [N) est

un processus réel strictement stationnaire et @-
mélangeant, c’'est a dire vérifiant pour tout

entier t > 0:
t 0o

e Sup{'P(B\A) - P(B)|; AeSty, Be

n
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t o
ou 0 (respw4£+n) désigne la tribu engendrée

par (Xg; s < t) [resp.(Xg; s > t+n)] et avec la

convention P(B\A) = P(B) si P(A) = 0.

Malheureusement, cette hypothése est assez
forte et n’est pas vérifiée notamment par les
processus auto-regressifs généraux (et
Gastwirth, Rubin, 1975). Nous l'affaiblions donc
en supposant seulement que le processus (Xi;
teN) est a-mélangeant (ou fortement mélangeant),

c’est a dire tel que pour tout entier t > 0:
[+ -]

t
dn = Sup{|P(ANB)-P(A)P(B)|; Aefly, Bellyin}i=s3>0,

‘Cette condition est alors vérifiée par la
plupart des processus ARMA (cf Pham, Tran,
1985). Dans Bosq (1983), les propriétés de
convergence d’une classe de prédicteurs non
paramétriques font intervenir un coéfficient de
mélangeance de Gastwirth-Rubin permettant de
retrouver les deux mélangeances précédentes. Le
cas d’un processus non bornée, géométriquement
mélangeant, a également été traité par Bosqg

(1988). L’étude de la prévision non paramétrique
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sous la condition minimale d’ergodicité a été
effectuée par Delecroix (1987), mais elle ne
permet pas alors 1’étude des vitesses de

convergence.

2) DEFINITION DE LA CLASSE DE PREDICTEURS

Nous considérons ici la classe générale de
prédicteurs non paramétriques, introduite par
Collomb, H&rdle (1986), définie & partir d’un
noyau K comme un M-estimateur d‘une fonction
d'autoregression r calculée a partir de la loi

de X conditionnellement a (X1r---+,%Xg), O

s+1

s est un entier fixé strictement positif.

Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt [cf
Bosq, Lecoutre (1987)] positif, pair et  une
application de R dans [R strictement monotone
et continliment différentiable. Pour tout x de
R®, r(x) est définie comme solution en © de:
H(x ; ©) = E[W(Xg41-0)\(Xq1,-..,Xg)=x] £(x) = 0

(2.1)
oiu f est la densité de (Xyre:.,%

81, ¢ “est ‘la’ fonction identité, r(x) . est .la
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régression usuelle de X ., sur (X;,...,%X5):
r(x) = E(Xg q\[Xg/s+..,X5]=%).

L’estimateur L X) de r(x) associé a

nf
cette fonctionnelle est alors défini comme

solution de l'équation en O de:

N
Ho(x 5 ©) = Y woi(X) WY(Xjpg = 0) =0 (22
1=1

ol on a posé:

woi(x) = [1/(nhg)] K{[x—(X;,-..,%j,4_7)1/hp}
(h, ; n e N) étant une suite de nombres réels
strictement positifs, aveec n =T - s (8 < T).

Si:ola.fonction W est choisie bornée,
l’estimateur ainsi obtenu possédera des

propriétés de robustesse et atténuera notamment

1l’influence de valeurs aberrantes éventuelles.

3) RESULTAT PRINCIPAL

En suivant le méme schéma de démonstration
que Collomb, Hdrdle (1986), nous allons étendre
au \cas d’un processus «-mélangeant le résultat
gu”ils ~onty oktenu’ polr gpun. ‘processus D=~

mélangeant. Pour cela, nous aurons besoin des
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hypothéses suivantes:

Hj) f est uniformément bornée sur RS
strictement positive sur un compact C; et

l'équation (2.1) admet une solution unique.

Hy) Il existe des constantes positives, finies,

B et M telle que:

Ve eR , E{fexp[By(X; - )]} < M

Ha PN E2xapoy g'A > 0 tel que pour tout réel '@

fixé:
Sup Sup IE[W(XS+1-r(x)—9)\(X1,...,XS)=u]f(u)

X€C {u; Ju-x|<¢A)
- H(x,r(x)+e)|5 £

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant:

THEOREME
Sous les hypothéses Hq et Hyy 81" on

choisit la suite (h,) telle que:

o= —mscnl s , nhﬁ/[mn(Log n)2] ———=> 00
ol m, est une suite croissante d’entiers, non
|
majorée, avec 1 < M, T4in/2 et telle ‘gu’il

existe une constante finie A vérifiant:
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m
ri

(n/mn)[l/mnt_;l a + ev/e (o,mn)2mn/(3n)] S

alors, en-tout poit X _ de continuwite des 1::

o () ssaas > r(x) , N ==—=—=- > oo (P.5.)

Si de plus l'hypothése H3 est vérifiée, en
prenant un noyau K lipschitzien, alors rn(x)
existe et est p.s. unique pour tout x de C
et n suffisamment grand, avec:

sup | x

x) - r(x)l ————— >0 , Ne==—- S0 Spud .
XeC

n(

4) APPLICATION A LA PREDICTION

L’équation (2.2) permet de construire une
classe générale de prédicteurs Tp(Xpree o rXpoge1)
de Xpi1 a partir des observations (X170 sXqp)

qui, dans les conditions du théoréme, vérifiera:

{rT(XT, . 'XT—S+1)_E(XT+1\[XT' . IXT_.5+1])

}l{(th--fXT_ﬂﬂec}-ﬁ;>0

En choisissant une fonction (¢ bornée, on
construit ainsi une ¢lasse de prédicteurs non

paramétriques robustes. Ceci évite l’arbitraire
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du choix d’un modéle paramétrique et fournit des

prédicteurs simples a construire et réalisant de

tres bonnes performances. Des simulations
effectuées par Kalaidjian (1983), Carbon et
Delecroix (1987) sur des processus ARMA,

perturbés ou non, ont démontré la qualité de ce

type de méthodes.

5) DEMONSTRATION

La fonction ¢/ étant strictement monotone,
pour “tout ‘2> 0T Ifixa
e GO VH [oe () € ) B <0 s H((x s ) —2) (Eanaly

Nous utiliserons alors les résultats suivants:

LEMME 1
Sous les hypothéses de la premiére partie du
théoréme:
YiguelR,; ¥ x e Cy
He (%0500 ) Vb Bo 0 @) —r-= >0, NEme=21ee (p.s.)
Sous les hypothéses de la seconde partie du
théoréme:
Y 6 € R,

%&F Hoy(0) cs B tH tx @l ===l me=sazeo (pUsL)
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LEMME 2

Sous les conditions de la premiere partie du
théoréme:
¥ g E R, ¥ el

EcH, (Xin(x)40) o HEXZXi(%)10) sn—ce >0, n ~———->c0

Sous les conditions de 1la seconde partie du
théoreme:

Y 6 € R,

guplEHn(x;r(x)+e) - H(x;r(x)+8)|---=->0, n ---->©
€cC

Ces lemmes prmettent de déduire de (5.1), pour

n assez grand:

VA el el
Ho(x ¢ T{x)+e) < 0 = H (% ; L(x)=1) (p.s.)
Il suffit alors de remarquer que H_ (x;r,(x)) = 0

pour en conclure que:

Y X &.Cp x(X), 2% Egle) 2 x(x) 1l (p.s.)

Enfin, Slunicitan s dasSlasssolationsda a2 01 )
implique:

3 9 € R, H(x ; r(x) +08p5) ¥+ 0 (pes.)
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on obtient donc par les lemmes 1 et 2, pour 'n
assez grand:

J g € R, V xeC, H, (x ; r(x) + 8p) ¥+ 0 (p.s.)

d'oui l'existence et 1l'unicité de 1la solution
r,(x) de l'équation (2.2), du fait que V¥ est

monotone.

6) DEMONSTRATION DES LEMMES

La démonstration du lemme 1 repose sur une
extension de 1l'inégalité de Bernstein aux
processus fortement mélangeants, due a M. Carbon

(1983).

LEMME 3

SO1t W7

FUEVRETTE ) C'an' ' processus  réel

fortement mélangeant tel que:

Vie W, BZ{)'=0 ;

%
1

¥ oan N I i SE N e s e 7S stide N IEI(Z -
—_ i — n

|A
=)

Allons:i VisE N0, BNy nie SN S Sins > 3,

Pq % 2; | >£} < 2 exp{-nc+4nen[D +8d% & (k)]
i=1
+2ye uik/(3") n/k}
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o k est un entier inferieur a n/2, n vérifiant
0< n <1/(4kd,e)

La fonction  n'étant pas nécessairement
supposée bornée, pour pouvoir appliquer ce
lemme, nous allons tronquer les v.a. (/(X;-9)
au moyen d’une suite croissante M, de nombres
réels positifs, convenablement choisie. Nous
écrivons alors:

S

uqu
>

n
S B (X =T
ol on a posé:

B; = wyi (%) Y(X145-0) l{w(x -0)| <M }

“Blwni (%) Y (Xi4570) L{y(x -0)| <M }]

les v.a. T; étant obtenues a partir de ﬂ& en

remplagant 1’événement {“V(Xi+s - 9)\ <M.} par
son complémentaire.

Il est facile de voir que pour tout & > 0:

i
P{|H(X;0) - EHj(x;0) | > 26} < P{{ I T; |>¢}
i T
+P(| T A 1€} (6.1)

i=1
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On supposera dans toute la suite que o est
fixe.

Une application de l’inégalité de Markov nous
donne d’apres Hy:

PA{W(Xy45-6) | > M} < M e Pt

D’autre part, 1l‘inégalité de Schwarz permet

d’obtenir:

n —
E [Sap<ysDas)ie Zk/(nhﬁ) JEN}(Xi+s_QT]
X666 139 i=1
x  [PUY (X +5-9) M)

[~z

o k est un majorant de k.
Une nouvelle utilisation de Hy et de 1'inégalité

de Markov conduit a:

g
vei> 0, J cy>0, P{E%P|E Til S O e e-BM,/2
€
i=1

(623

Par ailleurs, les v.a. 4A; vérifient les
hypothéses du lemme 3 avec:

di = 2kM 7 (ohE %, B i EBMi / (n%h8), ol B est

un majorant de f.

On obtient donc, en prenant # = (4kdne)'l
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N esuay

P{|

i

Il [~13

gi]>5} < 2exp{-nhy/(8ekkM,) [£-BM_/(2k) ]

: + 2n/(ek) [& (k) /k+eya (o) 2K/ (3n) 1)
(6:3)

Choisissons la suite M, de la forme M =c Log n,

c > 0, et k = m, vérifiant les hypothéses du

n
théoréme et telle que, au moins pour n assez
grand, BM,/(2k) < &/2. Ainsi, il existe des

constantes positives c, et c3 telles que:

3

P{| 4, |>&} 2 cp exp[-c3nh3/(my Log n)  (6.4)
i=1

D’aprés le choix de h il est facile de voir

n’

que:

z

“
‘D({)Ai)&}<=;\,

ey

2. i=1

1

I

i
D‘autres part, = lesSna joranti demi(c 2B tacitit s
cy/(nhg n€B/2 -1y, j1 suffit donc de choisir ¢
tel que Be " >% ¢ pour avoir le terme général
d'une serie convergente. La majoration (6.1)
permet alors de conclure.
Cempte *“itemp*sdoMSsihE il NiBat S(i61 2 ENEED g
démontrer la seconde partie du lemme, il suffit
de montrer que:

i
LA | =mmme- >0 , N —————- > o (p.s.)
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SoitvetBo=mnl i L un recouvrement de

]

c en Lo boules de centre Vyr

n)

de rayon
inferieur ou égal & h$/Log n, avec:

1. < Lh;*%(Log n)®
ol & est un nombre fixé tel que § > s+l et

L une constante positive.

soites xii fixendans £\C), et notons Ai(x) la

v.a. notée Ai précédemment; si Bj est la boule

contenant x, on peut écrire:

| A = ~
14, (x) | in(vj)I e Ta
ol ~
e e y :
i(A) Ai(x) e Ai(ij
Ainsi:
T > 8) 1
12 Aw) = izliunitxn - U (VT PO Tk 0)] 5 )
=1 =T
z - }
- E{ é [uni(x] - uni(vj]] #D(xi'_s 8) 1{|'P(Xi+s"6]’: y ﬂn}

Le noyau K étant lipschitzien, il existe une

constante A finie telle que:

Sup | £ i 0| < 2AMy / (Log n) h§~(s*1)
XEE =1
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le choix de M, implique que le majorant tend
vers zéro.

Il suffit donc de montrer que:

Pour tout | &« 1>10/ on johkient:

n - ‘ n
P 4 max [P Ea dscmt i e s iresun e i bh Ak | Yae)
llstLn gy N xec =

En appliquant la majoration (6.4), on peut

trouver une constante positive ¢, telle que:

: n
P 4 max I 3 A

e ] RPN
1«Jﬁln i1 at 3

< ¢4 hp%S(Log n)S exp[-c3nhi/(m, Log n)]

si on pose ¥V, = nh§ / [m,(Log s jons le

n
majorant s’écrit:

c4[1/(nhi)]® (Log n)S® ns‘csvn

c'est bien le terme général d‘une série
convergente puisque ‘Qn --—->c0, Le lemme 1 est

ainsi démontré.
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La démonstration du lemme 2 est immédiate
par application du lemme de Bochner (cf Bosq,

Lecoutre, 1987), en remarquant que:

E Ho(x;r(x)+0) - H(x;r(x)+0) =
(l/hﬁ)j}E[w(Xi+s-r(x)—9)\(Xi,...,Xi+s_1)=t] fi() 1

- H(x;r(x)+6)} K[(x-t)/h,] dt
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