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CONVERGENCES STOCHASTIQUES DE SUITES DE
MESURES ALEATOIRES SIGNEES CONSIDEREES
COMME VARIABLES ALEATOIRES HILBERTIENNES
par
Charles SUQUET
Université des Sciences et Technologies de Lille
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées
Laboratoire de Statistique et Probabilités - Bat. M2
59655 - Villeneuve d’Ascq Cedex (France)

Résumé : Soit B la tribu borélienne d'un espace métrique X. On utilise le
plongement de I’espace M des mesures signées bornées sur B dans un espace de
Hilbert autoreproduisant séparable H afin de construire les mesures aléatoires
signées comme variables aléatoires hilbertiennes. Cette construction est effective-
ment possible dans les trois cas ot A" est compact, localement compact, séparable.
Les problemes de mesurabilité dus & ce plongement sont résolus dans ces 3 cas.
Les variables aléatoires réelles naturellement associées & une mesure aléatoire ainsi
définie sont les intégrales des éléments de Hy par rapport & cette mesure. On
étudie la convergence presque stire, en probabilité et en loi des suites de mesures
aléatoires et de leurs v.a.r. associées.

Summary : Let X be a metric space and B its Borel o-algebra. Let M the
space of bounded signed measures on B. In order to construct the signed random
measures as hilbertian random variables we use the embedding of M in a separable
reproducing kernel space Hyc. That construction is effectively possible when A is
compact or locally compact or separable. Mesurability problems due to embedding
are resolved in these three cases. Real random variables naturally associated with
a so defined random measure u*® are integrals of Hy elements with respect to
u*. For random sequences and their associated random variables, three modes of
convergence are studied (almost surely, in probability, in law)

CLASSIFICATION A.M.S. (M.0.S.) : 60G57 - 46E27

MOTS CLES : Espace autoreproduisant — Mesure signée — Mesure aléatoire —
Relative compacité — Convergence faible — Convergence stochastique.
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INTRODUCTION

L’objet de cet article est la présentation d’une construction hilbertienne des

mesures aléatoires signées.

D’un point de vue formel une mesure alé¢atoire est une application mesurable
d’un espace probabilis¢ dans un espace de mesures muni d'une certaine tribu,
Dans la théorie classique des mesures al¢atoires (¢f. par exemple Kallenberg [3])
on considere un espace A’ localement compact & base dénombrable et Penseinble
MT des mesures de Radon positives muni de la tribu borélienne de la topologie

vague.

Le point de vue que nous avons adopté est sensiblement différent. Notre
& 2 - 3 . e S A 1

construction concerne 'espace vectoriel M des mesures signces bornées et U'espace
sous-jacent A’ n'est pas nécessairement localement compact. Pour ce faire nous
employons la construction d’un produit scalaire faisant de M un espace préhil-
sertien développée dans apres une idée de C. Guilbart (cf. [2]). On dispose
bert léveloppée d 9] d’ag ]
ainsi d’une isométrie ¢ entre M et un s.c.v. dense d’'un espace séparable autore-
produisant H - de fonctions réelles sur A'. Une telle construction est effectivement
possible au moins dans les 3 cas ou A’ est : métrique compact (cas 1), métrique
localement compact (cas 2), métrique séparable (cas 3). Notons de plus que dans
les cas 1 et 3 la topologie trace sur M™* de la topologic de la normne hilberticnne

est la topologie faible (cf. § 1).

Dans la perspective d’une exploitation ultérieure des proprictés des lois de
probabilité sur un espace de Hilbert séparable, nous avons choisi de définir une
mesure aléatoire (n.a.) comme une variable aléatoire a valeurs dans le compléte
de M prenant presque strement ses valeurs dans M. Cecl nous permet en outre
d’avoir une notion délargie de la convergence d’une suite de mesures alcatoires, la

limite n’étant alors pas forcément une m.a.

Cette construction suppose que (M) (ou ¢(M™T) pour les m.a. positives)

est un borélien de Hjye. Bien que cela soit loin d’étre évident dans le cas géndéral




la réponse est positive au moins dans les 3 cas de construction effective évoqués

ci-dessus (cf. § II).

Une fois définie une mesure aléatoire p® on lui associe naturcllement les
variables aléatoires réelles [ hdp® (h € Hy). Ces v.a.r. caractérisent u® (ce sont
les produits scalaires de @(u®) par les h € Hye) et peuvent s’interpréter comme
des observations de la mesure aléatoire p*. On dispose dans les 3 cas déja cités de
familles de v.a.r. [, fdpu® pour des f appartenant a des classes de fonctions plus

larges que Hy et on en déduit que |p®], p**, p*~ sont aussi des m.a. (cf. § III).

Les v.a.r. fx hdp® (h € Hjy) jouent un role essenticl dans 'étude de la
convergence des suites de m.a.. La convergence d’une suite de m.a. (fe5,) implique
la convergence des suites de v.a.r. ([ hdul) selon le méme mode. La réciproque
est malheurcusement fausse en géncral (avee une exception notable pour les m.a.
positives daus les cas 1 et 3 (ef. V.3 et VIL3.)). Aussi pour pouvoir remonter de la
convergence des observations ([ hduy) a celle de la suite de m.a. (pf) avons-nous
¢te contraints d’adjoindre une hypothese de relative compacité. Une classification

des hypotheses de ce type que nous avons envisagées est donnée au § IV.

Le § V ¢étudic la convergence presque stre d’unc suite de m.a.. Apres un
théoreme général de convergence presque siire dans Hy, |, des conditions suffisantes

de convergence p.s. vers une m.a. (dans les cas 1-2-3) sont exposées.

Le § VI suit le méme plan en ce qui concerne la convergence e¢n probabilité.
Notons que dans ce cas la condition de relative compacité utilisée dans le théoreme

général est la plus faible de toutes : relative compacité faible de la suite des lois

(P#.‘,)-

L’étude de la convergence en loi (§ VII) termine cet exposé. Apres un
théoreme général de convergence en loi pour une suite de m.a. signées, nous
obtenons dans le cas des m.a. positives un théoreme de convergence en loi sans

adjonction d’hypothese de relative compacité.
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I- NOTATIONS ET RAPPELS

Dans [9] nous avons étudié le plongement d’un espace de mesures signées
dans un espace de Hilbert séparable autoreproduisant. Pour faciliter la lecture du
présent article nous rappelons ci-dessous les notations et les principaux résultats
qui nous scront utiles. M (resp. M) désigne l'espace des mesures signées (resp.
positives) bornées sur un espace mesurable (X', B) ou A est un espace topologique
et B la tribu borélienne associée.

Pour toute fonction réelle f mesurable bornée sur A’ et tout noyau i reprodui-
sant réel mesurable borné sur A% nous noterons [ fdu pour f v fdp et [Kdueu
pour [\, Kdp®uv .

Nous ferons sur (A, B) hypothese suivante @ “I1 existe une suite (f,)ien
de fonctions réelles mesurables bornces sur A, caractérisant les mesures au sens
suivant :

(Vi e N /f.- dip=ile =10 (0.1)
Sans perdre de généralité on peut alors se ramener au cas ou la série de fonctions

définie par :
+o0
ISz iy )i= Zf,‘(.‘c)f,-(y) (0.2)
i=0
vérifie

+ 00
D (fillow)? < +00 . (0.3)

i=0
I ainsi défini est un noyau reproduisant borné ct mesurable sur A* . Nous
noterons Hj Despace fonctionnel autoreproduisant associ¢ a . Dans [9] nous
avions donné une hypothese plus générale que (0.3). Cette apparente restriction,
sans grande conséquence pratique sur la construction effective des noyanx, est
utilisée essentiellement au § 11.2.
Tl

Proposition.-

400

i) Y, v) € M? I Kenwv= 2 (I Ldul | fidv) .
i=0

1) La formule :

(i = [Kdpov  (mu)e M




définit un produit scelaire sur M.

I.2. -

Théoreme.-

i) Lapplication o : p— [ K(.,y)du(y) définit unc injection isomcirique de
(M, (.,.) i) dans Uespace hilbertien Hy.

i) (M) est un s.e.v. dense de Hyg.

i) Ona: YfeHg,YueM, (fie(p))k = [ fdp.

1.3. - Construction effective de Hy :

Pour développer notre construction des mesures aléatoires, nous envisageons
essenticllenient les 3 cas suivants pour lesquels il est possible de trouver des noyaux

IV ayant les proprictés requises.
cas 1 : X est métrique compact.

L’espace de Banach C() des fonctions continues bornées sur A" muni de la
norme du supremum || ||, est alors séparable. On prend pour (f;,7 € N) une suite

totale dans C(A") convenablement normee.
cas 2 : X est métrique localement compact.

L’espace de Banach (pour la norme || ||,) Co(&') des fonctions continues sur
A tendant vers zéro a linfini est séparable et caractérise les mesures. On prend

pour (f;,1 € N) une suite totale dans C,(1) .
cas 3 : A est métrique séparable.

Il existe une métrique équivalente pour laquelle A est totalement horné. Soit
U(X) Iespace de Banach pour la norme || ||, des fonctions uniformément conti-
nues sur A’ pour cette nouvelle métrique. Alors U(X') est séparable et caractérise

les mesures. On prend pour (fi,¢ € N) une suite totale de U(X).

Notons que pour chacune de ces 3 constructions, on sait, lorsque A" est une

partic de R"™ | construire des espaces Hy et exhiber des bases hilberticnnes

particulierement simples. D’autre part, dans le cas général {fi,1 € N} est une

famiille totale de Hy (cf. [8], [9]) .
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I.4. - Comparaison avec la topologie faible sur M.

Proposition.-

i) Dans les cas 1 et § du § I.5. la topologic définie par la norme || ||,- sur M*

est la toplogie de la convergence faible.

i) S1 X est métrique séparable et si le noyau K est continu sur A'? alors la

topologic faible sur M* est plus forte que celle de la norme || ||,
MO cEAI ORI n
L.5. - Caractérisation des éléments de ¢(M) dans Hy (cas 1 et 2)

Proposition.- Dans les cas 1 et 2 du § 1.3. unc CNS pour qu’un élément f
de Hic soit dans (M) est :

sup < il et et
he€H g, ||k, <1

II - MESURABILITE DE ¢(M) ET o(M*)

Afin de pouvoir définir une mesure aléatoire a signe (resp. positive) comme
v.a. a valeurs dans Hye dont la loi est concentrée sur (M) (resp. (M), il
importe de savoir si (M) ou o(M™) appartiennent & la tribu bordlienne de Hyg.
Dans le cas le plus général c’est loin d’étre évident (un s.e.v. dense n’étant
pas nécessairement borélien), mais nous pouvons répondre positivement daus les

cas 1-2-3 que nous avons répertoriés au § 1.3,
II.1. - Mesurabilité de (M) dans les cas 1 et 2.
Proposition.- Dans les cas 1 ct 2, o(M) est un borélien de Hy,; .

B Le résultat s’obticnt facilement en utilisant la séparabilité de Hy done de la
trace sur Hy de la boule unité de C(A") (resp. Cy(X')), la continuité des formes
linéaires (I, . )i (b € H ) pour la topologic de la norme || ||, et le critere L. de

caractérisation de (M) . |
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I1.2. - Mesurabilité de ¢(M) dans le cas 3.

Le résultat est ici moins immédiat et nous aurons besoin d’un lenime précisant
les proprietés de Popérateur de prolongement U(X') — C(A).

Dans le cas 3, on munit I’ d'une nouvelle distance topologiquement ¢quiva-
lente a la distance originelle telle que le complété X' soit compact. A" est alors un
G5 dense de X (cf. [5] th. 6.2 et 6.5 p. 46).

Toute fonction f élément de U(A') adinet un unique prolongement par conti-
nuité f a l'espace X'. Notons T l'application de U(X) dans C(/\') ainsi définie

(T'f = f). On vérifie facilement que T est une isomcétrie linéaire pour la norme

| |l entre U(X) et C(X) .

Il en résulte en particulier que si {fi , 1 € N} est totale dans (U(A), || |l.,)
{Tf;, 1€ N} cst totale dans (€ex), el s)e

On pose alors
+o0
K=Y fiok
i=0
Compte tenu de (0.3) IV est bien défini ct borné sur A2, {fl , 1 € N} ¢tant totale

dans C('), I définit un produit scalaire sur espace M(AX'). Nous noterons H -

I'espace autoreproduisant associé ct @ Uinjection isométrique de M(V) dans H . .
On a alors :

I1.2.1. - Lemme.-

Si T est Uopérateur de prolongement par continuité de U(X) dans C(X) .

i) La restriction de T a Hye est une isométrie d’espaces de Hilbert entre H
ci H'I'\r :

i) On a de plus T(p(M(X))) = G(My(X)) ot

Mo(X) ={p € M(X) , |ul(X\X)=0}

i) D’apres ([1] p. 351), puisque A’ est, dense dans X Popératenr de restriction

a X des éléments de H . est une isométrie d’espaces de Hilbert entre H . et Hy, .
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ii) Si p € M(X) définissons fi € Mo(X) par :

{ i = p
|iEl(X\ &) =0

Soit alors h = (). Soit {g; | 2 € N} une base hilbertienne de H - on a alors :

“+o00o
h = L(f gi dp)gi
=0 A

la convergence de cette séric ayant lieu au sens de la norme || ||, . D’apres (i),

{gi | « € N} est unc base hilbertienne de H et on a :

+oo
h = Z([,fh' dp)gi
=0

JX

D’autre part il résulte de la définition de ji que :

Vie N f gﬁf}t:] gi dfi
ot o

= +oo
On a done h = 3 (frl gi di1)g; . 1l en résulte que
=0
h= @) . n

Nous sommes maintenant en mesure d’établir:

I1.2.2. -
Proposition.- Dans le cas 3, o(M) est un borélien de H.

m  D’apres le lemme I1.2.1. T réalisc une isométrie entre Hye et Hp. et entre
@(M(X)) et $(M,(X)) pour les normes hilberticnnes|| l;c et |l || Il suffit done
de prouver que @(Mg(ﬂ[’)) est un borclien de H . D’apres le cas 1 on sait que
@(M(f’)) cst borélien dans Hp. Il suffit done de prouver que (@(Mu(l)) cst
borélien dans G(M()).

Puisque A" est un G5 de A, on peut alors trouver une suite décroissante

{Gy, 1 € N*} d’ouverts de X tels que X = [ G
leN*
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Notons alors
M) = {p € M(X) , |ul(X\Gr) = 0}

On a
Mo(X) = ] MyX)
lEN*
Il suffit donc finalement de prouver que M[({) est un borélien de M().

Notons Fj le compact X \ G| et considérons ’application :

T M(X) =R pe |ul(F).

On a: M; = 7'({0}) il suffit donc de prouver que 7 est mesurable (M(V)
étant muni de la tribu borélienne associée a la topologic préhilberticnne définie

par I\).

C(F}) étant séparable, si {g, | p € N} est dense dans sa boule unité (pour la

norme || ||.,) on a

|| (Fr) = sup/ gp dp
Fy

PEN
D’autre part, pour tout n € N* tout élément g de C(F;) admet un prolongement

continu & X noté ¢t/ vérifiant :

gl =g sur rl.’\FI]/" ol FJU" ={eeX|dxF)<1}
glin) — g sur Fj
g7l = gl

p étant bornée, il est clair que I'on a :

Vg € C(F) f gdp = lim f g™ dy
I X

n—+4oo

On obtient ainsi :

|w|(Fi) = sup lim [ _qg,]/") dy .
PeNn—H—m a

En utilisant alors la densité de (H, || ||o,) dans C(X) (cf : [9] § VL1 (ii)). On a

d’autre part :

1
Vp € N, Yn & N*’ 3];.,,‘,1 (= ]‘I[\-? ggll,"n) e ],‘p‘”” e
o0

7"
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ct on vérifie facilement que :

,ll_i.lfoo /A 5'1(1]/") i, e nli&lm fl Tug ndgt

On a donc finalement :

IR = rlee) =sup, W, (e i)
P

La mesurabilité de 7 en découle. n

IL.3. - Mesurabilité de p(M™).
I1.3.1. - Proposition.- Dans les cas 1 et § p(M™) est un borélien de Hye.

cas 1 : On sait que la topologic définic par K sur M* est la topologic faible

(cf.1.4.).

D’autre part on sait que si A" est compact alors
M, ={pe MT(X), uX)<1}

est compact pour la topologie faible (cf. [5]). M; est donc compact done borélien
dans (M(X) , || |l) lequel est borélien de son complété d’apres 11.1. On conelut
en remarquant que :

p(M*) = | ne(M,).
neN

cas 3 : Clest un corollaire immédiat du cas 1 puisque M) est isométrique par
| 1 1

o i (ef. IL2.1.) & M (X)n MH(X). )
3,2

Proposition.- Dans lc cas 2, s1 X est de plus dénombrable o Uinfini, p( M)

cst borélien dans Hy .

m Il résulte de ([8] VI.2.) que on a alors

||(X) = sup - [(h, o(p)) K|

€My
Il oo <1
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Il en résulte que Papplication g+ |p|(X) est mesurable. D’autre part les mesures
positives étant caractérisées par la relation pu(AX') = |p|(A) il suffit done de prouver

que application

0: (M|l llx) >R
b ()
est mesurable pour en déduire que M* est un borélien de M done aussi de son

compléte.

A’ ¢tant dénombrable a I'infini peut s’écrire comme réunion dune suite crois-

sante de compacts C), .

Par le lemme d’Urysohn on dispose alors d’unc suite (f,),en de fonctions

contimies a supports compacts done ¢léments de Co(A) telles que :
1(3“ S fu S Tas

En utilisant la densité de Hje dans Co(A) (au sens de la norme || || ) on peut

alors facilement construire une suite (¢, )nen d’¢léments de Hye telle gue :

n—-+oo

YVee M p(Ax)= lim / G dpi— liliz {(0n 5 ()i -
,Lr nN—-400

La mesurabilité de 8 en découle. =

III - MESURES ALEATOIRES HILBERTIENNES

Nous supposerons désormais que (M) et (M) sont des boréliens de Hy, .
Notons que Hj étant séparable sa tribu borélienne forte et sa tribu borélienne

faible coincident.
Nous désignerons par M un complété de (M, || ||,-) que nous munirons de sa
tribu borélienne B i et par (€, A, P) un espace probabilisé.

III.1. -

Définition.- On appelle mesure aléatoire (resp. mesure aléatoire positive)
basce sur (2, A, P) toute variable aléatoire u® sur (Q, A, P) a valeurs dans M ot

prenant ses valeurs presque sirement dans M (resp. M),
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w o p® est alors unc variable aléatoire a valeurs dans H e telle que :
Plp(p®) € (M) =1 (resp. P(p(p*) € p(M™)) =1).

Par commodité d’écriture nous noterons par P, aussi bien la loi de p* que celle

de @(p*).
IIT1.2. -

Proposition.- Unc application v* de Q dans M cst unc mesurce aléatoire s

et seulement s1 ;
(i) i eziste Q' € A tel que : P(') =1 et v*(Q) C M.
(11) pour toute f € Hy, fx fdv® est une variable aléatoire réelie.

m  Les conditions (i) et (ii) sont ¢videmment nécessaires (rappelous que [ fdu® =
(fy2(¥*))). Leur suffisance provient de identité¢ des tribus boréliennes forte ot
faible de Hy, . n

I1I1.3. -

Remarques.- 1l résulte de Pinterprétation des voar. [ fdp® (f € Hy) conmne
des produits scalaires qu’une mesures aléatoire p® est enticrement déterminée
par la famille de vaar. {[ fdu* , f € Hy}. Ces v.ar. jouent dans notre
construction des mesures aléatoires un role analogue a celui joué par les v.a.r,
pu*(B) pour B appartenant a certaines classes de bordliens dans les théories
classiques sur les mesures aléatoires positives (cf. [3]). On peut les interpréter

comme des observations de la mesure alcatoire p°.

Le cadre Hy pour I'étude des mesures aléatoires signées st micux adapté
a une caractérisation fonctionnelle des mesures qu’a leur caractérisation coume

fonctions d’ensembles.

De ce point de vue il est commode de disposer de v.a.r. de la forme [ fdp®

pour des f appartenant a un espace fonctionnel plus large que H,.
I11.4. -

Proposition.- 51 u* est une mesure aléatoire alors :

i) Dans les cas 1 ¢t 3, [ fdu® cst une v.a.r. pour tout f € C().
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i) Dans le cas 2, [ fdu® est une v.a.r. pour tout f € Co(V).

111) Si de plus, dans le cas 2, X est dénombrable ¢ Uinfini alors [ fdu® est unc
1 s s J af

v.a.7. pour tout f € C(A').

B Preuve de (i) : En utilisant la séparabilité de (Hp , || || ) et sa densité dans
Co(X) et le fait que p* est presque siirement une mesure signée bornée, on voit

que pour tout f € Cy(A') il existe une suite (hy, )nen d’é¢léments de Hy telle que :

/fdp' =" T s /]{.n(fﬂ.. ’
n—-+o0

Preuve de (iii) : A’ étant réunion d'une suite croissante de compacts C,,, on
dispose grace au lemme d’Urysohn d’une suite (g, )nen de fonctions continues a

supports compacts (donc dans Cy(X')) telles que :
1(7,, S Tn S 1 V”' & N B

Pour tout f € C(A') on a alors [ fdu® = ].ilil} [(fgn) dp®  ps. et comme
T—t-Fo0
fgn € Co(X') on peut conclure grace a (ii).

Preuve de (i) :
cas 1 : Méme argument qu’en (i) en remplagant Cy(AX') par C(U').

cas 3 : Par densité de Hy dans U(X) on vérific facilement que [ fdp® est une

v.a.r. pour tout f € U(AX). On peut alors prouver le :
Lemme.- Dans le cas 3 s1 I est un fermé de X alors p*(F) est une v.a.r.
B On considere la suite (g,,)nen de fonctions sur X définie par

gu(z) = [1 — nd(z, F)]* (n e N).

Les ¢, sont uniformément continues bornées sur A,

D’autre part, si v est une mesure a signes bornée quelcongue on a :

/ gndv = v(F) + / gn dv
A J{zeX 0<d(z, 1) <(1/n))

donc | [ gudv — v(F)| < |v|(F'/™\ F). u
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On en déduit par continuité monotone séquentielle de |v| que lil:} J gudv =
n—-+oo
v(F). Par conséquent p*(F) est limite p.s. de la suite de v.ax. [ g, dp® done p*(F)

e¢st une v.a.r..
Eufin si f € C(X), [ fdp® cst limite p.s. d’une suite de combinaisons linéaires
finies de v.a.r. du type p*(F) done [ fdu® est aussi une v.a.r. [

II1.5. -

Proposition.- Dans les cas 1, 2 et 8 s1 u® est unc mesure aléatoire alors

||, p*t et u*” sont aussi des mesures aléatoires.

m Il suffit de faire la démonstration pour [p*| et d’apres IIL2. il suffit cn fait
de vérifier que si p® est une mesure aléatoire alors pour toute fouction h € Hy

[ led|p®| est une v.a.r..

En écrivant h = k't —h~ ot k't = Max(h,0) et en remarquant que si h € C()
(resp. U(A'), resp. Cy(A')) il en est de méme pour bt et i~ on est ramend i prouver

que jl g d|p®| est une v.a.r. pour ¢ = 0 ct g € C(A), U(X) ou Cy(X) sclon le cas.
(Si h € Hy, il n'est pas certain que A% et A~ soient dans Hy - -+) .
Cas1:0na Hy € C(A).

On sait que pour toute fonction ¢ > 0 appartenant a C(A’) et pour toute

mesure & signe bornée y on a :

/ gdlp| = sup{ ‘/ fdp
e I

(cf. par exemple [10] th. 4 ¢t 6 p. 165).

| fecr),0<|fl < .q}

En utilisant la séparabilit¢ de C(A") on peut alors conclure.
Cas 3: 0n a Hi cUAX).

Sig=>0ectge U(A), pour toute mesure a signe g on a :

j.‘lf”/‘-| :/ gdlp] .
x X

Et on se ramcne au cas 1 en utilisant Pisométrie du lemme 11.2.1.

Cas 2: On a Hy € Cy(X).
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En notant C.(X') Pespace des fonctions continues a support compact sur A’

. 3
on sait. que 'on a :

[ gdu| = sup{ 1/ fd,u‘ LEeE () 0= |fl= .0'}
Ja X

pour tout ¢ = 0 dans Co(X') et tout g € M (cf. [6] th. 6.19 p. 126).

Ce(A') est séparable ct les [1 fdu® pour f € C.(X) sont des v.ax. d'apres
IIL.4. (i1).

Donc [, gd|p
dans Cy(A') aussi pour tout g € Cp(A).

est une v.a.r. pour tout g € C.(A') done par densité de C.(1)

IV - CONVERGENCES DES SUITES DE M.A.
ET RELATIVE COMPACITE

IV.I. - Hypotheses de relative compacité

Nous abordons maintenant I'étude de divers modes de convergence de suites
de ma. : convergence presque siire, en probabilité, cn loi.

Il est facile de verifier que la convergence d’une suite (pf) de nua. implique
la. convergence des suites de v.a.r. ([ fdu®)nen pour tout f € Hye sclon le méme
lu teN l o I

mode (cf. V, VI, VII).

La réciproque est bien str fausse comme il est facile de le voir en considérant
la suite de mesures déterministes associée a une base hilbertionne de Hyy formée

d’¢léments de (M)

Pour remonter de la convergence des v.a.r. observations ([ fdus) (f € Hy) i

celle de (g, ) nous aurons besoin d’adjoindre des hypothoses de relative compacité.,
Les principales hypotheses de ce type que nous serous amenés a utiliser sont
les suivantes :
(M) : ps. {e(pr) , n € N} est relativement compacte i.c. : il existe £/ € A tel
que P(§2') = 1 et pour tout w € ' il existe C* compact de Hy tel que
{¢(k2) , ne N} C C¥.
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H2) : {¢(py) , n € N} est ps. borné dans Hy et (fi,: € N) étant unc base
hilbertienne, la suite (Y;,) de v.a.r. définie par

Y = qup (/ fidp ) (m e N)
neEN

i>m

converge vers 0 en loi ou en probabilité ou p.s.
(Hs) :
lim sup F (-/ Fadit ) =)
B Rei :> m

(H4) : La suite {P,s , n € N} des lois de probabilité des u;, est relativement

compacte pour la topologie de la convergence faible.
Pour une étude de criteres de relative compacité dans Hj ou (M) nous
renvoyons a (8] ou [9].

IV.2. -

Proposition.- Les hypothéses (M) (Ha) (Ha) (Hy)vérifient le diagramme
d'implications suivant :

('H1) — (7’{2 sz = (H;;
(Ha)
ot limplication (H;) = (H3) est valable dés que E(Y;) < +oc

®  Remarquons d’abord que dans (H;) les 3 modes de convergence de (1), ) sont

équivalents puisque la limite est constante et la suite p.s. décroissante.

L’hypothese (H3) n'est que la traduction dans le cadre mesures allatoires
hilbertiennes d’'une condition suffisante de relative compacite faible pour les mesu-

res de probabilité sur un Hilbert donnée par Parthasarathy ([5] p. 154 th. V1.2.2.).

En effet, selon ce théoreme, une condition suflisante de relative compacité

faible de {P, , n € N} est

sup] Z( fi,h))*dP,(h) = 0 quand m — +o0.

1 i>m
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Ceci prouve du meéme coup assertion (Hs) = (Hy
I I

(H1) & (H2) : est évident a cause de la caractérisation des parties relativement

compactes de Hye (cf. [9]).

(Hy) = (H3) , st BE(Yy) < 400 : Par le théoreme de convergence monotone on a

lim E(Y¥.,) = 0. D'autre part, on a :

m—-+oo

2
sup E Z (/m;q) < BE(Yn) -

neN o

(Hz) = (Ha) : Soit np > 0 fixé. Puisque Yy = sup ||ep(,u,',)||i est p.s. fini, il existe
a > 0 tel que

P(Yi, 3.6 e L (1)

D’autre part (Y3, )men converge vers 0 en probabilité done : Vp € N* [ Jin(p) € N,

2
_ e 1 ‘
Plsuwp S (] f,d,u,',_) o e Qi’% : (2)

)
s i>m(p) 1

Posons alors 4
A, ={we, ¥y = —
1 { = m(p) = j”}

Cp = {p(fin) v w €Ay , n €N}

= ﬂ Cy | n{heHy, |[b]; <a)

pEN*
On va montrer que :
1) C est relativement compact dans Iy .
) Vn € N, P, (C) > 1—n ce qui permettra de conclure par le théoreme de
Prokhorov.
Justification de (1) :
- C est borné en norme || || .

-SiheConah=ep(uy) pourwe [ A,.
pEN*
Pour tout p € N*, il existe done m(p) indépendant de w et n done de /i tel
(ue

T

izm(p) =
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Le critere de relative compacité dans Hye (cf. [9]) est done vérific.

Justification de (i) : C'est une conséquence de (1), (2) et de la definition de C.

V - CONVERGENCE PRESQUE SURE D’UNE SUITE
DE MESURES ALEATOIRIES

Par définition nous dirons que la suite de n.a. (p},) converge presque sturement
si la suite de variables aléatoires (yp(pr)) converge presque strement pour la

topologie forte de Hy,.

V.1. -
Proposition.- Soit (uf) une sutte de m.a. p.s. convergente alors :
(1) Pour tout f € Hy la swite de v.a.7. (f f(f,u.:l) est p.s. convergente.

1) St de plus la imite p.s. de (1) est une m.a. u* on a :
P I fn f

]i]}} ffd,u;:]fd,u,' P.s.

m  Evident grace a I.2. (iii). ]
V.2. -

Théoreme.- 51 la suite (y) vérfie 'une des hypotheses de relative compacité
(H1) ou (Hy) du§ IV ct si pour tout f € Hy la suite de voa.r. ([ fdpl) est p.s.
convergente alors (p)) converge p.s.

m  En utilisant (H;) on dispose d'un ¢vénement ' € A de probabilite 1 tel que

{e(py),n € N} est relativement compact dans Hyy .

Ywe & :
Vie N, (] if (l/r‘,‘:) converge dans R .

Rappelons que {f; , i € N} est totale dans Hj. Soit F Pespace des combi-

naisons lincaires finies des f;. On vérifie facilement que ¢ définie par :
i 1

P = / fdu® (f € F)
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est une forme linéaire continue sur F se prolongeant de manicre unique & Hje. Par
le théoreme de Riesz on a alors un élément unique ¢* de Hy tel que ¥ = (a4,

On a alors :

sup [le(p)ll e < + o0
Ywe Q' e . ;
VIeF {g".f)= lim {olu),f)

n—+4oo

On en déduit que :

wy e, i) i
wlpg)——=—=wyg
et done que (p(ps)) converge aussi fortement vers ¢% & cause de la relative
compacite. Ceel prouve que ¢* est une v.a. & valeurs dans H e ot que (g5, ) converge

p.s. vers g°* -

Ce théorcme géndéral ne nous dit pas si la limite de (pen) est encore une ni.a.
Pour répondre positivement & cette question, il suffirait de remplacer (H;) par
une hypothese de relative compacité presque siire dans @(M). Mais d'une part
nous ue connaissons pas de critere de relative compacité dans (M) dans le cas le
plus géncral, d’autre part dans les 3 cas de construction effective de H: que nous
avons répertoriés au § 1.3. il est possible de donner une réponse plus consistante
(cf. V4. et V.5.). Auparavant nous donnons une version de V.2. pour des w.a.

positives sans hypothese de relative compacité dans les cas 1 et 3
V.3. -

Proposition.- Soit (yu3) unc suite de m.a. positives.

Dans les cas 1 et 3 siles via.r.([ f dud) convergent p.s. pour tout fe Hy

alors (ji3) converge p.s.

Si de plus il caiste une m.a. p* telle que lilil ffday = J fdp* (f € Hy)
n—+0oo
p.s.
alors puy, ——— u®

B Les cas 1 et 3 vérifient le théoreme IV.2. de [9] selon lequel la convergenee

o(Hy , Hy) d'une suite (pu,,) d’éléments de M+ dquivaut i sa convergence forte.

Il nous suffit donc de prouver la convergence o Hy , Hy) presque ste de

@(py ) vers une v.a. ¢* & valeurs dans He.
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Par densité de Hy dans C(X') (resp. U(X)) pour la norme
f € Hy telle que : igfv il a0l

I “o(, , 1l existe

On en déduit que :

sup pn(X) < +o00 p.s.

puis que

sup ||pnllp < 00 ps.

On peut alors reprendre la construction de (¥ comme dans la démonstration
de V.2. et en déduire de la méme fagon que
(I, Hy)
. 3
@l gt in s
g* est limite o(H p , Hy) presque stire d’'une suite de v.a. a valeurs dans Hye ot
comune les tribus bor¢licnnes forte et faible de Hy; sont les méimes, ¢* est une v.a.

a valeurs dans Hy et on conclut grace au th. IV.2. de [9]. n
V4. -

Théoréme.- Soit (p5,) unc suite de m.a. telle que ([ fdpl) converge p.s.

pour tout f de Hy ct vérifiant :
sup |pn| (X) < +o0  p.s.

Alors dans les cas 1 el 2 (u;,) converge p.s. vers unc m.a. ju®.

®  Nous allons utiliser le lemme V.2.2. de [9] sclon lequel :

+o00
“ 87l existe une base hilbertienne (gi,¢0 € N) de Hy telle que Y gi(a)?
=1}
converge uniformément sur A’ et si sup{ |, [(AX),n € N} < + 0o alors
5 Pl/ )

»

{©(ptn),n € N} est relativemnent compact dans H
Soit done (gi,7 € N) une base hilbertienne quelconque.

Dans le cas 1 la convergence uniforme de 3 gi(2)? résulte du théoreme de

1EN
Dini.

Daus le cas 2 posons :




il

Soit X = A |J{oc} le compactific d’Alexandroff de A'. On prolonge S, ct S & b
en posant :

S(00) = Sp(c0) =0

Dans le cas de Sy, il s’agit d'un prolongement continu puisque les g; sont dans

Co(X). Il en est de méme pour S en remarquant que : S(z) = K(z,z) = +}Eof,—(.r)2
=0

et que cette derniere série converge uniformément sur A’ d’apres (0.73). Done

S € Co(X). On peut alors appliquer le théoréme de Dini dans C(U) et conclure &

la. convergence uniforme de Sy, vers S.

En notant F' Pespace des combinaisons linéaires finies des ¢; on construit un

¢venement ' de probabilite 1 tel que

YfeF ]iul ff dp existe
n—+40oo
Vw (35 SZ, ct

sup |u2](A) < +o0o

n

Dans le cas 1 pour tout w , (p%

) definit alors une suite de formes lincaires

¢quicontinues sur (C(A') , || |l.)-

L’ensemble G des f € C(X) telles que  lim [ f dp existe est done un fermé
n—-+oo
de C(A') et la limite simple de (p¥) ainsi définie est encore une forme linéaire

continue sur G (cf. [7] T.2 XX3.1 corollaire § p. 312).

Comme G D F ct F est dense dans C(A') on a G = C(X') et par le théorcme

de Riesz 1l existe une mesure p* telle que :

Vfel(X) ]ii_}_l ]fc[;.'.';!’ = /frf;.'.“’

Eu particulier on a
o o Ix) o
Plsn ) ———— @l

et d’apres le lemme {p(p),n € N, } est relativement compact dans H o done

La démonstration est la méme dans le cas 2 en remplagant C(X') par Cy( ). n
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V.5. -

Remarque.- Dans le cas 3 si les [ fdul (f € Hy) convergent p.s. et si
sup |pgn|(A') < 400 alors (u?,) converge presque siirement. Il existe alors une mesure
aléatoire v* sur X’ telle que si ¢* est la limite p.s. de w(uy) dans He :

Vhe Hy (g°, )i :/ hdv* p.s.

&
On le vérifie facilement en utilisant l'isométrie T pour les normes || ||, et les

normes hilbertiennes du lemme II1.2.1. et le cas 1 de V.4.

Alors (fi5,) converge p.s. vers la m.a. (¢#*) mais on ne peut en déduire que

(ps) converge p.s. vers la restriction iy de v* & X :si v¥ € My(X) alors
w F w At Pt ) i P —

Sy fduy — [3 fd v* mais on ne peut affirmer que [ fdvv = [, fdviy et

donc la convergence o( Hy, Hy) de o(u%) vers cp(ui‘:l.) n’est pas garantie.
V.6.-

Théoreme.- Dans le cas 3 si la suite de m.a. (u3,) vérific Uhypothése :

“ Il emiste une mesure aléatoire positve p* telle queVn € N |ut| < p® p.s. 7
et si les voa.r. ([ fdu}) convergent p.s. pour tout f € Hy alors puf, converge p.s.

vers une mesure aléatoire pu® .

m  D’apres la proposition V.2.4. de (9] {¢(ul),n € N} est p.s. un compact de
H g inclus dans ¢(M). Par application du théoreme V.2. ¢(ul) converge p.s.. Sa

limite ¢* est p.s. dans (M) donc est une m.a. ]

VI - CONVERGENCE EN PROBABILITE D’UNE
SUITE DE MESURES ALEATOIRES

Par définition nous dirons que la suite de mesures aléatoires (y5) converge en

probabilité sil existe une variable aléatoire ¢* a valeurs dans H telle que :

Ve>0  lim P({llp(u) = 9"l > ) =0

li
n—
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VI.1. -

Proposition.- 5i la suite (o(py,)) converge en probabilité vers la vartable alé-
atoire hilberticnne g*, alors pour tout f € Hy la suste de v.a.r. ([ fdul) converge

en probabilité vers (g* , f).

B Lecas f =0 étant trivial, pour tout f # 0 on a d’apres L.2. (iil) et I'inégalité
de Schwarz :

P ({‘/fdﬂ; ~(f197)] >¢}) <P ({nm;) B3 W})

ce qui permet de conclure. |

Bien entendu la réciproque est fausse comme nous l'avons déja signalé. Pour
remonter de la convergence en probabilité des observations [ fdu? (f € Hy) a
celle de (pp,) il est assez naturel d’adjoindre une hypothése de relative compacité
comme (H3) (dans la version convergence en probabilité de (Y7,,) vers 0) ou comme

(Hs3)-

La démonstration directe des deux théoremes correspondants est possible niais

on peut améliorer le résultat en utilisant I’hypothese plus faible (Hy) :
IVI.2. -

Théoréme.- Soit (uy,) une suite de m.a. telle que {Pys ,n € N} soit relative-
ment compact pour la topologie de la convergence faible des mesures de probabilité

sur H o (Hy) et quil eziste une variable aléatoire ¢* a valeurs dans Hy: telle que :

. I) .
vieHs [ faun it
Alors (@(pr)) converge en probabilité vers g°.
m  D’apres le théoréme de Prokhorov il résulte de (H,) que : Vi > 0, 3C compact

de Hy tel que :

YneN P({p(pun)eCl>1-19
(1)

Plle® €Cli>1 9

Soit (g;,7 € IN) une base hilbertienne de H .
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Fixons 1 > 0 et choisissons un compact C de Hy vérifiant (1). D’apreés la
caractérisation des compacts de Hy (cf. [9] V.1.) on a en notant m,, la projection

orthogonale sur le sev fermé engendré par {gg,...,gm-1} :

&

(2) Ve =00 hn VfeC “f = Trm(f)”l\' = 5

Fixons maintenant ¢ > 0 et choisissons m vérifiant (2). Pour tout n € N on a
alors :

{lle02) = (oG Dllic = 2 € fousn) £ C)

Cal M

On en déduit

vneN P ({lleun) = mmlelui)llx 2 £ 1) <

& P ({lls" = mulg"lic 2 5}) <

En utilisant alors l'inclusion de {||¢(pup) — ¢°||,- = ¢} dans :

}

MU {Imao(2) = 7"l 2
U{lmata®) = ol 2 5}

L ™

{lle2) = T il 2

ca| ™

on en déduit la majoration :

j)
})

ca|m

P ({lle(sn) = 9"l 2 €1) < P ({llen) = mnlo(ua) e 2
+ P ({Imm((s2) = w9l

+ P ({lmnto”) - "l 2 £))

Le premier et le 3°™¢ terme de ce majorant sont majorables par n d’apres (3).

| M

[JCH Nt

(Uniformément par rapport & n pour le 1°7).

Quant au 2°™€ terme, on peut le majorer par 5 pour n > ny en raison de la
convergence en probabilité en dimension finie qui se démontre facilement & partir
de la convergence en probabilité des v.a.r. [ g;dus. Ceci achéve la preuve. |

Pour la convergence en probabilité vers une m.a. on a des résultats analogues

aceuxdu § V:




VI.3. -

Théoréme.- Soit (;u),) une suite de m.a. telle que [ fdul, i e
{Vf = HI\')'

Alors pour que (py) converge en probabilité vers une m.a. il suffit qu’elle

vérifie ['une des hypothéses suivantes :
cas 1 et 2 :sup|un|(A) < oo p.s.

cas 3 : Il existe une m.a. positive p* telle que Yn € N |u>| < p° p.s.

B Les 2 hypotheses ci-dessus impliquent chacune que {@(u5),n € N} est relati-

vement compact dans Hy p.s. L’hypothese (H;) est donc vérifiée donc aussi (Hy).

D’apres le théoréeme VI.2. (¢(peh)) converge en probabilité vers g*. On peut donc

extraire une sous-suite (,u,',P) p-s. convergente. Par le théoreme V.4. ou V.6. on en

déduit alors que p), converge p.s. vers une m.a. u*. Cette convergence ayant lieu
»

aussi en probabilité on en conclut que ¢* = @(u*). |

Remarques. -

En fait il suffit que les hypothéses des cas 1, 2, 3 ci-dessus soient vérifiées
par unec sous-suite de (uf) et que (puh) vérifie (Hy) pour que (p%) converge en

probabilité vers une m.a..

Il est possible d’établir un théoreme de convergence en probabilité pour des
suites de m.a. positives analogue a V.3. (sans adjonction d’hypothese de rela-
tive compacité). Ce théoréme sera obtenu comme corollaire d'un théoréme de

convergence en loi (cf. VIL5.).

VII - CONVERGENCE EN LOI D'UNE SUITE
DE MESURES ALEATOIRES

Par définition, une suite de m.a. (u;,) converge en loi si la suite des mesures

de probabilité associée (P,s ) converge faiblement.
VII.1. -

Proposition.- Seit (p}) une suite de m.a. telle que @(ps) converge en loi
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vers une v.a. g°. Alors pour toute famalle finie {hy,... , hy} d’ éléments de Hy

la suite de vecteurs aléatoires (f fadin®, 20N iz,,,d,tz;) de R™ converge en loi vers

((ft1,g'),....(h,,,,g')).

m  Evident a cause de la continuité des (h,-)i  (h € Hy). n

VIIL.2. -

Théoréme.- Si {Pys,n € N} est relativernent compact pour la topologic de
la convergence faible des mesures de probabilité sur Hy et si les suites de v.a.r

[ hdp}, convergent en loi alors p(u?) converge en loi vers une v.a. ¢ valeurs dans

Hy.

B Remarquons d’abord que nous ne supposons pas que les [ hdu® convergent
n g

en loi vers (g*, h) pour ¢* v.a. a valeurs dans H .

Nous utilisons les fonctions caractéristiques : Par définition la fonction carac-

téristique P+ de la m.a. uj est donnée par :

Vhe Hie, B(h)= [ esplUf, 1) 1)dP (1)
Hy
=/ exp(i/h cly)dPﬂ'-l(cp(y))
P(M)

P, (h)=E (exp{i/h d[l.:J) (Vh € Hy)

D’autre part les v.a.r. [ hdp}, ont des fonctions caractéristiques données par :

(I’f hd,u:.(t) =/ (exp(it / hdu,’,)) (Vt e R).

On a donc la relation :
q)“:‘(h'):q)fhd;t' (1) (V.’IEH}\‘)

De la convergence en loi des v.a.r. [hduj, on peut alors déduire que pour tout
h € Hg ®u(h) converge dans C. Et comme {P,:,n € N} est faiblement
relativement compact on peut conclure a la convergence en loi de (u8) (cf. [4]

Prop. 1.8.2.). u

Nous terminons par un théoréeme de convergence en loi d’une suite de m.a.
positives vers une m.a. positive. Ce théoréeme énoncé dans les cas 1 et 3 ne nécessite

pas l'adjonction d'une hypothese de relative compacité.
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VIL.3. -

Théoréme.- Dans les cas 1 et §, soit (u}) une suite de m.a. positives et u*
une m.a. positive telles que les v.a.r. [ hdp, convergent en loi vers [ hdp® pour

tout h € Hy. Alors (ul) converge en loi vers pu®.

B Pour alléger les écritures nous indexerons la suite (uf) par N* et nous noterons

pg = p*. Soit (gi,2 € N) une base hilbertienne de Hy-. Dans le cas 1 nous savons
P

que i:’og,'(.r:)2 converge uniformément sur A’ (cf. V.4.). Grace au lemme I1.2.1. on
1=0

vérifie aisément qu’il en est de méme pour le cas 3. On en déduit la convergence

+co

uniforme sur A'? de la série gi(x)gi(y).
2 9i(@)gi(y
1=0

Notons 7, la projection orthogonale sur le sev G, engendré par g, ..., gm—1-

Pour toute mesure positive v on a :

lo(v) = mmlo @I = Y [ gvany? = | X s@atnvevid,da)

1>m Toazm

On en déduit alors

(1) V6>0 3ImeN, YweMt |pv)—mule(@))s < 6%u(X)?

D’autre part on sait dans les cas 1 et 3 qu’il existe un élément hy de H: tel que :
1y < hy

On a donc

(2) Vv e MT ogwngf%@

La suite de v.a.r. ([ hodp;) étant convergente en loi vers [ hoduf la famille
{Pfr . »n €Ny est équitendue. En utilisant (2) et la caractérisation des
o dpf,

compacts de R on en déduit :

(3) Vn€]0;1[,3e>0,YneN P{0L un(X)<c})>1—7

D’apres le théoreme de Billingsley-Alexandroff pour établir la convergence en
loi de (@(pn)) vers o(pug) il suffit de prouver que pour tout fermé F de Hy :

limsup P({¢(un) € F}) < P({e(ng) € F})

n—+oo 3
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Nous noterons F* le dilaté d’ordre € de F' pour la distance d induite par la norme
hilbertienne de H :

F¢ = {he Hy ,d(h,F) < ¢)

Fixons ¢ > 0 et  €]0,1[. En utilisant (1) et (3) on voit qu’il existe un entier m

dépendant de € et 7 tel que :

(4) Yne N P({lle(pr) — mm(e(up))l <€})>1—9

On en déduit :

(5) P({p(py) € F}) <n+ P({mm(p(py)) € FENGm})

Grice a I'hypothése de convergence en loi des [ hdul, vers [ hdug pour tout h
de G, on vérifie facilement que m,,(¢(py)) converge en loi vers m,,(¢(pg)). En

appliquant le théoréme de Billingsley-Alexandroff on en déduit :

(6)  limsup P({mu(p(py)) € F*NGw}) < P({mu(p(ng)) € FFNGLuY)

n=—r+4co

En appliquant (4) avee pj on a d’autre part :
(7 P({mm(p(pg)) € F*NGm}) <0+ P({e(pg)) € (F*NGw)'))

En remarquant que (F¢ N G,,)° est inclus dans F%¢ on aboutit finalement

compte-tenu de (5) (6) et (7) & :

(8) limsup P({p(n3) € F} <n+ P({e(ng) € F*})

n—+os

Cette derniére assertion étant valide pour tout choix de € et 1 il en résulte :

(9) limsup P({p(3) € F} < P({p(1}) € F))

n—-oo
ce qui est bien la conclusion souhaitée. |
VII.4. -

Remarque : Dans le cas 2 le théoreme précédent reste valable si 'on ajoute

I’hypothese d’équitension de {P,e 1y ,n € N}.
vl juife s ()
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VII.5. -

Corollaire.- Dans les cas I et 3 st pour tout h € Hye ([ hdpl) converge en
probabilité vers [hdpu® , p et p* étant des m.a. positives, alors (u3,) converge

en probabilité vers p®.

m  Par application du théoréme VIL3. la convergence en probabilité des v.a.r.
[ hdp, implique la convergence en loi de (uy) vers p* et done I'équitension de

{P,s ,n € N}. Le théoreme VL2, permet alors de conclure. |
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