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UN TEST NON-PARAMETRIQUE RELATIF A UN MODELE DE REGRESSION
AVEC DONNLES DEPENDANTES

par
Jean DIEBOLT et Naamane LAIB

URA CNRS 1321, Université Paris 6, Aile 45-55, 3eme élage,

4, Place Jussicu, 75252 Paris Cedex 05, France.

Résumé. Nous nous intéressons dans ce travail a la delinition et aux princi-
pales propriétés d’un test non-paramétrique relatil a la fonction de régression
d’un modcle de régression non-linéaire, dans le cas ou les variables de régres-
sion sont dépendantes. Nous démontrons la convergence du processus sur
la base duquel est construite la statistique de test. Puis nous étudions la
puissance asymplolique locale de ce test.

Abstract. In the present work, we examine the description and main proper-
ties of a nonparametric test for the regression funclion of a nonlinear model
[or dependent regression variables. We establish the convergence in distribu-
tion of the sequence of processes giving rise to the Lest statistics. Our prool
makes use ol a weak invariance principle in the a-mixing context. Then, we
study the local power of Lhe test.

AMS subject classification: 62MO07

1. Introduction

L’objet de ce travail est ’étude d’un test non-paramétrique permetlant
de tester la fonction de régression T' dans le modele non-paramétrique
Y, = T(X,) + o¢,. Les deux suites (¢,) et (X,) sont mutellement indépen-
dantes ct la suite (¢,) est une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. centrées
ct de variance finie. La suite (X,,) est stationnaire et [ortement mélangeante
(a—mdélangeante). On désire tester hypothese nulle [T = Ty] contre
'alternative If;, qui peut étre composée : [T' # 1], ou simple : [T = T},
sans que ’on connaisse nécessaircment la constante o, ni la loi commune des



variables aléatoires ¢,.

Malgré les nombreux travaux relatifs aux modeles de régression non-
linéaires, les études de tests paramétriques relatifs a de tels modeles sont
peu nombreuses. Parmi les études les plus récentes dans ce domaine, citons
celle de Neill [11], qui a étudié un test relatif & un modele de régression
paramétrique non-linéaire multidimensionnel.

Cependant, I’étude d’un test non-paramétrique relatif & un modele de ré-
gression non-linéaire n’a été abordée que dans les travaux de Diebolt [1],[2],
ou cette procédure de test a été¢ introduite dans le cadre de modeles au-
torégressifs non-linéaires de séries chronologiques, dans le cas uniformément
fortement mélangeant (¢-mélangeant), puis Diebolt et Laib [3], et Laib [9].
La procédure de test que nous proposons ici est similaire a celle introduite
dans [1], [2], et étudiée dans [3],[9]. Néanmoins, le test étudié dans [1],[2] et
[3], [9] repose sur P’estimation de la fonction 7', donc dépend essentiellement
du choix des fenétres . Par contre, le test que nous proposons ici est indépen-
dant de toute estimation de T'.

Notre but, dans cet article, est de démontrer la convergence du processus
sur la base duquel est construite la statistique de test, en adaptant la méth-
ode utilisée par Doukhan et Portal [5] pour I’étude du processus empirique
dans un cadre a-mélangeant. Puis nous étudions la puissance asymptotique
locale du test.

Précisons aussi que le Théoréme 1 peut étre étendu au cas ou les €, for-
ment une suite dépendante stationnaire, mais que le test proposé devient
alors impraticable, car la loi limite de la statistique de test est alors impos-
sible a calculer explicitement, ou a approximer.

De nombreuses questions au sujet de ce test restent posées. Citons I'étude
du cas multidimensionnel, I’étude de modeles de régression d’ordre plus grand
que 1, et I'étude non-asymptotique des caractéristiques du test.

L’introduction du modele précédent est motivée par I'étude de la fonction
de régression T' dans le cas ou les X, sont engendrés par un modele




autorégressif non-linéaire.

Supposons que (X3¢ € N) résulte de I'observation d’un processus uni-
vari¢ autorégressif non-linéaire (X;;¢ € N) défini par

Xe = ¢(Xec1) + ((Xem1) e, sl )

ou la variable aléatoire Xy et la suite (1) sont indépendantes de la suite (&),
¢ et ( sont des fonctions réelles, (1;) est une suite de variables aléatoires
Li.d. centrées et de variance égale & 1. Le processus décrit par (1.1) est une
chaine de Markov homogene. Nous allons montrer que, pour certains mod-
eles classiques, les hypotheses sous lequelles nous établissons nos résultats
sont satisfaites.

Nous commengons par rappeler quelques définitions. Notons a0 | R
t < n+m)la tribu engendrée par X,, X4, vy Apam. Le coefficient de
mélangeance forte a(m) est défini par

a(m) = supaerp, Bers, |P(A|B) — P(A)P(B)|.

La suite (X;) est dite fortement mélangeante si a(m) — 0 quand m — oo,
et est géoméiriquement a-mélangeante si a(m) < agp™, avec ap > 0 et
)< p<l.

Une chaine de Markov (X;) est dite géométriquement ergodique si il existe
0<p<1tel que

[|1P*(.]z) = =(.)||lrv = O(p") pour 7 — presque tout z,

ou 7 est la distribution stationnaire de (X,) et ||.||7v la norme de la variation
totale, et ot P™ est la n® probabilité de transition de (1.1) (voir, par exemple,
Nummelin et Tuominen (1982, [12]). Faisons les hypotheses suivantes :

(H1) Pour tout compact I de R, il existe un réel b > 0 tel que (¥(z) > b
pour tout = € [I.

(H2) Pour tout compact I de R, infyer jin,(z) > 0, ol Ly, est la densité de
la variable aléatoitre 7.




1) Modeles a seuils.
Soit {I,},;cs une partition de R. Si, pour z € I}, ¢(x) = a(j)z + c(j), et que
((z) est constante et égale a o(j) > 0, (1.1) correspond au modele a seuils
SETAR introduit et étudié par Tong et Lim (1980). Sous (H1) et (H2) et si
de plus |a(y)] < 1 pour tout j, alors (X;) est géométriquement ergodique et
a-mélangeante avec une vitesse de convergence géométrique (voir Diebolt et
Guégan [4]).

2) Modele EXPAR.
Si ¢(x) est constante et égale & o > 0 et ¢(z) = (a + bexp(—cz?))z, ol a,b, ¢
sont des constantes et ¢ > 0, on obtient le modele EXPAR introduit par Ozaki
(1979). Sous (H1) et (H2) et si de plus |a| < 1, (X;) est géométriquement
ergodique et a -mélangeante avec une vitesse de convergence géométrique
(voir Diebolt et Guégan [4]).

3) Modele bilinéaire.
Si ¢(z) = az, {(z) = bz + 0o, ol gg est une constante strictement positive,
on obtient le modeéle markovien bilinéaire. Sous (H1) et (H2) et si de plus
la] < 1, a* + 0% < 1, (X;) est géométriquement ergodique et a -mélangeante
avec une vitesse de convergence géométrique (voir Diebolt et Guégan [4]).

4) Modele ARCH.

Si ¢(z) = rz, {(z) = Vao + a;2?, ou ag et a; sont des constantes positives,
on obtient le modele AR univarié avec bruit ARCH introduit et étudié par
Engle (1982) dans le cas ot r = 0 et par Weiss (1984) dans 1le cas v % §
Sous (H1) et (H2) et si |r] < 1,0 < a1 < 1, ag > O,|r| + af E(|no]) < 1,
(X;) est géométriquement ergodique et a -mélangeante avec une vitesse de
convergence géométrique (voir Diebolt et Guégan [4]).

5) Modele g-ARCH.
Si ¢(z) = rz, ((z) = Vag + a12??, on obtient le modele AR univarié avec
bruit B-ARCH. Sous (H1) et (H2) et si ag,e¢; > 0, 0 < f < 1, alors (X;)




est géométriquement ergodique et a -mélangeante avec une vitesse de con-
vergence géométrique si [r| < 1 (voir Diebolt et Guégan [4]).

2. Description du test

Nous considérons des suites de variables aléatoires (Xasn 2 1), (Vain 2
1) et (ex;n > 1) reliées par Y, = T(X.) + o€,. La suite (X,;n > 1) est sup-
posée stationnaire et a-mélangeante, la série 3,5, a(n)” étant convergente
pour un 0 < v < 1, la suite (e,;n > 0) est supposée i.i.d. de moyenne ()
et de variance 1, et on suppose que E(|eg|*) < oo, Les deux suites (X5) et
(€x) sont supposées mutuellement indépendantes. La fonction T est continue
sur R et o est strictement positive. Enfin, on suppose que la fonction de
répartition F' de la loi de X, est continue et strictement croissante.

On définit le processus suivant sous ’hypothese (Ho) :
2 n
An(t) = n73 Y {Yi — To(X0)} (oo, 4(Xi), t€R. (2.1)
i=1

La statistique de test choisie ici est supienr|A, ()|, que I'on notera M,. On
prouve au paragraphe 3 que, sous des conditions tres générales, M, converge
en distribution vers osupepo )| W (¢)|, ot W est un processus de Wiener sur
R*. Pour tout niveau de signification approché a, 0 < a <1, la région
critique du test est

Ry =4 2150000 0 M, S0qals (2.2)

ol ¢, est le quantile d’ordre 1 — a de la loi limite de M, : si 'on pose ¥(z) =
P(mazepy|W(t)] < z), x > 0, et si 'on choisit z, tel que 1 — ¥(z,) = a,
alors
G = s (2.3)
Comme la quantité o est inconnue, on doit la remplacer par un estimateur
on p.s. convergent sous My, défini comme suit :

os=n" Y 1Y — g K17

1=1



La région critique devient alors

= dos e s b g ) (2.4)
ou
e o (2.5)
3. Résultats de convergence sous f,
Nous notons ||.|| la norme de la convergence uniforme sur R. Pour établir

: i -
sous Hy la convergence de A, vers le processus gaussien A = o(Wol"), on
établit un principe d’invariance faible analogue a celui de Doukhan et Portal
[5] pour le processus empirique.

Pour étudier la convergence de la suite (A,), il est commode d’introduire
la suite des processus auxiliaires B,, définis sur R par

Bﬂ =on- Z Gn,t £A. (31)

ot & = (Xi,ek) et gni(€r) = (oo, g(Xk)ex. Comme F est supposée con-
tinue et strictement croissante, son inverse F'~! est continue et strictement
croissante. Posons V; = F(X;); alors (Vi;7 = 1) est une suite de v.a. uni-
formes sur [0,1], stationnaire et a-mélangeante avec le méme coeflicient de
mélangeance que (X;;i > 1).

La définition (3.1) devient

S) =on- LJns gk s € [07 1}1 (32)

ou & = (Vi, &) et g5 (&) = 1(o,5)(Vk)ex, et ot B} = B,oF~1. Sous I'hypothese
nulle Hy, les deux suites (A,) et (B, ) ont méme limite, ainsi que (A}) et (B}),
avec AX = A oF 1.

THEOREME 1. Soit (&) la suite a-mélangeante de variables aléatoires bi-
variées (X, €), supposée définie sur un espace probabilisé (1%, £*, P*) suff-

isamment riche pour que Uon puisse y définir une variable aléatoire uniforme




sur [0, 1], indépendante des . Alors, il existe une suite ()}n;n > 1) de pro-
cessus gaussiens centrés, de fonction de covariance o*F(sAt), s,t € R,
telle que

| By =il =ni0; (3.3)

Nous en déduisons clairement les corollaires suivants.
COROLLAIRE 1. A4, = Yall St
COROLLAIRE 2. lsupier | An(t)] — supiery|Ya(0)]] L

COROLLAIRE 3. La suite de processus (An;n = 1) converge en distribu-
tion vers le processus gaussien A = o(WoF).

COROLLAIRE 4. M, 5 osuper|W(F(1))].

Principe de la preuve du Théoréme 1 et préliminaires.

On se ramene d’abord a I’étude des processus B}, Les variables aleéatoires
considérées ici prennent leurs valeurs dans l’espace de Skorohod E = D[0,1]
des fonctions z définies sur [0, 1], continues a droite et admettant une limite a
gauche en tout point de [0, 1]. On définit, a une équivalence pres, la distance
de Skorohod entre deux éléments = et y de £ par

d(z,y) =inf{e>0: (3N € A1) [|M £ 6 ||z — yol|| £ €}, (3.4)

o Ag1={A:[0,1] = [0,1] : A(0) = 0,A(1) =1 et A est continue et stricte-
ment croissante}. On note (£, S,d) 'espace métrique mesurable muni de
la distance d, ot < désigne I'ensemble des boréliens de [; on note aussi
w(8),6 > 0, le module de continuité de la fonction z. La distance de Pro-
horov relative a la distance d entre deux lois de probabilités P et @ sur
'espace E est définie par

pa(P,Q) = inf{ec > 0: (VA € Fg) P(A) < Q(AY) + ¢, Q(A) < P(AY) + ¢},

ou l'on a noté A° = {z € £ : d(z, A) < ¢} et Iz 'ensemble des fermés de L.
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Les théoremes de Strassen [14] et de Dudley et Philipp [6] permettent de
ramener notre probleme a une estimation de la distance de Prohorov py entre
lois de processus.

Notre évaluation de la distance py(P,,Qn), ou P, est la loi du processus
B; et Q, celle d’un processus gaussien centré de covariance o?(s A t), repose
sur le lemme suivant.

LEMME A (Doukhan et Portal (1987, [5]). Soient X et Y deux variables
aléatoires a valeurs dans E et K = {t1,...,tx} un é-réseau. Alors,

Pd(P.\'; P}’) < 6)((5) + 6)/(6) + p”,”(P,\'OHR-l, P)*OHR}), (3.5)

ot pyy désigne la distance de Prohorov velative a la norme sup sur R¥, g
est la projection canonique de E sur R¥ associée a I\,

ex(6) =infle>0: P{wx(6) > €} < €},

ou wy désigne le module de continuite de X, Py la lot de X et PA’UIIR—I celle
de (X(t1),..., X(tx)).

Dans tout ce qui suit, on prend X = B};. Par le Lemme A, on détermine une
suite (an;n > 1) tendant vers 0, telle que py( P, @n) < ay, et le théoréme
de Strassen [14] implique alors ’existence d’une loi de probabilité F, sur
(E?,3?), de marginales P, et @, telle que

Fo{(z,y) € E*: d(z,y) > an} < an.

Enfin, le théoreme de Dudley et Philipp [6] nous permet de construire sur
(27, Z", P*) des processus gaussiens centrés Y;* de covariance o?(s A t), tels
que

PldlBosd i) o ti<.0i (3.6)

Preuve du Théoréme 1. Les points essentiels qui restent a étudier sont les
oscillations des processus B} et des processus gaussiens de loi @, puis leurs
répartitions fini-dimensionnelles. Commencons par 1'étude des oscillations
des processus Bj.
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LEMME 1. Supposons que le coefficient de mélangeance de la suite @ainiz 1)
vérifie 307 a(n)? < 0o, pour un réel v tel que 0 < v < 1. Soit

1
un(6) = din(n~16~7 4+ 6)3, ot do, = Cymaz(1, k(a,v)) x maz(1,27) et
ot k(a,y) = 4852, a(n)’ < oo et C; est une constante qui provient de
linégalité de Von Bahr-Esseen. Alors, le processus Bl vérifie

Pl (6) 2 ua(6)} < un(6). (3.7)

Preuve. Nous considérons la statistique ordonnée Vi = Van < e <= Vi,
de Iéchantillon {1,...,V;}. Il existe une suite de variables aléatoires (er),
définie sur le méme espace de probabilité que (e,), et identique en loi (€n),

telle que
B: 4 5(Sp0Gy), (3.8)

ou Sy est le processus des sommes partielle de (en), défini par

1
Su(u) =0 pour 0 <u< —,
n

i ar !

S. ;
Si(w) = -\/_;_1 pour % <u<
avec §; = Ef-;] ¢y et Gy(t) est la fonction de répartition empirique de
Péchantillon {V4, ..., V,}.

GRSt

Soit 0 < § < 1 et M D’entier naturel donné par M = (3] + 1 (ot [t] désigne
la partie entiere de t). On divise lintervalle [0,1] en M sous-intervalles de
1

longueur égale a §;. Par conséquent,

wr;(8) = supoge-s<s|Bi(t) = By(s)]
wy g e
S dmatigjem-1{supocic |Bn(M +1t) = Bi(40)l}
Comme la suite B}, est & accroissements stationnaires, on obtient, pour tout
A>0,

M :
Plogi(@) 23} < Y PUIBIE 2 )
i=1

IA

(3.9)

— 7

MPIBI 2 3))



12

1
ou ||B:|Isf = 5“1)05:5ﬁ|85(3)]- Comme G, (t) est croissante, on obtient
d’apres (3.8)

S A
fJ{wB (5) = )\} < J’UrP{UHla1’:1(1(?16*"(1”“'\—/J=| E}
Notons V = {4, ..., Va} et v = {v1,..., v}, et posons
= 1
I\n,]\af Zl(v< 1 }—-HGH(A_)
Par I'inégalité de Markov, on a
P{wps(8) 2 A} < 8lo* M E(mazi<j<i, ul \b/_l Wi e (3.10)

On commence par évaluer le membre de droite de (3.10) conditionnellement
a (V = v). En tenant compte d’une inégalité de Von Bahr-Lsseen (voir
Shorack et Wellner [13], page 858), on obtient

g
E(?na‘r1555h’,,,“|7—;;|4|\_/ =y)

Or, si I'on choisit dans 'inégalité 2 de Von Bahr-Esseen (voir Shorack et
Wellner [13], page 858) r = 4, on obtient

E(SL |V =v) <20 E(K2 |V =v), (3.11)

Kafn
ou C} est une constante qui provient de 'inégalité de Von Bahr-Esseen. D’ou

CQOAJUT

2

P{WB;Z((S) 2 /\} S E n 1” //\4 (3‘]‘2)
Pour I’ evaluatlon du terme E(I\n A ), posons K= e e (s O

= Lyct = . Donc, on a K, ar = I\nM + 77 €t, comme I\RM est une

variable a]eatoue cent1ee on a

A o~ 2 n

E(I\Tf,ﬂf) = E(An,i\f ) o (__

M

Pour évaluer le membre de droite de (3.13), on applique un résultat de
Doukhan et Portal [5], Théoreme 3, aux variables aléatoires Z; = 1(y,c 1)~

i (3.13)
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Or, pour tout ¢ € N, |Z;| < 1 et LK, p = 0. Par suite, pour 0 < yi<i
on a

2 g 1
E(|1Z:7) € BlZiPy=< =
(12:17) < B(1zZi) < =
et 1
(12:]77))1 -7 <
(E(lz‘l )) — 1"11_,},'
Donc 7
E(K;‘:IM) < k{a,y)nM =17 + (H)g, (3.14)
ou k(a,y) =485, af, et
P{wps(6) > A} < Cs(a, y)[n™ "M + M1/, (3.15)

ot C3(a,7) = Col'(a,7) avec k'(a,7) = maz(l,k(a,y)). Comme M est
choisi de telle sorte que é <M< %, ceci implique

P{wps(6) = A} < Cy(a,y)[n167 + 8]/ M, (3.16)
ou Cy(a,v) = Cs(a,y)maz(1,27). Si l'on pose
un(8) = [Cala, 1) (71677 + 8)],

on obtient

P{WB,',(é) s un(é)} < ”1:(‘5J- o (317)

[’étude des oscillations des processus gaussiens de loi @, se raméne a
celle des oscillations du processus de Wiener.

Pour les répartions fini-dimensionnelles, on remarque tout d’abord que,
si |z| désigne la norme euclidienne de R*, alors A < pyy (voir [7] ). Dong, il
suffit de contréler py|(P,oll;", Q,ollx'). Pour évaluer ce dernier terme, nous
utilisons un résultat de Dehling [7].

Posons, dans le Théoreme 3 de Dehling [7], B = R*, K = K, = {t,,..., te(n)}
¢tant une suite de 6-réseaux de [0, 1] telle que § = 6, — 0 quand n — oo, & =
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aljo,s) (V)€ alors, % = 71;(5;(151),...,3;(15;;))‘, b= Pl 1= O ol
On a donc

1 Padllgt, @uollRt) = O(n~"k%(n)), (3.18)
Ul = %, avec0 < 0 < 2 et 0 < g <1, sile coeflicient de mélangeance
a(n) vérifie a( ) < n=(+A)+3) | Si I’on choisit des §,-réseaux équidistribués,
B=1etd =1, alors k(n)b, =1 et

pa(Pry Qn) < €B3(8n) + €a(60) + O(n~5767%). (3.19)

Or, le Lemme 1 implique que ¢p(6,) = O((n™16;7 + 6,)%), un résultat de
Bickel et Freedman pour le module de continuité du processus de Wiener
(voir Schorack et Wellner [13], pages 538-540) implique que

exlfnld = C6, log(:sl:)%) . Sil’on choisit 6, de maniere appropriée, on obtient

Pd(Pn, Qn) 5 O(aﬂ)': (320)

ou a, — 0 quand n — oco. Les théoremes de Strassen et de Dudley et Philipp
nous permettent alors de construire des versions des processus gaussiens cen-
trés Y;* de covariance o%(s A t) , tels que

P{d(By,Y;) > an} < an. (3.21)

Or, pour tous z, y dans E, ||z — y|| < d(z,y) + ws[d(z,y)] (voir [3]), ceci
implique que P{||B; — Y| = 2a.} < 2a, dés que Plw,(a,) > a,) < an,
car

P{||B; = Y|l = 2an} < au+ P{||B; = Y|l > 2a, et d(B,Y;) < an}
et que, sur 'évenement {||B; — V|| > 2, et d(B},Y) < a,},on a
|B; — Y| < an + wa(an).
Par conséquent,

P{IB; - Y7l > 2an et (B, Y7) < an} < P{wn(an) > an},

d’ou

P BE =¥ 1 2 2an) < 2o, 0
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4. Etude locale de la puissance du test

Soit T la fonction a tester sur R. Posons AT = (T — Tp), et soit F la
fonction de répartition commune des variables aléatoires X, ..y Xn. Nous
établissons dans ce paragraphe un développement asymptotique du proces-
sus A,. Le résultat obtenu permet de préciser le comportement asymptotique
de l'erreur de deuxieme espece lorsque AT est suffisament petit ce qui cor-
respond a des hypotheéses I/ et H, dites contigues.

THEOREME 2. Soit (&) la suite de variables aléatoires bivariées [ Xy epls
ou (Xi; k > 1) est strictement stationnaire et a-mélangeante, et ot le coeffi-
cient de mélangeance a(n) vérifie, pour tout entier [,

lim n'a(n) = 0. (4.1)

n—oo

La suite ({k) est supposée définie sur Uespace probabilisé (Q2*, £, 5 AT
est mesurable et bornée et si [%7 d|AT| < oo, alors, pour n assez grand, le
processus A, (t) peul s’écrire

e
An(t) = n} j ATdEF + aWo(F(1)) + Rus(t), (4.2)

o Wy, est la suite de processus de Wiener définis dans le Théoréme 1, et

|| Rn ]l = Op((log n)?).

Preuve du Théoréme 2. Le processus empirique de 1'échantillon
{Vi;i = 1,...,,n} sera noté

U, = n3{G, - I}, (4.3)
ou | désigne la fonction identité (/(2) = ). Nous utiliserons aussi la nota-

tion X, = Op(h,) qui signifie : pour tout € > 0, il existe un nombre réel M,
tel que P{|X,| = M.h,} < € pour tout n.

Nous utiliserons, pour prouver le Théoreme 2, le Théoreme 1 ainsi qu’un
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résultat de [3].
Le processus A, défini par (2.2) peut s’écrire comme suit :
A, (1) = Ba(t) + Pa(t), (4.4)
ou B, est le processus défini par (3.1),
I . e i
B, (1) =inra Z AT (,X,L-)l(,w, c](«:\k)a (“1.5)
k=l

Examinons le comportement asymptotique de chacun de ces termes sous H;
(donc, avec AT # 0). On sait déja que B,(t) = oW, (F(t)) + R..(t), avec
P{l|Rnall Z 225} £ 2a, (Théoréeme 1).

Pour étudier le comportement de P,(t), on remarque que

iR (1), = a1y AT(X)] e Xe)

k=1

= 7Y (AToF ™) (Vi) lo,rey(Vi)

k=1

» f(AToF“)dGn, s = F(t).
0

LEMME 2. Si AT est bornée et si [Z, d|AT| < oo, alors le processus Py
défini par (4.5) vérifie, quand n — oo,

1 i
Pu(t) = 115/ ATAF + Ras(t), (4.6)
0 || Bzl = Op((logn)}).
Preuve du Lemme 2. On a
Pﬂ(t)xn%/S(AT()F'l)c{I+js(ATob"_1)dUn.
0 0

D’ou ok
Bihz :ﬁ/ (AToF~Y)dI + Roa(t),
0




I
avec s = F'(t) et ou 'on a posé
R,a(s) = (.’_\TOF—I)(.S)UH(S) f fs Uﬂd(AToF_l)_
0

Si Uon pose Cs = ||AToF"!|| [=_d|AT

, on obtient
[[Ruz2]] < Cs|Un]|.

Or, si le coefficient de mélangeance vérifie (4.1), il existe une suite (U,;n > 1)
de processus gaussiens centrés de méme loi, telle que si I'on choisit

£ e .
An 2 201Csn™27, on ait

i /\n bgd
Pl =85l = 26'5} = OB el

ol by est une constante qui provient du Théoréme 1 de Doukhan et Portal 5],
et, pour n fixé, la suite (U,) est une suite de variables aléatoires gaussiennes
de méme loi a valeurs dans I’espace de Banach des fonctions continues de
R dans R, muni de la norme de la convergence uniforme. Par le Théoreme
d’intégrabilité de Fernique, il existe une constante by > 0 telle que 'on ait,
pour tout entiern > 1 :

P{||U.]| > A} = O(exp(—b3A%)) quandA — oo

(voir, par exemple, Sato [10]). Par conséquent,

1 : An 5 (logn)2
P{”Rnﬁll 2 (logn)i!} < P{”Un o Un“ = }+ P{HUn“ = {g ) }
2C5 2Cs

< 0(™H)+0(n ™) = 0(B,),
ol 3,—0 quand n — co. Si l’on pose Rn3(t) = Ry (t) + Rn2(t), on obtient

P{l|Ruall = (logn)?} P{l[Buall 2 200} + P{||Rpz]] > (logn)?}

<
< Ofan) +0(s).

Dot le résultat. O

Nous passons maintenant a ’étude directe de la puissance locale du test.
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Pour cela, posons AT(z) = 9—%1 ou g est une fonction a valeurs réelles.

TUEOREME 3. Soit v = exp(—5i5 [Zop g°dF') el suposons que g est une fonc-
tion bornée. Alors, pour tout niveau de signification approché a, 0 < a <1,
on a

v(1 = a) < limy o P{super|An(t)] £ gne} <1 —a.

Preuve du théoréme 3. Si AT (z) = %—“}3, alors (4.2) devient
t
An(t) = / gdF + oW, (F(t)) + Ryu(t), (4.7)

ot || Rp4|| = Op(an)+0p(n~% (log n)2)—0 quand n — oo (d’apres le Théoréme
1 et le Lemme 2). Notons ¢, le quantile d’ordre (1 — a) de la loi exacte de
M,. On sait, d’apreés le Théoreme 1, que ¢, o — ¢o quand n — o0 (g, est
le quantile d’ordre 1 — a de la loi limite de M,,). Le risque d’une erreur de
deuxieme espéce converge quand n — oo, en vertu de (4.7), vers

Plsupienl [ gdF +oW(F@)] € 4.}, (43)

Si ’on pose s = F(t) la probabilité (4.8) devient
P{supsepo|W(s) — a(s)] < gao™'}, (4.9)
ou a(s) = ——fﬂf g(F~'(ox))dz. Or, pour toute fonction f absolument con-

tinue par rapport i la mesure de Lebesgue et telle que [3 (f'(z))*da < oo, on
a, pout tout A > 0,

‘P(f\)ewﬂf(—%f;(f’(I))zdm) < P{supocic1|W(t) — f(1)| < A} < ¥(X),

(voir Gill [8]). Si I'on pose v = exp(—1 fo(a'(s))*ds) = exp(—3t5 [%, 9*dF),
A = 07'¢,, on a, d’apres (2.3), (1 — ¥)(c™'¢s) = . Par conséquent, la
probabilité (4.9) devient

v(1 — @) < P{supocs<1|W(s) — a(s)| < 0 '} <1 -0 ]
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