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Résumé :

Dans ce travail, nous définissons et donnons les propriétés probabilistes des processus
FARMA et GARMA, qui sont des processus fractionnaires, (Hosking (1981-1982), Gray,
Zhan & Woodward (1989)). Ceux-ci sont caractérisés par leur caractère longue mémoire,
qui joue un rôle très important dans la modélisation des phénomènes aléatoires comme
par exemple en hydrologie, (Mandelbrot & Wallis (1969)) et en économie.
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I-Introduction :

Un processus (Ai)tez réel est dit à longue mémoire si £fc>o |7jt| = +oo où (ik)k>o
est la fonction d’autocovariance du processus, ainsi sa densité spectrale est non bornée en
un certain point. Les premiers processus étudiés en particulier par Mandelbrot et Van Ness
(1968), présentant cette propriété sont les mouvements browniens fractionnaires. D’autres
processus ont été introduits par la suite, il s’agit des processus FARMA et GARMA, voir
Granger et Joyeux (1980), Hosking (1981,1982), Gray, Zhang et Woodward (1989).

Contrairement aux processus ARMA classiques, les processus dits fractionnaires
sont caractérisés par la décroissance hyperbolique de leur fonction d’autocorrélation
( pii — k~d , quand k est assez grand, d étant une constante strictement positive.).
Soit (A<)tez une sérié temporelle et V l’opérateur de différenciation défini par :

VA, = Xt - Xt-i = (1 - B)Xt ,

où B est l’opérateur retard défini par : BkXt = A't_*, k G Z.
Si d est un entier, V** se défini d’une manière naturelle par Vd = V(V“-1), avec V° = 1,
sinon il est défini par le développement binomial suivant :

OO

Wtm&HtBfmSB&faato ,
k—0

Où

_ d(d-l)....(d-k+\)
k\

Dans ce travail, nous étudions les processus (At)tez qui satisfont les équations aux dif-
férences suivantes :

i) ${B)VJXt = Q(B)eu d £ N.

ii) *>(£)(1 - 2uB + B2)xXi = Q(B)c, ; A, u € R.

Où $ et 0 sont deux polynômes de degrés respectivement p et q :

$(z) = 1 ~ <f>\z - ...- <j>pzp ,

0(z) = 1 - 0xz - ...- V’ >

et (ct)teZ est un bruit blanc, centré, de variance a2.
Dans le paragraphe 2 on introduit les processus FARMA et le paragraphe 3 traite des
processus GARMA .

On notera / et {<f>jj)j>o respectivement les fonctions densité spectrale et auto-corrélation
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partielle et par T(.) la fonction gamma définie par :

r(x) =

fo tx
oo

x > 0 ,

x = 0 ,

y x-1 r(i + x) , x < o .

II-Processus FARMA :

Un processus (A'j)<€z est un processus FARMA(p,d,q) s’il satisfait l’equation aux
différences suivante :

$(£)VrfA', = G(J3)£t , d£N.

II-1. supposons tout d’abord que : p = q = 0.
Le processus (Art)t6z que nous considérons vérifié l’equation :

VJX, = £, (1).
C’est un processus FARMA(0, d, 0), il est semblable au bruit blanc fractionnaire introduit
par Mandelbrot et Wallis (1969) dans le but de générer des sériés temporelles possédant
le caractère longue mémoire, et cela dans le domaine de l’hydrologie. On peut voir que
ce processus est self-similaire, Mandelbrot et Van Ness (1968). Les autres propriétés de
ce processus sont les suivantes:

Théorème 2-1 : (Hosking, 1981)
Si |c/j < o, al°rs ^ existe un processus (Ar<)t6z stationnaire et inversible satisfaisant (1)

et qui a les propriétés suivantes :

»)
OO OO

A( = i ÿftTi'ÜwB = Et j

j—0 J=0

avec,
:d—i

Il =
ru + d)

r(j + i)r(d) r r(rf)
r(j - d)

, quand j —» oo ,

;rf—1

, quand j —► oo .

iii)

m + i)r(-d) r(-d)

~ u>~2d , quand u-»0 .

a2r(l -2d)

/(u,) =

Pi =

70
r2(i - d)

r(j + d)r(i-d) -r(i-</).«-,
r(j-d + i)r(d) r(d)

v)<f>jj (fonction d’auto-corrélation partielle): <}>jj = -r— , j > 1

j~~ * , quand j —► oo .

d
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Remarques :

1- Les coefficients tpj et tcj décroissent hyperboliquement (exponentiellement dans le
cas ARMA(p,q)).

2- Quand j est assez grand, <f>jj est indépendant de d : <f>jj ~ k~l.

3- Si d = \, (Xt)teZ es^ inversible et non stationnaire (xj)j ~ (7rj)~1'2).
4- Si 0 < d < 1/2, le comportement de la densité spectrale au voisinage de 0 montre la

persistance à long terme du processus, caractérisée aussi par la fonction d’autocorrélation.
Le processus est donc à longue mémoire avec :

~Pi ÿjj ^ 0.

- / est décroissante et /(u>) tend vers +oo quand uj tend vers 0.

5- Si d = 0, (Xt)tez est un bruit blanc.

6- Si -1/2 < d < 0, (À't) z est à court mémoire :

- pj < 0, <j)3j < 0, et pj décroit hyperboliquement vers 0.

- f est une fonction croissante et f(0)=0, (f’(0)=+oo).

7- Si d=-l/2, {Xt)t£Z est stationnaire et non inversible, de plus on a :
(jJ

f(u) — 2sin(—) —> 0 quand ui tend vers 0 ,

~

4>»-l ’ 70 - r ’ et ~ 2,’ + r

Nous donnons maintenant un théorème relatif au comportement de la moyenne empirique
du processus (A'n = Xt );

Théorème 2-2:(Hosking, 1982)
Soit (A't)<eZ un FARMA(0,d,0), |d| < \ et 70 = E{Xf). Alors :

i) E(Xn) = 0.

»)

Vor(A'„) = «-^(1 r(-d)r(n + d+i) ToT{1 -d) .2d—l

T(d + l)r(n -d) ' (1+ 2d)r(l + d)



Si d > 0, Var(Xn) tend vers 0 plus lentement que n 1 et si d < 0, Var(Xn) tend vers 0
plus rapidement que n”1.

Remarque :
On peut voir que ces résultats sont très différents de ceux obtenus dans le cas des

ARMA.

II-2. On suppose maintenant que : (p, q) ^ (0,0).

Soit (Vt)tez un processus FARMA(p,d,q) réel, vérifiant l’equation :

$(R)Vdr< = Q{B)et (2).
On suppose que les racines des plynômes $ et O sont de module > 1.

Théorème 2-3:(Hosking, 1981)
T Si |c?| < 1/2, alors il existe un processus (Yt)tçz, stationnaire et inversible satisfaisant

(2).

2- Si {Yt)tez est stationnaire et inversible alors :

i— lim^o u2df(u) existe et fini,

ii — limj-.+oo jl~2dpj existe et fini.
O

Idée de preuve :

1- Posons :

*(*) = (1 - z)~d et n(*) = (1 -Jf
^ et II sont bien définis pour |^| < 1 et \d\ <

2- i-

©(*)’

/(“> = illQi ii - | d ~ (- T" '——Ÿu) 2d , quand u> —► 0
1-01 -%■. - d>„

d’où le résultat.

ii-Le processus (Ft)<€z est défini par (2):
posons:

x, =
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VdXt = et , Xt ~ FARMA{0,d,Q),
ut = v*y,,
$(B)ut = 0(5)et , ut~ ARMA{p,q).

Soit (7") la fonction d’auto-covariance du processus (ut)tez- Elle s’écrit donc :

7“ = , j>q ,
tel

où a/, Pi sont des constantes, avec \fti\ < 1.
Nous notons (7* ) et (7*) les fonctions d’auto-covariance des processus (Yt)te& et (Ar<)<eZ
respectivement, alors :

-foo

^ = £ Kjik-j
00

= W-,Wi + 'iKiEf=.«TCFflV- 1)
+ 7*1, Etei «/(EXl, ç + d; À;-ç+1-</;/?,) - 1) ,

où F(a,b\c) z) est la fonction hypergeométrique ( Magnus, 1966) définie par :

, ,
_ r(c) ^ T(o + n)r(6 +n) z"

r(c+«) n\

a, b, c, n sont entiers et z tel que |z| < 1.

Pour 1 < / < p, F(l,d - q — k\l - d - q - k-, Pi) et F( 1, k — q -f d\ k — q -f 1 — d\P\)
tendent vers (1 — Pi)~l quand k tend vers + 00.

lim ^*-+00 7*
+ 2

tel

Pl
1 -Pl

comme 7* ~ A'1-2** quand k tend vers l’infini, le résultat en découle.
©

III-Les Processus GARMA:

(Xt)t£z est un processus GARAIA(p,u,\,q) s’il satisfait l’équation aux différences
suivantes :

$(5)(1 -211B +B2)xXt = 0(5) e, , te Z (3),
où u et A sont des réels, $ et 0 sont respectivement deux polynômes de degré p et q.
Pour etudier ce processus, il est très utile de rappeler certaines notions sur les polynômes.
Notons que l’intérêt d’un tel modèle par rapport au précèdent est qu’il introduit par
l’intermédiaire du paramètre u, un facteur de saisonnalité pour le processus.
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III-1. Les G-polynômes (Polynômes de Gegenbauer) :

Les G-polynômes appelés dans la littérature les polynômes de Gegenbauer et notés
(•) son*' définis par le développement :

(1 - 2 u z + z2)-* = £ C<A>(u) 2" , A ft 0 , |z| < 1 et |u| < 1 ,

OU,

vjk T(A + n — k)
*=0 r(A) kl (n — 2A;)!

C(A)(u) = —— (2u)n~2k

III-2. Les G-processus (Processus de Gegenbauer) :

(À’f)tez est un G-processus s’il satisfait l’equation :

X, = £C<A,(«)e.-» , te Z (4),
k>Q

où C(A>(u) est défini en III-l et où (e<)t étant un bruit blanc centré et de variance a2 et
A un réel non nul.

Le processus (Xj)tez s’écrit aussi :

Xt = (1 - 2 xi B +B2)~xet .

Si |u| = 1, le processus (4) est un FARMA.

Théorème 3-1 :(Gray, Zhan, Woodward, 1989)
1- Le processus (Xt)tez est stationnaire si |u| < 1 et A < 1/2 ou si |u| = 1 et

A < 1/4.

2- Le processus {Xt)t^z est inversible si |u| < 1 et A > —1/2 ou si |u| = 1 et
A > -1/4.

O

Théorème 3-2 : (Gray, Zhan, Woodward, 1989)
Un G-processus (AT|),€z stationnaire est un processus à longue mémoire si

(Ju| < 1 et 0 < A < 1/2) ou (|u| = 1 ef 0 < A < 1/4).
O

Idée de preuve :
On pose, cjo = cos-1 u (appelé la G-fréquence), la densité spectrale du processus est
définie par :

/(“>) = ^(4(cosw “



116

f est non bornée au voisinage de uq, d’où le résultat.

Théorème 3-3 :(Gray, Zhan, Woodward, 1989)
Soit z un G-processus stationnaire à longue mémoire

(1 - 2uB + B2)Xt g et1-Si u = 1 et 0 < A < 1/4 :

T(1 - 2A)r(* + 2A) I4A_, '
n =

r(2A)r(t.-2A + i)~t quand k^+°° '
2- Si ti = -1 et 0 < A < 1/4 :

E i \* r(i — 2A)r(A* + 2A) |
pt = (_1) r(2À)r(i-- 2A + "ij ~(_1) * ’ SïfS' k - +°°

3- Si |u| < 1 et 0 < A < 1/2 :

Pk ~ k2X~l sin(A?r — ku>0) , quand k —» -f-oo ,

où u)q est la G-fréquence.

III-3. Processus GARMA

G

Théorème 3-4 :

Soit (Xt)tçz un processus GARMA(p,u, A, ç), défini par (4), alors :

1- (Xt)tez est stationnaire si |u| = 1 et A < 1/4 ou si |w| < 1 et A < 1/2.2-(A'<)<€z est inversible si |t/| = 1 et A > —1/4 ou si |u| < 1 et A > —1/2.3-(A'i)tez est à longue mémoire si 0 < A < 1/4 et |u| = 1 ou si 0 < A < 1/2 et |u| < 1.

4- i) Si |u| < 1, limu,_wo(a; — u>0)2 X /(u>) existe et finie,

ii) Si |u| = 1, lim^—o^4Xf{u>) existe et finie.

5- Quand k —» -foo :i)si u = 1 et 0 < A < 1/4 : pk — k4*'1.ii)si u = -1 et 0 A < 1/4 : pk & (-)kk4X-\iii)sr |t/| <1 et 0 < A < 1/2 : pk ^ k2 A_1 sin(rA — ku)0).
où u>o est la G-fréquence.

O

Les processus GARMA représentent une extension des processus FARMA. Celle-ci est
justifiée par l’introduction d’un facteur de saisonnalité dans le modèle.
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