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LE MOUVEMENT BROWNIEN FRACTAL

Charles EL-NOUTY

L.S. T. A. , PARIS VI.

Résumé : dés approches différentes du mouvement browvien fractal sont

présentées. Deux domaines d’application sont étudiés : d’une part,
une caractérisation des éléments de ses classes supérieures;
d’autre part, l’énoncé d’un théorème central limite fonctionnel
dans le cas d’un système dynamique apériodique.

Mots clefs : mouvement brownien fractal; classes supérieures; théorème
central limite fonctionnel.

Classification AMS : 60 K Spécial Processes.
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I. INTRODUCTION

Le mouvement brownien fractal entre de diverses manières dans le

cadre des processus longue-mémoire. D’une part, ses propriétés
élémentaires justifient sa place dans cette catégorie de processus;

d'autre part, le mouvement brownien fractal, processus gaussien,
illustre les difficultés techniques qui existent pour les processus

1ongue-mémoire.

Ainsi, nous présenterons tout d’abord deux approches du mouvement

brownien fractal : l’approche historique (paragraphe 2) et l’approche
"processus limite" (paragraphe 3); puis nous introduisons le bruit

gaussien fractal (paragraphe 4). L’étude des classes supérieures du

mouvement brownien fractal fera l’objet du paragraphe 5. Enfin, au

paragraphe 6, nous donnons un théorème central limite fonctionnel dans

le cadre d’un système dynamique apériodique.

II. LE MOUVEMENT BROWNIEN FRACTAL : INTEGRALE DU PROCESSUS DE WIENER.

L’objet de ce paragraphe est de présenter l’approche historique de la
construction du mouvement brownien fractal.

Définition : Soit H tel que 0 < H < 1.

Soit bQeR; soit (ft;a,p) un espace de probabilité.
On définit le mouvement brownien fractal de la façon suivante :

B (0,w) = b
H o

+
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Remarque 1 :

T désigne la fonction gamma usuelle.
W est un processus de Wiener.

Remarque 2 :

Si b = 0, alors on a : B (t,w) = W(t,w).o 1/2

Propriétés :

* Les accroissements du mouvement brownien fractal sont station-

naires et Hss (H self-similaire).
*

B^Ct) est une fonction continue en moyenne quadratique.
* BH(t) est une fonction continue avec probabilité 1.
* B (t) n’est pas différentiable.
* Avec B (0) = 0, EB (t) =0 et Var B (1) = 1H H H

On a :

Cov (B (t )B (t )) =
1 r.2H . 2H
ô t + t - (t -t )2H1.H 1 H 2 2 [ 1 2 1 2 J

Var B (t) = t2H.

Remarque : Les propriétés précédentes sont soit démontrées dans l’arti-
cle de Mandelbrot et van Ness (1968), soit se démontrent

directement.

Théorème 1 : Soit X(t,u>) un processus gaussien non constant qui vérifie
les propriétés suivantes :

- ses accroissements sont stationnaires et Hss,
- il est continu en moyenne quadratique,
alors X est le mouvement brownien fractal.

Théorème 2 : Soit un processus gaussien Z(t), -oo < t < +<#, tel que :
* Z(0) = 0,
* EZ(t) = 0,
* EZ2(1) = 1,
*

zuu^zuj) = i [itj2"* |t2|^- ivg2"].
* Z continu en moyenne quadratique,
Alors Z(t) est le mouvement brownien fractal.

Remarque : Notons que l’on peut prendre teIR, alors que dans la
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définition, t était supposé positif. Le passage à IR se fait en

étendant les propriétés données par Mandelbrot (1968) dans le
cas t>0 à un processus défini sur IR.

Démonstrat ion.

Les hypothèses du théorème 2 entraînant celles du théorème 1, ce

dernier étant démontré dans l’article de Mandelbrot et van Ness

(1968).

L’énoncé du théorème 2 fournit la forme la plus commode pour

caractériser le mouvement brownien fractal.

III. LE MOUVEMENT BROWNIEN FRACTAL : PROCESSUS LIMITE.

Nous avons considéré le mouvement brownien fractal comme une "intégrale"
du processus de Wiener. Nous allons proposer une autre approche.

Théorème 1 : Soit un processus Z (t) de fonctions aléatoires de

D[0,1] qui vérifie :

S[Nt i
* Z (t) = , 0 < H <1 où L est une fontion à variation

N N2HL(N)
lente.

N

S = Z Y
N 1

avec (Y^) strictement statonnaire,

N

EY = 0; Var Y < +oo.
l i

0(N2H L(N))ES = 0(N“‘ L(N) ) t N -> +oo,

| > I-
N ' ’ 2H ’

* les distributions de dimension finie de
E|SN|2a = 0((ES2)a)

alors

suivantes
Z^ converge faiblement vers Z(t)

Z (t) convergent,
H

qui a les propriétés

- Z(0) = 0,
- accroissements stationnaires,
- Z est Hss,
- Z est centré,
- E | Z ( t ) |y < +» pour y ~ g »
- Z est continu,
- ses distributions de dimension finie sont les limites de celles

de Zn(t).
Rappel : L’espace D[0,1] est la classe des fonctions bornées x

à valeurs réelles sur 10,1] tel que x ait une limite à droite en

tout point de [0,1( et une limite à gauche en tout point de ]0,1].
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De plus, on impose que x soit continue à droite sur [0,1[.

Théorème 2 : Soit un processus gaussien stationnaire, de moyenne

nulle et de covariance M = EX X .

i-j 1 j
Supposons

V V M ~ K N2H L(N)LL i-j »
i J

alors

. [NT]
Z (t) = 3- y X ; d ~ N L(N);n, 1 d L i n ’

N i

converge faiblement, N a», vers VK B (t).

Remarques : 1) Ces deux théorèmes prouvent l’existence du mouvement

brownien fractal; ils sont démontrés dans l’article de Taqqu
(1975).

N2
2) d est asymptotiquement proportionnel à Var E X .

i

3) Nous avons présenté deux manières d’aboutir au mouvement

brownien fractal. Une autre approche possible est de considérer

le mouvement brownien fractal comme un cas particulier de

processus self-similaires. Le guide bibliographique de Taqqu dans
le livre d’Eberlein et de Taqqu (1986) donne l’état actuel des

résultats concernant cette catégorie de processus.

IV. LE BRUIT GAUSSIEN FRACTAL.

L’étude des accroissements de rang 1 du mouvement brownien fractal

permet d’insister sur le phénomène longue mémoire et d’établir un lien
avec les ARMA fractals.

Définition : Soit B (t) le mouvement brownien fractal.

On pose G(i) = B (i+1) - B (i), -oo<i<+ooH H

G s’appelle le bruit gaussien fractal.

Propriétés :

* G est stationnaire,
* G est gaussien de moyenne nulle et de variance égale à 1.

Propriété : La covariance E(G(i+k)G(i)), keIR, est ég^ié-çi *
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de plus, on a :

y ~ H(2H-1 ) k2H~2
k >oo

Remarque : La démonstration se fait de manière directe.

Définitions : Si = < H < 1, G a une forme persistente de dépendance
à long terme.

Si H =
^ » G est un bruit blanc.^

1
Si 0 < H < g , G a une forme antipersistente de dépen-

dance à long terme.

Densité spectrale : < H < 1

+00

(1-cos x) V |x+2k7r| 1 2H
f (x, H) = —

r+°o
(1-cos x) |x|1 2H dx^

_ rv»

Démonstrat ion :

On considère la forme générale de la densité spectrale d’un pro-

cessus self-similaire donnée par Sinai (1976). Puis, on utilise

le fait que :

y
k

eikx f (x, H) dx.
0
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V. CLASSES SUPERIEURES D» MOUVEMENT BROWNIEN FRACTAL.

L’étude des classes supérieures du mouvement brownien fractal permet
une connaissance plus fine du processus et montre que des techniques
dites classiques doivent être modifiées.

Définition : $ appartient à la classe supérieure-supérieure du
processus Z, ce qui se note

S>eUUC(Z) si avec probabilité 1 :

3t (w) Vt>t Z(t) < $(t)o o

Définition : $eULC(Z) si avec probabilité 1, il existe une suite (t^)
tel que VI

0<t <.... avec t » +oo tel que Z(t )£$(t )1 1 l-Hoo M i i

Remarque : UUC et ULC sont des abréviations respectives de "upper-
upper class" et de "upper-lower class".

Lemme : 0 < H < 1; soient T et h positifs ; on pose <r(h)=hH.
Alors, on a :

sup |B (t* ) - B (t)| £ <r(h)»u
)StST t H H )

ost•-t^h

1 U
_ — 1 —

„ T H 2
^ C - u e

H h

pour u 2: 0; Ch dépend de H mais ni de T ni de h.

Démonstrat ion :

Ortéga (1989) distingue deux cas :0<H<i et | <H < 1; puis il
utilise les résultats de Berman (1985). #
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Soit a une fonction non décroissante tel que 0 < a < t et
t t

a

■r— non croissante.

On pose :

Y^t) =
B (t+a )-B (t)

H t H

<r(a. )

Y (t) = sup sup
O—s —t O—u—a

B (t+u)-B (t)
H H

<r(a. )

et Y*(t) = jY^t)! ; Y*(t) = |Yz(t)|

Théorème : Soit Z l’un des Y , Y1 i 1

$eUUC(Z) <==> I (4>) < +«

(4#--t
La présentation des grandes lignes de la démonstration de ce

théorème va mettre en relief une partie des difficultés techniques
liées aux processus longue-mémoire.

Démonstration :

<-/ Montrons que : I ($ )< œ => $ e UUC(Y ).
a 6

On suppose que pour t grand, 1 s $(t) s t

(sinon on pose $(t) = min (l,$(t))).
On considère la suite croissante par

On pose :

T = T (1+*"2(T )).
k k—1 k—1

B
k

On

On

de

sup
<t^T

k-1 k

sup
O^s^a

T

(B (t+s)-B (t)) £
H H

k

majore la probabilité de B à l’aide

obtient I ($) < « => Ep(B ) < +«, et
a k

Borel-Cantelli, on a le résultat.

<r(a(T ))•#(!_ îk-l k-1

du lemme précédent;
en utilisant le lemme



101

=>/ Montrons que I ($) = oo => $ e ULC(Y ).
a l

a ( t )
Soit /3 = Lim —; le cas f3=l a déjà été traité. On suppose

t->+00

donc :

/3<1.
a(T 5

1+8
On définit la suite T ^ » par 0 < —=£- < 0’ = ;k

o '

*(T ) > 1 ; Ç(T ) = T - a(T ) = T I
O k k k k-1

On définit aussi :

1

ô = k(T )1 ; S' = [AÔ ] 0 < X < 1
k [ k J k k

Ja(T )
T = -=-i- ; t = T + T

k,J ô k, J k-1 k,J
k

G = { max Y (t ) > $(T, )i.kl -.1 k, J k
J

k

Etape 1 : Soient s et t éléments de [T ,T + Aa(T )], sst.
*-—— k-1 k-1 k-1

On montre qu*il existe D > 0 tel que :

ÉCYlt) - Yi (s) )‘
(t-s)'

H 2H,_ .a <Tk-i?
A cet effet, après avoir développé le membre de gauche, on utili-

1 1
se une formule de Taylor, puis on distingue les cas H<^ et ||<H<1.

Etape 2 : qe[0,l] ; V (q) = Y (T )+ qAa(T ).* k 1 k-1 k-1

On considère :

p(G ) = p[ max V Uj > ttTj]
k

On minore p(G ) pour obtenir :
k

I ($) =oo => Zp(G ) = oo.
a k

Etage 3 : Puisque les évènements ne sont pas indépendants (phénomène
longue-mémoire), on a besoin pour conclure d’un lemme de Borel-
Cantelli amélioré.

Lemme : Soit (A ) une suite d’évènements.
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Si (i) Zp(A ) =
n

lim
(ii) X -xl<j<kSn f

p(A n A )-p(A )p(A )
k J k

(?»(v)
alors, p(A i.o.) = 1.

0

VI. SYSTEMES DYNAMIQUES - MOUVEMENT BROWNIEN FRACTAL.

Ce paragraphe a pour but de justifier une partie de l’intérêt que l’on

porte au mouvement brownien fractal. Certes, il n’est pas simple de
donner une définition générale d’un système dynamique : néanmoins je

demanderai au lecteur de se référer à celle de Cook (1986).

Soit (X,p,T) un système dynamique avec p(X)=l; soit fei£ (p);
f centrée.

On pose : S f = f + f°T + .... + f oTn_1
n

v2 = r (s f)z.
n J n

* x
On définit : VxeX, VneIN ,

,S f t = -

SRf(t,x) = | k n'■linéaire entre deux

Propriété : Sf(#,x) est continue sur [0,1].
n

Notation : Soit Y(*), te[0,l] un processus stochastique avec

p(Y(* )eC(0,1) ) = 1; on écrit : feCLT(Y) si Vh : [0,1] -> IR

bornée, continue VueIR.

rSf(*,x) .
p(xeX : h n ^ < uj > p(h(Y) < u).' n ' n -) +oo

Théorème : 0 < H < 1
2

Pour tout système apériodique (X,p,T), il existe fe£ (X) tel

que feCLT(B ).
H

Remarque : Les mouvements browniens fractals sont la classe la plus
vaste de processus gaussiens non triviaux pour laquelle le théo-
rème précédent peut d’appliquer.



103

Ce théorème a été établi par Lacey (preprint); la fin du

chapitre est consacrée à l’exposé des grandes lignes de la
démonstration de ce théorème.

Démonstrat ion :

Lacey (preprint) traite tout d’abord un cas particulier avant de

résoudre le cas général.

Etape_l : on pose X = R/2n et Tx = x + a[2n] avec ^ 6 IR-0.
Si on suppose que f existe, f s’écrit sous la forme :

00 00

f(x) = 2 £ b cos jx ; £ b2 < »
1 J î

. i nX
On pose : K (X) = —6- .. .

n . 1A
1-e

Lemme 1 : Il existe une fonction réelle symétrique, intégrable sur

[-ir, tt] tel que :

jrr

w(x) |K (x)I2 dx = m2H ; m^lJ
-n m

et

w(x) = 0(|x|1_2H) |x| 0

Démonstrat ion

Pour H * i, on suppose l’existence de w; on obtient l’expres-
sion des coefficients de Fourier, puis on montre que la condi-
tion est suffisante.

Lemme 2 : il existe J = {j ,j , . . . }dN et b tel que

* j „ > 4jr+l r

» b= 0 si |j|*J
* Ib2 < oo

J

* V2 = n2H + 0(lnn) n -» +co
n

* max V 1b |K (ja)| = 0(nH)
n J1 n 1

j n -> +oo

Démonstrat ion :

2
Le lemme 2 découle du fait que 1 on approxime V par une inté-

n

grale appropriée en utilisant la fonction w du lemme 1. #
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Lemme 3 :

• V0 i t< t< ...< t< 1 nt < . n -> +a>
12 r2

d

|S f(s,x)-S f(t,x)| > AV >11 n n 1 n 1

Démonstrat ion :

On applique le théorème central limite de Salem-Zymund (cf.

Lacey (preprint)) pour la première assertion.
La deuxième assertion découle de techniques classiques sur les

processus empiriques. #

A l’aide des deux derniers lemmes et compte tenu de la continuité

p.s. de B , on a le résultat. #H

Etape_2 : Cas général.
Ce cas va nécessiter l’emploi d'outils beaucoup plus complexes et

moins connus que ceux utilisés dans le cas d’une rotation irra-

tionnelle.

Soit (X,p,T) un système dynamique apériodique.

Définition : pour neIN et e>0, F un ensemble mesurable inclus dans
X est un "(N,E) tower" si F,TFf...,TN 1F sont disjoints et

N-l

p(R)<e où R = X - u TF est l’ensemble résiduel,
o
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Définition : soient L et N des entiers positifs, e>0 et F un

"(LN,e) tower" avec R ensemble résiduel.

Soit 0<A<ji tel que e1^ racine nlènMS de l’unité,

g : A -» C est une fonction spéciale pour (L,N,e,F,A) si :

a) g1F équidistribuée sur {1,e*\ ...,el(n X) >
b) g(Tlx) = e11^ g(x) , O^l^NL , xeF.

Notre fonction f va être la somme de fonctions spéciales
correctement choisies.

♦00

Supposons que f = ) b g . Il s’agit maintenant de démontrerLà r r
-oo

que cette fonction convient. A cet effet, on définit pour tout n :

r (n) étant correctement choisi,
o

On démontre que :

lim sup V X|S (f-f )(t)| = 0
n 1 n n 1

n -> +oo t p. s.

Ainsi, il suffit de considérer la suite S f et de prouver à l’aide
n n

de la théorie des martingales que :

- la suite des mesures de probabilités de V S f est tendue,
n n n

- la faible convergence vers Bh pour un ensemble dense de fonc-
tions linéaires de C(0,1). #

Définition : Soit K un compact de C(0,1).
feFLIL(K) s’il existe NcX avec p(N) = 0 tel que Vx€X-N, on

ait pour îF(x) = {a_1Sf(*,x), nfcl} c C(0,1) avec
n n

a2 = 2 V2 ln+(l+ln+ V2)
n n n

* ^(x) est relativement compact dans C(0,1)
* l’ensemble des points limites de est K.

On note K la boule unité du noyau autoreproduisant de l’espace
de Hilbert associé au mouvement brownien fractal.
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Théorème : Soit 0 < H < 1.

Pour tout système dynamique apériodique (X, p,T), il existe

fe£2(X) tel que feFLIL(KH).

Démonstration :

Il suffit de montrer que le f construit au théorème précédent

convient. #

VII. CONCLUSION.

Le mouvement brownien fractal peut être considéré comme une

"intégrale" du processus de Wiener ou comme un processus limite. Ce

processus est continu p. s. et en moyenne quadratique, non

différentiable p. s. et possède des accroissements stationnaires et
Hss. Le calcul de la densité spectrale du bruit gaussien fractal met en

évidence le phénomène longue-mémoire.

Cependant', force est de constater que le mouvement brownien
fractal et l’étude de ses accroissements ont engendré beaucoup moins de

travaux que ceux sur le processus de Wiener. La construction historique
du mouvement brownien fractal comme "intégrale" du processus de Wiener

peut expliquer cette situation : on a pu penser que l’ensemble des
résultats sur Wiener pourrait être appliqué à quelques modifications

près. L’hypothèse d’indépendance des accroissements est très forte.
Ainsi, comme l’illustre l’étude des classes supérieures du mouvement
brownien fractal, d’autres techniques doivent être utilisées. De plus,

la diversité des domaines d’application de ce dernier - comme en

témoigne le théorème central limite dans le cas d’un système dynamique

apériodique - justifie la nécessité d’une connaissance approfondie de
ce processus.
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