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Résumé:

Cet article est une introduction a la théorie des théorémes non centraux
limites, pour les processus a mémoire longue. On présente plusieurs théorémes
non centraux limites s’appliquant aux estimateurs de la moyenne et de la
covariance. Les principales techniques de démonstrations sont données, et on

souligne les conditions nécessaires a I’obtention de ces résultats.

Mots clés: Convergence faible, Mémoire longue, Polynémes d’Hermite, Processus

de Rosenblatt.
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I. Introduction.

Bien que la mise en évidence de phénoménes "étranges” pour des sommes de
variables aléatoires a longue mémoire soit relativement ancienne, puisqu’elle
remonte a Rosenblatt (1961), les théorémes non centraux limites ont connu un
regain d’intérét important depuis quelques années. En effet, le domaine
d’application de la théorie des processus a mémoire longue a considérablement
augmenté, de nombreuses séries semblant rentrer dans ce cadre d’hypothéses.

Le théoréeme central limite étant un outil essentiel en Statistiques, il est
donc naturel de chercher a caractériser les lois limites des estimateurs
usuels dans le cadre de ces nouvelles hypothéses. Commengons par rappeler un

théoréme central limite usuel. On note:

+00 t

B on=al{iX ) o) e = al{X ),
t e ~® 1ist

aln) = Sup[ Sup IP(AnB)—P(A)P[B)I 3

teZ aeB'”,peB' "
t -0
les coefficients d’a-mélangeance du processus <Xl)lEZ . On dit qu’il est

a-mélangeant si a(n) tend vers 0. Le théoréme suivant donne des conditions

suffisantes pour obtenir un théoréme central limite.

Théoréme (Yoshihara 1972):
Si (X‘}th est un processus réel stationnaire a-mélangeant, Ht: H(Xl)
une fonction mesurable 4 valeurs dans R vérifiant iEHt=O, alors s’il existe
3 > 0 tel que:
D EIH 17 ¢ +o,

)
T am S
neN T

+00

la suite ( ¥ Ht) /VT tend en loi vers une normale de variance:
t=1
o’= ¥ cov(H ,H ) = znf (0),
0 n H
neZ
ou f est la densité spectrale de Ht.

Remarques:
l.- i) et ii) garantissent la convergence normale de la série:
fH(J\) = ( Ez cov(HD.Hn)exp(inJ\) )/(211). A € [-mmu],
n

qui définit la densité spectrale de Ht, car, d’aprés [’inégalité de Hipp

(1979):




73

Suplf, (W) = 6(EIH 12%) @ /g 3 )32, (D
A neN

En outre, la densité spectrale est bornée.

2.- On remarque que, dans le théoréme précédent, la loi limite de
T
([HJ/\/T peut étre dégénérée, si la densité spectrale est nulle en 0. Ceci
t=1

se produit en particulier, lorsque Ht est un processus MA(l) de la forme:

T
et la loi de EHl est la loi de € e qui n’est pas gaussienne a priori.
£=1

T
On remarque en outre que ( 5 Ht) /VT tend vers 0.
t=1

3.- Dans le cas d'un processus gaussien, tous les moments existent, et

il est donc possible d’autoriser:
an) = 0n™®), a > 1.

Or pour des processus a mémoire longue, on a typiquement:

aln) = o(n™~

)T
et le théoréme de Yoshihara ne s'applique donc plus. On remarque également que
la majoration (1) ne s'applique plus, et la densité spectrale n’est plus

nécessairement bornée en 0,.

Le probléeme est alors de savoir, si pour une suite A(T) bien choisie, la

suite,

T
( LH)/Am), (2)
t=1
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admet une limite en loi. Deux situations sont a distinguer:

- la limite est gaussienne, et |'on parle alors de théorémes
centraux limites,

- la limite est non gaussienne, et il s'agit alors d’un théoréme non

central limite.

Dans cet article, on considérera trois types de processus: le paragraphe 2
est consacré aux processus gaussiens univaries, et le paragraphe 3 introduit
au cas bivarié gaussien. Enfin, le paragraphe 4 donne un théoréme non central

limite dans le cas non gaussien univarié.

Pour étudier ces différents probléemes, on introduit maintenant quelques

notations et conventions.
1) Type de sommes étudiées.
En toute généralité, la variable aléatoire Ht peut étre prise de la forme:
Ht = H(Xt,}(t_l,...,xt_d),
avec d entier supérieur ou égal a 0, et:

EH = 0, EH? ¢ +o.
t t

Dehling-Taqqu (1989) considérent également des variables aléatoires a

valeurs dans un espace de fonctions, soit:
H.(u) = H(X ,u), u € R.
t t

On se limitera ici aux cas H(Xt) et H(Xt.xt ‘). qui permettent de traiter les
sommes de type moyenne empirique et covariance empirique. on obtient ainsi un

grand degré de généralités par rapport aux sommes intervenant en Statistiques.

Lorsque (xt)tel est gaussien univarié, [’hypothése d’existence de Ila
variance permet de développer H(x) dans une base orthogonale de ['espace

Lz(exp[—xz/Z)dx). constituée de polynémes d’Hermite. Ceux-ci sont définis par:

H(x) = exp(x°/2) (d'exp(-x/2)/dx")), izO0.




7]

H(Xt] admet alors le développement en polynémes d’Hermite dans I’espace
L%(exp(-x°/2)dx):

+ 00 + 0 2
H{Xt) =3 clHl{Xt], avec § cli! = +o,
=i =1

ce développement étant également vrai au sens de la convergence presque-sire.

On notera k le rang d'Hermite de H, défini par:
k = inf(izl / cl==0),

ce qui donne:

+
H(X) = ¥ cHI(X), avec ¢ non nul. (3)
N e K

Si r(n) est la covariance entre Xo et X, on a alors la propriété
n

suivante:

i!r‘l'(n) si i=j,
IEHI(XO)H](XH) = i, j=0. (4)

(0] si i#],

Pour une suite A(T) bien déterminée, Les théorémes prouvés dans la
littérature sont alors de type Donsker: ils portent sur la convergence en loi

du processus en r (0=r=l):

[rT]
(L Ht) /A(T), (5)
t=1

voir  Tagqu (1975), Surgailis (1983), Giraitis (1985), Taqqu (1987),
Dehling-Tagqu (1989), Ho-Sun (1990). On trouve également des résultats de loi

limite pour les distributions finies du processus en n (n € Z):

(n+1)N
(I H)sAamN),
t=nN

ou N tend vers l'infini, dans Dobrushin-Major (1979) et Rosenblatt (1981). Ce
type de somme semble provenir de problémes liés a la transformée de Fourier

rapide, ainsi que de problémes propres a la Physique (cf Dobrushin-Ma jor
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(1979)). Par la suite, on se contentera d’énoncer des résultats de lois

limites pour la somme désignée précédemment par (2):

T
S (H)/A(T) = (EIHJ/A(T}.

2) Hypothéses de dépendance.

a) Il est possible de se limiter a des hypothéses sur la fonction de

covariance. La majorité des auteurs suppose:

Lim (r(tn)/n™®) > 0, ou Lim (r(n)/n *L(n)) > O,
n—>+0 n->+00

L(x) étant une fonction a variations lentes au voisinage de +w, telle que,

pour X positif, L(x) soit mesurable et positive, et telle
que Lim(L(xv)/L(v)) = 1. Ces fonctions sont telles que Lim L(x) = +o. Un
v-3+00 X+ 00

exemple de fonction a variations lentes est donnée par la fonction Log(x).

Remarque:
Notons que I'hypothése de variations lentes interdit a la fonction

d’autocovariance d’étre de 1'ordre de:
-
cos(n@)/n —,

qui peut étre obtenu au moyen de processus possédant de forte saisonnalité, du
type:
(1 - 2cosOL + Lz)a/le =€,

ou €, est un bruit blanc d’ordre 2. Ce type de fonction d'autocovariance est
traité par Rosenblatt (1981) et envisagé par Dobrushin-Major (1979), qui
montrent que les lois limites sont modifiées par rapport a I'hypothése
usuelle. Dans la mesure ou les techniques de démonstrations reposent sur la
représentation spectrale du processus, il est vraisemblable, qu'en faisant
porter les hypothéses sur les asymptotes de la densité spectrale, on puisse

traiter ce genre de cas.

b) L'hypothése de dépendance va contraindre le choix de A(T). Pour que




7.7]

A(T) stabilise la variance de la somme ST(Hk) (Hk(x) étant le k-iéme polynéme

d’'Hermite), il faut que AZIT) soit de I'ordre de:

Var(s (H)) = TVar(H (X)) + 2 T (T-n)r¥(n),
1=n=ST

d’aprés (4). Dobrushin-Major (1979) ont étudié l'ordre de cette variance quand

T tend vers I’'infini, en fonction de « et de k. Ils ont obtenu:

T %, st ekl 6)
TL'(T) , si ak=l (7)
T , Si ak>1 (8)

ou L'(T) est wune fonction a variations lentes. Ce résultat s’obtient
facilement lorsque r(n) = nfm. en faisant apparaitre des sommes de Riemann.
Dans ce cas, on peut prendre L'(T) = I. De fagon générale, A(T) peut étre pris
de l’ordre de VT uniquement dans le cas (8), et doit étre d'un ordre supérieur

dans les autres cas.
II. Processus gaussien univarié..

On rappelle pour commencer un théoréme central limite dans le cas
mémoire longue. Ceci permettra de mettre en évidence la frontiére entre
théorémes centraux limite (cas (7) et (8)) et non centraux limite (cas (6)).
On verra que cette frontiére est définie en partie par le choix de A(T), qui
est déterminée par ke, ou k est le rang d’Hermite de H (cf (3)). 1l faut
ensuite distinguer les cas k=l et k>.. On peut résumer les différentes

situations par le schéma:

0 < wk i<l ak = 1

k =1 1GulE NGols

k. > 1 TNLC L LEGE s
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II.1 Théoréme central-limite.

Théoréme 1: (Ho-Sun 1987)
Si H(x) est de rang d’'Hermite k alors:

t)si Y Ir(n)lk < +w alors la limite en loi de ST(H)/\/T est gaussienne.
neN

ii) Si r(n) =n%L(n), avec ka=1, alors la limite en loi de

T
ST(H)/ (T i e k]l/Z est gaussienne.
t=1

Remarques:
l.- La suite A(T) est donc celle qui stabilise les variances de ST(HK).
et dont l'ordre est donnée par (7) et (8). Dans les deux cas, la variance

asymptotique de ST(H)/A{T) est donnée par:

¢ Lim Var(s_(H, )/A(T)).
T>+0

2.- Le cas i) correspond au cas ak > I. L’hypothése garantit que la

densité spectrale f‘H existe et est bornée. Dans le cas ii) celle-ci n’est pas
k
définie en 0. La suite A(T) n’est donc pas de l'ordre de VT.

3.- On trouve, dans l’article de Ho et Sun (1987), la généralisation au

cas:

H = HiX XogeXasl
T L A t-d

I1.2 Sommes de type moyenne empirique.
On s’intéresse maintenant & des sommes de type moyenne empirique, et

I'on suppose ak<l. Il est alors possible d'obtenir un théoréme non central

limite dd a Dobrushin-Major (1979):
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Théoréme 2: (Dobrushin-Ma_jor 1979)
Si H(x) est de rang d’Hermite k, si r(n) = n"*L(n), avec ko<1, alors la
limite en loi de S (H)/(T'™**?L'(T)*

forme d’intégrales de Wiener-Ito:

) est cka. ot Zk s'exprime sous

k
r - 2 a-1y 1/2
£ = J- k((exp(a(xl+...+ i ) 1)/!.(xl+...+ xk))|l;II(D|xl| ) dw(x ),
R

ou Wi(x) est un mouvement Brownien symétrique et
) = J- exp(ix)|x|*'dx = 2r(e)costans2).

Remarques:

L.- A(T) est ici donnée par (6), et est d'un ordre supérieure a VT.

2.- Dobrushin-Major vérifient soigneusement I'existence de Zk, qui n'est
défini que pour ka < 1. Il faut faire attention a ce que 2k dépend en fait de
«. On s’en tiendra cependant a cette notation, qui correspond a celle de
Rosenblatt (1961).

3.- Dans le cas k=1 (estimation de la moyenne), la loi limite est encore
normale, puisqu’il s’agit d’un mouvement Brownien fractionnaire d'ordre I-o/2.
Pour k=2, la loi limite corresi)ond au processus de Rosenblatt, introduit par
Rosenblatt (1961).

4.- Rosenblatt (1961) et Taqqu (1975) avaient trouvé (pour k valant 2) un
équivalent de la fonction caractéristique de la loi limite de
s AT e

precis.

). Cela suffit a déduire le résultat dans ces cas

Etapes de la démonstration:

Pour simplifier, on suppose que r(n) est égale a n-a, ce qui implique qu'au
L o i ? -1
voisinage de O, la densité spectrale de (X }LEZ est équivalente a DIxIa 2

Sous cette hypothése, on a A(T) = T'**Z

Etape I: Passage de la fonction H au polynéme d’Hermite Hk.

Lemme: Théoréme de réduction.

(S_(H)-c S _(H ))/A(T) = o (1). (9)
T o e P

On retrouve ce type de lemme dans la plupart des théorémes énoncés ici. Il

permet de se ramener a I'étude de la loi limite de ST[Hk). D'aprés (3), on a:
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+ @
ST(H)_CKST(HR} T_E 1(:I'S_l_(l-ll).

En utilisant (4) et en permutant les signes sommes:
el 2
E[(s (H)-c s _(H )] T-EHC‘E[ST(H'] I,

On obtient alors le résultat (9), car, d’aprés (8):
2 iy 2 2 2
E[(s (H-c,S_(H )] Tg lclnouwr) ) = ofA(T)).

Etape 2: expression de ST(Hk) en fonction de la densité spectrale f de

{Xt}uﬂ.

On considére la représentation spectrale de {Xt>LEI:

X, = J’ explitxVTTx)dW(x),

[-m,m)

ou dW(x) sont les accroissements d’un mouvement brownien, pour xz0, et

ou dW(-x) = dW(x). On veut obtenir une représentation de:
H(X) = H {J' explitx VT TX)dW(x) . (10)
[-m,m]

Pour cela, on utilise la formule d’Ité.

Formule d'Ité:

Si ¢ol,...,¢ est une famille orthogonale de LZ([-T(,ﬂ],f(x)dx), si
N sl ~SORE
1 P
n +..+n < j = n+.+tn, alors:
1 q-1 1

P
MTH [I
q=1 n

q

e i

entiers naturels tels que N = n|+...+np, hj(x) = ¢q(x). si

¢ (x)\/f(x)dw(x)] =

(1,7
N
Sym[hl(xl),..hn(xu)] [jlvf(xn)dW(xn). (11)
[-7,7] i
avec:

)) /N,

X
o(N)

Sym[H(xl,..-,xN)] T ( EG H(xa‘tn'"
€

N
ou GN est l’ensemble des permutations sur {1,...,N}.

On applique (11) pour ¢(x) = explitx), avec p = 1, R N = k. (10) devient:
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k
H(X) = exp(it{xl+...+xk)) lI;IIVN:-:l}d‘\k'(x..),
[-m,m]
et:
T K
ST[Hk) = Hm”k[tglex})(lt[xl+'“+xk})]lglvr(xlldwul) =

k
j[_n o [ (1 - exp (i(T+1)(xl+...+ka) )7(1 - exp (i(xl+. ..+xk)) ] lIl;fl\/f‘(xl)d\ll«‘(xl).

Afin de "deviner" quelle peut étre la limite de cette suite, posons
NT(y] = (1 - expliy))/T(1 - expliy/(T+1)), B (T+1)yi, et en rappelant que
AT = T

k
X o
5 (H )/A(T) = J Moy )Y Ty /(T4 )Wy AT+)

[=(T+1)7L,(T+1)T]
(12)

Etape 3: Montrons que ST(Hk)/A(T) 3 Zk.
Dans (12), NT()') tend uniformément sur tout compact vers:

(expliy) - 1)/(iy).
D’autre part, on a:

v/Taf(y/(TH)JdW(y/(Tﬂ)) = '/(T'x/(Ti-l)f(y/(T-H))dW(y].

et comme f(y/(T+l)) est équivalente a D|y|*'(T+1)/T \/(Ta/(TH)f(}'/(TH))

tend vers \/Dlyl(m_"/2 uniformément sur tout compact.

(12) suggére donc la limite Zk du théoréme 2. Afin d’établir ce résultat,

Dobrushin-Major définissent les mesures:

k
- 2 o
MOES] INGy ooty )1 (AT (y /T4y ),
ANI=(T+DT,(T+DTT]

K
By (A) = LI (exp(i(yl+...+yk)] -1) /i(;‘.vl«*...ﬂ.'k)l211=Tl (DIlea”‘dyl).

qui sont les nmesures spectrales associées a ST(Hk)/A(TJ et A Zk.

Dobrushin-Major prouvent ensuite la convergence faible de JT R VERS Sl
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en étudiant les transformées de Fourier de [ et M- Plus précisément

ils calculent la fonction qb_l_(v],...,vk)

k

o vy = | exp[i(E]yJ[(Tﬂ)vJI/{TH))]de(yl,...,yk].

qui est différente de la transformée de Fourier usuelle a cause de
I"introduction des parties entiéres [(T+1)vJ]/(T+l). Ils démontrent que
I'étude de cette fonction est équivalente a I’étude de la transformée de
Fourier usuelle. L’intérét de la fonction ¢T vient d’une plus grande facilité

de calcul. En effet de s’écrit:

] (yl/(T+i),...,_vk/(T+1))
[-m,m]

T k
. 2
l [E‘exp(lt(ylt..+yk]/(T+l))J/Tl RIS ((T"‘/(T+1nf(yl/(Tm)dy]).

En posant y] = (T+l]xj, on obtient |'expression suivante de ¢T:

T k
ok 2
i - Al
- ):t):=l T ad - "tlexp[l((tl t T+ ) xJ]r(xJ)dxJ ;
iy :

ou Il’on voit apparaitre la coordonnée de la densité spectrale associé a

I’élément exp[i((t]—t2]+[(T+l)vJ])xJ] de la base de Fourier. ¢T admet donc
I’expression suivante, qui ne dépend plus que des covariances:

T K

o 2
| El):_l [Jr:ll h) r(tl— t + l(T+1)vJ]]] vt
R

En utilisant le fait que 1'on a supposé r(n) = n"% on obtient la somme de

Riemann:.

t

T k
B [n (It /T- t /T + [(T+1)v l/TI)'“] Al
Rl J=1 1 2 i

15 2

qui tend vers:

k

J- o T_Tllx-y-vjladxdy.
foi
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qui existe bien car ka < I.

Dobrushin-Major (1979) montrent que la transformée de Fourier de Mo admet
également cette limite, et qu'il s’agit de la transformée de Fourier de BB
converge donc faiblement vers By On déduit

2 2
E[(s (H)/AT)-Z, )] = JC|@T - Va |” + J.Rk\cdp_r + i,

Comme \/dptT converge uniformément vers Vd,uo sur tout compact, et que B
converge faiblement vers 1, on déduit la convergence en moyenne quadratique
de ST{Hk)/A(T) vers Zk..

On remarque donc que de la convergence en loi de plusieurs sommes, on peut
déduire la convergence en loi du vecteur composé de ces sommes: d’aprés le
résultat précédent, c'est en effet une convergence en moyenne quadratique qui
est prouvé. On peut donc passer de la convergence en loi coordonnées par

coordonnées a celle d’un vecteur.
II.3 Sommes de type covariance empirique.

Fox-Taqqu (1985) ont étudié des sommes du type:

T |
X H(X ), 13)
,,E ;la _qu( - m( q) (
ol la suite {an}'nEZ est telle que:
a=a , ¥y |la]| < +n (14)
8 -8 s
s€l

D’aprés (4), EH (X JH (X ) = m!r(p-q)™, et la série
m p m q

a =1, si |p-ql=s,

]
|

= 0, sinon,

permet de déduire un estimateur de la covariance r(s), en prenant par exemple

H:(X] = X. On suppose que

{xt}tel est centré réduit. (15)
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Théoreme 3: (Tagqqu-Fox 1985)

Si r(n) = n “L(n), alors, pour SI_: définie par (13) et (14), et si

%) verifie (15):

t teZ
i) Pour 0 < & < 1/2, la limite en loi de (ST-EST)/T""“L(T) est:
mim( ¥ ar™s)z
s€l B Z
it) Ssi } a = 0, en supposant que:
s€Z i
a) ¥ |r(n)-r(n+1)| < +o,

b) r(n+1) = r(n+1)(1+c/k), pour cz0, k supérieur a un ko,

c)as= "BL"(s), avec 1 s B = 3eta+ B >3/2,
la” "ol “limite' de (S_lr—IES_:_)/\/T est  gaussienne, de variance
3 A
161 f(x)g(x)) dx, ou g(x) = ¥ aexp(isx),
s€l ¢
iii) Pour 172 < a < 1, la limite en loi de (STT"—[ES':)/\/T est gaussienne, de
variance:

2 m n 2 +00 +00
(m!)" ¢ [ ] 5 L aa (r(sl)r’(sz))wn

n
n=1 8 =-® 5 =-00 1 2
1 2
n n 2 +00 o o
i [ ] T r(k)qr(k+sl-sl)qr(k+sl) qr(k—sz) s
q=0 9 k=-00
Remarques:

l.- Z2 désigne le processus de Rosenblatt, qui a été introduit dans le
théoréme 2, et qui correspond a la limite en loi de I'estimateur de la
variance:

T
(£ - n)AT* L),
t=1

Il est donc naturel de le voir réapparaitre puisque l'on étudie ici des formes
quadratiques. En particulier, il donne la loi limite de I|’estimateur de Ila

covariance d'ordre 1:

T

=05 d
(E&xX - rl)AT L) 3 2,
t=2
2.- Les parties i) et ii) du théoréme 3 permettent de déduire la loi de
nombreuses combinaisons linéaires finies de covariances: il faut cependant

faire attention a ce que la loi limite de I'estimateur de Var[Xt— Xt-l)

75 2 T
STX ¥ -2 TXX
t=1 t=2




n'est pas donnée ici (la suite Chats 2y a. = a.l = -], a = 0, pour n#-1,0,1 ne
L n

vérifie pas la condition ¢ du ii). Le processus {Xt - Xt 1}162 n'est plus a

mémoire longue car sa densité spectrale est bornée, et nulle en 0. De fagon

plus générale, le probléme provient de ce que S_:_ se réécrit:

GILX = X
(LX =La X,

avec G(l) = 0, qui "abaisse" donc la fonction de covariance de G(L)Xp par

rapport a celle de Xp.

Idée de démonstration:

Le theoréme 3 utilise une formule de représentation (formule du diagramme,

developpée dans Major (1981)), qui appliquée au cas présent donne:

m 2
HleP)Hm(Xq) = m!r(p-q)™ + ):l(m—n)![ r: ] r(p—q)m"nln(p,q),
he
avec
2n
1 (p,q) = Jl_n mmexp(lp(xlt..+xn)+1q(xml+...+x2n)) 10 )dW(x ).

On regarde ensuite quels sont les termes de plus grand ordre, et on montre,

dans le cas i), qu’il s’agit de szk_j),
III. Processus gaussien, bivarié.

On considére maintenant un processus gaussien {(XL,Y‘)}tEI dont la fonction

d’autocovariance est définie par:

_as

n , nz0

= -0
r(n) =EXX=n ,r(n)=EYY=n 5 r(n) =EY =« .
1 0 n 2 0 n 3 0O n -
a4
(-n) " , nx0

ou nx], o &, sont strictement positifs, et éventuellement distincts. Les

applications de théorémes limites sont nombreuses, et comportent notamment
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I'étude de lois limites d’estimateurs de la régression.

INII.1 Sommes de type moyenne empirique.

On considére les sommes:

I
o

T
):H(Xt), H de rang d'Hermite Rl, IEH(Xt]
t=1

7

}:K(Yt), K de rang d’Hermite kz, IEK(Yt)
t=1

ST(H)

il
=

sT(KJ

Les lois limites de ST(H} et ST(K). pris séparément, sont données par le
théoréme 2, dont on conserve les notations. Le théoréme 4 donne des conditions

suffisantes pour caractériser I'indépendance entre les deux lois limites.

Théoreme 4: (Ho-Sun 1990a) ;
i) Sil ko<1l ka>l, avec si k =1, inf(a_,oc) > (142 )/2, alors
i 22 1 3h4 2

1-k & /2
11

la Llimite en loi de (S(H)/T S (KINVT) est (Z N(0,6%)  avec

1
indépendance entre les deux composantes.

ii) Si kltxlf 1 k2a2< 1 la limite en loi de
1-k @ /2 1-k o /2

(ST(H)/T R .ST(K)/T i ) est (Zl.: ,Zk) avec indépendance enlre les

2
deux composantes.

iii) Si klal> 1, k2a2> 1, la limite en loi de (ST(H)/\/T.ST(K)/VT) est
une normale centrée bivariee, avec indépendance si

{ jzkl/cjto)n( jzkzxc’;:m = o

Remarquons que dans iii) il y a dépendance dés que k] - kz' L'indépendance

correspond a cov(H(Xt).K(Yt)) =1L

Idée de démonstration:

En suivant l'idée de la démontration du théoréme 2, on démontre que, dans

le cas ii):

k
1

J' ND(y1+...+ykl)lglf1(yl)dwl(yi)

> kZ ’

‘[No(yl+...+yk2)|glf1(y‘]dwz{yl)

ST[H)/AI(T)

ST(K)/AZ(T)
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ou f1 et f‘z sont les densités spectrales des processus {Xt} et {Yl}. On étudie

ensuite les liaisons entre dwl(y} et dwz(y).
III.b Sommes de type moments croisés.

Il s’agit d'étudier:

4

S.(H) = TH(X.Y), EH(X,Y)) = 0,
=}

s(K) = EIK(X"Y‘)' EK(X,,Y,) = 0.

On développe les fonctions H et K dans une base de Hermite bivariée définie
par:

H J(x.y) = exp[(x2+ yzl/z) ai'jexp(—(x2+ yz)/z)/a'xa“]y

le rang étant défini par l‘ang[i-lI j) = i+j. Il ne semble pas exister de

théoréme non central limite a I'heure actuelle.

Théoréme 5: (Ho-Sun 1990b) (T.C.L)

St Y 'rl(”)lk < +w, avec k = Inf(k k), i=1,2,3, alors la limite en
n€N
loi de (SL/V’T,S:/\/T) est une normale centrée bivariée, de matrice de

variance-covariance
Lim Var (S./VT.S2WVT).
T T

T>+00

1V. Processus non gaussien.

Le cas non gaussien a été etudié, notamment par Surgailis (1982), Giraitis
(1985) (qui démontre un théoréme central limite équivalent au théoréme 1),
Avram-Taqqu (1987). Les résultats qu'obtiennent ces auteurs montrent la
genéralité des résultats exposés ci-dessus, car ils ne font plus I’hypothése
de processus gaussien. L'approche n’est plus dans le domaine des fréquences
mais dans celui des temps, et ces auteurs utilisent donc la représentation
MA(w) du processus. L’hypothése de dépendance porte donc sur les coefficents

de cette représentation.
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Théoréme 6: (Surgailis 1982)

si X‘=.§z net-0g, avee h(=1i1"PL) (o), Rk 5

v.a.r i.i.d dont tous les moments existent, si F est une fonction définie

une famille de

par son développement en série entiere:
+00

F(x) = } Cij.
Jj=0
dont les coef ficients vérifient:
+00
L lelle IGkD® < 4o,
k, J=0

alors, en posant k = inf{j/E [dJF(XO)/de] = 0}, a=2B-1, si ok < 1,

1-ko/2 k/2

la loi limite de (ST(F)—EST(F))/(T LUT) ) est

z E[d'F(X )sd’x] ke,
k 0

ou Zk a €été défini dans le théoréme 2.

Remarques:

l.- Le coefficient « du théoréme 6 est bien équivalent a celui des
théorémes précédents , en raison des liens entre densité spectrale et forme
MA ().

2.- L’hypothése de convergence sur les coefficients de F(x) permet
d’obtenir la convergence uniforme de cette série sur tout compact, et la

définition de F(Xt), au sens Ll et presque-sire.

Idée de démonstration:

Les étapes de la démonstration sont similaires a celles du théoréme 2:
I'auteur montre par un lemme de réduction que la loi limite est la méme que

celle de:
E[d'F(X )/d’x] /ki(s_(X")-ES_(X)/T 2L (D)%),
Le calcul de X': donne:

k = — -
Xt = }...L h(t pl)...h(t pklcp ...cp ;

pl,...,pk 1 k

ou la sommation porte sur tout les k-uplets possibles, et I’auteur montre, par

un deuxiéme théoréme de réduction, qu’'il suffit de prendre en compte ceux
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composés d’entiers distincts deux a deux. La loi limite est alors celle de:

s:/(T""“’ ATV =
%
L[ L LI (ht-p)/T°L'(D)... (ht-p )TN M)E_...¢ ] (16)
T M=y P o oo, k1 Py
pl%J
On pose h(i) = [il'B. avec a = 2B-1, et (16) se réécrit:
1 T
= [ L LD h(p /1) h((tp)/T) (S AT) .. (G m)].
T t=1 B i Pe
Pl*p

J

L’auteur montre que cette somme de Rieman converge, au Sens Lz’ vers
l'intégrale stochastique par rapport a la mesure de Wiener, indépendamment de
la loi de &:

1 k -B
Iodx Ilgl(|x-yll dW(yI]).

Il faut alors montrer que cette intégrale correspond bien a la définition du
processus Zk du théoréme 2. Pour ceci, il suffit de remarquer que lorsque
{CI}IEZ est une famille de variables gaussiennes i.i.d, on se trouve dans le
cas gaussien. En prenant F = Hk, ou Hk est un polynéme d’'Hermite d’ordre k, on

déduit par application du théoréme 2:

1

Z=de
k
0

- -8
J B e ety

car la convergence a lieu indépendamment de la loi des Ki’tt—:l'.
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