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PROPRIETES PROBABILISTES ET STATISTIQUES

D. GUEGAN
Université¢ Paris XIII* et L.S.T.A..

Résumé.

Nous faisons ici une présentation générale des processus i longue mémoire et nous
montrons l'intérét que ces processus ont sur le plan de la modélisation statistique . Nous
donnons des exemples de processus présentant ce type de comportement. Nous précisons
les propriétés probabilistes ct statistiques qui on déja été étudiées. Puis nous proposons
un enscmble de sujets de recherche dans le domaine. L'article se termine par une

bibliographie commentée.
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I - Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons aux motivations qui ont amené les

statisticiens a s'intéresser aux processus longue mémoire. L'existence du phénoméne est
connue depuis de longue date dans la pratique. Les probabilistes ont étudié et analysé
certaines propriétés des processus longue mémoire depuis longtemps, mais ce n'est que
récemment que les statisticiens et les praticiens ont cherché A construire et utiliser des
modeles présentant un tel comportement et i en étudier les propriétés. Nous présentons
ici des modeles, a temps continu et & temps discret, qui présentent des comportements
longue mémoire. Nous précisons les domaines d'applications de ces modeles, puis nous
faisons le point sur les propriétés probabilistes et statistiques déja étudiées. Nous
précisons ensuite les domaines qui n'ont pas encore été étudiés, et ceux pour lesquels des
développements restent 2 faire.
Le but de cet article est de faire une revue sur le sujet ct de permettre aux chercheurs qui
souhaitent I'aborder,de s'y retrouver au milieu d'une bibliographie qui commence 2 étre
florissante. L'article est organisé de la manitre suivante: Dans le paragraphe 2 nous
précisons les motivations qui ont conduit les statisticiens 2 s'intéresser aux processus
longue mémoire. Dans le paragraphe 3 nous indiquons les principaux domaines pour
lesquels les processus longue mémoire ont déja éié étudiés. Dans le paragraphe 4, nous
présentons rapidement quelques processus qui présentent des comportements longue
mémoire: processus self-similaires, processus FARMA et GARMA, agrégation de
processus autorégressifs d'ordre 1. Dans le paragraphe 5 nous indiquons quelles
propriétés probabilistes et statistiques concernant ces modeles ont été développées. Le
paragraphe 6 propose quelques axes de recherche sur ce sujet. Enfin l'article se termine
par une annexe qui est une bibliographie commentée permettant de se repérer au sein des
différents domaines concernés par I'étude des processus longue mémoire.

II - Les motivations

Pourquoi s'intéresser & des processus longue mémoire? L'indépendance des

variables aléatoires observées est, en général, la premiére hypothése envisagée par les
statisticiens; mais bien souvent cette hypothése n'est qu'une approximation de la réalité.




Et I'on sait que si I'on fait de l'inférence statistique a partir de variables que I'on a
supposées indépendantes, et qui sont en fait corrélées, méme faiblement, les erreurs ainsi
produites peuvent avoir des effets non négligeables, d'oi la nécessité de disposer de
modeles qui peuvent prendre en compte ces "faibles" corrélations. Cest ainsi qu'a
l'origine les modeles dits 2 "mémoire courte” ont fait leur apparition. Sous cette
dénomination, nous pensons aux modé¢les ARMA développés dans les années 1970, dont
une présentation se trouve dans le livre de Box et Jenkins (1970), et aux modéles
Markoviens. Ces modéles ont un spectre régulier et des corrélations qui décroissent
exponenticllement. Dans le domaine de I'inférence statistique ils ont permis d'améliorer
des résultats obtenus uniquement sous I'hypothese d'indépendance. Ainsi par exemple,
les intervalles estimés ou les prédicteurs estimés sont différents de ce que 1'on obtient
quand les variables aléatoires sont supposées indépendantes, méme si les vitesses de
convergence restent les mémes. Un exemple simple consiste a calculer I'écart type 6 de
la moyenne empirique X de n observations indépendantes (Xj , ..., Xp) supposées

ii.d., centrées et de variance 2 soit G = —% . Dans le cas d'un processus ARMA, G est

proportionnel a%, mais n'est pas forcément égal é%. Néanmoins ces modeles

"mémoire courte" ne se sont pas avérés suffisants dans le domaine de la modélisation. En
effet il est arrivé que I'on modélise a I'aide de variables aléatoires indépendantes des
séries qui présentaient des corrélations p(k) décroissant en |k|®avec o e ]0,1], donc
des corrélations non sommables. Or méme si les corrélations sont faibles, ce type de
comportement que I'on appelle "longue mémoire" peut avoir des effets désastreux quand
on fait de l'inférence statistique des lors que l'on suppose les variables aléatoires
indépendantes. Dans le cas de processus & mémoire longue, estimateurs et tests
statistiques ont une vitesse de convergence plus lente que dans le cas indépendant ou dans
le cas de processus & mémoire courte. Si nous reprenons l'exemple précédent, pour un
processus & mémoire longue, on constate que ¢ décroit avec une vitesse en n-%/2 avec
0, Ainsi, on se rapproche de comportements nettement différents de ce que l'on
rencontre dans le cas indépendant, et correspondant A certaines situations observées dans
la pratique. L'idée alors de développer les processus & mémoire longue, s'impose
naturcllement. On va donc s'intéresser, tout au long de cet article, aux processus
stationnaires pour lesquels la fonction de corrélation est telle que:



(k) ~ ck2! quand k > e, ¢ >0, d< L
p q :

ol ~ représente I'équivalence asymptotique. De tels processus s'appellent processus
mémoire longue. Rappelons, pour fixer les idées, que les processus i mémoire courte
comme les processus ARMA, ont une fonction d'autocorrélation qui est géométriquement

bornée c'est-a-dire telle que:

lpdo)l = eek pourk=1.2 .- c>0 0<1r<]l

Le type de comportement induit par un processus longue mémoire a é1é observé
dans des domaines trés divers depuis assez longtemps. 11 en est ainsi de certains types
d'erreurs relevées dans des données astronomiques (Newcomb (1886), Karl-Pearson
(1902), Jeffrey (1939)), de séries de données chimiques (Student (1927)), de données
agricoles (Smith (1938), Whittle (1956, 1962)), de données d'origine textile (Cox ct
Towsend (1948)). Mais le domaine qui a certainement ét¢ i l'origine du développement
rapide de l'utilisation des séries longue mémoire en statistique revient 2 I'étude du
"phénomene de Hurst" et reléve de I'hydrologic. On peut se rapporter aux nombreux
travaux de Hurst (1951), ainsi qu'd ceux plus récents de Mandelbrot et Tagqu (1979),
McLeod et Hipel (1978), et surtout i l'article de revue trés intéressant de Kottegoda
(1977). Ce phénoméne longue mémoire qui se manifeste par la présence de "cycles” de
toutes périodicités se rencontre dans de nombreuses disciplines proches de la physique,

(voir par exemple Taqqu (1981), Jonas-Lasinio (1977), Newman (1981), Frolich

(1983)), la théorie de la turbulence avec 1'étude du bruit il.—: Mandelbrot (1975), Helland et
Van Atta (1978), I'étude des fluctuations dans les cristaux de quartz: Percival (1983),
Wolf (1978). Le phénoméne a été relevé en théorie des communications, Mandelbrot
(1975), en météorologie, Haslett et Raftery (1989), en séismologie, Ogata ct Abe (1991)
ainsi que dans la nature. Il a alors é1é décrit i partir des fractals dans le livre de
Mandelbrot (1982). Un domaine important, ¢t non des moindres, qui est intéressé par ce
type de comportement est celui de 1'économie. La prise en compte du phénoméne longue

mémoire a permis aux économeétres de disposer de processus qui prennent en compte les




basses fréquences. De tels processus permettent d'obtenir de meilleures prévisions a
horizon lointain : ce qui n'est pas toujours possible & partir des processus a mémoire
courte. On peut se rapporter dans ce domaine aux travaux de Mandelbrot (1961), Granger
(1966, 1980), Granger et Joyeux (1980), Carlin, Dempster et Jonas (1985), Carlin et
Dempster (1989), Diebold et Rukebusch (1989) et Porter-Hudak (1990).

La liste des travaux et des domaines d'application que nous avons présentée ici est loin
d'étre exhaustive. Elle a pour but essentiellement de montrer que les domaines
d'applications de tels processus sont nombreux et prometteurs d'ou l'intérét que les
chercheurs leur porte et leur développement rapide.

IV - Les différents types de modeles ayant un comportement longue mémoire

Les modeles les plus simples & longue mémoire sont les processus stationnaires
qui ont des corrélations qui décroissent hyperboliquement.

Les deux classes les plus connues de processus stationnaires avec des
corrélations décroissant lentement, sont d'une part, les accroissements de processus self-
similaires, et d'autre part, les processus ARIMA fractionnaires que nous appellerons
processus FARMA. Nous allons tout d'abord présenter ces deux classes de processus et
ensuite quelques autres processus dérivés de ces classes, ou autres.

4.1. Les processus self-similaires et les processus associés,

Ces processus ont été introduits pour la premiére fois en statistique par Mandelbrot et
d'autres auteurs. On peut se reporter, par exemple, aux articles de Mandelbrot et Wallis
(1968,1969), Mandelbrot et Van Ness (1968). D'un point de vue probabiliste, les
processus self-similaires sont bien connus et ont été étudiés depuis longtemps, voir en
particulier les travaux de Kolmogorov (1940). Pour une introduction et une étude de ces
modeles voir Mandelbrot (1965), Taqqu (1977, 1987), O'brien et Verwaat (1983, 1985)
et Verwaat (1985), et pour une revue Carbon (1991).

On dit qu'un processus (Y(1)), ¢ g* est self-similaire, avec un paramétre de self-similarité

H, si pour tout ¢ > 0, le processus stochastique (Y(Ct), ¢ r* est égal en distribution au

processsus (cH Y(1)), ¢ g*
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Hurst en 1951, puis Mandelbrot a partir de 1965 et d'autres auteurs se sont intéressés aux
processus self-similaires & partir de I'étude de la statistique R/S qui joue un role
fondamental pour modéliser certains problémes de crues en hydrologie. Cette statistique
est définie de la maniére suivante. Si X(t), t € N est une suite d'observations 2 temps
discret, définissons la suite X*(t) par

X*0)=0

t
X' =, X

i=1

ot X2 =) X()2
i=1

Alors, étant donné un entier d, on définit R(d) comme étant I'étendue de X(t) ajustée sur
l'intervalle [0,d] :

= * = -u' * " . * a ll_ *
R(d) max (X (u) - X' (d)} pin {(X"(w) d X'(d)}
et $2(d) est la variance empirique correspondante:
2@ =1 x* @?-Lx"2
d d2

Ces deux quantités trouvent leur justification sur le plan hydrologique si I'on suppose que
X(t) représente la quantité d'eau déchargée par une riviére dans un réservoir pendant une
période de temps t, par exemple une année, alors X"(u) représente la décharge totale

pendant u années consécutives, et a I'horizon d, la décharge moyenne effectuée est

donnée par éX' (d). A Tannée u, 1 £ u < d, la réserve d'eau dépasse la
quantité X" (u) -%X*(u). On peut alors définir la quantité minimum d'eau que l'on

souhaite maintenir dans le réservoir par [X* (u) - L X* (u)} et pour qu'il n'y ait pas
P d p q y P

d'inondation pendant d années consécutives, le volume du réservoir doit étre au moins
égal & la quantité R(d). La statistique R/S est alors choisie car elle est robuste par
changement d'échelle. C'est cette statistique que Hurst (1951) a utilisé pour étudier les
crues du Nil. Cette statistique est liée aux processus self-similaires dans la mesure ol si
X*(t) est un processus self-similaire alors la statistique R(d) est égale en distribution 2
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dHR(1), et si X(t) est un processus stationnaire tel que X2(t) soit ergodique et EX2(t) <

1 R(d)

oo, alors —=- converge faiblement vers SR
T i S@) (var X(1))2

Considérons donc un processus self-similaire (Y(t)),  p* de parametre de self-similarité

, (Mandelbrot, 1975).

H, centré, de variance finie, d'accroissements stationnaires tel que Y(0) = 0. Un tel
processus sera désigné sous l'appellation H-sssi (H-self similar stationnary increments).
Les principales propriétés de ce processus sont :

(1) EYZ(t) 9t2H E YZ(1)

EY() Y() =2 {|u P +] P! -1 - o EY? (1)
On se restreint au cas 0 < H <1. En effet par (1), H doit étre positif, (EY2(t) = ItIZH —
EY2(0) =0 quand t — 0), et par stationnarité H < 1 car (EY2 (t+1))1/2 = 2(EY2 1))/, en
utilisant I'inégalité de Minkowski, et quand on divise par |t/ alors on a 2H < 2 ce qui
est vrai pour H < 1). Le cas H = 1 correspond au cas dégénéré: Y(t) = tY(1), ce cas est
donc exclu.
Notons enfin que les processus H-sssi peuvent étre gaussiens, non gaussiens, d variance
finie ou a variance infinie.
Nous allons nous intéresser aux accroissements stationnaires de processus self-
similaires.
Posons X(t) = Y(t) - Y(t-1), t = 1,2, ....., et notons 62 = var X(t). Les accroissements

stationnaires X(t) ont les propriétés suivantes :
(i) la fonction de covariance r(k) = cov(X(t), X(t+k)) = lie'ik"f(x)dx est égale a:
r(k) = %7: (Ik + 1120 - 21ki2H 4 k-112H)

(=4
r(k) ~H(2H -1) IkI2H-2 quand k — <<,

On obtient ainsi un processus dont la fonction de covariance a un comportement longue
mémoire.
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+ o0
(ii) La densité spectrale f(x) = z eixk r(k) est égale i
k=-eo
+4 oo
f(x) = 2b(H,0) (1 - cos x) ., |2mj + x[?H -2
j:.nn
avec b(H,02) = % sin (tH) T(2H + 1)

On peut alors distinguer trois cas :

+oo

a) % = i<ttt Z r (k) = == : la densité spectrale f(.) a un pole en zéro de la forme
k=-

bx|'-2H (les basses fréquences sont si importantes que la densité spectrale est infinie a

l'origine). On peut voir que var X, = 62n2H-2, Dans ce cas 13, on dit que le processus

X(t) présente une forme persistante de processus longue mémoire.

by = %, les variables aléatoires X(t) ne sont pas corrélées.

+ 00 =S
c)0<H <% alors 2 Ir (k)| <o mais 2 r (k) = 0. Le spectre est nul en zéro. On
k=-00 k=-o00
dit que le processus présente une forme antipersistante de processus longue mémoire. Ce
cas est peu intéressant pour les applications statistiques, mais cette situation peut se

produire en particulier si l'on a trop différentié la série.

Nous pouvons visualiser les trois cas précédents a l'aide de la représentation de la

fonction de covariance et de la densité spectrale du processus {X(0)}.
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[ (k) r(k) r(k)
\\
e R \‘\
s ek : \;ﬂ
0<H<l LS ¢
2 H 2 2 <H<I1
> rk)=0
il Y A scx) g
\ /,}' 3 ' okl >
Cas de dépendance Indépendance Cas de dépendance positive
négative

Nous donnons maintenant quelques exemples classiques de processus longue mémoire

obtenus a partir de processus self similaires H - sssi

1.- Processus gaussiens & variance finie :

- Soit le processus gaussien de moyenne nulle et de covariance
EY(1) Y(t2) =3 ([P +]1P" -t - P JEY? (1))

normalisé de telle manigre que EY2(1) = 1. On obtient alors le mouvement brownien
fractal, noté By(t), largement étudié par Mandelbrot et Van Ness (1968), il est H-sssi,

avec0<H<1.SiH= %, on retrouve le mouvement brownien B(t).

- Considérons la suite des accroissements & un pas du mouvement brownien fractal
W(t) = Byy(t+1) - Byy(t), - o<t <oo

{W(t)) est le bruit gaussien fractionnaire. C'est un processus stationnaire gaussien, de

moyenne zéro, de variance 1, de fonction de covariance
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() = ([l 12 - 2P + i1 o)

2 - Processus non gaussiens a variance finie.
- On peut obtenir des processus sclf-similaires non gaussiens avec é— < H < 1, en partant
du bruit gaussien fractal W(t), t > 1 et en considérant une fonction non linéaire du bruit
G(W(t)). Supposons que

E[G(W)] =0 et E[GXW)] <<,

alors la suite G(W(t)) est moins corrélée que la suite d'origine gaussienne W(t). Si pg(k)

représente la fonction de corrélation de la suite G(W()) :

=EG (W(1)) G(W(k+1))
E G (W(1))?

pa(k) Let |pak)| <[ rk)l.

Donc pour que le processus G(W(1)) présente un comportement longue mémoire , il est
nécessaire que la suite gaussienne d'origine présente un comportement longue mémoire
particuli¢rement persistant. En particulier si le mouvement brownien fractal est tel

que r(k) ~ C1k-D pour k = e et D > 0, alors

E G(W(1)) G(W(k+1)) ~ C2 k™P pour k — oo,

ot m est le rang d'Hermite de G, (ou le rang d'Hermite de H est I'index m 2 1 du

premier coefficient non nul dans le développement ), oui C; et C; sont des constantes. On
1

obtient ainsi un comportement longue mémoire et persistant si 0 <D <55 Remarquons
alors que si on pose H=1- %Q, alors (0<D <%) & (;}: <H <1), Mandelbrot et

Taqqu (1979).
- Comment d'une maniére générale obtenir des suites stationnaires qui ont ce type de
comportement. La démarche la plus naturelle consiste & se placer dans le domaine

d'attraction d'un processus self-similaire (Y (1)) , et de prendre les accroissements de Y(t).

Pour cela on considere une suite Z(i), - == < i < + o et on construit la somme normalisée
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[N

é 2 Z(i) qui converge faiblement vers le processus Y(t) quand N — oo, Classiquement
i=1

on choisit pour Z(t)

: ; Jesue
- des mouvements brownicns qui sont 5 -sssi
- des variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées réduites
- des suites de variables aléatoires qui sont faiblement dépendantes.

3 - Processus a variance infinie

On peut obtenir des processus H-sssi i variance infinie & partir du mouvement de Levy
fractionnaire, des processus type Hermite, ou des processus de Poincaré., On considére
alors les accroissements de ces processus. Ces processus sont intéressants car leurs
accroissements ont des comportements de mémoire longue et ce sont des processus dont
les trajectoires montrent une grande variabilité.

4.2 Les processus ARIMA fractionnaires ou les processus FARMA

Ces modeles ont été introduits par Granger et Joyeux (1980) et par Hosking (1981).
C'est une généralisation assez naturelle des modeles ARIMA (p,d,q) décrits par Box et
Jenkins (1970).

Si on permet au paramétre d de prendre toutes les valeurs entre - % eit %—, le processus
FARMA est défini par
3) O(B)(1-B)! X(1) = 6(B) &(t)

ol les variables aléatoires £(t) sont indépendantes, identiquement distribuées gaussiennes
centrées et de variance 62, ¢(B) et 8(B) sont deux polyndmes ayant leurs racines en
dehors du cercle unité, B est l'opérateur retard défini sur les v.a. X(t), d est un réel, et le
polyndme (1-B)d a pour développement :

(4) (1-B)d=1+zd(d' i)“j;(d'j‘*1)(-1)1'13}‘
j=1 i
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le développement (1-B)d est fondé sur le développement en série de la fonction puissance.
En se servant de la fonction I'(.), on a une écriture résumée de (4) donnée par :

1ABy=Y I'(-d+j) B!

j=0 T'(-d) j!
le processus ARIMA (p,d,q) correspond au cas particulier ol d est un entier positif. Dans
le cas ou - %— <d< % le processus défini par (3) a les propriétés suivantes:

(i) Le processus (3) a une solution stationnaire unique donnée par

5) X =Z y; £(t-) = B e(t)
=0
ol
J—————-r0+d) = H k—_lﬂ j=0,1,2,...

PGHOTE gl ok

(ii) le pseudo spectre f(x) a pour représentation
f(x) = G2 |1 - |2 = G2 (2 sin Xy
2n 2n 2

(iii) la fonction d'autocovariance est définie par :

(0 = 2 F-2)
r(1-d)
ct
fyn Rl pappcietagt poyiiis

[(h-d+1)T(d) o<ksn Kd

Considérons donc un processus (X()) défini par l'équation (5). Pour de tels processus
nous avons alors le classement suivant :

oo

. . L . 2
Soit - X(t) est stationnaire si E Nl =0
=0
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-]

* 3 mémoire courte si Z [yl < oo
=0
oo

* 2 mémoire longue si E [wj| =
=0
oo

. : Sl 2 _
Soit - {X(t)} est non stationnaire si ) Vessen:
=0

Dans le cas ol {X(t)) est un processus stationnaire défini par (3) avec pour solution (5),

on peut remarquer que l'on a les approximations suivantes :

jd-l
0} Y;" =——  quand k — oo
I'(d)
2
oy 20 L
(ii) f(x) 2% a0 quand x = 0

+ IWLEe )
I'd)

quand k — oo

(iii)' r(k)

Notons que la fonction de covariance de ces processus peut se calculer pas i pas A l'aide

de la relation suivante:

r(k) = r(k-DI (k+d)/T(k-d+1).
Ainsi les processus fractionnaires sont stationnaires si d < 1/2;
ils sont * A mémoire courte sid <0

* 2 mémoire longue si 0 <d <—;=

Le comportement du spectre au voisinage de x = 0 permet de mieux comprendre la

différence entre processus 3 mémoire courte et processus 3 mémoire longue, ou,
processus non stationnaire pour lesquels le pseudo-spectre est infini en A = 0.
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- > e =
processus fractionnaire processus ARMA processus
a mémoire courte a mémoire courte a mémoire longue (ou
d<0 di=.f) processus non stat.)

d>0

4.3 - Les processus GARMA

Une généralisation des processus FARMA a été proposée par Gray, Zhang et
Woodward (1989). Ils proposent de modéliser le comportement persistant cyclique
l'aide des pdles du spectre qui ne se trouvent pas en zéro. Cela permet de prendre en
compte le comportement saisonnier de mémoire longue. Ces processus sont €tudiés a
l'aide des polynomes de Gegenbauer Ci(u) définis par:

oo

(1-20Z+Z»=) Cd2z",d=0,]Z|<1,|ul<1,
n=0
On appelle processus GARMA, tout processus {X(t)) défini par

©6) o(B)(1 - 2u B + B¢ {X(1) - u} = 6(B) &t)

ot les racines des polyndmes ¢(z) =0 et 6(z) = 0 se trouvent en dehors du cercle unité et
oll {g(t)} est une suite de v.a. i.i. d. gaussiennes centrées, réduites. Les propriétés de ces

processus sont les suivantes :
-Le processus {X(t))défini par (6) a une solution stationnaire si

d<41— et =+ 10 on sl O<d<%— et jul<1

- C'est un processus longue mémoire si :

: = o o= |
@) =il et()<d<4,‘1101s r(k) ~ k
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(ii) u=-1et0<d<y, alors (k) ~ (-Dk k41
(iii) lul<1etO<d< %, alors r(k) ~ k241 sin [rd - kwg] ol wg est la G-
fréquence.

Notons que pour prendre en compte le comportement saisonnier des processus longue
mémoire, Porter-Hudak (1990) suggere de considérer un modele multiplicatif dérivé de
celui de Box-Jenkins (1970), i savoir;

D(B)(1-B)M(1-B5)2X (1) = O(B)e(t),

ou0<d; < % et0<d; < é— . L'étude théorique de ces modeles n'a pas été envisagée.

4.4 - Agrégation de processus autorégressifs d'ordre 1

Granger (1980) a introduit une classe de processus présentant un comportement
longue mémoire, en considérant des agrégations de processus autorégressifs d'ordre 1,
avec des coefficients de régression différents et des erreurs pouvant étre corrélées entre
elles. Les modeles sont représentés de la maniére suivante :

(7) Xi(t) = ¢; Xi(t-1) + G et) + () = =

avec Xj(-1) = 0. Les bruits {&(t)), (ni(t)}, {n2(D)}... sontindépendants entre eux, centrés,
de variance respective 6= Ve () et p2 = Vy, (1), Vi. Les valeurs des coefficients ¢j et Cj
résultent de tirages indépendants suivant une méme loi qui est la loi d'hétérogénité, ces
tirages sont indépendants des valeurs prises par les bruits, et les variables ¢; et C; sont
indépendantes entre elles. Les paramétres C; sont supposés positifs, ils permettent
d'introduire une hétéroscedasticité. Dans la suite, ¢ désigne le vecteur constitué des

coefficients ¢;_

oo

Le processus (7) est stationnaire si Z E (q)k)2 < + oo, dans ce cas
k=0
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(i) (7) est 2 mémoire longue si z (E ¢k) = + oo.
k=0

oo

(ii) (7) est 2 mémoire courte si Y, (E ¢) < eo.
k=0

Granger dans son article privilégie les séries agrégées telles que la loi de ¢ soit concentrée

sur ]-1,1]. Dans ce cas la, une condition suffisante pour que le processus agrégé soit

1
1-¢

stationnaire est que E{ == Le processus agrégé est obtenu en considérant

Xn(®) = 1" Xi(1)-

i=1
En faisant tendre n vers o<, on obtient  la limite le processus agrégé X(t) =1im Xy(t)
n—oo

satisfaisant p. s. une relation du type suivant:

1
(8) X)) = E[0"JE[Cie(t-K)].
k=0
Dans le cas particulier ot le coefficient de regression ¢ suit une loi béta B(p,q; o), p> 0,

q >0, o > 0 (qui ne charge que les valeurs positives), la représentation moyenne mobile
du processus agrégé est donnée par:
=Z [(p+k) T'(p+q)
k=0 T(p) [(p+qtk)
On a alors la classification suivante :

X(t)

(i) St >1, oustor="Tet = Ji’ le processus (8) est non stationnaire.

(i) Siiar="1 et % <qs %‘, le processus (8) est stationnaire et de mémoire longue.

(ii) Sia=1letq<1,ousia<l,leprocessus (8) est stationnaire et a mémoire courte.
Notons que l'agrégation des processus moyenne mobile d'ordre 1 ne permet pas
d'obtenir des processus présentant ce méme type de comportement. Enfin Gongalves et

Gouriéroux (1988) ont développé un test d'homogénéité portant sur ce type de modele.
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4.5 - Les processus d'Euler.

Soit une fonction h(t) définie sur ((), co) par

M m
h(y =Y, > cijllogtit®, 21
i=1 j=0
et
h(t)=0 t<l1,

M
ol Re(a;) 2 0, ol ¢jj sont des constantes et z (m;+1) = k.
i=1
On appelle processus d'Euler d'ordre k le processus { X,) défini par

X, = [, hHew)d(ogu),
ol £(t) est un M-bruit blanc.
Un tel processus a un comportement longue mémoire car sa fonction d'autocorrélation est
asymptotiquement équivalente a h"®, & > 0, voir Gray et Zhang (1988).
Rappelons qu'un M-bruit blanc est un bruit blanc M-stationnaire et on dit qu'un
processus [X,), t€ N est faiblement M-stationnaire si et seulement si {Y, }est faiblement

stationnaire pour u € (oo, o), OU Y, =X, t=¢l.

4.6 - Quel lien relie les coefficients H et d intervenant dans les processus introduit
précédemment?

On peut en effet se demander si ces 2 coefficients ont un lien entre eux.
Il est facile de voir qu'un processus {X(t)} est une séric FARMA de parametre d,

%Sd <% si et seulement si c'est un mouvement brownien fractal de parameétre

H=d+1,
2

Pour cela , il suffit de remarquer d'une part, que le mouvement brownien fractal a une
densité spectrale de la forme f; (AH) f,(A), ot f,,(.) est une fonction positive, continue sur
[-m, m], bornée en zéro, et ol f;(A H) est la densité spectrale du bruit brownien fractal
X)) =Y - Y(t-1) ol Y(t) est défini par
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Y© =] @-s)F124dBGs)

B(t) étant le mouvement brownicn, d'autre part que le processus FARMA (X(1)} défini
par (2), a pour densité spectrale f; (A,d) f,(A) ol fy(.) est définie précédemment et ol

fa(A,d) est la densité spectrale de la série fractionnaire définie par (1-B)4X (1) = (t) avec

= %— sd< % On constate alors que la densité spectrale d'un mouvement brownien fractal

de paramétre H est celle d'une série fractionnaire stationnaire FARMA de parameétre

H- "12- Donc la fonction d'autocovariance pour ces deux processus a la méme structure

pour k grand. On peut aussi remarquer que la fonction d'autocovariance du processus
FARMA est plus facile i calculer, ce qui rend l'utilisation de ce processus plus facile.
Néanmoins le choix de 1'un ou de l'autre de ces modeles découle essenticllement de
considération pratiques.

Pour la clarté de la suite de l'exposé, en fonction des différents exemples que nous
venons de présenter, nous considérons donc qu'un processus stationnaire présente une
dépendance 2 mémoire longue, soit si la densité spectrale du processus , f(A), est telle

que
) f(A) ~ Ly(A) IA1-2H, %- <H<1,

ol L1(A) varie lentement quand | k| — 0, soit si la fonction de covariance du processus,

r(k), est telle que

r(k) ~ Lo(k) Iki?H-2, L<H<1,

B =

ot L,(k) varie lentement quand lkl — o<,

V - Propriétés des processus longue-mémoire
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Dans ce paragraphe, nous allons préciser quels sont les domaines qui ont été
¢tudiés concernant les processus longue mémoire tant d'un point de vue probabiliste que
d'un point de vue statistique.Nous n'entrerons pas dans les détails, la bibliographie est
largement donnée et on peut trouver une revue, pour les propriétés probabilistes dans les
papiers de Carbon et Guerre , pour les propriéiés statistiques dans les papiers de Bosq et
Guégan , dans ce numéro.

5.1 - Propriétés probabilistes

Les propri€tés probabilistes concernant les processus longue mémoire ont été
particuliérement développés pour les processus self - similaires, voir O'Brien et Vervaat
(1983, 1985), Taqqu (1979) , etc.....

Les principales propriétés étudiées concernent le domaine d'attraction (Taqqu (1979),
Major (1982)) , les lois marginales (O'Brien et Vervaat (1983), Vervaat (19985),
Delhing et Taqqu (1990)), les valeurs extrémes (O'Brien et Vervaat (1985), O'Brien,
Torfs et Vervaat (1988)), lcs lois du log-itéré (Kasahara (1990), Taqqu (1977, 1979)), la
représentation de Wiener - Itd (Major (1981), Taqqu (1981,1990)), les processus
empiriques (Delhing et Taqqu (1990)). Des dérivées des processus self-similaires A partir
d'autres processus ont été étudiés par exemple A partir des processus o-stables (Vervaat
(1987), Levy et Taqqu (1987), Kasahara, Maejima et Vervaat (1988), Somorodnisky et
Taqqu (1990), Taqqu (1987, 1990), Taqqu ct Volpert (1983)), des processus non
gaussiens (Taqqu (1987,1990), Rosenblatt (1988)) , des processus de Rudin-Shapiro
(Kamae et Keane (1990)).

Un autre point de vue concernant les théorémes de la limite centrale pour des processus
longue mémoire a fait 'objet de nombreuses publications. Deux types de théorémes de la
limite centrale ont €t€ développés, des théorémes type "Central limite" pour lesquels les
sommes de variables aléatoires considérées particulierement bien normées convergent
vers des processus gaussiens, des théorémes "non central limite" pour lesquels les
convergences obtenues ne sont pas des processus gaussiens. Les problemes étudiés par
les différents auteurs peuvent se résumer de la maniére suivante: étant donné une suite de
variables aléatoires (X;), que l'on suppose généralement (mais pas toujours) gaussiennes

de moyenne zéro et de fonction de covariance présentant un comportement longue
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+ o0
mémoire, 2 r(k) = e avec r(k) ~k-dL (k) quandk — 00l 0 <d < 1 et ol L(.) est
e

unc fonction qui varie lentement quand k — eo on s'intéresse au comportement limite des

suites
[N1]

(10) > G(X)
i-1

ot G est une fonction non linéaire des variables aléatoires Xj. On peut par exemple
prendre pour Hp, le mi®Me polyndme d'Hermite. Dans ce cas on montre que:

sid>r1r

m> [a somme (10) correctement normalisée converge vers le mouvement brownien,

si0<d< ﬁli' la limite obtenue pour (10) dépend de m:

pour m 2 2 c'est un processus gaussicn,

pour m = 2 c'est le processus de Rosenblatt.
L'établissement de Théorémes central limite concerne les travaux de Rosenblatt (1961),
1981), Dobrushin (1979), Taqqu (1975,1979), Major (1981), Breuer (1983). Pour le cas
des processus limite non gaussiens: Yagima (1989), Avram ct Taqqu (1987), Dobrushin
et Major (1979), Fox et Taqqu (1985).
Si le coefficient de normalisation tend vers l'infini plus vite que N'/2 alors on montre que
la limite n'est pas gaussienne. L'utilisation des polyndémes de Appell a la place des

polyndmes d'Hermite conduit aussi i des processus limites non gaussiens.

Dans le cas des processus FARMA un théoréme limite a €té établi par Akonom et
Gouriéroux (1988). 1ls considérent des processus FARMA non stationnaires définis par

I' équation (3) avec d > %—, et ol {€(1)) est un processus bruit blanc de variance 62 avec

des moments d'ordre p plus grands que max (——1—r, 2) . A partir de ce processus on
d-L

2
construit le processus suivant:

(11) x;(r)=Td}m X @) , re(0,1]
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Le processus (11) converge faiblement vers le processus G—e(l-)—lr(r-s)“'ldW(s), re
() I'd) *°

[0,1], ot W est le mouvement brownien sur [0,1].

Une remarque s'impose concernant Ie processus (11), en effet si d > % le processus est

non stationnaire et avant toute étude, il est souhaitable de se ramener 2 un processus
stationnaire. Deux cas peuvent se présenter :

(i) Si é—< d <1, le processus considéré est-il vraiment lié 2 un modéle ayant un

comportement longue mémoire? Il y a nécessité de se ramener a I'étude de la densité avant
de procéder a 1'¢tude limite de sommes particlles de tels processus.
(i) Sid>1,alorsd=n+aoine N

(@ Sia< % alors n représente la saisonnalité du processus et ce processus a
été €tudi€ par Granger et Joyeux (1980) et Hosking (1981).
(b) Sia> "?1._ on se rameéne au cas (ii).

L'étude limite de sommes partielles de processus FARMA non stationnaires, quoique
intéressante en elle-méme, ne semble donc pas d'un intérét pratique immédiat.

5.2 - Propriétés statistiques

Les principales propriétés statistiques des processus 2 longue mémoire concernent
I'estimation de la moyenne et de la variance du processus, I'estimation des paramétres d
et H, I'estimation des paramétres des modeles FARMA, les prévisions, les tests.

Plagons nous dans le cadre général d'un processus stationnaire présentant une
dépendance & mémoire longue caractérisée par le fait que sa densité spectrale f(x) est
définie par (9).

a - En ce qui concerne I'estimation de la moyenne du processus les estimateurs considérés
sont I'estimateur des moindres carrés noté LSE ou le BLUE (best linear unbiased
estimation), Adenstedt (1974). On montre que le LSE ne perd pas beaucoup d'efficacité
par rapport au BLUE (Beran et Kunsh (1985), Samarov et Taqqu (1988)). Comparée aux
Me-estimateurs Ty, définis par
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n
2 ¥Xi-To) =0,
i=1
la moyenne empirique est asymptotiquement équivalente aux estimateurs Ty, dans le sens

ou
X P
a;ﬂﬁchWmmeX -Tal = 0,
n—ee

Cette situation est trés différente de ce qui se passe dans le cas indépendant.
b - l'estimation de la variance 0% = var (X()) est obtenue & partir de l'estimateur

n
classique s = 1—1 z (X; - X)2. Pour ces processus longue mémoire cet estimatcur n'est

pas trés bon et prf:semc un large biais. 1l perd donc beaucoup d'efficacité, Percival
(1985). Pour H= % l'efficacité est méme nulle, sa vitesse de convergence €tant plus

lente que n-1/2 . Le probléme reste ouvert pour ce qui est de trouver un estimateur efficace
et convergent de 62 .

¢ - Les modeles de régression avec bruit & longue mémoire ont €té beaucoup €tudié.

Considérons donc le modele défini par les équations
Y(1) =B X'(1) +e()

On s'intéresse a I'estimation du paramétre . Deux paramétres sont retenus: I'estimateur

— it

des moindres carrés Brsg et le BLUE PppLug » (Yagima (1988,1991), Kunsh, Beran et
Hampel (1990), Sowell (1990)). Dans le cas ot il y a une tendance polynomiale, la
vitesse de convergence des deux estimateurs est plus lente que dans le cas indépendant (le

—

facteur de proportionnalité est de l'ordre de nH - 1/2 | L'efficacité de Bsg est inférieure a
1, c'est seulement une fonction de L;(0). Par contre si on estime les composantes

saisonniéres, la vitesse de convergence est la méme que dans le cas indépendant, et

—_—

BLse est asymptotiquement efficace.
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d - L'estimation du paramétre H a été faite a partir de la statistique R/S, Hurst (1951),
Mandelbrot et Wallis (1969), Mandelbrot et Taqqu (1979). L'estimateur obtenu est assez
robuste ct sc comporte bien asymptotiquement, mais il perd beaucoup d'efficacité
compar€ a l'estimateur du maximum de vraisemblance. Une approche empirique a été
proposée par Granger et Joyeux (1980), & partir de simulations, plusieurs valeurs de d
sont comparées. Une approche bayerienne a été faite par Carlin, Dempster et Jonas
(1989), Carlin et Dempster (1989). La normalité asymptotique de l'estimateur du
maximum de vraisemblance a été obtenue par Yagima (1985). Dans le cas dun FARMA,
le probleme a €t€ trait¢ par Li ¢t McLeod (1986). D'autres approches ont été envisagées:
approximation de Whittle (Fox et Taqqu, (1986), Taqqu (1986), et Dalhaus (1989),
approche spectrale, Janacek (1982), Kashyap et Eom (1988). Si I'estimateur obtenu I'est
a partir d'un modele erroné, trois possibilités sont envisagées : soit le modele d'origine
est non gaussien, voir Avram (1988), Terrin et Taqqu (1989), Giraitis (1989), Fox et
Taqqu (1986), soit le probléme provient de la forme du spectre et de la présence de pics
dans les hautes fréquences, voir Geweke et Porter-Hudak (1983), Graf-Hampel et Tacier
(1984) avec l'utilisation du périodogramme, soit la fonction L;(.) est non stationnaire,
voir Kunsh (1986). En effet une pente négative du spectre prés de zéro indique une
tendance sur les données plutdt qu'un phénomene longue mémoire. Le probleme est de
savoir comment différenticr ces modeles. Des algorithmes d'estimation dans le cas du

maximum de vraisemblance ont été proposés par Sowell (1990).

¢ - L'estimation des paramétres des modéles FARMA par le maximum de vraisemblance a

-

€té ¢étudice par Yagima (1989). La normalité asymptotique est obtenue .

f - Les tests ont €té jusqu'd présent peu étudiés: on trouve deux tests portant sur la
statistique R/S par Mandelbrot et Wallis (1969), Davies et Hurst (1987). Un test basé sur
les corrélations pour détecter le phénoméne longue mémoire par Robinson (1990), un test
d'adéquation basé sur la statistique du Portmanteau établi par Beran (1990), des tests
pour les processus agrégés basés sur les multiplicateurs de Lagrange par Gonzales et
Gouviéroux (1988).

g - Des prévisions ont €té calculées empiriquement pour des processus FARMA par
Granger et Joyeux (1980), puis de manitre théorique, quand les paramétres sont
supposés connus par Peiris et Peirera (1988).
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h - Des théorémes de la limite centralé pour des fonctions de répartition empirique, les U-
statistiques et les statistiques de Von-Mises pour des processus longue mémoire ont été
établis par Delhing et Taqqu (1989). Dans le méme article, ils étudient la loi du Log-itéré.

VI - Perspectives

Un grand nombre de questions restent posées concernant ces processus.
D'un point de vue probabiliste.

- Il faudrait construire des modeles H-sssi en termes plus simples, trouver d'autres
processus présentant ce type de comportement (en particulier & partir de processus non
linéaires), en étudier la stationnarité et l'inversibilité.

- Pour les processus déja construits, des propriétés restent a préciser, I'ergodicité, le
mélange, l'existence de moments et de moments exponentiels, le comportement
asymptotique des distributions, 1'étude des lois marginales.

D'un point de vue statistique

- Il faut construire des tests d'identification pour de tels modeles, définir des critéres
d'identifiabilité, type Akaike , voir Beran (1990).

- Dans le domaine de l'estimation, il reste & obtenir des résultats asymptotiques,
¢tudier les estimateurs des moments d'ordre supérieur, des parameétes des modeles.

- La prédiction est peu étudiée, clle ne I'est pas quand les paramétres sont inconnus.

- L'estimation de la densité spectrale pour les processus longue mémoire n'est pas
¢tudice.

Certains modéles sont peu ou pas étudiés

- Des modeéles de séries chronologiques non linéaires. Peut-il y avoir une
"différenciation” fractionnaire pour ces modeles? La définition de processus longue
mémoire s'applique-t-elle dans ces cas 1a?

- Les modeles a longue mémoire non gaussiens. Ce sont en général des modeles a
variance infinie. Ces modeles sont peu étudiés. Quelle représentation faut-il utiliser pour

ces modeles ?
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On peut se faire une idée plus précise des résultats existants pour ces modgles 4 partir du

tableau suivant, (les x indiquent qu'il existe déja des résultats dans la litérature,méme

partiels).

processus | self- mvt.brow. | FARMA | GARMA | agrégation |régression
propriétés | similaires | fractal AR(1) bruit L.m.
densité o X % X X X
spectrale

fonct. X X X ¢ X X
d'autoc.

fonct.

auto. part.

solution X X X X X X
station.

inversib.

ergodicité X X X
B by % X X

T.N.GL: X

estimation X X X %
tests X X
prévisions X

identificat,
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Annexe

Nous présentons ici une revue commentée sur les processus longue mémoire et self-
similaires. Elle n'est é¢videmment pas exhaustive et peut étre complétée par les

bibliographies relatives & chacun des sujets abordés par les autres articles de la revue.

1 - Introduction au probléme.
Mandelbrot (1969).
2 - Présentation des processus self-similaires.
Mandelbrot (1965). Mandelbrot et Van Ness (1968). O'Brien et Vervaat
~(1983,1985). Taqqu ( 1977, 1987, 1990, 1988). Vervaat (1985). Surgailis (1982).
3 - Etude de certains modeles.
- Mouvement brownien fractal. \
Cox (1989). Mandelbrot (1965, 1971, 1975, 1985). Mandelbrot et Van Ness
(1968). Mandelbrot et Tagqqu (1979). Mandelbrot et Wallis (1969b). Tagqu (1990).
Percival (1985).
- FARMA
Akonom (1988). Fox et Taqqu (1986). Granger et Joyeux (1980). Hosking
(1981). Mandelbrot (1967). Mandelbrot et Wallis (1969a). Percival (1985).
- Agrégation de processus autorégressifs.
Gongalves et Gourié¢roux (1988). Gouriéroux et Pcaucelle (1988).
- Processus fractionnaires généralisés.
Gray, Zhang et Woodward (1989).
4 - Propriétés probabilistes des modeles précédents.
-Théorémes Limite (fonctionnelle non linéaires de processus gaussicns)
Mandelbrot (1971). Dobrushin et Major (1979). Taqqu (1975, 1979). Ho et Sun
(1987, 1990a, 1990b). Major (1980, 1981). Yagima (1989). Fox et Taqqu (1985).
Delhing et Taqqu (1989). Avram et Taqqu (1987). Davidson et Cox (1989). Cox
(1989). Rosenblatt (1961, 1981). Akonom et Gouriéroux (1987). Akonom (1988).
Breuer (1983). Jeon et Sun (1990). Surgailis (1982). Sinai (1976).
- Processus self-similaire - Domaine d'attraction
Major (1982). Taqqu (1979)
- Processus self-similaires - Etudes des distributions marginales
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O'Brien et Vervaat (1983). Vervaat (1985). Delhing et Taqqu (1990).
- Processus self-similaires - Processus Ponctuels - Valeurs extrémes

O'Brien et Vervaat (1985). O'Brien, Torfs et Vervaat (1988). Taqqu et Levy
(1982).

- Processus self-similaires et Processus o-stables

Vervaat (1987). Levy et Taqqu (1987). Kasahara, Magjima et Vervaat (1988).
Somorodnisky et Taqqu (1990). Taqqu (1987, 1990). Taqqu et Volpert
(1983).Taqqu et Levy (1982).

- Processus self-similaires non gaussiens
Taqqu (1977, 1990). Rosenblatt (1985).

- Processus self-similaires - Processus de Rudin-Shapiro
Kamae et Keane (1990).

- Loi du log itérée pour des processus self-similaires

Taqqu (1977, 1979).

- Pocessus sclf-similaires exprimés en terines d'intégrales de Wiener-Ité

Major (1981). Taqqu (1981, 1990).

5 - Etude statistique des processus précédents
- estimation de |l et O.

Adenstedt (1974). Beran et Kunsch (1985, 1990). Samarov et Taqqu (1988).
Granger (1988). Kunsh, Beran et Hampet (1989). Hall, Hart (1989). Yagima
(1988, 1990). Sowell (1990). Percival (1985).

- estimation de H et de d

Akonom et Gouriéroux (1987). Granger et Joyeux (1980). Hurst (1951).
Kashyap et Eom (1988). Li et McLeod (1986). Mandelbrot et Wallis (1969a et b).
Mandelbrot et Taqqu (1979). Sowell (1990). Yagima (1985, 1988, 1991). Geweke
ct Porter-Hudak (1983). Graft, Hampel et Tacier (1984). Janacek (1982). Carlin,
Dempster, Jonas (1986). Carlin, Dempster (1989).Mandelbrot et Wallis (1969a,
b). Mandelbrot (1971). Laurance et Kottegoda (1977). Mandelbrot et Taqqu
(1979). Beran (1990a). Gox et Taqqu (1986). Dalhaus (1989).
= Tests

Beran (1989a, 1990). Davies, Hart (1987). Robinson (1990). Kunsh, Beran,
Hampel (1990). Sowell (1990). Li et McLeod (1986). Gouriéroux et Peaucelle
(1988).

- U-statistiques
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Delhing, Taqqu (1988)
- Approche non paraméirique
Robinson (1990). Percival (1985). Bosq (1989). Hall et Hart (1990).
- Prédiction
Granger, Joyeux (1980). Hosking (1981). Peiris, Perera (1988). Peiris (1987).
- Estimation des paramétres
Yagima (1989). Li et McLeod (1986). Fox et Taqqu (1986). Dalhaus (1989).
- Processus de cointégration
Diebold et Rudebusch (1989). Gouriéroux et Peaucelle (1988). Gongalves et
Gouriéroux (1988). Sowell (1990).
6 - Applications
- Données économiques
Carlin, Dempster (1989). Carlin, Dempster et Jonas (1985). Granger (1966,
1980). Mandelbrot (1969). Porter-Hudak (1990). Granger et Joyeux (1980).
Diebold et Rudebusch (1989).
- Données biologiques, géophysiques, météorologiques, hydrologiques
Mandelbrot et Wallis (1968). Hurst (1951). Haslett et Raftery (1989). Spolia,
Chander, O'Connor (1990). Kawrance et Kottegoda (1977). Wallis et Matalas
(1970). Mandelbrot et Taqqu (1979). McLeod et Hipel (1978).
- Données astronomiques
Newcomb (1886). Jeffrey (1939).
- Données chimiques
Student (1927).
- Données agricoles
Smith (1938). Whittle (1956).
-Données Textiles
Cox, Townsend (1948).
- Données linguistiques
Burrough (1981).
- Simulations
Mandelbrot et Wallis (1969b). Mejia, Rodriguez-Iturbe et Dawdi (1972).
McLeod et Hipel (1978).
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