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Predmluva

Populaéni dynamika je védni obor, ktery se snaZi jednoduchym mecha-
nistickym zptsobem vysvétlit casové zmény velikosti a sloZen{ biologickych
populaci, jako jsou populace lidi, zvitat, rostlin nebo mikroorganisma. Je pii-
buzna s popisnéjsi oblasti populacni statistiky, ale presto se od ni znacné lisi.
Jejich spole¢nym rysem je, Ze hojné vyuzivaji matematicky jazyk.

Populacni dynamika je prinikem riznych oborl: matematiky, spolecen-
skych véd (demografie), biologie (populacni genetiky a ekologie) a mediciny
(epidemiologie). V dusledku toho neni Casto prezentovana jako celek, a to
navzdory podobnostem mezi problémy, s nimiz se setkivame v riznych apli-
kacich. Vyznamnou vyjimkou je kniha Alaina Hilliona Matematické teorie
populace ve francouzstiné (1986). Predstavuje vSak toto téma z pohledu ma-
tematika a rozlisuje rdzné typy modelii: modely diskrétniho ¢asu ( =0, 1,2...)
a modely spojitého Casu (¢ je redlné Cislo), deterministické modely (budouci
stavy jsou presné znamy, pokud je pfesné zndm soucasny stav) a stochas-
tické modely (kde hraji roli pravdépodobnosti). V knize jsou pak uvaZovany
logicky diskrétni deterministické modely, spojité deterministické modely, dis-
krétni stochastické modely a spojité stochastické modely.

V této knize jsem se pokusil pojednat o stejném tématu, ale z historického
hlediska. Vyzkum je vysvétlen v jeho souvislostech. Soucdsti jsou kratké Zi-
votopisy védcd. To by mélo usnadnit ¢teni knihy tém, ktef{ se v matematice
orientuji ménég, a obvykle miZe pomoci pochopit ptivod zkoumanych pro-
blémi. Tato kniha vSak neni jen o historii. MtZe slouzit také jako tvod do
matematického modelovani. Aby ¢tenar skute¢né pochopil omezeni modeli,
bylo dilezité zahrnout do knihy podrobnosti vétSiny vypocti. Technické Casti
jsou zduraznény v Sedych rameccich a pfi prvnim Ctend je lze preskocit. Po-
sledn{ kapitola se zaméfuje na Cetné soucasné problémy populacni dynamiky,
které se lze pokusit analyzovat z matematického hlediska. V Ceské varianté
knihy je priddno postscriptum, které pribliZzuje piinos matematickych modelt
pro analyzu a fizeni aktudlni pandemie ¢inského koronaviru z pohledu ma-
tematicek aktivné zapojenych do tohoto procesu. Pro ty, ktefi by se chtéli
dozvédét vice, jsou v seznamu literatury na konci kazdé kapitoly uvedeny
také webové stranky, z nichz lze stdhnout pivodni ¢lanky.

V kniZce tohoto rozsahu samozfejmé nebylo mozné nacrtnout tplny obraz
o veskeré doposud se rozvijejici praci, ani pojednat o vSech védcich, ktefi se
na jejich tématech podileli. Zejména v Castech o poslednich desetiletich, je
vybér nutné trochu nahodily. Pfesto doufdm, Ze zvoleny vzorek je dostatecné
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reprezentativni a Ze z ného lidé pusobici v oboru, ktery neni zminén, nebudou
otrdveni.
Kniha je urena idealné t€émto Ctenaitim:

¢ Studentim stfednich a vysokych $kol, které zajimd, jaké souvislosti
existuji mezi matematickymi predméty, které studuji, a okolnim své-
tem, nebo studentiim, ktefi pfipravuji prace na téma souvisejici s popu-
la¢ni dynamikou.

¢ Ucitelim matematiky, ktefi se snazi zatraktivnit sviij pfedmét. K po-
chopeni vétsiny kapitol 1, 2 a 5 staci znalost Ctyf zdkladnich operaci.
Kapitola 3 muze slouZit jako tivod do aplikaci logaritmd. Tato kniha se
také zabyva rekurentnimi rovnicemi v kapitolach 1, 3, 8, 11, 14, 21, 23,
24; obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi v kapitoldch 4, 6, 12, 13, 16;
parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi v kapitoldch 20, 25; integrdlnimi
rovnicemi v kapitole 10; a aplikacemi teorie pravdépodobnosti v kapi-
tolach 2,7, 8,9, 15, 16, 17, 18, 19, 22.

e Lidem, ktefi se jiz seznamili s demografii, epidemiologii, genetikou
nebo ekologii a chté&ji porovnat svou oblibenou oblast s jinymi, které
mohou zahrnovat podobné matematické modely.

¢ Ctenafim se zajmem o historii védy.

Tato kniha je v podstaté prekladem francouzského vydani, které vyslo
v nakladatelstvi Cassini (PafiZ) v roce 2008 pod ndzvem Histoires de mathé-
matiques et de populations. Rad bych podékoval Lence Pribylové, Veronice
Eclerové, Zderiku PospiSilovi, Lud’ku Berecovi a Vlastimilu Kf¥ivanovi, ktef{
upravili preklad do Cestiny vytvofeny automaticky softwarem DeepL. Pii své
praci také nahliZeli do anglického ptekladu A Short History of Mathematical
Population Dynamics, ktery vydalo nakladatelstvi Springer-Verlag (Londyn)
v roce 2011.



Kapitola 1

Fibonacciho posloupnost (1202)

V roce 1202 vydal Leonardo z Pisy, zvany Fibonacci, knihu, kterd v Ev-
ropé€ zpopularizovala indickou desitkovou ¢iselnou soustavu, kterou pred
tim jiZ prijali arabst{ matematici. Mezi mnoha v knize uvedenymi pii-
klady se jeden tyka ristu populace kréliki. Jedna se o jeden z nejstarSich
piikladi matematického modelu dynamiky populace.

Leonardo Pisdnsky, pojmenovany Fibonacci aZ dlouho po své smrti, se
narodil kolem roku 1170 v republice Pisa, kterd byla na vrcholu své obchodni
a vojenské moci ve sttedomotském svéte. Fibonacciho otce poslala republika
kolem roku 1192 do pfistavu Bejaia, ktery se dnes nachazi v AlZirsku, aby
zde tidil obchodni stiedisko. Jeho syn se k nému kratce nato ptipojil, aby se
pfipravil na drdhu obchodnika. Leonardo se zacal ucit desitkovou ciselnou
soustavu, kterou Arabové privezli z Indie a kterd se v téméf stejné podobé
pouziva dodnes: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9. Pfi obchodnich cestdch kolem
Stfedozemniho mofte porovnaval rizné ¢iselné soustavy a studoval arabskou
matematiku. Po ndvratu do Pisy dokondil v roce 1202 latinsky psanou knihu
Liber abaci (,,Kniha o pocetnim uméni*‘), v niZ vysvétlil novou ¢iselnou sou-
stavu a ukdzal, jak ji pouZivat pro ucetnictvi, pfevody vdhy a mény, irokové
sazby a mnoho dalSich aplikaci. Shromazdil také vétSinu vysledkt algebry a
aritmetiky znimych Arabim.

Fibonacci se ve své knize zabyval tim, co bychom dnes nazvali problé-
mem populaéni dynamiky. Ten ale uvedl pouze jako pocetni cviceni mezi
mnoha jinymi nesouvisejicimi tlohami: pfedchozi ¢ast knihy je o dokona-
lych Eislech, kterd jsou souctem svych déliteld, jako napriklad 28 = 1447+
4+ 2+ 1, a nasledujici cast je problém o rozdéleni penéz mezi Ctyii osoby,
ktery je ekvivalentni linedrni soustavé Ctyf rovnic. Zde je preklad latinského
textu (porizeny Eduardem Cechem) oné populacni tdlohy:

,»Kdosi umistil par kréaliki na uréitém misté, se v8ech stran ohra-
zeném zdi, aby poznal, kolik para kralikd se pfi tom zrodi béhem
roku, jestlize u krélikd je tomu tak, Ze par kralika privede na svét
mésicné jeden pdr a Ze krélici po¢inaji rodit ve dvou mésicich
svého véku.*



Pokud je na zacatku prvniho mésice par novorozenych kralikd, nebude tento
par krélikd. Tento par kralikti porodi na zacatku tietiho mésice dalsi par, takze
celkem budou existovat dva pary. Pocatecni par kraliki opét porod{ dalsi par
na zacdtku ¢tvrtého mésice. Druhy par kréliku vsak jesté nebude plodny. Bu-
dou tedy jen tfi pary kralika.

Pokud pouZijeme moderni zdpis, bude P, pocet part kréaliki na zacatku
mésice n. PoCet para kralika P,.; v mésici n+ 1 je souctem poctu pard P,
v mésici n a poCtu noveé narozenych parti v mésici n+ 1. Ale pouze pary
kralikd, které jsou staré alespori dva mésice, porodi v mésici n+ 1 nové pary
kralikd. Jedna se o pary, které jiz existovaly v mésici n — 1 a jejich pocet je
P,_;. Takze

Poy1 =B+ P

Jedna se o rekurentni vztah: udava velikost populace v mésici n+ 1 jako
funkci velikosti populace v pfedchozich mésicich. Fibonacci tedy mohl snad-
no sestavit nasledujici tabulku, kde 1 +1=2,142=3,243=5,345=38
atd.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
P, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Fibonacci totiZ povazoval za vychozi stav situaci v mésici n = 2. Protoze
P14 = 144 4233 = 377, ziskal nakonec 377 part kralikti dvanact mésici po
svém vychozim bodé. Vsiml si, Ze tato posloupnost ¢isel mize pokracovat
donekonecna.

Po roce 1202 Fibonacci napsal nékolik dalSich knih, napiiklad Practica
geometrice v roce 1220 a Liber quadratorum (,,Kniha ¢tverci®) v roce 1225.
Jeho povést jej dovedla k setkdni s cisafem Fridrichem II, ktery si védy vazil.
V roce 1240 udélila Republika Pisa Fibonaccimu ro¢ni diichod. Rok jeho
umrti nenf zndm.

V nésledujicich staletich byl Fibonacciho krali¢i problém zapomenut a
nem¢él zadny vliv na vyvoj matematickych modelti populac¢ni dynamiky. Né&-
kolik védct se ve svych studiich setkalo se stejnou posloupnosti ¢isel, ale
neodvolavali se na Fibonacciho ani na Zadnou populaci. Nékolik Keplero-
vych knih obsahuje pozndmku, Ze pomér P, /P, konverguje pro n jdouci do
nekone&na k poméru zlatého fezu ¢ = (1++/5)/2. To je zvl4stni piipad vlast-

s

nosti spolecné vétsiné populacnich modelti: blizi se ke geometrickému rtistu
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(viz kapitoly 3 a 21). V roce 1728 ziskal Daniel Bernoulli pfesny vzorec

1 [revs o fievs]
V52 N

pfi studiu obecnych rekurentnich fad. Kompletni Fibonacciho dilo bylo vy-
dédno v devatendctém stoleti. Od té doby je moZné posloupnost (P,) nalézt
v knihdch o rekrea¢ni matematice pod nazvem Fibonacciho posloupnost.

Je zfejmé, Ze pro modelovani populace kralikd nejsou predpoklady ve-
douci k Fibonacciho posloupnosti zdaleka redlné: Zadnd dmrtnost, Zddné roz-
liSeni pohlavi atd. N4§ zdjem o tuto posloupnost v poslednich desetiletich
v biologii prameni ze skutecnosti, Ze nékteré rostliny obsahuji struktury, které
zahrnuji nékteré z ¢isel B,, napiiklad 8 a 13 u borovych Sisek nebo 34 a 55
u slunecnic. Védecky Casopis The Fibonacci Quarterly je dokonce cely vé-
novén vlastnostem a aplikacim Fibonacciho posloupnosti!

vs v

DalSi ¢teni
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2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604-613. Scribner, New York (1971)



Kapitola 2

Halleyova amrtnostni tabulka (1693)

é V roce 1693 studoval slavny anglicky astronom Edmond Halley za- R

znamy o narozenich a imrtich ve mésté Vratislav, které mu poskytl clen
Krélovské spole¢nosti Caspar Neumann. Sestavil imrtnostni tabulku,
v niZ uvedl pocet lidi, rozdé€lenych podle predpoklddaného veku doZiti,
z kohorty narozené v jednom roce. Svou tabulku pouZil také k vypoctu
nédkladid na doZivotni renty. Tato kapitola pfipomina tuto praci a zasazuje
ji do kontextu Halleyova Zivota a raného vyvoje ,,politické aritmetiky*
a teorie pravdépodobnosti, o kterou se zajimali lidé jako Graunt, Petty,
De Witt, Hudde, Huygens, Leibniz a de Moivre.

- J

Edmond Halley se narodil v roce 1656 nedaleko Londyna. Jeho otec byl
bohaty vyrobce mydla. Edmond se od mladi zajimal o astronomii. Zacal stu-
dovat na Queen’s College Oxfordské univerzity. KdyZ byla v roce 1675 slav-
nostné oteviena Greenwichska observatof, mohl Halley navstivit krdlovského
astronoma Flamsteeda. V letech 1676 az 1678 prerusil studium, aby se vydal
na ostrov Svatd Helena a sestavil katalog hvézd, které 1ze pozorovat z jizni po-
lokoule. Po ndvratu do Anglie se stal ¢lenem Krélovské spole¢nosti. Zvefejnil
také pozorovani o cirkulaci vétrd, kterd provedl béhem své cesty na Svatou
Helenu. V roce 1684 navstivil Newtona v Cambridgi, aby s nim diskutoval
o souvislosti mezi Keplerovymi zakony o pohybu planet a pritazlivou silou,
kterou ptisobi Slunce. Podnitil Newtona k napsani slavnych Matematickych
principii pFirodni filozofie, knihy, kterou nakonec vydal vlastnim nakladem.
V té dobé pracoval jako ufednik Krdlovské spole¢nosti. V roce 1689 navrhl
zvon pro potapéni, ktery sdm vyzkousel.

vets

Vratislavi, idaje o poctu narozenych a zemrelych ve svém mésté. Vratislav
byla tehdy soucasti habsburského impéria a jmenovala se Breslau, nynf se na-
chazi v Polsku a jmenuje se Wroctaw. Udaje zahrnovaly i vék, ve kterém lidé
umirali. Bylo tedy moZné z nich sestavit dmrtnostni tabulku, kterd ukazovala
pravdépodobnost doZiti se uréitého véku.

Prvni dmrtnostn{ tabulka byla publikovdna v Londyné v roce 1662 v knize
Pfirozend a politickd pozorovdni zaloZend na seznamech zemielych. Tato
kniha je obvykle povazovdna za zaklddajici text pro obory statistiky i de-
mografie. S textem se poji jedna nevyfeSend zdhada: lidé se dodnes ptaji, zda
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Obrazek 2.1:
Halley (1656-1742)

ji napsal londynsky obchodnik a autor uvedeny na obélce knihy John Graunt,
nebo jeho pfitel William Petty, jeden ze zakladatelid Kralovské spolecnosti.

Umrtnostni tabulka obsaZend v knize vyuZivala zpravodaje, které od po-
¢atku 17. stoleti pravidelné informovaly o pohifbech a kitech v Londyné. Tyto
zpravodaje slouzily predevsim k informovani o opakujicich se epidemiich
moru. Proto se v nich uvadéla pficina umrti, ale nikoli vék, v némz lidé ze-
mfeli. Aby Graunt nebo Petty ziskali tabulku imrtnosti uddvajici Sanci na pre-
Ziti v zavislosti na véku, museli odhadnout souvislost mezi pri¢inami umrti
a vékovymi skupinami, proto jejich imrtnostni tabulka mohla byt zatiZena
velkou chybou. Pfesto byla kniha velmi ispésnd a v letech 1662—-1676 se do-
Ckala péti vydani. Nékolik mést v Evropé zacalo vydavat zpravodaje podobné
tomu londynskému.

Témér tficet let po vydani této prvni imrtnostni tabulky Neumann na z4-
kladé Leibnizova navrhu zaslal Henrymu Justelovi, tajemnikovi Kralovské
spolecnosti, svd demografickd data zratislavi za roky 1687-1691. Justel kritce
nato zemfel a data se tak dostala k Halleymu, ktery je analyzoval a v roce 1693
publikoval své zavéry ve Filozofickych zprdvdch krdlovské spolecnosti. Jeho
¢lanek se jmenuje Odhadovand iimrtnost lidské populace na zdkladé zvldst-
nich tabulek narozeni a pohrbii ve mésté Breslau a pokus o zjisténi ndkladu
na doZivotni renty.

Za sledované obdobi péti let Halley zjistil, Ze poCet narozenych déti ve
Vratislavi se viceméné rovnal poctu zemfelych, takZze celkovy pocet obyvatel
byl téméf konstantni. Pro zjednoduSeni analyzy predpokléddal, Ze populace je
presné v ustdleném stavu: rocni pocet narozenych (nazvéme jej Pp), celkovy
pocet obyvatel, pocet obyvatel ve véku k (P;) a roni poCet zemfielych ve
véku k (Dy) jsou v prubéhu ¢asu konstantni. Tim zdtraziuje dalsi zajimavou
vlastnost Udaji z Vratislavi, protoZe takové zjednoduseni by nebylo mozné
u rychle rostouctho mésta, jakym byl v té dob€ Londyn, ve kterém byly sta-



tistiky zkresleny napfiklad prilivem obyvatelstva stéhujiciho se z venkova.

Tabulka 2.1: Halleyova timrtnostn{ tabulka zobrazujici velikost populace P, ve véku k.

k Py k Py k Py k Py k Py k Py
1 1000 | 15 628 | 29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 855 | 16 622 | 30 531 | 44 407 | 58 262 | 72 120
3 798 | 17 616 | 31 523 | 45 397 | 59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
5 732 | 19 604 | 33 507 | 47 377 | 61 232 |75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 | 76 78
7 692 | 21 592 | 35 490 | 49 357 | 63 212 | 77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 | 23 579 | 37 472 | 51 335 |65 192 | 79 49
10 661 | 24 573 | 38 463 | 52 324 | 66 182 | 80 41
11 653 | 25 567 | 39 454 | 53 313 | 67 172 | 81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 | 55 292 | 69 152 | 83 23
14 634 | 28 546 | 42 427 | 56 282 | 70 142 | 84 20

Primérny pocet obyvatel narozenych za rok ve Vratislavi ¢inil v té dobé
1238, a je to také hodnota, kterou Halley pouzil jako Fy. Dale mohl ze sledo-
vanych dat ziskat také Dy, tj. ro¢ni primérny pocet umrti lidi ve v€ku k pro
vSechna k > 0. A pomoci vzorce

Prv1 = P — Dy, 2.1

mohl sestrojit tabulku 2.1, kterd udava pocet obyvatel P, véku k pro k > 0.
Zpétné lze zjistit hodnoty Dy, které pouzil, pomoci vzorce Dy = P, — Py -
Doy = 238, D| = 145, D, = 57, D3 = 38 atd. Ukazuje se, Ze ve skutecnosti
Halley své vysledky trochu upravil, aby ziskal zaokrouhlena Cisla (to je pii-
pad Di, ktery byl mirn€ pozménén tak, ze P; = 1000), nebo aby vyhladil
urCité nepravidelnosti zptisobené malym po¢tem tmrti ve velmi pokrocilém
véku v ramci jeho pétileté studie. Souctem vSech Cisel P, v tabulce ziskal
Halley odhad celkového poétu obyvatel Vratislavi bliZici se 34 000 osob'.
Tato metoda méla velkou vyhodu v tom, Ze nevyzadovala plosné scitani lidu,
ale pouze znalost po¢tu narozenych a zemtelych a véku, ve kterém lidé béhem
nékolika poslednich let zemfeli.

Na Halleyovu dmrtnostni tabulku se v osmndctém stoleti odkazovaly rizné
prace (viz kapitola 4). Ackoli hodnoty P; byly specifické pro Vratislav, lze
pomér Py 1 /P, obecné povaZzovat za pravdépodobnost doZiti se véku k+ 1 za

I'U osob starich 84 let Halley pravé uvedl, Ze jejich pocet je 107.
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podminky, Ze ¢lovek jiz dosdhl véku k. Tuto pravdépodobnost by bylo mozné
rozumné pouZit i pro populaci jinych evropskych mést t€ doby. Dalo by se
napiiklad oCekdvat, Ze ro¢ni dit¢ bude mit Sanci 661 ku 1000, Ze dosdhne
véku 10 let, nebo Sanci 598 ku 1 000, Ze dosahne veéku 20 let.

Halley také pouZil svou dmrtnostni tabulku k vypoctu ndkladt na doZi-
votni renty. V pribéhu Sestnictého a sedmnéctého stoleti proddvala rtizna
mésta a stity svym obCaniim tyto renty, aby ziskaly penize. Kupujici dosta-
vali kazdy rok az do své smrti pevné stanovenou castku penéz, ktera se rov-
nala uréitému procentu piivodné zaplacené ¢astky, ¢asto dvojnasobku tehdejsi
urokové miry, avSak nezavisle na véku kupujiciho. Instituce samoziejmeé ris-
kovala bankrot, pokud by si tyto renty koupilo pfili§ mnoho lidi s velmi dlou-
hou ocekavanou délkou doziti. Tento problém nebylo moZné spravné fesit bez
spolehlivé imrtnostni tabulky.

JiZz v roce 1671 se Johan De Witt, pfedseda nizozemské vlady, a Johannes
Hudde, jeden ze starostd mésta Amsterdamu, zamysleli nad problémem vypo-
¢tu ndkladd na doZivotni renty. Obavali se vpadu francouzskych vojsk, a proto
chtéli ziskat penize na posileni armady. Méli k dispozici udaje o lidech, ktefi
si koupili doZivotni rentu o nékolik desetileti difve, zejména o véku, v némz
byla renta zakoupena, a o véku, v némz lidé zemfeli. Podaftilo se jim vypoci-
tat ndklady na renty viceméné spravné, ale jejich metoda byla pozdéji zapo-
menuta. Nasledujiciho roku bylo Holandsko napadeno a De Witt byl davem
zlyncovan.

V roce 1693 se Halley zabyval timto problémem znovu, pficemz pouZzil
umrtnostn{ tabulku z Vratislavi a pfedpoklddal tirokovou miru 6 %. Metoda
vypoctu je jednoduchd. Necht’ i je drokova mira. Necht’ Ry je cena, za kterou
si osoba ve véku k miize koupit rentu, feknéme ve vysi jedné libry roc¢né.
Tato osoba mé pravdépodobnost Py, /Py, Ze bude ve véku k + n jesté nazZivu.
Libru, kterou mu stét slibi vyplatit, pokud se tohoto véku dozije, 1ze ziskat
uloZenim 1/(1+i)" libry z poédte¢ni ¢éstky s drokovou sazbou i. Pokud tedy
prijmeme zjednodusujici predpoklad, Ze pocatecni Castka bude pouZita pouze
na vyplatu renty, pak by cena méla byt

1 (P Pito Pry3
= ) 2.2
g Pk(1+i+(1+i)2+(1+i)3+ 2.2)

Halley timto zplsobem ziskal tabulku 2.2, kterd ukazuje faktor Ry, kterym
je tfeba vyndsobit poZadovanou rentu, abychom ziskali potfebny pocatecni
vklad. Muz ve véku 20 let by tedy kazdy rok dostal 1/12,78 ~ 7,8 % poci-
te¢ni Castky. Muz ve véku 50 let by v8ak dostal 1/9,21 ~ 10,9 %, protoze by
mu zbyvalo méné let Zivota. VSimnéte si, Ze dvojndsobnd drokova mira by

s ¥z

odpovidala renté ve vysi 12 % ptivodni Castky, neboli cené rovnajici se 8,33



ndsobku renty.

Tabulka 2.2: Faktor Ry, kterym je potieba vyndsobit poZadovanou rentu, abychom
zikali potfebny pocate¢ni vklad.

k Re | & Re | & Re | kK R.| k Ry
1 1028 | 15 1333 |30 11,72 | 45 991 | 60 7,60
5 1340 | 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 |55 851 |70 532

1

Vypoclty byly ve své dobé samoziejmé pomérné zdlouhavé. Halley nic-
méné& mohl pouZit logaritmické tabulky, aby obecny Elen Py, /(1+i)" ziskal
rychleji. ProtoZe neuvadé€l hodnoty P, nad 84 let, neni moZné jeho vypocty
presné ovéfit. Halleyova prace neméla Zadny bezprostfedni dopad: po nékolik
desetileti se v Anglii i jinde naddle proddvaly doZivotni renty za cenu neza-
vislou na véku kupujiciho a za cenu, kterd byla mnohem niZsi, neZ by mohla
byt, napiiklad ve vysi sedmindsobku pozZadované renty.

Otazky vyplyvajici z tmrtnostnich tabulek zajimaly v Halleyové dobé
mnoho védci. Nizozemec Christiaan Huygens, autor prvni knizky vénované
teorii pravdépodobnosti z roku 1657, se v roce 1669 ve své korespondenci
s bratrem Grauntem zabyval umrtnostni tabulkou a vypoctem stiedni délky
Zivota®.

Nékolik let predtim, neZ Neumann navéazal kontakt s Kralovskou spo-
le¢nosti, napsal Leibniz v eseji, ktera zistala nepublikovana, o vypoétu pri-
mérné délky Zivota. V roce 1709 obhdjil disertaci o teorii pravdépodobnosti
Nikolaus I. Bernoulli. V roce 1725 vydal Abraham de Moivre celé Pojed-
ndni o rentdch. VSiml si zejména, Ze cenu Ry 1ze snadno vypocitat pro vyssi
vék, protoZe vzorec (2.2) obsahuje jen nékolik ¢lend. Pak bylo mozné pouzit
vzorec zpétné rekurence

_ Bt TR
TR 1+

coZ lze snadno dokdzat na zdkladé (2.2). Pomoci hodnoty, kterou Halley uvadi
pro ndklady na rentu od 70 let véku, lze tedy ovéfit dalsi hodnoty z tabulky
2.23.

Po této pfestdvce zaméfené na demografii se Halley vrétil ke svym hlav-
nim vyzkumnym tématim. V letech 1698 az 1700 obeplul Atlantsky oceén,
aby nakreslil mapu magnetického pole Zemé. V roce 1704 se stal profeso-
rem na Oxfordské univerzité. V nasledujicim roce vydal knihu o kometach

2Sttednf délka Zivota ve véku k je ddna vzorcem (2.2) s i = 0.
37d4 se, Ze v tabulce je n&kolik chyb, zejména ve véku 5 a 15 let.
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a predpovédél, Ze kometa z roku 1682, kterou Kepler pozoroval v roce 1607,
se vrati v roce 1758. Stala se zndmou jako ,,Halleyho kometa“. Vydal také
preklad knihy Apollonia z Pergy o kuZeloseckach. V roce 1720 ziskal funkci
kralovského astronoma po Flamsteedovi. Pokusil se vyfeSit problém pies-
ného ureni zemépisné délky na mofi na zdkladé pozorovani Mésice, coZ byl
problém s velkym praktickym vyznamem pro navigaci. Zemfel v Greenwichi
roku 1742 ve véku 86 let.
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Kapitola 3

Euler, Siissmilch a bozi rad (1748-1761)

( Euler napsal nékolik dél zabyvajicich se populac¢ni dynamikou. Jeho po-
jednani Introductio in analysin infinitorum z roku 1748 obsahuje ka-
pitolu o exponencidldch a logaritmech. Ctyfi problémy uvedené v této
kapitole jsou feSeny prostiednictvim modelu exponencidlniho riistu po-
pulace. V roce 1760 publikoval ¢lanek kombinujici tento exponencidlni
rast s vékovou strukturou populace. Tato prace je pfedchiidcem teorie
stabilizovanych* populaci, kterd byla rozvinuta ve dvacatém stolet{ a
hraje dilezitou roli v demografii. V roce 1761 pomohl Euler také Siiss-
milchovi s druhym vydadnim jeho pojedndni o demografii. Vypracoval
zajimavy model, ktery je jakousi variantou Fibonacciho posloupnosti,
ale svou podrobnou analyzu nepublikoval.

%

Leonhard Euler se narodil v roce 1707 ve Svycarské Basileji. Jeho otec
byl protestantsky duchovni. V roce 1720 zacal Euler studovat na univerzite.
Soukromé hodiny matematiky mu ddval také Johann Bernoulli, jeden z nej-
slavnéjsich matematiki generace po Leibnizovi a Newtonovi. Pratelil se se
dvéma syny Johanna Bernoulliho: Nikolausem II. a Danielem. V roce 1727 se
Euler pfipojil k Danielovi na nové vzniklé Akademii véd v Petrohradé. Kromé
matematiky se zajimal také o fyziku a mnoho dalSich védeckych a technic-
kych obort. V roce 1741 ho prusky kral Fridrich II. navrhl, aby se stal fedi-
telem matematické sekce Akademie véd v Berliné. Euler publikoval zna¢né
mnozstvi ¢lankt a knih o vSech aspektech mechaniky (astronomie, pruznost,
kapaliny, pevné ldtky) a matematiky (teorie Cisel, algebra, nekonecné fady,
elementarni funkce, komplexni Cisla, diferencidlni a integralni pocet, dife-
rencidlni a parcidlni diferencidlni rovnice, optimalizace, geometrie), ale také
o demografii. Byl nejplodné&j$im matematikem své doby.

V roce 1748 vydal Euler latinsky psané pojednéani s ndzvem Introductio
in analysin infinitorum. V Kapitole o exponencidlach a logaritmech se zaby-
val Sesti problémy: jednim o matematické teorii hudebnich stupnic, dalSim
o splaceni pujcéky s droky a ¢tyfmi dal$imi o populacni dynamice. V Casti
vénujici se populacni dynamice Euler predpokladal, Ze populace P, v roce n
spliiuje nésledujici podminky

Ba=(1+x)F
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Obrazek 3.1:
Euler (1707-1783)

pro vSechna pfirozena n. Mira rustu x je kladné redlné Cislo. Vychazime-li
z pocatecniho stavu Py, je populace v roce n ddna vztahem

Po=(1+x)"R.

Tento typ ristu se nazyva geometricky nebo exponencidlni. Prvn{ piiklad se
pta:

»Vime, Ze pocet obyvatel v urCitém regionu se rocné zvysuje
o0 jednu tficetinu a dle vime, Ze v dany okamziky zde Zilo 100 000
obyvatel. Chceme urcit pocet obyvatel po 100 letech.*

Resenim je Pyoo = (1 +1/30)'% x 100000 ~ 2654 874. Tento problém byl
inspirovan s¢itdnim lidu v Berlin€, které probéhlo v roce 1747 a jehoZ vy-
sledkem byl odhad velikosti populace mésta na 107 224 obyvatel. Jeho vypo-
Cet ukazuje, Ze pocet obyvatel se miZe béhem jednoho stoleti zvysit vice nez
desetkrat. Pfesné to se v té dobé délo v Londyné.

Je tfeba si uvédomit, Ze vypocet (14 1/30)'% je s moderni kalkula¢-
kou velmi snadny. V Eulerové dobé lidé k vyhodnocovani obdobnych vyrazi
uZzivali logaritmy, aby se vyhnuli ¢etnym rué¢nim ndsobenim a rychle ziskali
vysledek. Postup k ziskani vysledku je nasledujici. Nejdfive se vypocitd deka-
dicky logaritmus (logaritmus o zakladu 10) z Poo. UZitim zdkladniho pravidla
pro potitani s logaritmy log(ab) = loga + log b dostivime

log Pigp = 100 log(31/30) +10g(100000) = 100 (log31 —log30) +5 .

Logaritmy zavedl v roce 1614 Skot John Napier. Jeho pfitel Henry Briggs
zveftejnil prvni tabulku dekadickych logaritmt v roce 1617. V roce 1628 Ho-
land’an Adriaan Vlacq doplnil Briggsovu prici a vydal tabulku obsahujici
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dekadické logaritmy celych Cisel od 1 do 100000 s pfesnosti na deset dese-
tinnych mist. Pravé tuto tabulku pouZil Euler k ziskani

log30 ~ 1,477121255, log31 ~1,491361694.

Ziskal tak odhad log Pjgg =~ 6,4240439. Zbyvalo najit ¢islo P, jehoZ loga-
ritmus je znam. ProtoZe dekadické logaritmy celych Cisel od 1 do 100000
nabyvaji hodnot od 0 do 5, hledal Euler misto hodnoty Pjop hodnotu cisla
P10/ 100, jehoZ logaritmus je roven 4,4240439. V tabulce logaritmi Ize ové-
fit, Ze

log26548 ~ 4,424031809 a 1og26549 ~ 4,424048168.

Aproximaci logaritmické funkce ptfimkou mezi 26 548 a 26 549 Euler ziskal

Pioo 4,4240439 —4,424031809
—— 26548 ~226548,74 .
100 + 4,424048168 — 4,424031809 ’

Takze P[o() ~2654874.
Druhy pfiklad tykajici se populacni dynamiky v Eulerové pojednani je
nasledujici:

,,P0 potopé svéta vsichni lidé pochdzeli z Sesticlenné populace.
Predpokldaddame, Ze pocet obyvatel po dvou stech letech Cinil
1000 000. Chceme zjistit ro¢ni rychlost ristu populace.*

Protoze
10% = (14+x)*% x 6,

dostaneme pomoci kalkulagky x = (10°/6)!/2%0 — 1 ~ 0,061963. Pomocf ta-
bulek logaritmti musime z rovnice

log(10°) =200 log(1 +x) +log6

vyjadrit log(1+x). Ziskdme log(1 +x) = (6 —1og6) /200 ~ 0,0261092 a tedy
14+ x ~ 1,061963. Euler tedy dosel k zaveru, Ze pocet obyvatel se bude zvy-
Sovat 0 x &2 1 /16 roéné. Abychom znali pozadi, které stdlo za volbou tohoto
prikladu, musime si uvédomit, Ze soudobi filozofové zacali popirat pravdivost
biblickych pfibéht. Doslovny vyklad bible by urcil dobu potopy svéta kolem
roku 2350 pf. n. 1. prezili ji Noé s manZelkou a také jejich tfi synové se svymi
Zenami. Kniha Genesis fika:

,» 11 tfi jsou synové Noé, a ti se rozprostfeli po v§i zemi.*
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Tempo ristu populace 1/16 (neboli 6,25 %) rocné po potopé svéta se Eule-
rovi nezdélo neredlné. ProtoZe byl synem protestantského pastora a cely Zivot
zustal véfici, dospél k zavéru:

,»Z tohoto divodu je zcela smé$né namitani skeptikd, Ze za tak
kratkou dobu nemohla byt celd Zemé osidlena jedinym Clové-
kem®“!.

Euler si také vsiml, Ze kdyby rist pokraCoval stejnym tempem i 400 let po
potopé svéta, pocet obyvatel by byl (1 +x)*% x 6 = (10°/6)? x 6 ~ 166 mi-
liard:

,Celd Zemé by vSak nikdy nebyla schopna takovou populaci uzi-
vit.*

Tuto myslenku o pil stoleti pozdé€ji vyznamné rozvinul Malthus (viz kapi-
tola 5).
Tteti Eulerav piiklad fes{ otazku:

,,Pokud se kazdé stoleti lidskd populace zdvojnasobi, jakd je roéni
mira rdstu?*

Protoze

(1+x)'% =2,
dostaneme pomoci kalkulatky x = 2!/190 — 1 ~ 0,00695. Pomoci tabulek
logaritmi 100 log(1 + x) = log2. TakZe log(1 +x) = 0,0030103 a 1+ x =~

1,00695. Populace tedy roste kazdy rok o x ~ 1/144. Ctvrty a posledni pfi-
klad fesi obdobnou otdzku:

,,Pokud se lidskd populace rocné zvétSuje o 1/100, chtéli bychom
védet, za jak dlouho se populace zvétsi desetkrat.*
Pri
(1+1/100)" =10

najdeme nlog(101/100) = 1. TakZze n = 1/(log 101 — 2) ~ 231 let. To jsou
veskeré myslenky uvedené v Introductio in analysin infinitorum z roku 1748,

1V knize vydané Grauntem v roce 1662 (viz kapitola 2) najdeme podobnou poznamku:

,.Lidsky par, napiiklad Adam a Eva, zdvojndsobi svij pocet kazdych 64 let z celko-
vych 5 160 let, coZ je podle Pisma svatého stafi naSeho svéta. Zplodi tedy mnohem
vice lidf, neZ kolik jich je na svété nyni. Proto svét nenf starsi nez 100 tisic let, jak
si néktefi marné predstavuji, ani star$i nez jej ¢ini Pismo svaté.
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které se tykaji populacni dynamiky. Euler se k tomuto tématu vrat{ dikladnéji
o nékolik let pozdéji.

V roce 1760 publikoval ve sborniku Akademie véd v Berliné prici na-
zvanou Obecné zkoumdni vimrtnosti a mnoZeni lidského druhu. Tato price
byla jakousi syntézou jeho pfedchozi analyzy geometrického rdstu populaci

Mevs

a drivéjsich studii o imrtnostnich tabulkach (viz kapitola 2). Euler se zabyval
napiiklad nésledujicim problémem:

»Zname pocet narozeni a pohibu, ke kterym dojde v pribéhu
jednoho roku. Chceme zjistit velikost populace a jeji ro¢ni pfi-
rustek.”

Euler zde pfedpoklddal, Ze ndsledujici hodnoty jsou zndmy:
* pocet narozenych déti B, béhem roku n;
 pocet umrti D,, béhem roku n;
¢ podil g; novorozencd, ktef{ dosdhnou veku k > 1.

Necht’ P, je velikost populace v roce n2. Euler uéinil dva dalsi implicitni
predpoklady:

 populace roste geometricky: P, = r P, (oznacime r = 1 +x);
* podil poctu narozenych déti k poctu obyvatel je konstantni: B, /P, = m.

Z téchto dvou predpokladi vyplyva, Ze pocet narozenych déti roste geomet-
ricky se stejnou rychlosti ristu: B, = rB,,. Euler ddle uvazoval stav popu-
lace v intervalu sta let, feknéme mezi roky n = 0 a n = 100, za predpokladu,
7e 74dna osoba neZije déle neZ sto let. Pro prehlednost nazvéme Py, (k > 1)

narozenych béhem roku 7 nazvéme Py, = B,. Z definice koeficientu pfeZiti
qr vyplyvé, Ze Py = qx Pon—k = qi By—i- Takze
r'% Py = Pioo = Po,100 + P1.100 + - + Pioo, 100
= B1oo +q1B99 + -+ q100Bo
_ (,.100 99
=(r""+r" g1+ -+4q100) Bo-

2Ptesnéji P, je velikost populace na konci roku #, ktera se sklada z osob, které jsou po cely
rok n naZivu a osob, které se narodi b€hem roku n
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Vydeélenim této rovnice Cislem r190 Py, dostdvame

q2 6]100) . 3.1)

q1
1= (1 I S T i
m +r+r2+ +r100

Tato rovnice se nékdy v demografii nazyvéa ,,Eulerova rovnice*. Pokud poci-
tdme narozeni a dmrt{ zv1ast’, dostaneme nésledujici

rPy =Py =P —Dy+By1 =P —Dy+rB,. (3.2)
Pocet timrti tedy také roste geometrickou radou: D, | = rD,,. Navic,

1 P, D,/B,—r

—=r_ZmTm 0 33
m B, 1—r 3-3)
Dosazenim do rovnice (3.1), dostaneme nakonec rovnici
D,/B,—1 q1 @ q100
1y 1 34
1—r r+r2+ +r100’ (34

kde zbyva jedind nezndma: r. Takova rovnice se nazyva implicitni, protozZe
nemizeme vyjadfit r jako funkci ostatnich parametri. MiZeme vSak vyhod-
notit levou a pravou stranu rovnice (3.4) pro pevnou hodnotu r a r miZeme
potom postupné ménit, dokud se obé strany nerovnaji. Takto ziskand hodnota
r uddva miru rastu populace x = r — 1. VSimnéte si, Ze z rovnic (3.1) a (3.3)
ziskame pro velikost populace P, nasledujici vyjadient:
1 2 100
Pokud uvazujeme konstantni velikost populace (r = 1), je tento vyraz stejny
jako ten, ktery pouzil Halley k odhadu populace Vratislavi (viz kapitola 2).
Euler se zabyval také nasledujici otdzkou:

,,Je ddna mira dmrtnosti a porodnosti. Pokud zndme celkovy po-

vees

daného stari.”

ProtoZe je znama mira preziti g; pro vék k a mira porodnosti m, 1ze z rov-
nice (3.1) vypoditat miru rastu r. V prib€hu roku n je pocet lidi narozenych
v roce n —k roven g B,_x = qi By/ * (pro go = 1). Podil populace ve véku k
ku celkové velikosti populace je tedy néasledujici

ai/r*
L+q1/r+aq/r? +---+qio0/r'®”
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Tento podil je konstantni. S pouZitim Lotkovy terminologie (viz kapitola 10)
se fikd, Ze populace je ,,stabilizovand*: vékova pyramida si v ase zachovava
stejny tvar.

Euler také zkoumal problém konstrukce imrtnostni tabulky, kdyZ velikost

populace neni konstantni, ale roste geometricky:

mielych v kazdém véku v priibéhu jednoho roku. Cilem je urcit
zékon umrtnosti.*

Zakonem umrtnosti myslel Euler mnozinu koeficientii preZiti g;. Nyni se
predpokladd, Ze celkovy pocet obyvatel je zndm ze s¢itdni lidu, coZ nebyl
Halleyuv piipad (viz kapitola 2). Rovnice (3.2) ukazuje, Ze mira rustu je

Pn_Dn
r= ———.
P,—B,

Necht' Dy, je poCet lidi, kteii zemfeli ve v€ku k béhem roku n: tito lidé se
narodili v roce n — k. TakZe Dy, = (qx — qk+1) Bu—k. kde B, = B,/ r*. Koe-
ficienty preZiti g; 1ze tedy vypocitat pomoci rekurentniho vzorce

rk Dk,n
B,

qk+1 =gk —

pro vSechna k > 0, pficemZ go = 1. Tento vzorec vyndsobeny B, davd zpét
vzorec (2.1) pouzity Halleyem pro staciondrni pfipad r = 1. Euler nicméné
trval na tom, Ze jeho metoda vypoctu koeficientd preZiti g; predpoklada po-
stupny prirtstek obyvatelstva a zanedbava nenaddlé situace jako jsou morové
epidemie, valky, hladomory apod. Kdyby se pfi s¢itani lidu v Eulerové dobé
zaznamenaval vék obyvatel (jako to bylo napiiklad ve Svédsku), nebyl by
tento predpoklad nutny a koeficienty g; by se pocitaly snadnéji.

Diky znalosti koeficientim preziti g, dokdzal Euler vypocitat ndklady na
dozivotni renty. Prace Halleyho nebo de Moivreho na toto téma vSak nezmi-
nil. Euler pouZil drokovou miru 5 % a timrtnostni tabulku, kterou v roce 1742
publikoval Holand’an Willem Kersseboom.

Euler nebyl jedinym védcem, ktery se na berlinské akademii zabyval de-
mografii. Jeho kolega Johann Peter Siissmilch vydal v roce 1741 némecky
psané pojednani s ndzvem BoZsky rdd v proméndch lidského pokoleni skrze
zrozent, umrti a rozmnoZovdni, které je dnes povazovano za prvni pojedndni
zcela vénované demografii. V roce 1752 napsal Siissmilch také knihu O rych-
lém riistu mésta Berlina.
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Obrazek 3.2:
Siissmilch (1707-1767)

V roce 1761 vydal Siissmilch druhé vydéani svého pojednani. V kapitole
nazvané ,,0 rychlosti rstu a zdvojndsobeni populace” uvedl zajimavy ma-
tematicky model, ktery pro néj vypracoval Euler. Model byl podobny Fibo-
nacciho modelu (viz kapitola 1), ale pro lidskou populaci. Euler vychézel
z paru (jeden muZ a jedna Zena), kterému je v roce 0 20 let, a predpokladal,
Ze lidé umiraji ve veéku 40 let a Zenf se ve veku 20 let, pricemz kazdy par ma
Sest déti: dvé déti (chlapce a divku) ve véku 22 let, dalsi dvé ve véku 24 let
a posledni dvé ve véku 26 let. Pocitdme-li roky po dvou tak, Ze B; je pocCet
porodid béhem roku 2i, dospé€l Euler k zavéru, Ze

Bi=B; 11 +Bi_12+Bi_13 (3.5)

pro vSechna i > 1. Pocatecni podminky odpovidaji B_j» =0, B_j; =0,
B_10=2aB; =0 pro —9 <i < 0. Euler tedy mohl vypocitat pocet naro-
zenych déti, jak je uvedeno ve druhém sloupci tabulky 3.1. Pocet timrti D;
v roce 2i se pak rovnd poctu narozenych v roce 2i —40: D; = B;_»g proi > 10,
zatimco D; = 0 pro i < 9. Pokud jde o pocet P, lidi Zijicich v roce 2i, je roven
poctu lidi Zijicich v roce 2i — 2 plus pocet narozenych v roce 2i minus pocet
zemielych v roce 2i: P, = P,_| +B; — D,.

Tato kapitola Siissmilchovy knihy kon¢i pozndmkou, kterd jiz mohla byt
vyslovena o Fibonacciho posloupnosti:

,» Velka neusporadanost, kterd v Eulerové tabulce zdanlivé pre-
vlada, nebrani tomu, aby se pocet nove narozenych postupné vy-
vijel prostfednictvim rekurentnich posloupnosti [...] Jakkoli tento
VyVvoj pusobi ze zacatku neusporddané, méni se postupné v geo-
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Tabulka 3.1: Eulerova tabulka.

- % - E % - i %

o~ Z ~ ~ Z k=) ~ ~ Z k=] ~
0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5584
1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5558
2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5808
3 2 0 8 43 0 2 214 83 1008 252 6564
4 0 0 8 44 0 6 208 84 1568 180 7952
5 0 0 8 45 2 12 198 85 2032 100 9884
6 0 0 8 46 10 14 194 86 2214 42 12056
7 0 0 8 47 30 12 212 87 2032 14 14074
8 0 0 8 48 60 6 266 88 1568 16 15626
9 0 0 8 49 90 2 354 89 1010 56 16580
10 0 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1766 786 17930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3108 714 20324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4608 532 24400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5814 322 29892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6278 156 36014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5814 72 41756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4610 86 46280
21 0 2 22 61 252 8 1076 101 3128 226 49182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1874 532 50524
23 2 2 20 63 252 0 1608 103 1248 1008 50764
24 6 0 26 64 180 0 1788 104 1542 1568 50738
25 12 0 38 65 100 2 1886 105 2994 2032 51700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55204
27 12 0 64 67 14 30 1902 107 9482 2032 62654
28 6 0 70 68 16 60 1858 108 13530 1568 74616
29 2 0 72 69 56 90 1824 109 16700 1010 90306
30 0 0 72 70 154 102 1876 110 17906 550 107662
31 0 0 72 71 322 90 2108 111 16702 314 124050
32 0 2 70 72 532 60 2580 112 13552 384 137218
33 0 4 66 73 714 30 3264 113 9612 844 145986
34 2 6 62 74 786 10 4040 114 6250 1766 150470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4664 3108 152026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5784 4608 153202
37 32 0 116 77 322 12 5592 117 10254 5814 157642
38 38 0 154 78 156 42 5706 118 18194 6278 169558
39 32 0 186 79 72 100 5678 119 28730 5814 192474
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metrickou posloupnost, pokud nenastane néjaké nenadald uda-
lost, neusporadanost postupné mizi az téméft uplné vymizi.*

Kniha neuvadi vice o matematice tohoto populacniho modelu. Euler vSak tuto
studii posunul mnohem ddle v rukopise nazvaném O mnoZeni lidského rodu,
ktery ztstal za jeho Zivota nepublikovén. Pfi hledani feSeni rovnice (3.5) ve
tvaru B; = cr', tj. ve tvaru geometrické posloupnosti, ziskal po zjednoduseni
polynomidlni rovnici stupné 13. V této rovnici se objevilo feseni B; = cr':

P =r4r+l. 3.6)

Hledal feSeni blizké hodnoté r = 1 a pomoci tabulky logaritmii pro vypocet
r13 zjistil, ze
2 13 0,212 pokud r=1,09,
bhrer=ro~ { 0,142 pokud r=1,10.
Rovnice (3.6) m4 tedy kofen nékde mezi 1,09 a 1,10. Aproximaci grafu funkce
1+ r+r? — r'3 tsetkou na tomto intervalu ziskal Euler nasledujici vysledek

0,142x1,0040,212 % 1,10
= 0.142+0212

ProtoZe se roky po¢itaji po dvou, pocet narozenych se kazdy rok ndsobi +/r.
Toto &islo se zdvojndsobi kazdych n let, pokud (1/r)" = 2, tj. kaZdych n =
21og2/logr = 15 let. ProtoZe asymptoticky B; &~ cr' a protoZe pocet imrti
D; v roce 2i je roven B; g, dostaneme D; =~ B;/r*® s r** ~ 6,25. Pocet na-
rozenych je pfiblizné Sestkrat vétsi neZ pocet zemielych. Pocet P, lidi Zijicich
v roce 2i je roven B; + B;_1 + - - - + Bj_19, a proto také dostaneme, Ze

~ 1,0960 .

1 1 1
P, ~ B, (1_|_r+..._|_r19) :Bim%9,593i.

Celkovy pocet obyvatel je asi desetkrat vySsi neZ pocet narozenych.

Diikaz, Ze posloupnost (B;) uvedend v tabulce 3.1 skutecné roste asymp-

vvvvvv

nich fadach bylo zndmo, Ze zavedenim ,,vytvorujici funkce*
+oo )
1
fx)=Y Bix',
i=0

lze vyjddfit f(x) jako raciondlni funkci. Euler tuto metodu vysvétlil ve
svém Introductio in analysin infinitorum v roce 1748: rekurentni vztah
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(3.5) dava skutecné

12 . o0 )
flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bi_13)x'
i=0 i=13

=2x+2x7+ 23 +2x12 + f(x) (x“ +x!2 +x13) .
Takze

2x+2x% +2x° 4+ 2x12
flx) = 1 — 11— 12 _ I3

Euler védél, ze takovou raciondlni funkci lze rozloZzit ve tvaru

aj a3
) = T8 e
X1 X13
¢isla xp, ..., x13 jsou redlné nebo komplexni kofeny rovnice

1—xt—x2—xB=o.

Takze

f(x):i;,)al (;>l+---+a13 (x)]:)l .

ProtoZe B; je koeficient x' v f(x), Euler ziskal, 7e

a a3 ak

BT e T

pro i — oo, kde xy, je v absolutni hodnoté nejmensi kofen. Jinymi slovy,
B; m4 tendenci rist geometricky jako (1/x;)’. Zbyva poznamenat, Ze x;
je kofenem rovnice 1 —x!'! —x!'2 —x!3 = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz r =
1 /x; je kofenem rovnice (3.6). Nékteré detaily diikazu nakonec objasnil
Gumbel v roce 1916.

Siissmilch vydal tfeti vydani svého pojednéni v roce 1765 a zemfel v Ber-
1in€ v roce 1767. Euler se v roce 1766 vratil do Petrohradu, protoze mél Spatné
vztahy s pruskym krdlem. PfestoZe ztratil zrak, pokracoval s pomoci svych
synt a kolegil v publikovani velkého mnoZstvi praci, zejména o algebre, in-
tegralnim poctu, optice a stavbé lodi. Jeho Dopisy na riznd témata p¥irodni
filosofie psané pro némeckou princeznu, napsané v Berliné v letech 1760 az
1762, vysly v letech 1768 az 1772 a staly se bestsellerem v celé Evropé. Eu-
ler zemfel v Petrohradé v roce 1783. Jeho pfinos k matematické demografii,
zejména jeho analyza ,,stabilizované* vékové pyramidy v exponencidlné ros-



Kapitola 3 21

touci populaci, byl znovuobjeven aZ ve dvacatém stoleti (viz kapitoly 10 a

21).
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Kapitola 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert a o¢kovani proti ne-
Stovicim (1760)

4 N

V roce 1760 napsal Daniel Bernoulli ¢lanek, ve kterém modeloval po-
pulaci ovlivnénou nestovicemi. V jeho dobé se vedly velké spory o oc-
kovani, které mohlo lidi ochranit, ale mohlo byt i smrtelné nebezpecné.
Pouzil Halleyovu tabulku prezivani a nékteré idaje tykajici se nestovic,
aby ukdzal, Ze ockovani je vyhodné, pokud je souvisejici riziko dmrti
mensi neZ 11 %. Ockovani mohlo prodlouzit ocekdvanou délku Zivota
pfi narozeni aZ o tfi roky. D’ Alembert Bernoulliho préci, kterd byla prv-
nim matematickym modelem v epidemiologii, kritizoval.

%

Daniel Bernoulli se narodil v roce 1700 v nizozemském Groningenu.
V jeho rodiné jiz byli dva slavni matematici: otec Johann Bernoulli a stryc Ja-
kob Bernoulli. V roce 1705 se Johann piestéhoval do Basileje ve Svycarsku,
kde nastoupil na misto profesora uvolnéné Jakobovou smrti. Johann si ne-
prél, aby jeho syn studoval matematiku. Daniel se proto zaméfil na medicinu
aroku 1721 ziskal doktorsky titul za praci o dychéni. Pfestéhoval se do Bena-
tek, kde se zacal vénovat matematice a v roce 1724 vydal knihu. V témzZe roce
ziskal cenu Pafizské akademie véd za esej O dokonalosti pFesypacich hodin
na lodi na mori a ziskal profesuru na nové Petrohradské akademii. V téchto
letech pracoval zejména na rekurentnich faddch nebo na ,,petrohradském pa-
radoxu‘ v teorii pravdépodobnosti. V roce 1733 se Daniel Bernoulli vratil
na univerzitu v Basileji, kde vyucoval postupné botaniku, fyziologii a fyziku.
Roku 1738 vydal knihu o dynamice tekutin, kterd v dé€jinach fyziky zustala
slavnou. Kolem roku 1753 se soucasné s Eulerem a d’ Alembertem zacal za-
jimat o problém vibrujicich strun, ktery vyvolal vyznamnou matematickou
polemiku.

V roce 1760 predloZil Akademii véd v PafiZi praci nazvanou Pokus o no-
vou analyzu tmrtnosti zpiisobené nestovicemi a vyhod ockovani pro jejich
prevenci. Slo o to, zda by ockovini (dobrovolné vpraveni malého mnoZstvi
méné virulentnich nestovic do téla za i¢elem ochrany pred pozdéj$imi infek-
cemi) mélo byt podporovano, i kdyZ je to nékdy smrtelné nebezpecny zakrok.
Tato technika byla v Asii zndma4 jizZ velmi dlouho a do Anglie ji pfinesla v roce

2 vrxe

1718 lady Montaguovd, manzelka britského velvyslance v Osmanské fiSi. Ve
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Obrazek 4.1:
Daniel Bernoulli (1700-1782)

Francii se i pfes umrti nejstar§itho syna Ludvika XIV. na neStovice v roce
1711 o ockovani uvazovalo neochotné. Voltaire, ktery nestovice v roce 1723
preZzil a ktery Zil nékolik let v anglickém exilu a sledoval nejnovéjsi inovace,
se v roce 1734 ve svych Filosofickych listech pro ockovani vyslovil. Fran-
couzsky védec La Condamine, ktery rovnéz piezil nestovice, se pro ockovani
vyslovil v roce 1754 v pafizské Akademii véd.

NeZ Maupertuis v roce 1759 v Basileji zemfel, podnitil Daniela Bernoul-
liho, aby problém ockovéni studoval z matematického hlediska. Pfesnéji fe-
Ceno, §lo o to najit zplsob, jak porovnat dlouhodoby prfinos o¢kovani s oka-
mzitym rizikem dmrt{. Za timto icelem Bernoulli pfijal nasledujici zjedno-
dusujici predpoklady:

* 1idé nakaZeni neStovicemi poprvé umiraji s pravdépodobnosti p (neza-
visle na véku) a preZivaji s pravdépodobnosti 1 — p;

» kazdy ma pravdépodobnost g, Ze se kazdy rok nakazi; presnéji feCeno,
pravdépodobnost, Ze se dany jedinec nakazi mezi vékem x a vékem
X+ dx, je gdx, kde dx je velmi kratké casové obdobi;

* 1idé, kteti prezili neStovice, jsou po zbytek Zivota chranéni proti novym
infekeim (jsou chrdnéni ziskanou imunitou).

Necht’ m(x) je tmrtnost ve v€ku x z jinych pficin neZ nestovic: pravdépo-
dobnost, Ze dany jedinec zemfe ve velmi kratkém casovém obdobi dx mezi
vEkem x a vékem x + dx, je m(x) dx. Uvazujeme-1i skupinu P, lidi narozenych
ve stejném roce, oznacme
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* S(x) pocet ,,ynimavych* lidi!, kteff jsou ve véku x stdle naZivu, aniz by
se kdy nakazili neStovicemi;

* R(x) pocet lidi, kteff stdle Ziji ve v€ku x a ktefi pfeZili neStovice;
* P(x) = S(x) + R(x) celkovy pocet lid{ Zijicich ve véku x.

Narozeni odpovidd v&ku x = 0. Takze S(0) = P(0) = Py a R(0) = 0. Pfi po-
uziti analytickych metod, které na konci 17. stoleti vyvinuli Newton, Leib-
niz a pozdéji i jeho otec Johann, si Daniel Bernoulli v§iml, Ze mezi vékem
x a vékem x 4+ dx (pricemzZ dx je nekonecné malé) ma kazdy vnimavy je-
dinec pravdépodobnost gdx, Ze se nakazi neStovicemi, a pravdépodobnost
m(x)dx, Ze zemfe z jinych pfi¢in. Variace poCtu vnimavych osob je tedy

dS = —Sqgdx— Sm(x)dx, coz vede k diferencidlni rovnici
ds
2 = gS—m(x)S. 4.1
P qS—m(x) 4.1

V této rovnici je dS/dx derivaci funkce S(x). B€hem stejného malého aso-
vého intervalu je pocet lidi, ktefi zemfou na neStovice, pS¢gdx a pocet lidi,
ktef{ nestovice preZiji, je (1 — p) S gdx. Navic existuje Rm(x) dx lidi, ktefi bé-

hem dx zemfrou z jinych pfiCin neZ na nestovice. To vede k druhé diferencialni
rovnici:

dR
T (1—p)S—m(x)R. 4.2)
Sectenim téchto dvou rovnic ziskame
dP
o =—pgS—m(x)P. 4.3)

ReSenim rovnic (4.1) a (4.3) mohl Bernoulli ukdzat, Ze podil lidi, ktefi jsou
ve veéku x stale vnimavi, ¢ini
S(x) 1

P (I—pertp 44

Pro ziskdn{ vzorce (4.4) odstranil Bernoulli m(x) z rovnic (4.1) a (4.3):

9%}

Y
ol
v

Y

=

IPfesnéji feceno, je to stiedni hodnota tohoto poctu, kterd se miize ménit pribéZné a ne jen o
jednotky.
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Po preusporadani této rovnice dostivame

Pt 45 +p4q

1dS SdP S s71?
Pdx P2drx P Pl

Vsimnéte si, Ze levd strana je derivaci funkce f(x) = S(x)/P(x), coZ je
podil vnimavych osob v populaci ve véku x. Takze

d
d—f =—qf+pqf’. (4.5)
X

Reseni tohoto typu diferencidlni rovnice bylo znamo jiz nékolik deseti-

leti diky praci Jakoba Bernoulliho, Danielova stryce. KdyZ tuto rovnici
vydélime f? a polozime g(x) = 1/f(x), zjistime, Ze

dg B
dx =48—pq

aze g(0)=1/f(0) = 1. Pokud oznacime h(x) = g(x) — p, mame dh/dx =
gh. Takze h(x) = h(0)e?* = (1 — p) e?*. Koneéné g(x) = (1 —p)e?* +p
a f(x) = 1/g(x).

Pro aplikaci své teorie Bernoulli pouzil Halleyovu tabulku pfezivan{ (viz
kapitola 2). Tato tabulka udava pocet lidi, ktefi jeSté Ziji na zacatku roku x
(s x =1,2...) z kohorty 1238 narozenych béhem roku 0. V ramci svého mo-
delu vsak Bernoulli potfeboval pocet lidi P(x), ktefi skute¢né dosdhnou véku
x, coZ je ponékud odlisné. ProtoZe si Bernoulli — stejné jako vétSina jeho
soucasnikll — nebyli tohoto rozdilu védomi (Halleytiv ¢lanek v tomto sku-
tecné neni piili§ urity), ponechal ¢isla v Halleyové tabulce kromé prvniho
Cisla 1238, které nahradil ¢islem 1300, aby ziskal realistickou dmrtnost bé-
hem prvniho roku Zivota. Tato ¢isla jsou uvedena ve druhém sloupci tabulky
4.1.

Bernoulli zvolil pro pravdépodobnost tmrti na neStovice hodnotu p =
1/8 = 12,5%, kterd je v souladu s tehdej$imi pozorovdnimi. Ro¢ni pravdé-
podobnost onemocnéni nestovicemi g nebylo mozné odhadnout pfimo. Ber-
noulli tedy pravdépodobné vyzkousel nékolik hodnot pro g a nakonec zvolil
takovou, aby pocet timrti na neStovice po vSech niZe uvedenych vypoctech
¢inil ptiblizné 1/13 celkového poctu tmrti, coZ byl podil, ktery byl tehdy po-
zorovan v nékolika evropskych méstech. Ukdzalo se, Ze dobte odpovida volba

g = 1/8 za rok, jak nyni uvidime?.

2To, 7e p a q jsou stejné, je jen nahoda.
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Tabulka 4.1: Halleyova tabulka pfezivani a Bernoulliho vypocty.

Vék  Zivi Vnimavi Imunni Umrtina Bez nestovic
x P S(x) R(x) neStovice P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 32

572

540

649
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Pomoci vzorce (4.4) a hodnot P(x) ve druhém sloupci tabulky miZeme
vypocitat poCet S(x) nachylnych osob ve véku x: jednd se o tieti sloupec ta-
bulky zaokrouhleny na nejblizii celé &islo. Ctvrty sloupec uddva poet R (x)=
P(x) — S(x) lidi ve véku x, ktef{ nestovice preZili. V patém sloupci je v Fadku
odpovidajicim véku x uveden pocet imrti na neStovice mezi vékem x a vékem
x+ 1. Teoreticky by tento pocet mél byt integrdlem

x+1
pq/ S(t)dt,
JX

ale vzorec pq[S(x) + S(x+ 1)]/2 poskytuje dobrou aproximaci, jak je na-

znaceno na obrdzku 4.2: plocha lichobéZzniku se blizi ploSe pod kfivkou, tj.
integrélu funkce.

Obrazek 4.2: Plocha ¢arko-
vaného lichobézniku apro-
ximuje integrdl funkce S
mezi x ax+ 1.

Bernoulli si vS§iml, Ze soucet vSech Cisel v patém sloupci dava 98 dmrti
na neStovice do véku 24 let. Kdybychom v tabulce pokracovali pro starsi vék,
nasli bychom mezi 32 lidmi, ktefi jsou ve v€ku 24 let jeSté vnimavi, jen tfi
dalsi dmrtf na neStovice. Souhrnné 1ze fici, Ze z 1300 narozenych je osudem
101 lidi zemfit na neStovice. To je téméf presné ocekavany zlomek 1/13.

Bernoulli pak uvaZzoval o situaci, kdy by nestovice byly nao¢kovany vSem
pfi narozeni a nezptsobily by Zadné dmrti. NeStovice by byly vymyceny a
otazkou je, jak by se zvysila ocekdvand délka Zivota. Vychdzime-li ze stej-
ného poctu narozenych Py, nazvéme P*(x) poCet lidi ve v€ku x, kdyZ nesto-
vice vymizely. Pak

dapr*
= —m(x) P*. (4.6)
Bernoulli mohl ukézat, Ze
P
P (x) = () 4.7)

~l-ptpesr’
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kde P(x) je, jak je uvedeno vySe, populace ve véku x pfi vyskytu nestovic.

Pokud totiZ mezi rovnicemi (4.6) a (4.3) vyloucime stejné jako diive
m(x), dostaneme po preusporddani

Bernoulli oznadil h(x) = P(x)/P*(x). PouZil vztah (4.4) a vynésobil ¢i-
tatele a jmenovatele Cislem e~7*, ¢imZ ziskal vysledek

1 dh e 1"

hdx pql—p+pe*‘1x ’
coz je ekvivalentni rovnici

d d

—Inh = —In(1 — Tax

Sy = —In(1-p+pe™),

kde In zde znamen4 pfirozeny logaritmus a nikoliv desitkovy logaritmus.

Ale h(0) = 1. TakZe h(x) =1 — p+ pe 7~

Vsimnéte si, Ze pomér P(x)/P*(x) sméfuje pii dostatené vysokém véku
x k hodnot& 1 — p. Sesty sloupec tabulky 4.1 ukazuje P*(x). Zptisob, jak po-
rovnat P(x) a P*(x), je odhadnout ofekdvanou délku Zivota pii narozeni, jejiz
teoretické vyjadreni v pfipadé pritomnosti nestovic je

L
— [ P(x)dx.
7 /0 (x)dx

Analogicky vyraz s P*(x) nahrazujicim P(x) plati pfi absenci neStovic v po-
pulaci. Bernoulli pouZil pfiblizny vzorec

[(3P(O)+P(1)+PQ)+:+] /Py

ktery je dan lichobéznikovou metodou (obr 4.2). Pokracovanim v tabulce za
hodnotu 24 let az do 84 let (viz tabulka 2.1) ziskal nakonec o¢ekavanou délku
Zivota E s neStovicemi rovnou [11300+ 1000+ --- +20] /1300 ~ 26,57 let,
tj. 26 let a 7 mésicl. Bez nestovic pak ziskal oéekavanou délku Zivota E* rov-
najici se [%1300+ 1015+ --- +23] /1300 ~ 29,65 let, tj. 29 let a 8 mésica.
Ockovani pri narozeni by prodlouZilo oéekdvanou délku Zivota o vice nez tfi
roky.
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MiZeme si v§imnout, Ze pro ziskani odvozenych vztaht existuje jedno-
dussi a rychlejsi metoda nez ta, kterou pouzil Bernoulli. Vyjdeme-li z
diferenciélni rovnice (4.1) pro S(x), vidime nejprve, Ze

S(x) = Pye 9" exp (— /0 () dy> .

PouZitim tohoto vyrazu v rovnici (4.2) pro R(x) zjistime, Ze

R =Ro(1=p) (1= Pexp (- [mi)dy)

Rovnice (4.6) pro P*(x) ukazuje, Ze

P*(x) = Pyexp (— ./Oxm(y) dy) . 4.8)

Vztahy (4.4) a (4.7) tak plynou okamzité!

Oc¢kovani méné virulentnim kmenem nestovic samoziejmé neni zcela bez-
pecné. Je-li p’ pravdépodobnost imrti na nestovice t€sné po ockovani (p’ <
p), pak by ocekdvana délka Zivota byla (1 — p’) E*, pokud by kazdy proel
ockovanim pfi narozeni. Tato ofekdvand délka Zivota zGstdva vyssi nez ,,pfi-
rozend* ofekdvana délka zivota E, pokud p’ < 1 — E/E* nebo pfiblizn& 11 %.
Udaje o p/ bylo v té dobg& obtizné ziskat. Bernoulli viak odhadoval, Ze riziko
p' je mensi neZ 1 %. Pro n&j nebylo pochyb: o¢kovéni by mélo byt podpofeno
stit. DoSel k zavéru:

,,Preji si jen, aby v zdleZitosti, kterd se tak uzce dotyka blaha lid-
ského rodu, nebylo pfijato Zddné rozhodnuti bez vSech znalosti,
které miZe poskytnout trocha analyzy a vypodtu.*

Bernoulliho price byla pfednesena na zaseddni Akademie véd v Pafizi
v dubnu 1760. V listopadu pak prednesl d’Alembert komentdi s ndzvem
O aplikaci teorie pravdépodobnosti na ockovdni proti nestovicim. Tento ko-
mentaf byl kratce poté publikovan ve druhém svazku jeho Opuscules mathé-
matiques s podrobnéj$imi vypocty a spolu s dalsi praci nazvanou Matema-
tickd teorie ockovdni. D’ Alembert kritizoval Bernoulliho ptredpoklady, Ze
pravdépodobnost ndkazy a pravdépodobnost imrti na neStovice nezaviseji na
vEku. Navrhl jiné feSeni, které tyto pfedpoklady nevyZaduje. Nazvéme v(x)

Vv

dmrtnost na nestovice ve véku x, m(x) dimrtnost z jinych pfi¢in a P(x) pocet
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lidi, kteif jesté Ziji. Pak

P

o= —v(x)P—m(x)P. 4.9)

Porovnanim s rovnici (4.3) zjistime, Ze v(x) = pgS(x)/P(x). Zde dostdvdame
X
P*(x) = P(x) exp </ v(y) dy) , (4.10)
0

kde P*(x) reprezentuje pocet lidi Zijicich ve v€ku x, pokud neStovice vymi-
zely.

Obrazek 4.3:
D’ Alembert (1717-1783)

MiZeme totiz bud’ dosadit funkci m(x) z rovnice (4.6) do rovnice (4.9),
nebo pouZit vzorec (4.8) pro P*(x) a uvédomit si, Ze feSeni rovnice (4.9)
je dano vztahem

P(x) = Py exp (— [0y +m0) dy) |

Vzorec (4.10) uvedeny d’ Alembertem neni v rozporu s Bernoulliho vzor-
cem (4.7). PouZivéd pouze jiny typ informace v(x), kterd v té dobé nebyla
k dispozici, protoze umrtni matriky obsahovaly pficinu smrti, ale ne vék obéti.
D’Alembert tvrdil, Ze nelze skute¢né dospét k zaveru, zda je ockovani uzi-
te¢né, dokud nebude tento typ tidaji k dispozici.

D’ Alembert také kritizoval uZiteCnost ocekdvané délky Zivota jako krité-
ria pro rozhodovéni, protoZze dava stejnou vahu vSem létim, at’ uz v blizké
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nebo vzdéalené budoucnosti. V§iml si, Ze z hlediska jednotlivce nebo statu ne-
maji vSechny roky stejnou ,,uziteCnost®, pricemz mlady a stary vék jsou méné
hodnotné nez vék stfedni. Pfes vSechny tyto vytky se d’ Alembert vyslovil pro
ockovani.

Kvili prodlevdm v publikovan{ vysla Bernoulliho prace aZ v roce 1766,
zatimco d’Alembertovi se podafilo svou praci vydat velmi rychle. Bernoulli
vyjadfil svou hotkost v dopise Eulerovi:

Co fikéte na obrovské banality velkého d’ Alemberta o pravdépo-
dobnostech: protoZe se mi zd4, Ze se mi v jeho publikacich prilis
Casto kiivdi, rozhodl jsem se uZ pred casem, Ze uZ nebudu Cist
nic, co pochdzi z jeho pera. Toto rozhodnuti jsem ucinil u pfi-
lezitosti rukopisu o oCkovani, ktery jsem pred osmi lety poslal
Akademii v PafiZi a ktery byl velmi cenén pro novost pouZité
analyzy. Troufam si fici, Ze to bylo jako zaclenéni nové provin-
cie do korpusu matematiky. Zda se, Ze dspéch této nové analyzy
mu zpisobil bolest srdce. Kritizoval ji na tisic zpisobd, v§echny
stejné smesné, a poté, co ji dobre zkritizoval, se vydava za prv-
niho autora teorie, o niZ neslySel ani zminku. V&dél vsak, Ze mij
rukopis muZe vyjit aZ po néjakych sedmi ¢i osmi letech. Mohl
o ném védét pouze jako ¢len Akademie. V tomto ohledu mél
miuj rukopis ztstat nedotknutelny, dokud nebyl zvefejnén. Dolus
an virtus quis in hoste requirat?’

Navzdory pracim Bernoulliho a d’ Alemberta se o¢kovéni ve Francii ne-
provadélo ve velkém méritku. Kral Ludvik XV. zemfel na nestovice v roce
1774. Dvorni 1ékafi vSak kratce naockovali zbytek kralovské rodiny. Problém
ztratil na vyznamu, kdyZ Edward Jenner objevil, Ze ockovan{ lid{ kravskymi
neStovicemi (tzv. ,,vakcinace®) chrani pfed neStovicemi a je bezpecné. Jeho
prace VySetfovdni pFicin a vcinkii vakciny variolae byla publikovédna v roce
1798. Vakcinace se rychle rozsifila po celé Evropé. Nicméné metody vyvi-
nuté pro pocitani zvySeni oekdvané délky Zivota, pokud se odstrani jedna
pri¢ina smrti, se pouZivaji dodnes.

V nésledujicich desetiletich byly kone¢né k dispozici tidaje o véku, ve kte-

rém lidé na neStovice umirali. Problém pak pfehodnotila fada védct, zejména
¢ Johann Heinrich Lambert, matematik z berlinské akademie, v roce 1772;

« Emmanuel-Etienne Duvillard, v té dob& povéfeny vedenim statistiky
obyvatelstva na Ministerstvu vnitra v PafiZi, ve své Analyze a tabulkdch
vlivi nestovic na imrtnost v jednotlivych vékovych kategoriich (1806);

3 Zdali to chrabrost &i lest — zda pté se kdo ve vdlce na to?* Vergilius, Aeneis, kniha II.
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* Pierre-Simon Laplace ve své Analytické teorii pravdépodobnosti (1812).

Duvillard a Laplace naptiklad ukazali, jak upravit vzorec (4.7), kdyZ para-
metry p a g zavisi na veéku:

. P(x)
P*(x) = - .
) 1= [ () g(y) e hoa@d= gy

Zde p(x) je pravdépodobnost umrti na nestovice, pokud se nakazite ve véku
x, a g(x) je pravdépodobnost nakaZeni se neStovicemi ve véku x.

Po této prici o neStovicich se Daniel Bernoulli nezabyval Zddnym dal$im
problémem populacni dynamiky. Zemfel v Basileji v roce 1782. D’ Alembert
zemfel v PafiZi o rok pozdéji.
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Kapitola 5

Malthus a potiZe s geometrickym rastem (1798)

( V roce 1798 Malthus publikoval Esej o principu populace, ve kterém R
tvrdil, Ze zdsobovani potravinami nemtize dlouhodobé sledovat expo-
nencidlni rast lidské populace. Pokud populace zlstdvala relativné kon-
stantni, bylo to proto, Ze velka ¢ast lidstva trp€la nedostatkem potravin.
Malthus povazoval ,,princip populace” za argument proti spisim Go-
dwina a Condorceta, ktefi zddraznovali pokrok v lidskych spole¢nos-
tech. Malthusova esej ovlivnila Darwinovu a Wallaceovu evolucni teorii
a byla kritizovana Marxem, do praxe vSak byla uvedena ¢inskou politi-

L kou jednoho ditéte.

%

Thomas Robert Malthus se narodil v roce 1766 nedaleko Londyna jako
Sesté ze sedmi déti. Jeho otec, pfitel a obdivovatel Jeana-Jacquese Rousseaua,
byl jeho prvnim ucitelem. V roce 1784 zacal mlady Malthus studovat mate-
matiku na univerzit€¢ v Cambridgi. Diplom ziskal v roce 1791, v roce 1793 se
stal ¢lenem Jesus College a v roce 1797 anglikdnskym knézem.

Obrazek 5.1:
Malthus (1766-1834)

V roce 1798 vydal Malthus anonymné knihu s ndzvem Esej o principu
populace, jak ovliviiuje budouct zlepSeni spolecnosti, s pozndmkami ke spe-
kulacim pana Godwina, pana Condorceta a dalsich autorii. Byla to reakce
na Godwinovo Zkoumdni spoleenské spravedInosti (1793) a Condorcetovu
Ndcrt historického obrazu pokroku lidského ducha (1794). Navzdory hriizam,
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které ve jménu pokroku napéchala Francouzska revoluce, oba autorfi tvrdili,
Ze pokrok spolecnosti je nevyhnutelny. Malthus stejny optimismus nesdilel.
Tvrdil také, Ze anglické chudinské zakony, které pomahaly chudym rodindm
s mnoha détmi, podporovaly riist populace, aniz by podporovaly obdobné
rychly rast produkce potravin. Zdélo se mu, Ze tyto zdkony chudym Zivot
ve skutecnosti neulehcuji, spiSe naopak. Obecnéji feceno, protoZze populace
méla tendenci rast vzdy rychleji neZ produkce potravin, zdélo se, Ze ¢ast spo-
le¢nosti je odsouzena k bidé, hladu nebo epidemiim: to jsou pohromy, které
zpomaluji rist populace a které jsou podle Malthusova nazoru hlavnimi pie-
k4dZkami pokroku spole¢nosti. VSechny teorie slibujici pokrok by byly jen
utopické. Tyto mySlenky vedly Malthuse k vydani jeho knihy v roce 1798.
Na nésledujicim dryvku je vidét, jak shrnul své teze:

[...] ,,sila populace je nekonecné vétsi nez sila Zemé, kterd pro
¢lovéka produkuje potravu. Popukace, je-li nekontrolovand, na-
rista geometrickou fadou. Potraviny rostou jen aritmetickou fa-
dou. UZ povrchni pohled na &isla ukdZe neimérnost prvni sily
v poméru ke druhé. Zikon pfirody, jenZ produkuje jidlo nutné
k obzivé ¢lovéka, ale rovnéz urcuje, Ze tcinky téchto dvou nestej-
nych sil — rist populace i rist potravinovych zdroji — musi byt
udrzovédny v rovnovdze. To v sobé zahrnuje tGcinnou a trvalou
kontrolu mnoZstvi populace v souladu s obtiZemi, jeZ nastdvaji
pii ziskdvani potravy. Tato potiZ musi dopadnout kamkoliv a
musi byt vazné€ pocit’ovana velkou casti lidstva.*

Malthusova kniha byla velmi tspé$na. Obsahovala jen malo dat. Malthus si
napriklad v8iml, Ze pocet obyvatel USA se béhem 18. stoleti kazdych péta-
dvacet let zdvojndsobil. Sam se nepokusil prevést své teze do matematickych
modeld, ale pfipravil pidu pro pozdéjsi prace Adolpha Queteleta a Pierra-
Francoise Verhulsta, kterym bude vénovana nésledujici kapitola.

Po vydéani své knihy cestoval Malthus s pféiteli nejprve do Némecka,
Skandindvie a Ruska, poté do Francie a Svycarska. KdyZ dal dohromady in-
formace ziskané béhem svych cest, vydal pod svym jménem v roce 1803
velmi rozsifené druhé vydani s jinym podtitulem: Esej o principu populace
neboli pohled na jeji minuly a soucasny vliv na lidské stésti, se zkoumdnim
nasich vyhlidek na budouci odstranéni nebo zmirnéni zla, které zpiisobuje.
Toto nové vydani se podrobné zabyvalo prekdzkami ristu populace v riznych
zemich: opozdéné snatky, potraty, infanticida (zdmérné usmrceni ditéte), hla-
domor, valka, epidemie, ekonomické faktory... Pro Malthuse bylo odloZen{
snatkl nejlepsi moZnosti, jak stabilizovat populaci. Nasledovala ¢tyfi dalsi
vydéani knihy v letech 1806, 1807, 1817 a 1826. V roce 1805 se Malthus
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stal profesorem historie a politické ekonomie na nové skole, kterou pro své
zameéstnance ziidila Zapadoindicka spole¢nost. Vydal také knihu Zkoumdni
povahy a pokroku renty (1815) a Principy politické ekonomie (1820). V roce
1819 byl Malthus zvolen ¢lenem Kralovské spolecnosti. V roce 1834 byl jed-
nim ze zakladajicich ¢lent Statistické spolecnosti. TéhoZ roku zemiel pobliz
Bathu.

Malthusova prace méla silny vliv na vyvoj evolu¢ni teorie. Charles Dar-
win, ktery se vrtil ze své cesty na lodi Beagle, si v roce 1838 precetl Malthu-
sovu knihu o rdstu populace. Toto napsal v Gvodu své slavné knihy O vzniku
druhii prirodnim vybérem, vydané v roce 1859:

.,V dals{ kapitole pojedname o boji o pieziti mezi vSemi orga-
nismy celého svéta, ktery je nevyhnutelny kvili jejich mnoZzen{
geometrickou fadou. Jde o Malthusovo uceni, uplatnéné na celou

Noxe

zivocis$nou a rostlinou {8i.*

Alfred Russel Wallace, ktery vytvofil evolucni teorii ve stejné dobé jako
Darwin, také uvedl, Ze jeho mySlenky vznikly po precteni Malthusovy knihy.

Opacny ndzor na vyznam Malthusovy knihy mél Karl Marx, jak se lze
docist v pozndmce pod €arou v jeho knize Kapitdl:

,,Pokud si ¢tendi pamatuje na Malthuse, jehoZ spis Essay on Po-
pulation se objevil v roce 1798, tak si ja pamatuji, Ze tento spis ve
své prvni formé& nebyl ni¢im jinym neZ Skolacky povrchnim a ot-
rocky opsanym plagidtem ze spist, které napsal Defoe, Sir James
Steuart, Townsend, Franklin, Wallace, a dalsi, a neobsahoval ani
jednu pvodni myslenku. Ten velky rozruch, ktery tento pamflet
vzbudil, vznikl pouze kvili stranickym zajmim. Francouzskd re-
voluce si v britském kralovstvi nasla horlivé zastance; ten ,popu-
laéni princip®, ktery byl pomalu vypracovéan v 18. stoleti, byl poté
uprostied velké spolecenské krize roztrubovan jako neomylny
protijed proti uceni Condorceta, a dalSich, anglicka oligarchie ho
nadSené vitala jako prostfedek pro potlaceni vSech choutek na
né&jaky dalsi lidsky rozvoj. Malthus, svym udspéchem nanejvys
zaskocen, se pak zacal vénovat tomu, Ze ten povrchné sebrany
materidl podle starého schematu vycpaval a pfiddval novy mate-
ridl — nikoli vSak vytvoreny Malthusem, nybrz ptebrany

Malthusovy teze jisté nebyly zcela nové. Naptiklad myslenka, Ze popu-
lace m4 tendenci riist geometrickou fadou, je ¢asto pfipisovana pravé jemu!,

IR. A. Fisher (viz kapitoly 14 a 20) by nazval ,,malthusidnskym parametrem* rychlost ristu
populace. Malthus se ve své knize zminuje o Siissmilchové pojednéni.
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i kdyz jsme v kapitole 3 vidéli, Ze tuto mySlenku znal jiZ Euler o pil stoleti
drive. Malthus ji vSak zpopularizoval tim, Ze ji polemicky spojil se skutec-
nymi legislativnimi problémy. Paradoxné pravé v komunistické Cin& nagel
Malthustiv navrh na omezen{ porodnosti své nejvyraznéjsi uplatnéni (viz ka-
pitola 25).

Dalsi c¢teni

1.

Condorcet: Esquisse d’un tableau historique des progrs de [’esprit humain.
Agasse, Paris (1794) gallica.bnf.fr; Cesky: Ndcrt historického obrazu pokrokii
lidského ducha. Praha (1968).

Darwin, C. On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the
Preservation of Favoured Races in the Struggle for Life. John Murray, Lon-
don (1859) darwin-online.org.uk; Cesky: O vzniku druhii prirodnim vybérem.
Academia, Praha (2007)

Godwin, W.: An Enquiry Concerning Political Justice (1793). archive.org

4. Malthus, T.R.: An Essay on the Principle of Population. London (1789). econ-

lib.org; Cesky: Esej o principu populace. ,,Zv14a8tni vydani.. . “, Brno (2002)
Marx, K.: Das Kapital, Erster Band. In: Marx, K., Engels, F., Werke, Band 23,
Dietz Verlag, Berlin (1962); Cesky: Kapitdl, Praha (1978) joza.pytel.sweb.cz
Simpkins, D.M.: Malthus, Thomas Robert. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary
of Scientific Biography, vol. 9, 67-71. Scribner, New York (1974)


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k101973s
http://darwin-online.org.uk/content/frameset?itemID=PC-Virginia-Francis-F373&viewtype=image&pageseq=1
http://www.archive.org/details/enquiryconcernin01godw
http://www.econlib.org/library/Malthus/malPopCover.html
http://www.econlib.org/library/Malthus/malPopCover.html
http://joza.pytel.sweb.cz/kapital.pdf

Kapitola 6

Verhulst a logisticka rovnice (1838)

V roce 1838 zavedl belgicky matematik Verhulst logistickou rovnici,
ktera je zobecnénim rovnice pro exponencidlni rdst, ale s maximalni
hodnotou velikosti populace. K odhadu nezndmych parametri pouZzil
udaje z nékolika zemi, zejména z Belgie. Verhulstova prace byla zno-
vuobjevena az ve 20. letech 20. stoleti.

Pierre-Frangois Verhulst se narodil v roce 1804 v Bruselu. V roce 1825
ziskal doktorat z matematiky na univerzit¢ v Gentu. Zajimal se také o poli-
tiku. Béhem svého pobytu v Itdlii, kde se 1éCil s tuberkul6zou, se nedspesné
zasazoval o pfijeti Ustavy pro papeZské stity. Po revoluci v roce 1830, kdy
Belgie ziskala nezdvislost, vydal historicky esej o vlastenci z osmnactého
stoleti. Roku 1835 se stal profesorem matematiky na nové vzniklé Svobodné
univerzité v Bruselu.

Obrazek 6.1:
Verhulst (1804—1849)

V témZe roce 1835 vydal jeho krajan Adolphe Quetelet, statistik a feditel
bruselské observatote, Traktdt o clovéku a vyvoji jeho schopnosti. Quetelet se
domnival, Ze populace nemtize dlouhodobé rust geometrickou fadou, protoze
prekdzky, o nichZ se zminoval Malthus, tvofi jakysi ,,odpor®, ktery je podle
néj (analogicky k mechanice) umérny Ctverci rychlosti ristu populace. Tato
analogie neméla redlny zdklad, ale inspirovala Verhulsta.
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V roce 1838 Verhulst publikoval Pozndmku k zdkonu populacniho riistu.
Zde je nekolik vynatku:

»Vime, Ze slavny Malthus prokédzal zasadu, Ze lidska populace
ma tendenci rist geometrickou fadou tak, Ze se po urcCité dobé,
napiiklad kazdych pétadvacet let, zdvojndsobi. Toto tvrzeni je

nezpochybnitelné, pokud se abstrahuje od rostoucich obtiZi pti
hledéni potravy [...].

Virtudlni ndrdst poctu obyvatel je tedy omezen velikosti a po-
rodnosti zemé. V duisledku toho se populace stdle vice pfiblizuje
k ustdlenému stavu.

Verhulst si pravdépodobné uvédomil, Ze Queteletova mechanickd analogie
neni rozumnd, a misto toho navrhl nasledujici (stdle ponékud heuristickou)
diferencidlni rovnici pro velikost populace P() v Case ¢:

dP P
P _rp (1_K). 6.1)

Pokud je populace P(z) mald v porovndni s parametrem K, dostaneme pfi-
bliZznou rovnici

—=rP,

dt
jejimz feSenim je P(t) ~ P(0)e’", tj. exponencidlni rst!. Rychlost ristu se

sniZuje s tim, jak se P(¢) bliz{ K. Dokonce by se stala zdpornou, kdyby P(¢)
mohlo ptekrocit K. Abychom ziskali feSeni rovnice (6.1), mtizeme postupovat

jako Daniel Bernoulli u rovnice (4.5).

Kdy? rovnici (6.1) vydélime P? a poloZime p = 1/P, dostaneme linedrni
diferenicélni rovnici dp/dt = —rp + r/K. Jestlize déle poloZime ¢ =
p—1/K dostaneme dq/dt = —rq a tedy q(t) = q(0)e " = (1/P(0) —
1/K)e~"". Odtud miizeme odvodit vzorce pro p(r) a P(t).

Nakonec dostaneme

Pr) P(0)e"

T1+PO) (e —1)/K

(6.2)

Celkové populace roste z pocdtecni velikosti P(0) < K v Case t = 0 aZ po
mezni hodnotu K, které je dosaZeno pii t — oo (obrazek 6.2).

10Obvykle se hovoii o geometrickém ristu v modelech s diskrétnim asem a o exponencialnim
rastu v modelech se spojitym ¢asem, ale v podstaté jde o totéz.
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7]
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Aniz by Verhulst uvedl hodnoty nezndmych parametrti r a K, porovnal
svij vysledek s tdaji o poctu obyvatel Francie v letech 1817-1831, Belgie
v letech 1815-1833, anglického hrabstvi Essex v letech 1811-1831 a Ruska
v letech 1796-1827. Ukazalo se, Ze shoda je docela dobra.

V roce 1840 se Verhulst stal profesorem na Kralovské vojenské Skole
v Bruselu. V nésledujicim roce vydal Elementdrni traktdt o eliptickych funk-
cich a byl zvolen ¢lenem belgické Kralovské akademie. V roce 1845 pokraco-
val ve svych populacnich studiich ¢lankem nazvanym Matematické zkoumdni
zdkona riistu populace. Nejprve se vratil k Malthusové poznamce, podle niz
se pocet obyvatel USA zdvojnésobil kazdych 25 let (tabulka 6.1).

Tabulka 6.1: Oficidlnf pocty — Rok  poget obyvatel Rok  Poet obyvatel

obyvatel USA.
1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866 020
1810 7239814 1840 17062 566

Vypocitame-li pomér mezi poctem obyvatel v roce n + 10 a poctem oby-
vatel v roce n, zjistime, Ze tento pomér je 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 a 1,326,
coz je pomérné konstantni hodnota. Pocet obyvatel se tedy kazdych 10 let
v priméru zndsobil o 1,34 a kazdych 25 let o 1,34%/10 ~ 2,08. Od vydani
Malthusovy eseje o téméf pul stoleti diive se tedy populace kazdych 25 let
zdvojnédsobovala. Verhulst vSak dodal:

»Nebudeme trvat na hypotéze geometrické progrese, protoze ta
miZe platit jen za velmi zvlastnich okolnosti, napiiklad kdyz
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urodné tzemi témer neomezené velikosti obyvaji lidé s vyspélou
civilizaci, jako tomu bylo v pfipadé prvnich americkych kolonii.*

Verhulst se ve svém Clanku také vritil k rovnici (6.1), kterou nazval ,,logistic-
kou“. V&iml si, Ze kiivka P(¢) roste s kladnou kiivosti (je konvexni), dokud
P(t) < K/2, a pak pokracuje v ristu smérem ke K, ale se zdpornou kfivosti
(je konkévni), jakmile P(¢) > K /2. Kfivka m4 tedy tvar zkresleného pismene
S (obrazek 6.2).

Skutetnd, £F = r(1 - 2P/K) 4. Takze ©% > 0, pokud P < K/2, a

‘2%3 < 0, pokud P> K/2.

Verhulst také vysvétlil, jak Ize parametry r a K odhadnout z populace P()
ve tfech riznych, ale stejné vzdalenych letech. Jestlize Py je populace v Case
t=0,Pvciaset =T aP, vcaset =2T, pak vypocet, vychazejici z rovnice
(6.2) ukazuje, Ze

PP +PP—-2PP 11 I/P()—I/K
, r==log|-t———1.
P2 _PRyPy T %|1/P—1/K

Na zakladé odhadd poétu obyvatel Belgie v letech 1815, 1830 a 1845 (3,627,
4,247 a 4,801 milionu) ziskal K = 6,584 milionu a r = 2,6 % ro¢né. Pomoci
rovnice (6.2) pak mohl predpovedét, Ze pocet obyvatel Belgie bude na zacatku
roku 1851 Cinit 4,998 milionu a na zacatku roku 1900 6,064 milionu (obra-
zek 6.2). Verhulst provedl podobnou studii pro Francii. Ziskal K = 39,685
miliond a r = 3,2 % ro¢né. JelikoZ populace Belgie a Francie v mezidobi tyto
hodnoty K znacné prekrocily, vidime, Ze logistickd rovnice muzZe byt realis-
tickym modelem pouze pro ¢asové useky nékolika desetileti, jako ve Verhul-
stoveé Clanku z roku 1838, nikoli vSak pro delsi obdobi.

V roce 1847 vysla prace Druhé zkoumdni zdkona populacniho riistu, v niz
Verhulst upustil od logistické rovnice a misto ni zvolil diferencidlni rovnici

dp P
—=rll—=.
dt K

Domnival se, Ze tato rovnice bude platit, pokud populace P(t) prekro&i urdi-
tou mez. ReSent je

=1

P(t) =K+ (P(0)—K)e /K

Na zédkladé stejnych demografickych tidaji pro Belgii Verhulst nové odhadl
parametry r a K. Tentokrat zjistil, Ze maximalni pocet obyvatel je K = 9,4
milionu. Vidime, jak dalece miZe vysledek zaviset na volbé modelu!
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V roce 1848 se Verhulst stal prezidentem Belgické krilovské akademie,
ale nasledujiciho roku v Bruselu zemfel, pravdépodobné na tuberkulézu. Na-
vzdory Verhulstové vahani mezi modelovymi rovnicemi byla logistickd rov-
nice o nékolik desetileti pozdé€ji nezavisle na sobé znovu objevena riznymi
lidmi. Robertson ji v roce 1908 pouZzil k modelovéni individualniho ristu zvi-
fat, rostlin, lidf a télesnych organd, McKendrick a Kesava Pai ji v roce 1911
pouZili pro rist populaci mikroorganismu a Pearl s Reedem ji v roce 1920 po-
uzili pro rust populace USA, ktery se zacal zpomalovat. V roce 1922 si Pearl
kone¢né vSiml Verhulstovy prace. Od té€ doby logistickd rovnice inspirovala
mnoho praci (viz kapitoly 13, 20 a 24). Maximdln{ velikost populace K se
nakonec zacala oznacovat jako ,,nosnd kapacita prostredi*.
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Kapitola 7

Bienaymé, Cournot a zanik prijmeni (1845-1847)

( Francouzsky statistik Bienaymé v roce 1845 pochopil, jak pocitat prav- R
dépodobnost zaniku pf{jmeni, pokud ma kazdy muZz urcity pocet syni
dany rozd€lenim pravdépodobnosti. Pokud je primérny pocet syni
mensi nebo roven jedné, piijmeni zanikne jisté. Je-li pramér vetsi nez
jedna, je pravdépodobnost vymieni ostfe mensi neZ jedna. Dtikaz svého
vysledku zvetejnil o dva roky pozdéji v knize, kterou napsal jeho pfitel
Cournot. Tyto prace byly znovu objeveny teprve nedavno.

- J

Irenée Jules Bienaymé se narodil v roce 1796 v PaiiZi a studoval na Ecole
Polytechnique. Pracoval na ministerstvu financi, kde dosahl vysoké pozice
generalniho inspektora. Pod vlivem Laplaceovy knihy Analytickd teorie prav-
dépodobnosti si ale Bienaymé naSel také ¢as na publikovéani ¢lankt o mnoha
aplikacich teorie pravdépodobnosti, jako je demografickd a 1ékafska statistika
(détska timrtnost, pocet narozenych déti, stfedni délka Zivota), pravdépodob-
nost chyb v soudnictvi, teorie poji§téni a reprezentativnost volebnich systéma.

Obréazek 7.1: Bienaymé (1796-1878) a Cournot (1801-1877)

V roce 1845 napsal Bienaymé kratkou poznamku O zdkonu mnoZeni a tr-
vdni rodin, kterd byla zvefejnéna v bulletinu Société Philomatique v Patizi.
Na toto téma jiz psala fada autori. Napiiklad i ve druhém vydan{ knihy Esej
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o principu populace (1803) zafadil Malthus kapitolu o obyvatelstvu Svycar-
ska a poznamenal, Ze

,v Bernu prijala panovnickd rada v letech 1583 az 1654 do burzo-
azie 487 rodin, z nichZ 379 béhem dvou stoleti vymfelo a v roce
1783 jich zustalo jen 108.

Moevs

V roce 1842 Thomas Doubleday dokonce vyslovil obecnéjsi tvrzeni, Ze ro-
diny z vysSich Slechtickych nebo mést anskych vrstev maji vétsi tendenci vy-
mirat neZ rodiny z niz§ich vrstev. Podobné myslenky se objevily i v ivodnim
textu od Emila Littrého k pozitivistické filozofii Augusta Comta uvefejnéné
ve Francii v roce 1844. Také Bienaymého pfitel Benoiston de Chateauneuf
publikoval v roce 1845 esej O trvdni Slechtickych rodii ve Francii.

Bienaymé se snazil v této souvislosti vysvétlit, jak je mozZné, Ze pocet
obyvatel zemé geometricky roste, zatimco velké mnozstvi rodin mizi. Aby
dokazal tento paradox pochopit, uvazoval o zjednoduseném piipadu, kdy by
vSichni muzi méli stejnou pravdépodobnost, Ze budou mit 0, 1, 2, 3... synt,
ktefi dosdhnou dospélosti. Presnéji fe€eno, poloZil si otdzku, jakd je pravdé-
podobnost, Ze muz bude mit po n generacich potomky nesouci jeho jméno.
Je-li primérny pocet synd menSi neZ jedna, je jasné, Ze tato pravdépodob-
nost by méla s ristem n do nekonecna sméfovat k nule. Bienaymé si vSiml,
7e stejny z4vér by ziistal pravdivy!, i kdyby byl priimérny pocet synii presné
1, tedy napt. kdyby pravdépodobnost, Ze nebude mit Zddného syna, byla 1/2,
stejné jako, Ze bude mit dva syny (obr. 7.2). V takovém piipadé vSak prav-
dépodobnost mit potomka v n-té generaci sméfuje k nule pomaleji: v tomto
ptipadé€ by byla 5 % i po 35 generacich, tj. po jedendacti nebo dvanécti stole-
tich, pokud uvaZujeme na stoleti tfi generace?. Bienaymé si zaroveii viiml, Ze
je-li primérny pocet synd vétsi nez jedna, neni vymieni rodové linie jisté a
tuto pravdépodobnost 1ze vypocitat feSenim jisté algebraické rovnice.

Obrazek 7.2: Umély pii-
klad rodokmenu. Predek
je na vrcholu stromu.
V kazdé generaci maji
muZzi pravdépodobnost
1/2, Ze nebudou mit Zad-
ného syna, a pravdépo-
dobnost 1/2, Ze budou
mit praveé dva syny.

lyyjma piipadu, kdy ma kazdy mu? pfesné jednoho syna

2Jak uvidime dale, tato pravdépodobnost je rovna 1 — x35 s x,41 = % + %x,lz

axp=0.
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Bienayméuv Clanek ale neobsahoval blizsi vysvétleni. V roce 1847 jeho
pritel, matematik a ekonom, Antoine-Augustin Cournot, uvedl nékteré po-
drobnosti v knize s nazvem O piivodu a hranicich korespondence mezi al-
gebrou a geometrii. K problému pfistoupil s pomoci ndhodné hry, pficemz
uvedl, Ze odpovidd Bienaymého studii o vymirdni rodovych jmen. My zde
ponechdme vyklad v terminech rodovych jmen. Cournot se nejprve zabyval
zvlastnim pripadem, kdy muZi maji nejvyse dva syny, pti¢emzZ pg, p1 a p2
znamenaji pravdépodobnost, Ze budou mit 0, 1 nebo 2 syny. Samoziejmé, Ze
po—+ p1+ p2 = 1. Zatneme-li s prvnim predkem, je pravdépodobnost x; vy-
mieni po pouhé jedné generaci ziejmé rovna po. Pravdépodobnost vymieni
béhem dvou generaci je xp = po + p1x1 + p2 x12, protoZe bud’ rod vymfel
jiZ v prvni generaci (pravdépodobnost pg), nebo byl v prvni generaci jen je-
den syn, ktery nemél muzského potomka (pravdépodobnost pj x), nebo byli
v prvni generaci dva synové a kazdy z nich nemél muZského potomka (prav-
dépodobnost p; x%). Obecnéji feCeno, pravdépodobnost vymfeni béhem n ge-
neracf je

Xp = po+ P1Xn—1+ P2 (xn71)2~

Pokud se totiz v prvni generaci narodi napiiklad dva synové (pravdépodob-
nost p»), rodina vymfe o n — 1 generaci pozdéji (tj. v generaci n) s pravde-
podobnosti rovnou (x,_1)?. Cournot si v§iml, Ze x, je rostouci posloupnost
s x, < 1 pro vSechna n. TakZe x,, ma limitu x., < 1, coZ je feSenf rovnice

X:P0+P1X+P2X2-

Substituci p; = 1 — pg — p2 dostaneme ekvivalentni rovnici 0 = pp(x—1)(x—
po/p2), takZe existuji dva kofeny: x = 1 a x = py/p,. MliZeme pak rozlisit
tfi rizné ptipady v zdvislosti na primérném poctu syni Zy = p1 + 2p», ktery
je rovnéZ roven 1 — pg + po. Pokud plati Zy < 1, pak po/p> > 1 a jedinou
moZznou hodnotou limity x.. je proto x = 1. V takovém piipadé tedy rodové
jméno urcité zanikne. Pokud %y = 1, jsou oba kofeny rovny 1 a zavér je
stejny. Pokud %y > 1, pak Cournot vyvodil, Ze x. by se mélo rovnat druhému
kofeni po/pa, protoZe ve zvlastnim pfipadé po = 0 musi byt pravdépodobnost
vymieni zfejmé rovna 0.

Cournot se kritce zminil o obecnéjSim pfipadu, kdy muZi mohou mit nej-
vySe m synu s pravdépodobnostmi pg, pi,..., pm. Zaveér zavisi stejnym zpt-
sobem na hodnoté

Ko =p1+2p2+---+mpy,

primérného poctu synti, vzhledem k 1. Rovnice pro x.., ktera je

x=po+pix+--+pnx",
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ma vzdy kofen x = 1. M4 pouze jeden dalsi kladny kofen, ktery udava prav-
dépodobnost zaniku x.., kdyz %y > 1.

BohuZel Bienayméiv ¢lanek a nékolik stranek v Cournotové knize zu-
staly v té dobé zcela bez povsimnuti. Clének byl zaznamendn a7 v sedmdesé-
tych letech a stranky knihy o dalSich dvacet let pozdé&ji! Mezitim problém a
jeho feSeni znovu objevili jini a téma se znacné rozvinulo. K tomu se vratime
v kapitolach 9, 17 a 18.

Bienaymé musel po revoluci v roce 1848 opustit své misto na minister-
stvu financi. Stejné tak vedeni katedry teorie pravdépodobnosti na pafiZzské
univerzit€, na které byl jisté nejlep§im kandidatem, ziskal n€kdo jiny. Pfesto
mohl Bienaymé po roce 1850 opét pracovat na ministerstvu financi, ale v roce
1852 podal vypovéd’. Jesté t€hoz roku byl zvolen do Akademie véd, kde byl
odbornikem v oblasti statistiky. V roce 1853 dokazal to, co nékteré modern{
udebnice nazyvaji Bienaymého-Cebysevovou nerovnosti. V roce 1875 se stal
predsedou nové vytvorené Société Mathématique de France. Zemftel v PatizZi
v roce 1878.
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Kapitola 8

Mendel a dédicnost (1865)

V roce 1865 Mendel zvefejnil vysledky svych prikopnickych pokust
s hybridizaci hrachu. Jeho analyza vyuzivala zdkladni aspekty teorie
pravdépodobnosti. UvaZoval také o dynamickém modelu populace sa-
moplodnych rostlin. Jeho prace, kterd byla znovu objevena azZ v roce
1900, je milnikem v déjinach genetiky.

Johann Mendel se narodil v roce 1822 na Moravé, kterd byla tehdy sou-
&asti Rakouského cisafstvi a dnes je soucdsti Ceské republiky. Jeho otec byl
rolnik. Vzhledem k dobrym vysledkiim na stfedni Skole a Spatnému zdravi
dal Mendel pfednost dal§imu studiu pfed praci na rodinném statku. Studium
na univerzité si v§ak nemohl dovolit. Proto v roce 1843 vstoupil do Augusti-
nidnského opatstvi svatého Tomase v Brné, kde prijal jméno Gregor. Studoval
teologii, ale navstévoval také n€kolik zemédélskych kurzd. V roce 1847 byl
vysvécen na knéze. Nékolik let vyu€oval na gymnaziu, ale neuspél u zkousky
na faddného profesora. Pfesto mohl v letech 1851-1853 diky podpofe svého
predstaveného opata pokraCovat ve studiu na videniské univerzité, kde navste-
voval kurzy fyziky, matematiky a prirodnich véd. Poté se vrétil do Brna a
vyucoval fyziku na technické Skole.

Obrazek 8.1:
Mendel (1822-1884)

V letech 1856 aZ 1863 provedl Mendel v zahradé svého kl4stera fadu po-
kust s velkym pocétem rostlin. V roce 1865 prezentoval své vysledky na dvou
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schiizich Pfirodovédné spolecnosti v Brné, jejimz byl ¢lenem. Jeho prace Po-
kusy s rostlinnymi hybridy byla nésledujiciho roku publikovdna v némciné
ve sborniku této spolecnosti. Mendel vysvétlil, jak se dostal ke studiu vari-
aci hrachu, rostlin, které se pfirozené rozmnoZuji samooplozenim a jejichz
semena mohou nabyvat riznych snadno rozpoznatelnych forem: kulatd nebo
hranatd, Zluta nebo zelend atd. K¥iZenim rostliny pochdzejici z linie s kula-
tymi semeny a rostliny pochazejici z linie s hranatymi semeny zjistil, Ze vzdy
ziska kiiZence (hybridy), které ddvaji kulatd semena. Znak ,,kulatd semena®
nazval dominantnim a znak ,hranatd semena® recesivnim. Stejnym zpiso-
bem ukdzal, Ze znak ,,Zlutd semena* je dominantni a znak ,,zelend semena“ je
recesivni.

Mendel si pak vSiml, Ze rostliny vypéstované z hybridnich semen plodi
v prvni generaci novd semena, kterd maji bud’ dominantni, nebo recesivni
znak ve zdanlivé ndhodném poméru. Kromé toho si vSiml, Ze opakovanim
pokusu ziskal v priméru asi tfikrat vice semen s dominantnim znakem nez
s recesivnim znakem. Napiiklad pfi prvnim pokusu ziskal celkem 5474 ku-
latych semen a 1 850 hranatych semen, coZ odpovidd poméru 2,96:1. Ve dru-
hém pokusu ziskal celkem 6 022 Zlutych semen a 2001 zelenych semen, coz
odpovida! poméru 3,01 ku 1.

Mendel si také v§iml, Ze mezi rostlinami vypéstovanymi ze semen prvni
generace s dominantnim znakem bylo téch, které plodily jak semena s do-
minantnim, tak s recesivnim znakem, priblizné dvakrat vice nez téch, které
plodily semena pouze s dominantnim znakem. Napiiklad mezi 565 rostlinami
vypéstovanymi z kulatych semen prvni generace jich 372 plodilo jak kulat4,
tak hranatd semena, zatimco 193 plodilo pouze kulatd semena; tento pomér
jeroven 1,93. Podobné mezi 519 rostlinami vypéstovanymi ze Zlutych semen
prvni generace plodilo 353 rostlin ZIutd i zelend semena, zatimco 166 rostlin
plodilo pouze Zlutd semena; pomér je roven 2,13.

Pro vysvétleni téchto vysledki pfisel Mendel s genidlnim ndpadem pova-
Zovat pozorovatelny znak semene za vysledek spojeni dvou skrytych faktord,
pti¢emz kazdy z téchto faktord je bud’ dominantni (psano A), nebo recesivni
(pséno a). Existuji tedy tfi moZzné kombinace: AA, Aa a aa. Semena s faktory
AA nebo Aa majf stejny dominantni znak A. Semena s faktory aa maji re-
cesivni znak a. Mendel navic pfedpokladal, Ze pfi oplozeni prenaseji pylova
zrna a vajicka (gamety) pouze jeden z obou faktort, kazdy s pravdépodob-
nosti 1/2.

1Jak si pozd&ji v&iml R. A. Fisher (viz kapitola 14), pravdépodobnost, 7e experimentalni
vysledky se budou tak blizit teoretické hodnoté, je pomérné mala. Mendel pravdépodobné uspo-
fadal sva data. Napfiklad ve druhém pokusu tykajicim se n = 6022 +2001 = 8023 semen je
pravdépodobnost, Ze se pomér bude liSit od 3 o méné nez 0,01, jen asi 10 %.
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Kfizenim Cistych linif AA a aa tedy vzniknou kiiZenci, ktefi maji vSechny
faktory Aa a dominantni znak A. Gamety kiiZence Aa prenaseji faktor A
s pravdépodobnosti 1/2 a faktor a s pravdépodobnosti 1/2. Pfi samooplozeni
rostliny vypéstované z hybridniho osiva Aa tedy vznikd AA s pravdépodob-
nosti 1/4, Aa s pravdépodobnosti 1/2 a aa s pravdépodobnosti 1/4, jak uka-

zuje tabulka 8.1.

Tabulka 8.1: Mozné vysledky samoo- Faktor A a

plozeni hybridu Aa a jejich pravdépo- Pravdépodobnost 1/2 1/2
dobnosti v zavislosti na faktorech pie- A AA Aa
naSenych sam¢fmi gametami (v fad- 1/2 1/4 1/4
cich) a sami¢imi gametami (ve sloup- a Aa aa
cich). 1/2 1/4 1/4

Mendel si v§iml, Ze poméry AA : Aa : aa, které jsou 1 : 2 : 1, lze ziskat
také formalnim vypoctem (A +a)? = AA +2Aa + aa. ProtoZe semena AA a
Aa maji zd4nlivy znak A, zatimco pouze semena aa maji zdanlivy znak a, je
skute¢né tiikrat vice semen se znakem A neZ se znakem a. Navic je v pra-
méru dvakrat vice semen Aa neZ AA. Pfi samooplozeni rostlin vypéstovanych
z prvnich z nich vznikaji semena bud’ s dominantnim znakem (AA nebo Aa),
nebo s recesivnim znakem (aa). Pokud jde o samooplozeni rostlin vypestova-
nych ze semen AA, diva vZdy semena AA s dominantnim znakem. VSechna
pozorovani jsou tedy vysvétlena.

Mendel se zabyval i ndsledujicimi generacemi. Vychazel z N hybridnich
semen Aa a pro zjednoduseni pfedpokladal, Ze kazda rostlina dava samooplo-
zenim pouze Ctyfi nové semena, a vypocital, Ze primérny pocet semen (AA),,
(Aa), a (aa), v generaci n by byl ddn tabulkou 8.2, kde byly vysledky pro
prehlednost vydéleny N.

Tabulka 8.2: Nésledné generace. n 0 1 2 3 4 5

(AA), 0 1 6 28 120 496

(Aa), 1 2 4 8 16 32

(aa), 0 1 6 28 120 496

celkem 1 4 16 64 256 1024

Tato ¢isla se jednoduse ziskaji ze vzorca

(AA)p+1 = (Aa), +4(AA), , 8.1)
(Aa)nJrl =2 (Aa)n ) (8.2)

(aa)n+1 = (Aa)n +4(aa)n > (8.3)
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které tikaji, Ze AA dava po samooplozeni Ctyfi semena AA, Ze aa dava Ctyfi
semena aa a ze Aa dava v priméru jedno semeno AA, dvé semena Aa a jedno
semeno aa. Mendel si dale vSiml, Ze

(AA), = (aa), =2""'(2"-1),  (Aa),=2".

Z rovnice (8.2) a z poléteéni podminky (Aa)y = 1 pifmo vyplyvd, ze
(Aa), = 2". Substituci tohoto vyrazu v rovnici (8.1) dostaneme rovnici
(AA),+1 =4(AA), +2". Snadno vidime, Ze jejim partikuldrnim feSenim
je (AA), =2"c pro ¢ = —1/2. Obecné feseni pfidruzené homogenni rov-
nice (AA)n+1 = 4(AA), je (AA), = 4" C. Sectenim téchto dvou feSen{
dostavame (AA), = C4"—2""!, pfiemZ pocateéni podminka (AA)p =0
implikuje C = 1/2. Posloupnost (aa), spliiuje stejnou relaci rekurence
a stejnou pocatedni podminku jako (AA),, takze (aa), = (AA),.

Zévérem lze fici, Ze podil hybridii Aa v celkové populaci, ktery je 2" /4" =
1/2", se v kazdé generaci vzniklé samooplozenim déli dvéma.

Mendelova préce zistala za jeho Zivota zcela bez povSimnuti. O nékolik
let pozdéji se Mendel pokusil o podobné experimenty i s jinymi druhy rostlin,
publikoval nékolik ¢lankli o meteorologii a zkoumal dédi¢nost vcel. Poté,
co se v roce 1868 stal opatem, travil vétSinu Casu feSenim administrativnich
problémi. Zemiel v roce 1884.

Teprve v roce 1900 Mendelovu préci konecné nezavisle na sobé a téméft
soucasné znovuobjevili Hugo De Vries v Amsterdamu, Carl Correns v Tiibin-
genu a Erich von Tschermak ve Vidni. Tim zacala nova éra v oblasti, kterou
dnes nazyvame genetikou.

DalSi ¢teni
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Kapitola 9

Galton, Watson a problém vymirani (1873-1875)

V roce 1873 se britsky statistik Galton a jeho krajan matematik Wat-
son zabyvali problémem zaniku pi{jmeni{ (resp. vymfeni rodi), aniZ by
znali Bienaymého préci. Watson si v8iml, Ze vytvorujici funkci spoje-
nou s rozdélenim pravdépodobnosti poctu muzi v kazdé generaci lze
vypocitat rekurentnim vztahem. Dosel vSak k nespravnym vysledkd, ty-
kajicich se pravdépodobnosti zaniku prijmeni.

Francis Galton se narodil v roce 1822, tedy ve stejném roce jako Mendel,
nedaleko Birminghamu v Anglii. Byl nejmladsi ze sedmi déti. Jeho otec byl
bohaty bankéf. Jeho bratrancem z matciny strany byl Charles Darwin. Galton
zacal v roce 1838 studovat medicinu, nejprve v nemocnici v Birminghamu a
pozdéji v Londyné. V 1été roku 1840 podnikl svou prvni dlouhou cestu po
Evropé, dojel az do Istanbulu. Poté Ctyfi roky studoval na Trinity College na
univerzit€ v Cambridge. Jeho otec v§ak v roce 1844 zemfel a zanechal po sobé
znacné jmeéni. Galton se vzdal myslenky stét se lékafem. Procestoval Egypt,
Stdén a Syrii. Béhem nékolika nasledujicich let si udrzoval svobodny zpisob
zivota, travil ¢as lovem, cestovanim v balonech a na lodich nebo se snazil
zdokonalit elektricky telegraf. V roce 1850 se vydal na prizkumnou expedici
do jihozdpadni Afriky (dneSni Namibie). Po ndvratu do Anglie v roce 1852
byl zvolen do Kralovské geografické spole¢nosti. Tam mohl sledovat zpravy
z vyprav do vychodni Afriky, které hledaly pramen Nilu. Usadil se v Londyné
a napsal privodce pro cestovatele, ktery se stal bestsellerem. V roce 1856 byl
zvolen do Krélovské spolecnosti. V té€ dobé se zajimal o meteorologii a zavedl
pojem ,,anticykléna“. Poté, co jeho bratranec Darwin v roce 1859 vydal knihu
O piivod druhii, se Galton zacal vénovat studiu dédi¢nosti. V roce 1869 vydal
knihu Dédicnost geniality, v nizZ tvrdil, Ze intelektudlni schopnosti se mohou
prenaset dédi¢nosti.

V roce 1873 vydal §vycarsky botanik Alphonse de Candolle knihu s né-
zvem Dé&jiny védy a ucencui v poslednich dvou stoletich, ktera obsahovala také
esej ,,O vlivu dédi¢nosti, variability a vybéru na vyvoj lidského druhu a o jeho
pravdépodobné budoucnosti*. Zde uvedl nésledujici pozndmky:

»Mezi pfesnymi informacemi a velmi rozumnymi ndzory pana
Benoistona de Chateauneuf, Galtona a dalSich statistik{l jsem ne-
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Obrézek 9.1: Galton (vlevo) a Watson (vpravo).

zaznamenal dilezitou poznamku, kterou méli u€init k nevyhnu-
telnému zdniku pfijmeni. Kazdé piijmeni samoziejmé musi za-
niknout [...] Matematik by mohl vypocitat, jak k dbytku piijmeni
nebo $lechtickych tituld dojde, kdyby znal pravdépodobnost na-
rozeni ditéte Zenského ¢i muzského pohlavi a pravdépodobnost,
7e se danému paru Zadné dit€ nenarodi.*

Jedna se o stejny problém, ktery Bienaymé studoval v roce 1845. Candolle,
ktery o Bienaymého préci nevédél, se vSak domnival, Ze vSechny rody jsou
odsouzeny k zaniku (pfijmeni vymiz{). Galton si v§iml vySe uvedeného od-
stavce v Candolleové knize. ProtoZe ani on o Bienaymého praci nevédél, po-
loZil nasledujici otevieny problém pro ctendte Educational Times:

Problém 4 001: Velky narod, z néhoz se budeme zabyvat pouze
dospélymi muZi v poctu N, z nichZ kazdy nese samostatné pii-
jment, kolonizuje urcity okres. Jejich populacni zdkon je takovy,
Ze v kazdé generaci ag procent dospélych muzi nemé Zadného
muZského potomka, ktery by se dozil dospélosti; a; mé jednoho
takového muZského potomka; a, ma dva a tak dale az k as, ktera
jich maji pét.

Zjistéte, (1) podil pfijment, kterd zaniknou po r generacich a (2)
kolik pfijmeni ponese praveé m muZzg.

Vsimnéte si, Ze druhou ¢asti problému se Bienaymé nezabyval. Galton ne-

dostal od ¢tendfd Casopisu Zddnou uspokojivou odpovéd’ a ziejmé ani sdm
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nedokazal najit feseni problému. Pozadal tedy svého pritele Henryho Willi-
ama Watsona, matematika, aby se pokusil o jeho vyfeseni.

Watson se narodil v Londyné v roce 1827. Jeho otec byl distojnikem
britského ndmotnictva. Nejprve studoval na King’s College v Londyné a poté
se vénoval matematice na Trinity College na Cambridgeské univerzité, a to
od roku 1846 do roku 1850, tedy jen nékolik let po Galtonovi. Postupné se
stal Clenem Trinity College, asistentem na City of London School, lektorem
matematiky na King’s College a v letech 1857—1865 profesorem matematiky
na Harrow School. Mél rad horolezectvi a v roce 1855 se zicCastnil expedice,
kterd dosdhla vrcholu masivu Monte Rosa ve Svycarsku. V roce 1856 byl
vysvécen na jéhna! a o dva roky pozdéji na anglikénského knéze. Od roku
1865 az do svého odchodu do diichodu byl farafem v Berkswellu a Bartonu
nedaleko Coventry, coZ mu ponechdvalo dostatek ¢asu na vyzkum.

Galton a Watson spole¢né€ napsali ¢lanek s ndzvem O pravdépodobnosti
vymirdni rodin, ktery byl publikovan v roce 1875 v Casopise Journal of the
Royal Anthropological Institute. Galton predstavil problém a Watson vysvétlil
své vypocty a zavéry, ke kterym dospél. Predpokladali, Ze muzi maji nejvyse
q synu, pricemz pj je pravdépodobnost, Ze budou mit k synd (k =0, 1, 2,
..+ ¢). Jinymi slovy, p; = a;/100, pokud pouZijeme piivodni Galtontiv zapis.
TakZe

po+pi+-+pg=1

Uvazujme situaci, kdy generaci O tvoii jediny ¢lovék. Generaci 1 tvofi s muzi
s pravdépodobnosti ps. Pomoci triku, ktery byl v jeho dobé dobfe zndm a
ktery zavedl jiz ddvno pfed nim Abraham de Moivre, Watson uvazoval vy-
tvorujici funkci

FO) = pot proxt pax -4 pyxt ©.1)

obsahujici s pravdépodobnosti py, ..., p,. Podobné necht’ f,(x) je polynom,
jehoz koeficient u x* je pravdépodobnost, Ze v generaci n bude s muzi, poci-
naje jednim muZem v generaci 0. Pak fj(x) = f(x). Watson si v§iml, Ze

Ja(x) = fu1 (f (%)), 9.2)

vzorec, ktery umoZiluje rekurentni vypocet f,(x).

Vskutku, uvazujme

fil(x) = pon+ pl,nx+p2,nx2 +-- —|—pqn,nx(qn>-
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Vsimnéte si, Ze v generaci n je nejvySe ¢" muzi. JestliZe v generaci
n — 1 existuje s muzd, které oznacime Cisly 1 az s, nazvéme t,...
pocet jejich muZskych potomkd. V takovém piipadé bude v generaci n ¢
muzu s pravdépodobnosti rovnou

Z P XX Py
4=t

Pokud s = 0, je tato pravdépodobnost je rovna 1 pro r =0, a je rovna 0
prot > 1. Proto

Ptn = Z Psn—1 X Z Py X X Pig -
550 f -t tg=t

Z toho vyplyva, Ze
K=Y paX =Y pa1 ), Y (o)X X (py ")

>0 s=0 120 t1++ts=t
— 0 1 2 s
= Zps,n—l [POX +p1x +p2x +}
s=0
=Y P f @) = fur1 (f(x)) -
s=>0

Zejména pravdépodobnost zaniku piijmeni x,, béhem n generaci je rovna
Po.n» cOZ je stejné jako f5,(0). Jako prvni piiklad Watson uvaZzoval

fx) = (1+x+x%)/3,

ti. ¢ =3 a po = p1 = p» = 1/3. Vypoéital polynomy f,(x) pron=1,...,4
pomoci rovnice (9.2). Ziskal napf.

1+x+x2 N 1+x+2\2
3 3

fal) =5

134504607 + 20 +x*

1
+ 27

a f2(0) =13/27 = 0,481. Vypocet f,(x) pro n > 3 je velmi ndro¢ny. Tak na-
ro¢ny, e Watson udélal chybu uz pro n = 4. ProtoZe x5 = f5(0) = f4(£(0)),
vypolet f5(x) jiZ neni potieba. Watson ziskal nédsledujici seznam pravdépo-
dobnosti zéniku pi{jmeni x, = f,,(0):

X1~ 0333, x~0481, x3~0,571, x4~0641, x5 0,675.

Spravné hodnoty jsou x4 =~ 0,632 a x5 ~ 0,677, coz lze ovéfit pomoci jedno-
duchého vzorce

Xn :f(xnfl)a
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ktery odvodil Bienaymé. Jak uvidime v kapitole 17, tento vzorec 1ze mimo
jiné odvodit z rovnice (9.2).
Watson si v§iml, Ze kazdy ¢lovék md v priméru

Ho=p1+2p2+-+4qpg

synt a ze %y = 1 v jeho prvnim piikladu. Je mozné se tedy domnivat, Ze
pokud bude pocateéni pocet muzskych ¢lend rodu dostateéné velky, zlistane
velikost rodu zhruba konstantni. Nicméné Watson tvrdil, Ze pravdépodobnost
zaniku x, konverguje k 1, kdyZ n — +oo, i kdyZ pomérné pomalu. Jinymi
slovy, cely rod vymfe a prijmeni zanikne, jak predpokladal Candolle. Obra-
zek 9.2a, ktery neni v pivodnim ¢lanku nakreslen, a Bienayméovy vysledky
potvrzuji, Ze tento zavér pro tento prvni piiklad je spravny.

Obrézek 9.2: Graf funkei y = f(x) a y = x. Pravdépodobnost zéniku piijmeni x,, =
f(x,—1) béhem n generaci je vyikou ,schodu“ n. Vievo: f(x) = (1 +x+x2)/3.
Vpravo: f(x) = (3+x)> /4.

Jako druhy priklad Watson uvedl binomické rozdéleni pravdépodobnosti.

_(q aq—kbk
Pr= (k> T 9.3)

pro které je vytvorujici funkce (9.1)

_ (a+bx)?
10 =T oyr

Vypoéital f>(x) a xp = f2(0). V tomto pfipadé si uvédomil, Ze x, = f(x1) a
7e x, = f(xn—1) pro vSechna n. Domnival se v§ak, Ze tento vzorec plati pouze
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pro specidlni binomicky piipad (9.3). KdyZ jej aplikoval na pfipad, kdy ¢ =5,
a =3 a b =1, dostal nasledujici vysledky

x1 20237, x~0347, x3~0410, ... x9~0527, x10~0,533,...

Watson si uvédomil, Ze x,, musi konvergovat k limité€ x. pro n — +oo, kterd
spliiuje
(a+ bx)?

(a+b)s

Vsiml si, Ze x = 1 je feSenim této rovnice, ale neuvédomil si, Ze mohou exis-
tovat i jina feSeni pro %y > 1. Tak chybné odvodil, naveden Candollem, Ze
k zaniku (x. = 1) dochdzi vZdy, i v tomto druhém uvaZovaném piipad€. Ob-
razek 9.2b ukazuje, Ze to neplati!

Watson si vS§iml, Ze primérny pocet synt v kazdé generaci je v tomto ¢i-
selném piikladu je vétsi nez 1 (lze ukézat, Ze Zy = gb/(a+b) = 5/4), coz
znamend, Ze populace ma tendenci exponencidlné rist. To mu vSak nepo-
mohlo odhalit vlastni chybu. Dokonce vyslovil domnénku, Ze zanik piijmeni
je jisty pro kazdé rozdéleni pravdépodobnosti (py ), tedy nejen pro binomicky
ptipad. K tomuto problému se vratime v kapitolach 17 a 18.

Galton pokracoval ve statistickém studiu rodt knihou Anglické védecké
osobnosti, jejich piivod a vychova, kterd se zaméfovala na genealogii ¢lend
Kralovské spolecnosti. Zacal se také zajimat o antropometrii, méfeni lidského
téla. VyuZil mezindrodni vystavy v Londyné v roce 1884 a shromdzdil ddaje
o velkém poctu lidi. Své vysledky publikoval v roce 1889 v knize Prirodni
dédicnost, jejiz priloha reprodukovala ¢lanek napsany ve spoluprici s Wat-
sonem. Tato kniha také zavedla nékteré nové statistické pojmy, jako je ,,per-
centil” a ,kvartil“, a také slovo ,.,eugenika®, tj. zdokonalovani lidského druhu
z hlediska dédi¢nych znaki. Po roce 1888 Galton vyvinul techniku rozpozna-
van{ otiskd prsti, kterou o nékolik let pozdé&ji zacala pouZivat britska policie.
Pokracoval také ve studiu role dédicnosti (pfirody) a prostiedi (vychovy) na
fyzické a intelektudlni vlastnosti dvojcat, na velikost hrachu péstovaného po
nékolik generaci nebo na barvu mysi chovanych v laboratofi. To ho pfivedlo
k pojmu ,.korelacni koeficient* mezi dvéma proménnymi. V roce 1904 byla
v rdmci University College v Londyné zaloZena Galtonova laboratot. Galton
byl v roce 1909 povysen do rytifského stavu a zemftel v roce 1911.

Watson vydal né€kolik knih, zejména pojednani o kinetické teorii plynd
v roce 1876 a dvousvazkové pojedndni o matematické teorii elektfiny a mag-
netismu (1885 a 1889). V roce 1881 byl zvolen do Kralovské spolecnosti a
zemfel v Brightonu v roce 1903.

V roce 1924 shrnul Karl Pearson ve druhém dile Galtonova Zivotopisu

Yoo = ) =
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Clanek o zaniku pfijmeni, aniz by si vSiml chyby, které se Galton dopustil.
Tato chyba byla nakonec objevena az v roce 1930 (viz kapitola 18).
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Kapitola 10

Lotka a teorie stabilizované populace (1907-1911)

V roce 1907 zacal americky chemik Alfred Lotka studovat vztah mezi
porodnosti, vékoveé specifickou dmrtnosti a tempem ristu populace po-
moci modelu se spojitym casem. V roce 1911 publikoval spolu s F. R.
Sharpem dals{ ¢lanek na stejné téma, ktery zahrnoval i vékové speci-
fické miry porodnosti. Implicitni rovnice udédvajici miru rdstu populace

se Casto nazyva ,,Lotkova rovnice*.

Alfred James Lotka se narodil americkym rodi¢tim v roce 1880 ve Lvové,
ktery byl soucasti Rakouska-Uherska (dnes Lviv na Ukrajing). Studoval nej-
prve ve Francii a v Némecku a v roce 1901 ziskal bakalarsky titul z fyziky
a chemie na univerzité v anglickém Birminghamu. Poté stravil jeden rok
v Lipsku, kde roli termodynamiky v chemii a biologii zdlraziioval Wilhelm
Ostwald, ktery mél v roce 1909 obdrzet Nobelovu cenu za chemii. V roce
1902 se Lotka usadil v New Yorku a zacal pracovat pro General Chemical
Company.

Obrazek 10.1:
Lotka (1880-1949)

V letech 1907 a 1911 se Lotka zabyval dynamikou vékové strukturova-
nych populaci, anizZ by védél o Eulerové praci na stejné téma (viz kapitola 3).
Na rozdil od Eulera predpokladal, Ze Cas a vek jsou spojité proménné. Necht’

Druhy &lanek byl napsan ve spolupréci s F. R. Sharpem, matematikem z Cornellovy univer-
zity.
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B(t) je porodnost muzi (pocet narozenych muzi za jednotku Casu) v Case 7,
p(x) pravdépodobnost, Ze budou ve véku x jesté naZivu, a h(x) porodnost ve
vEku x: h(x) dx je pravdépodobnost, Ze se muzi narodi jeden syn mezi vékem
X a x+dx, je-li dx nekone¢né malé. Pak

/Oerp(x) dx

je stfedni délka Zivota pfi narozeni. Ddle B(t — x) p(x) dx je poCet muzi naro-
zenych mezi Casem ¢ — x a t — x4 dx, ktefi jeSté Ziji v Case ¢. Tito muzi maji
B(t —x) p(x) h(x) dx synti za jednotku Casu v Case ¢. Celkovd porodnost muzi
v Case t je tedy ndsledujici
400
B(t) = B(t —x) p(x) h(x) dx.
Jo

Pfi hleddni feSeni této integralni rovnice v nezndmé B(z) v exponencidlnim
tvaru B(t) = be'" ziskal Lotka délenim obou stran rovnici B(¢) rovnici.

400

:/0 e " p(x)h(x)dx, (10.1)
kter4 je dnes demografy nazyvana ,,Lotkova rovnice*?. Euler ziskal analogic-
kou implicitni rovnici (3.1) pro rychlost ristu, kdyZ ¢as a vék jsou diskrétni
proménné. Lotka si v§iml, Ze pravd strana (10.1) je klesajici funkci r, kterd
pro r — —oo konverguje k +oo a pro r — 4o konverguje k 0. Existuje tedy
jedind hodnota r, feknéme r*, pro kterou rovnice (10.1) plati. Kromé toho
plati, Ze r* > 0 tehdy a jen tehdy, kdyz

Hy = /o+wp(x)h(x) dx>1. (10.2)

Parametr % (zépis zavedli Dublin a Lotka v roce 1925) je oéekdvany pocet
synd, které muze mit jeden clovék béhem svého Zivota.

Lotkiv predpoklad?, Ze bez ohledu na po¢ateéni vékovou strukturu popu-
lace je poCet narozenych muZi za jednotku Casu skuteéné takovy, Ze B(r) ~
be", kdyZ t — oo, kde b je konstanta. Celkova populace je pak déna vzta-
hem P(t) = [, " B(t —x) p(x)dx. Z toho vyplyvd, Zze P(t) také roste nebo

2R. A. Fisher dospél nezdvisle na ném ke stejné rovnici v roce 1927 a pozdgji interpretoval
kofen r* jako miru ,,Darwinovy zdatnosti* v evolu¢ni teorii pfirodniho vybéru.

3Ten byl rigorézné odvozen v roce 1941 Willym Fellerem, ktery byl tehdy profesorem ma-
tematiky na Brownové univerzit¢ v USA. Pravdépodobnostni pfistup vypracovali v roce 1968
Crump, Mode a Jagers.
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klesé jako e”*, kdyZ ¢ — ~oo: mira riistu je rovna r*. Navic v&kovi struktura
populace, které je dané vztahem B(t — x) p(x)/P(t), konverguje k hodnot&
e p(x)
Jo e p(y)dy

Lotka ji nazval ,,stabilizovand populaci*: vékova pyramida si v Case zacho-
vava stejny tvar, ale celkovy pocet obyvatel exponencidlné roste nebo klesa.
Zavér je tedy stejny jako v Eulerové modelu diskrétniho ¢asu. Lotkova stu-
die vSak bere v tivahu zavislost porodnosti na véku. Je tedy v jistém smyslu
obecnéjsi nez Eulerova.

Lotka se timto tématem zabyval po cely svij Zivot. V letech 1908-1909
pokracoval ve studiu na Cornellové univerzité, aby ziskal magistersky titul.
V letech 1909-1911 pracoval pro Narodni tfad pro standardizaci a v letech
1911-1914 jako redaktor Casopisu Scientific American Supplement. V roce
1912 ziskal doktorat na Birminghamské univerzité za ¢lanky, které publiko-
val od roku 1907 o populacni dynamice a demografii. Behem prvni svétové
vélky pracoval opét pro spole¢nost General Chemical Company na zpusobu
ziskavani dusiku z atmosféry. V roce 1920 jeden z jeho ¢lank o biologickych
oscilacich (viz kapitola 13) udélal hluboky dojem na Raymonda Pearla, pro-
fesora biometrie na Univerzit¢ Johnse Hopkinse, ktery praveé ,,znovuobjevil“
logistickou rovnici (viz kapitola 6). Lotka doufal, Ze najde praci v Rocke-
fellerové institutu 1ékatfského vyzkumu v New Yorku, a pracoval na matema-
tickych modelech, které Ross vyvinul pro malarii (viz kapitola 12). Nakonec
ziskal dvouleté stipendium na Univerzité Johna Hopkinse, které mu umoznilo
napsat knihu Zdklady fyzikdlni biologie, vydanou v roce 1925. Poté se stal ve-
doucim vyzkumného oddéleni Metropolitn{ Zivotni pojist' ovny v New Yorku.
Zaméril se na matematickou analyzu demografickych otdzek a ve spolupraci
s kolegou, statistikem a viceprezidentem spole¢nosti Louisem Israelem Dub-
linem, vydal nékolik knih: PenéZni hodnota clovéka. (1930), Délka Zivota
(1936) a Dvacet pét let pokroku v oblasti zdravi (1937). V letech 1938-1939
byl zvolen prezidentem Americké populacni asociace. Mezi jeho rizné sta-
tistické studie patii ,,Lotkiv zdkon* (sahajici az do roku 1926), ktery fik4, Ze
pocet autord, ktefi napsali n ¢lankt v daném védnim oboru, klesa s rostoucim
n viceméné jako 1/n”.

Lotka vydal také knihu ve francouzstiné s ndzvem Analytickd teorie bio-
logickych asociaci. Prvni ¢ast, kterd byla vice filozofickd, vysla v roce 1934.
Druh4, odbornéjsi ¢ast, vydand v roce 1939, shrnovala vSechny jeho vyzkumy
v oblasti lidské demografie od roku 1907. V knize Lotka také predstavil svij
ptispévek k problematice vymirani rodovych jmen. Poté, co v roce 1930 vySel
Steffensentiv prvni ¢lanek na toto téma (viz kapitola 18), aplikoval teorii na
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udaje obsazené ve scitani béloSské populace v USA z roku 1920. V§iml si, Ze
pozorované rozdéleni (py)x>o poctu syni je dobie aproximovano klesajicim
geometrickym zdkonem pro viechna k > 1: po = a, py = bcc™! (k > 1), pro
a=0,4825,b=02126ac=1—-b/(1—a). Odtud vyplyvd, Ze ¥ ;~o pk = 1.
Pfislu$na generujici funkce je

v k=1 bx
f(X):a+b/;C :a+1—cx

Dvé feSeni rovnice x = f(x) jsou x = | a x = a/c. Pravdépodobnost zdniku
X je nejmensi z téchto dvou feseni (viz kapitola 7). S Ciselnymi hodnotami
pro USA zjistil x.. & 0,819, zatimco primérny polet synd byl Zy = f'(1) =
(1 —a)?/b ~ 1,260. Navzdory primé&rmému poctu déti (véetné syni a dcer)
blizkému 2,5 je pravdépodobnost zaniku pfijmeni vyssi nez 80 %.

V roce 1942 byl Lotka zvolen prezidentem Americké statistické asociace.
V roce 1947 odesel do dichodu a zemiel v roce 1949 v New Jersey. Nové
vydani jeho knihy z roku 1925 vyslo v roce 1956 s mirn€ odliSnym ndzvem

Zdklady matematické biologie.
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Kapitola 11

Hardyho-Weinberguv zakon (1908)

V roce 1908 britsky matematik Hardy a némecky 1ékar Weinberg neza-
visle na sobé€ odvodili, Ze v nekonecné velké populaci, jejiZ jedinci se
paii nahodné a predavaji své geny podle Mendelovych zdkont, frek-
vence genotypd ziskanych ze dvou alel zdstavaji v pribéhu generaci
konstantni. Jejich matematicky model se stal jednim z vychodisek po-
pulacni genetiky.

Godfrey Harold Hardy se narodil roku 1877 v anglickém hrabstvi Surrey.
Oba jeho rodice byli ucitelé. Od roku 1896 studoval matematiku na Trinity
College na univerzité¢ v Cambridge, v roce 1900 se stal védeckym pracovni-
kem této koleje a v roce 1906 lektorem matematiky. Po prvni knize o Inte-
gracich funkci jedné promeénné (1905) vydal roku 1908 ucebnici Kurz Cisté
matematiky, kterd se dockala mnoha vydani nejen anglickych, ale i v pfekla-
dech.

Obrazek 11.1:
Hardy (1877-1947)

V té dob€ byly znovuobjeveny Mendelovy préce, které vyvolaly také ur-
Cité otazky. Néktefi biologové se ptali, pro¢ frekvence dominantnich znakd
z generace na generaci neroste. Reginald Punnett, autor knihy Mendelismus
zroku 1905, se na to zeptal Hardyho, s nimZ hraval v Cambridgi kriket. Hardy
popsal své feseni v ¢lanku Mendelovské poméry ve smisené populaci publi-
kovaném v roce 1908. Pro zjednoduseni analyzy si predstavil situaci ve ve-
liké populaci, kde se sexudlni partnefi vybiraji ndhodné. Navic se omezil na
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pouhé dva faktory (varianty genu neboli ,,alely”) A a a, pficemz A oznacuje
dominantni a a recesivni alelu. Pro n-tou generaci necht' p, oznacuje frek-
venci ,,genotypu‘‘ AA, 2 g, frekvenci Aa a r, frekvenci aa. Pfi tomto oznaceni
fejmé plati p, +2¢g, + r, = 1. Hardy déle pfedpoklddal, Ze Zadny z téchto
genotypu nezvySuje imrtnost ani nesniZuje plodnost ve srovnani s ostatnimi
dvéma genotypy. Frekvence alel v generaci n+ 1 1ze snadno vypocitat, pokud
si v§imneme, Ze ndhodné vybrany jedinec v generaci n prendsi alelu A s prav-
dépodobnosti p, +g,: bud’ je genotyp AA a alela A se piends{ s jistotou, nebo
je genotyp Aa a alela A se prenasi s 50 % pravdépodobnosti. Podobné alela a
se pfendsi s pravdépodobnosti g, 4 r;,. Tabulku 11.1 lze tedy sestavit stejnym
zpusobem jako tabulku 8.1.

Tabulka 11.1: Vypo- Alela A a

Cet Cetnosti genotypd Frekvence Pnt4qn qn+1n

v (n+ 1)-ni generaci A AA Aa

z Cetnosti alel rodic Pn+an (pn+qn)? (Pu+aqn)(qn +10)
(fddky jsou pro matku, a Aa aa
sloupce pro otce). qn+Tn (Pn+dn)(an+1n) (gn+ra)?

Cetnosti genotypt AA, Aa a aa v generaci n+ 1 jsou ppi1, 2qns1 a Fnyl.
Hardy tedy odvodil, Ze

Pt = (Pn+an)* (11.1)
2qn+1 :2(p,, +41n)(%+rn) (11.2)
Fas1 = (qn+12)*. (11.3)

Poté zkoumal, za jakych podminek zlstavaji frekvence genotypt v pribéhu
generaci konstantni a rovny p, 2¢q a r. ProtoZe podle definice je p+2g+r=1,
snadno nahlédneme, Ze ze vSech rovnic (11.1)—(11.3) plyne stejnd podminka

¢ =pr.

Napiiklad prvni rovnice ddva p = (p+q)* = p*> +2pq +g¢*, coz je ekvi-
valentni s p(1 —p—2q) =q¢* adédles pr=g>.

Hardy tak ukdzal, Ze pfi kaZdych pocéte¢nich podminkach (pg,2qo,70)
s vlastnosti po +2go +ro = 1 plati

a1* = (po+qo0)*(qo+7r0)* = p1r1.

Hned prvni stav (p1,2q1,r1) je tedy rovnovdzny. V disledku toho je libo-
volny nésledujici stav (p,,2qn, r,) stejny jako (p1,2q1,r1) pro viechnan > 1.
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Pokud polozime x = po + go pro frekvenci alely A v pocatecni generaci, pak
frekvence alely a je rovna 1 —x = go + ro. PouZijeme-li opét systém (11.1)—
(11.3), dostaneme vysledek

Pn :xz’ 2gn = 2x(1 —x), I'n = (1 _x)2

pro vSechna n > 1 (obr. 11.2).

1
aa
Aa
Obrizek 11.2: Grafy funkci x2,
2x(1 —x) a (1 —x)? odpovidajici >
rovnovaznym frekvencim genotypd 1

AA, Aa a aa.

Provedené uvahy Ize shrnout: vySe uvedené predpoklady (nekonecna po-
pulace, ndhodné péareni a Mendelovy zdkony) implikuji, Ze frekvence geno-
typii AA, Aa a aa ziistdvaji v pritbéhu generaci neménné. Z Mendelovy teorie
neplyne postupné zvySovani frekvence dominantniho znaku, jak se ptivodné
myslelo.

O nékolik let pozdgji Fisher zddraznil jeden dulezity dusledek tohoto za-
kona: v prvnim pfibliZeni (tj. pokud jsou predpoklady modelu splnény) si po-
pulace udrZuje konstantni genetickou variabilitu. Toto pozorovani odstrafuje
jeden z probléml Darwinovy teorie vyvoje pfirodnim vybérem. Darwin se
totiZ spolu se svymi soucasniky domnival, Ze v kazdé generaci jsou fyziolo-
gické vlastnosti potomki jakymsi primérem vlastnosti obou rodi¢t, pficemz
kazdy z rodica pfispiva jednou polovinou. Tuto myslenku, znamou jako re-
grese k priméru, pozdéji dikladné statisticky zkoumali Francis Galton s Kar-
lem Pearsonem, svym ndstupcem v biometrické laboratori. Pokud by byla
pravdiva, rozptyl charakteristik v populaci by mél byt v kazdé generaci polo-
vi¢ni a brzy by populace méla byt tak homogenni, Ze by neumoznila pfirodn{
vybér, ktery by mohl vysvétlit evoluci. Nicméné trvalo nékolik let, nez byl

zes s

mechanismus primérovani odmitnut. Biometrici hajici Darwindv ndzor jen
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zdrahavé pripoustéli, Ze Mendelovy zdkony jsou pro pochopeni evoluce ne-
zbytné.

Po této préaci se Hardy v roce 1908 vratil k Cisté matematice. Ve své au-
tobiografii Obrana matematikova dokonce hrdé€ prohlasoval, Ze nikdy neud¢-
lal nic praktického. V roce 1910 byl zvolen do Kralovské ucené spolecnosti
(Royal society). Roku 1913 rozpoznal v Indovi Ramanujanovi zdzracné dité
a pozval ho pracovat do Cambridge. Po prvni svétové vilce se stal profeso-
rem na Oxfordské univerzité a rozvijel plodnou spolupraici se svym krajanem
Littlewoodem. V letech 1931 az 1942 byl opét profesorem v Cambridge. Vy-
dal mnoho knih, &asto se spoluautory: Rddy nekonecna (1910), Obecnd teorie
Dirichletovych tad s Marcelem Rieszem (1915), Nerovnosti s Littlewoodem
a Pélyou (1934), Uvod do teorie Cisel s E. M. Wrightem (1938), Ramanujan
(1940), Fourierovy rady s Rogosinskim (1944) a Divergentni fady (1949).
Zemfiel v Cambridgi roku 1947.

Obrazek 11.3:
Weinberg (1862-1937)

O nékolik desetileti pozdéji vyslo najevo, Ze Hardyho zdkon pro genové
frekvence objevil v témZe roce 1908 némecky 1ékat Wilhelm Weinberg. Ten
se narodil roku 1862 ve Stuttgartu. Vytudoval medicinu v Tiibingenu a Mni-
chové a nékolik let po ziskani doktoratu pracoval v nemocnicich v Berliné,
Vidni a Frankfurtu. V roce 1889 se usadil ve Stuttgartu jako prakticky Iékat
a porodnik. PrestoZe ho tato prace velice zaméstndvala, naSel si i ¢as k na-
psani mnoha ¢lanki do némeckych odbornych ¢asopist. V roce 1901 sledo-
val statistické zdznamy Cetnosti dvojcat stejného pohlavi. Clanek z roku 1908,
v némz vysvétloval stejny zdkon, jaky objevil Hardy, byl vSak publikovan jen
v mistnim 1ékarském Casopise a v t€ dob€ si nikdo jeho vyznam neuvédomil.
Na rozdil od Hardyho vSak Weinberg ve studiu zdkona o frekvencich alel
pokracoval i v ndsledujicich letech a zobecnil ho, naptiklad, na ptipad vice
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nez dvou alel. Svou praci prispél také k rozvoji 1ékafské statistiky. Weinberg
zemfel v roce 1937. Po znovuobjeveni jeho ¢lanku z roku 1908 genetici za-
cali pro zdkon stability genotypovych frekvenci pouzivat ndzev ,,Hardyho-
Weinberglv zdkon*.

V soucasnosti je tento zdkon asto pouZivan nasledujicim zpisobem. Jest-
lize vzacna recesivni alela a nijak neovliviiuje preziti ani plodnost a zname
frekvenci x> genotypu aa, ktery se projevuje uréitym fenotypem, pak mi-
Zeme vypocitat x a odhadnout frekvenci 2x(1 — x) & 2x genotypu Aa. Pokud
je napriklad frekvence aa 1/20000, dostaneme x =~ 1/140, takze 2x ~ 1/70
je frekvence genotypu Aa. Recesivni alela a, kterd se ve fenotypu objevuje
velice vzacné, ve skutecnosti tak neobvykla neni.
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Kapitola 12

Ross a malarie (1911)

é V roce 1911 studoval britsky 1ékai Ronald Ross, ktery jiz v roce 1902 )
obdrzel Nobelovu cenu za praci o malarii, systém diferencidlnich rov-
nic modelujicich $ifeni této nemoci. Ukdzal, Ze maldrie miZe pietrvavat
pouze tehdy, pokud je pocet komart vyS$si nez urcitd kritickd hodnota.
K vymyceni malérie tak neni nutné vyhubit viechny komdary — postaci
vyhubit jen urcitou ¢ast populace. Podobné epidemické modely pozdéji

L vypracovali Kermack s McKendrickem.

%

Ronald Ross se narodil v roce 1857 na severu Indie, kde jeho otec ptisobil
jako distojnik britské armady. Studoval medicinu v Londyné, ale radé&ji psal
basné a dramata. Poté, co rok pracoval na lodi jako chirurg, vstoupil v roce
1881 do Indické 1€karské sluzby. Lékatska prace v Indii mu ponechdvala do-
statek volného €asu pro psani literdrnich dél a uceni se matematice. BEhem
propustky stravené v Anglii v roce 1888 ziskal diplom z vefejného zdravot-
nictvi a studoval bakteriologii, novou védu, kterou o nékolik let diive vytvofili
Pasteur s Kochem. Po névratu do Indie zacal Ross studovat maldrii. Béhem
své druhé propustky v roce 1894 se v Londyné setkal s Patrickem Manso-
nem, specialistou na tropickou medicinu, ktery mu pod mikroskopem ukdazal
to, ¢eho si v roce 1880 vS§iml francouzsky vojensky lékai Alphonse Lave-
ran: krev pacientl s maldrii obsahuje parazity. Manson vyslovil domnénku,
%e parazité mohou pochézet z komard, protoze saim v Ciné objevil u tohoto
hmyzu parazita jiné tropické nemoci (filariézy). Domnival se vSak, Ze lidé se
timto parazitem nakazili pitim vody kontaminované komadry. V letech 1895
aZz 1898 Ross pokracoval ve vyzkumu v Indii a Mansonovu myslenku ové-
foval. V roce 1897 objevil v zaludku jistého druhu komadra, kterého predtim
nestudoval (anofeles), urcité parazity podobné tém, které pozoroval Laveran.
ProtozZe ho jeho nadfizeni poslali do Kalkaty v obdobi, kdy byly piipady ma-
larie vzacné, rozhodl se studovat maldrii u ptakid chovanych v klecich. Nasel
parazita ve slinnych zlazach komart rodu Anofeles a experimentdlné dspésné
nakazil zdravé ptaky tim, Ze nechal komary je $tipnout: tim dokdzal, Ze ma-
larie se prendsi komaiim Stipnutim, a nikoli poZitim kontaminované vody.
Roku 1899 Ross opustil Indickou lékaiskou sluzbu a zacal vyucovat na Li-
verpoolské Skole tropické mediciny, kterd byla zaloZena o rok dfive. V roce
1901 byl zvolen do Kralovské spole¢nosti a v roce 1902 obdrZzel Nobelovu
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cenu za fyziologii nebo 1ékarstvi za svou praci o maldrii. Cestoval do Afriky,
na Mauricius a do oblasti Sttedomofi, aby popularizoval boj proti komardm.
Metoda byla tspésnd v Egypté podél Suezského priplavu, podél budovaného
Panamského priplavu, na Kubé a v Malajsii. V nékterych jinych oblastech
vSak byla méné tspésnd. V roce 1908 Ross vydal prici Zprdva o prevenci
maldrie na Mauriciu a v roce 1910 knihu Prevence maldrie.

Obrazek 12.1:
Ronald Ross (1857-1932)

Navzdory diikaztim o tloze nékterych komart pfi pfenosu maldrie se Ross
setkal se skepticismem, kdyZ tvrdil, Ze maldarii lze vymytit pouhym sniZenim
poctu komard. Aby své tvrzeni podpofil, pokusil se ve druhém vydani své
knihy Prevence maldrie, publikovaném v roce 1911, vytvofit matematické
modely pfenosu malarie. Jeden z jeho modelu sestaval ze soustavy dvou di-
ferencidlnich rovnic. Zaved me si nésledujici znaceni:

* N: celkova lidska populace v dané oblasti;

o I(¢): pocet lidi nakaZenych maldrii v Case ¢;

* n: celkova populace komart (predpoklddand konstantni);
* i(t): pocet komérd nakaZenych maldrif;

e b: Cetnost $tipani komard;

* p (resp. p'): pravdépodobnost pfenosu maldrie z ¢lovéka na koméra
(resp. z komdra na Clovéka) béhem jednoho Stipnuti;

* a: rychlost, s jakou se lidé zotavuji z maldrie;

e m: tmrtnost komaru.
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Béhem kratkého Casového intervalu dr Stipne kazdy infikovany komar bdr

v oMz s

lidi, z nichz ¢ast % jesteé nenf infikovand. Uvéazime-li pravdépodobnost pre-
nosu p’, dostdvame b p' i % dt nové nakaZenych lidi. Béhem stejného caso-
vého intervalu je pocet lidi, ktefi se uzdravi, aldt. Z toho vyplyva, Ze rych-
lost, s jakou se béhem casového intervalu df zméni pocet nakazenych lidi,

je

v oz

Podobné kazdy neinfikovany komar $tipne bdt lidi, z nichZ ast I /N je jiz in-
fikovand. Uvdzime-li pravdépodobnost pienosu p, dostdvame b p (n — i) %dt
nové infikovanych komdri. Za predpokladu, Ze infekce nema vliv na umrt-
nost, je pocet uhynulych komart midt. Rychlost, s jakou se béhem ¢asového
intervalu df zméni pocet infikovanych komaru, tedy je

di 1

7 =bp(n z)N mi.
ProtoZe malérie existuje ve veétSiné postiZenych zemi trvale, uvazoval Ross
pouze ustélené stavy své soustavy rovnic: pocet infikovanych lidi /() a pocet
infikovanych komérti i(¢) zGstavaji v Case konstantni (dI/dt =0 a di/dt = 0).
Vidy existuje ustdleny stav s I = 0 a i = 0, ktery odpovidd nepritomnosti
malérie. Ross vSak hledal také takovy ustdleny stav, kdy / >0 a i >0, a
odvodil, Ze pro néj plati

1—amN/(b>pp'n) . 1—amN/(b*pp'n)

1= =
A 7 R w7

(12.1)

Vydélenim rovnic ustdleného stavu soucinem I X i se z pivodni soustavy
stdvé soustava dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi 1/7 a 1/,
/

bp' a_bp  m bpn_bp

I i N’ I Ni N

Vypocitat jeji feseni je snadné.

Lze si v§imnout, Ze plati / > 0 a i > 0 je-1i pocet komari nad kritickou hranicf:
amN

b2 p p/ .

V takovém piipadé€ odpovida ustdleny stav situaci, kdy je nemoc endemicka,
tedy trvale pritomna. Ross dospél k zavéru, Ze pokud se pocet komdard n sniZi

n>n"=
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pod kritickou hranici n*, zistane jediny ustdleny stav I = 0 a i = 0 a maldrie
by proto méla vymizet. Zejména nenf pro vymyceni maldrie nutné, aby byli
vyhubeni vSichni komdfi. A to je presné to, co chtél Ross svym modelem
zdlraznit.

Pro ilustraci své teorie Ross vyhledal smysluplné ¢iselné hodnoty pro pa-
rametry svého modelu. Pfedpokladal, Ze

¢ Umrtnost komara je takovd, Ze po deseti dnech je naZivu pouze tietina
z nich; takze e 19" = 1 odkud m = (log3)/10 za den;

* polovina nakaZenych lidf je infekéni i po tfech mésicich, takze e =90 =

1/2 odkud a = (log2)/90 denné;

» kazdy den nékoho $tipne osmina komari, takZe e = 1 — 1/8 odkud
b =1og(8/7) za den;

¢ infikovani komaii obvykle nejsou béhem prvnich deseti dnti po na-
kaZeni infekéni, nebot’ paraziti musi projit nékolika fdzemi pfemény.
Vzhledem k tomu, Ze tfetina komdrti miZe prezit deset dni, Ross pred-
poklédal, Ze je také asi tfetina viech nakaZzenych komérd infekéni: p’ =
1/3;

e p=1/4.

S témito parametry mohl Ross podle vzorce (12.1) vypocitat podil infikova-
nych lidi /N jako funkci poméru n/N mezi velikostmi populaci komard a
lidi. Své vysledky shrnul v tabulce, ktera je ekvivalentni obrazku 12.2.

I/N
14

0.5

Obrézek 12.2: Podil I/N naka-
Zenych lidi v zdvislosti na po-
méru n/N mezi velikostmi po- 0 n*/IN n/N
pulaci komart a lidi.

Tvar kiivky ukazuje, Ze podil nakaZenych lidi je vyssi neZ 50 % jiz tehdy,
kdyZ je pomér n/N jen o mdlo vyssi neZ kritickd hodnota n*/N. Tento po-
dil se vSak piili§ neméni, pokud se pomér n/N déle zvySuje. To vysvétluje,
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pro¢ nebyla korelace mezi poc¢tem komard a vyskytem maldrie nikdy dfive
zaznamendna. Ross si vSak v§iml, Ze ¢iselnd hodnota prahové hodnoty n* /N
je velmi citlivd na malé zmény ve frekvenci Stipani b, coZ ale neméni celkovy
tativni vysledky zahalené nejistotou danou nepfesnymi ¢iselnymi hodnotami
parametrq.

Pro interpretaci kritické hodnoty n*, kterou Ross objevil!, uvazujme jed-
noho nakaZeného Clovéka zavleCeného do lidské a koméii populace, které
jsou obé prosté maldrie. Tento ¢lovék zlstane nakaZeny v priméru po dobu
rovnou 1 /a. Za jednotku ¢asu tento ¢lovek obdrzi bn/N Stipnuti, takZe v pra-
méru bn/(aN) Stipnuti béhem celkové doby, kdy je nakaZzen. V priméru
proto nakazi b pn/(aN) koméart. Kazdy z téchto nakaZenych koméri Zije pra-
mérné& po dobu rovnou 1/m, kousne b/m 1idi a z nich jich nakazi b p’ /m. Cel-
kové je proto po prenosu z prvniho nakaZeného ¢lovéka na komadry a z téchto
komart na dalsi lidi praimérny pocet nové nakaZenych lidi souc¢inem ptedcho-
zich dvou vysledkd, tedy

2 !
o= TP (12.2)
amN
Toto Cislo %y je pocet sekundéarnich piipadid u lidi v disledku jednoho pri-
madrniho ptipadu u lidi. Proces infekce, ktery probihd kontinudlné v Case, 1ze
proto uvazovat také pomoci po sobé jdoucich generaci. Malarie se tak muze
§ifit pouze tehdy, pokud %y > 1. Tato podminka je ekvivalentni podmince
n>n*.

Za zminku jisté stoji, Ze se Ross vyslovil pro obecnéjsi vyuZiti matema-

tického modelovéni v epidemiologii:

,» Ve skuteCnosti musi byt celd epidemiologie, kterd se zabyva
zménami vyskytu nemoci v ¢ase €i prostoru, posuzovana ma-
tematicky, at’ uz je do ni zapojeno jakkoli mnoho proménnych,
ma-li byt viibec posuzovana védecky. Rici, Ze nemoc zdvisi na
urcitych faktorech neznamend mnoho, dokud nedokdZeme také
odhadnout, do jaké miry jednotlivé faktory ovliviiuji celkovy vy-
sledek. A matematicky pfistup neni ve skutecnosti nic jiného nez
aplikace peclivé ivahy na dané problémy.*

Ross byl v roce 1911 povysen do rytitského stavu. Béhem prvni svétové
valky se prest¢hoval do Londyna a stal se poradcem britské armady. V roce
1923 vydal autobiografii Paméti s vycerpdvajicim popisem velkého problému

ITato interpretace byla zdiiraznéna az dlouho po Rossové praci.
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maldrie a jeho FeSeni. V roce 1926 byl slavnostné otevien Rosstv institut tro-
pickych nemoci (nyni souc¢ast Londynské Skoly hygieny a tropické mediciny),
jehoz se stal feditelem. Ross zemiel v Londyné v roce 1932.
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Kapitola 13

Lotka, Volterra a matematicka teorie boje o Zivot
(1920-1926)

4 V roce 1920 Alfred Lotka studoval model dravce a kofisti a ukazal, Ze h

velikosti populaci mohou trvale oscilovat. Tuto studii rozpracoval ve své
knize Zdklady fyzikdlni biologie z roku 1925. V roce 1926 se o stejny
model ndhodou zacal zajimat italsky matematik Vito Volterra, aby od-
povédél na otazku, kterou si polozil biolog Umberto d’Ancona: pro¢
bylo v Jaderském mofii béhem prvni svétové vilky, kdy byl rybolov na
velmi nizké drovni, uloveno rybafi vice dravych ryb?

%

V roce 1920 Lotka publikoval ¢lanek s ndzvem Analytickd pozndmka
o jistych rytmickych vztazich v organickych systémech. JiZ n€kolik let se zaji-
mal o nékteré chemické reakce, které pfi laboratornich pokusech vykazovaly
zvl4stni pfechodné oscilace. Cilem jeho ¢lanku bylo naznacit, Ze systém dvou
biologickych druhti miiZe oscilovat i trvale. Jako piiklad uvedl populaci bylo-
Zravcu Zivicich se rostlinami. Analogicky k rovnicim pouzivanym v chemické
kinetice necht’ x(¢) je celkova hmotnost rostlin a y(¢) celkovd hmotnost bylo-
Zravcad v Case . Lotka pouzil jako model nasledujici soustavu diferencidlnich
rovnic

d
d—f:axfbxy, (13.1)
d

d—f:—cy—i—dxy, (13.2)

kde parametry a, b, ¢ a d jsou kladné. Parametr a je rychlost rlstu rostlin,
kdyZ nejsou piitomni byloZravci, zatimco ¢ je rychlost poklesu populace by-
lozravct, kdyZ nejsou pfitomny rostliny. Vyrazy —bxy a dxy vyjadiuji, Ze
¢im vice je zivoCichd a rostlin, tim vEtSi je pfenos hmoty z rostlin smérem
k zivo€ichiim (pfenos zahrnuje urcitou ztratu hmoty, takze d < b). Pfi nasta-
veni dx/dt =0 ady/dt = 0 si Lotka v§iml, Ze existuji dva ustélené stavy:

* (x=0,y=0), populace bylozravc vymfela a rostliny dosly;

* (x=c/d,y=a/b), koexistuji byloZravci a rostliny.
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Bez diikazu také napsal, Ze pokud v Case t = 0 neni (x(0),y(0)) jednim z téch-
to dvou ustdlenych stavii, pak funkce x(¢) a y(z) periodicky osciluji: Existuje
&islo T > 0 takové, Zze x(r +T) = x(¢t) a y(t + T) = y(¢) pro vechny 7 > 0
(obrazek 13.1)'. Pokud jsou napiiklad rostliny velmi hojné, pak se popu-
lace byloZravcd zvysi, coz zplsobi pokles celkové hmotnosti rostlin. Kdyz
tato hmota prestane byloZravctim stacit k obzive, néktefi Zivocichové zemfou
hlady a celkova hmota rostlin zacne opét riist, az dosahne trovné rovnajici se

jeji piivodni hodnot€. Tento jev se bude opakovat.

X(t)

Obrazek 13.1: Oscilace
celkové hmotnosti rost-
lin x(¢) a celkové hmot-
nosti byloZravel y(¢) v 0 t
zavislosti na Case.

Lotka se timto modelem zabyval o néco hloubéji v druhém ¢lanku pu-
blikovaném v roce 1920 s ndzvem Netlumené oscilace odvozené ze zdkona
pusobeni hmoty. Vysvétlil, pro¢ miZe systém periodicky kmitat. Vyplyva to
ze skute¢nosti, Ze bod (x(¢),y(¢)) musi zstat na uzaviené trajektorii v roviné
s x na vodorovné ose a y na svislé ose; presnéji feceno v kvadrantu, kde x > 0
ay > 0 (obrazek 13.2).

Pokud totiZ rovnici (13.1) vydélime rovnici (13.2), ziskdme po preposkla-

déni J J
c X a 'y

~Saa) T =(4-p) 2

( er dt (y )dl

dx(t)—clogx(t) = alogy(t) —by(t) +K,

Integraci dostaneme

kde K je konstanta, kterd zdvisi pouze na pocite¢nich podminkach. Proto
bod (x(¢),y(t)) zistdvd na kiivce dx — clogx = alogy — by + K, kterd je
uzavienou kiivkou (obrazek 13.2).

Perioda T zdvisi na potateénich podminkach, ale Lotka si tuto skute¢nost uvédomil aZ v
roce 1925.
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Obrazek 13.2: Diagram s
celkovou hmotnosti rostlin
x(t) na vodorovné ose a
celkovou hmotnosti bylo-
Zraved y(r) na svislé ose.
Tfi uzaviené kiivky ko-
lem ustdleného stavu odpo-
vidaji riznym pocate¢nim
podminkdm.

<V

Zx 2

Trajektorie (x(7),y(t)) se otd¢i kolem ustdleného stavu (c/d,a/b) proti
sméru hodinovych ruciek, jak Ize snadno zjistit studiem znaménka dx/dt a
dy/dt. V blizkosti ustdleného stavu systém vykazuje malé oscilace s periodou

rovnou 27/+/ac.

Nastavte x = § +x*ay= 7 +y*, kde |x"| < § a |y"| < §. Pak

dx* c bc
7:_17*(7 *>%—— *7
dr Y g™ a”
dy* a ad
ar o\t b
Z téchto dvou rovnic ziskame
d2x* B . dZy* ~ .
~—acx”®, ~—acy".

dr? dr?

Tyto rovnice jsou stejné jako pro kmitani jednoduchého kyvadla ve fy-
zice. Perioda je 21 /+\/ac.

Raymond Pearl, ktery prvni ¢ldnek z roku 1920 poslal do Proceedings
of the National Academy of Sciences, pomohl Lotkovi ziskat dvouleté sti-
pendium na Univerzité Johnse Hopkinse, aby mohl napsat knihu s ndzvem
Zdklady fyzikdlni biologie. Kniha vysla v roce 1925. V ¢asti shrnujici praci
z roku 1920 je také zminéno, Ze systémy dvou druhti, jednoho druhu hos-
titele a jednoho druhu parazita nebo jednoho druhu kofisti a jednoho druhu
predatora, 1ze popsat stejnym modelem (13.1)—(13.2). BohuZel Lotkova kniha
v dobé svého vydani nevzbudila velkou pozornost. Slavny matematik Volterra
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vsak stejny model brzy poté nezavisle znovu objevil pfi studiu problému ry-
bolovu.

Vito Volterra se narodil v Zidovském ghettu v Anconé v roce 1860, kréitce
pred sjednocenim Itdlie, kdy mésto jeSté patfilo papeZskému stitu. Byl jedi-
niackem. Jeho otec, obchodnik s ldtkami, zemfiel, kdyZ byly Vitovi dva roky,
a rodina zstala bez penéz. Volterra byl dobrym stfedoskoldkem a navzdory
chudobé se mu podafilo pokracovat ve studiu, nejprve na univerzité ve Flo-
rencii a pozdéji na Scuola Normale Superiore v Pise. V roce 1882 ziskal dok-
torat z fyziky a nasledujiciho roku se stal profesorem mechaniky na univerzité
v Pise. V roce 1892 nastoupil na univerzitu v Turiné a v roce 1900 pifesel na
katedru matematické fyziky na univerzitu La Sapienza v Rim&. Roku 1905
se stal sendtorem. Rada jeho prednasek, které prednesl v Rim& nebo na za-
hrani¢nich univerzitach, vysla knizné: T¥#i lekce o nékterych nejnovéjsich po-
krocich v matematické fyzice (Clark univerzita, 1909), Predndsky o integrdl-
nich a integro-diferencidlnich rovnicich (Rim, 1910), Pfedndsky o funkcich
na krivkdch (Patiz, 1912), Teorie permutabilnich funkci (Princeton, 1912). Za
prvni svétové valky slouzil jako dustojnik italské armady a vedl tifad pro va-
le¢né vynalezy. Po valce se aktivné podilel na zaloZeni Italské matematické
unie (1922) a Italské ndrodni rady pro vyzkum (1923) a stal se jejim prvnim
predsedou. Stal se také predsedou Mezindrodni komise pro védecké studium
Sttedozemniho mote (1923) a predsedou Accademia dei Lincei (1924). Dalsi
monografie, napsand ve spoluprici s J. Péresem, Predndsky o sloZenych a
permutabilnich funkcich, vysla v roce 1924.

Obrazek 13.3: Volterra
(1860-1940) ziskal v roce
1900 doktorat honoris causa
na univerzité v Cambridge.

V roce 1925, ve svych 65 letech, se Volterra zajimal o studii zoologa
Umberta D’ Ancony, ktery se pozdéji stal jeho zet€ém, o podilu paryb (jako
jsou Zraloci a rejnoci) vyloZenych pfi rybolovu v letech 1905-1923 ve tfech
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pristavech Jaderského more: Terst, Fiume? a Benatky. D’ Ancona si v§iml, Ze
podil téchto ryb se zvysil béhem prvni svétové valky, kdy se sniZilo intenzita
rybolovu (tabulka 13.1).

Tabulka 13.1: Podil chrupavditych ryb v rybérstvi Terstu, Fiume a Bendtek pied prvni
svétovou valkou, béhem ni a po ni.

rok 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916
Terst 5,7 8,8 95 157 14,6 76 162
Fiume - - - 119 214 221

Benatky 21,8 - - - - - -

rok 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Terst 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Benatky - - 309 253 259 258 26,6

Paryby jsou preddtory mensich ryb, a proto se zdd, Ze sniZeni intenzity
rybolovu zvyhodiuje dravé druhy. Volterra, ktery o Lotkové praci nevédél,
vysvétlil toto pozorovéani pomoci stejného modelu.

dx dy

— =ax—bx — =—cy+dx

dr Yo g y Y,

kde x(r) znamend pocet kofisti a y(z) poCet preddtori. Stejné jako Lotka si
vs§iml, Ze tento systém muize periodicky oscilovat s periodou T, kterd zavisi
na pocdtedni podmince (xp,yo). VSiml si také, Ze

d d

Llogx=a— Llogy = — :

7 ogx=a—by, 7 ogy c+dx

Integraci pies jednu periodu T (takZe x(0) = x(T) a y(0) = y(T)) ziskal n4-
sledujici vysledky

1 /T a 1 /T c
[ ywar=4, = di =<
T/o yrydr =g, T/o xr)dr =25

Primér poctu kofisti i predatorti za jedno obdobi je tedy nezdvisly na poca-
te¢nich podminkéch. Navic pokud se intenzita rybolovu sniZi, zvysi se mira

v

o v . . c s P o
rustu kofisti @, zatimco mira vymirani predatord ¢ se sniZi. Proto se primér

2Nyni Rijeka v Chorvatsku.



Kapitola 13 77

x(t) sniZzuje a pramér y(¢) zvySuje: podil predétord se zvySuje. Pfesné to bylo
pozorovano u statistik rybolovu v Jaderském mofi.

Volterra publikoval sviij ¢lanek nejprve v italstin€ v roce 1926. Anglické
shrnuti vyslo o né€kolik mésicl pozdéji v Casopise Nature. Lotka upozornil
Volterru a dalsi védce na dulezitost studia systému predétor-kofist. Jeho ¢la-
nek z roku 1920 a kniha z roku 1925 v§ak nebudou vZdy zmifiovany. Lotka
tehdy jiZ pracoval pro pojist ovaci spolecnost, takZe se jeho prace zaméto-
vala na demografii lidi. Volterra pokracoval v praci na variantach systému
predétor-kofist jesté deset let. V letech 1928—-1929 prednesl sérii prednasek
na nové vytvofeném Institutu Henriho Poincarého v PafiZi. Zapisky z téchto
predndsek byly publikovany v roce 1931 pod ndzvem Predndsky matematické
teorie boje o Zivot. V roce 1935 vydal Volterra ve spoluprdci s Umbertem
D’ Anconou dalsi knihu Biologické asociace z matematického hlediska.

Ackoli se zd4, Ze model predator-kofist vysvétluje idaje o rybolovu sprav-
né, debata o realistiCnosti zjednoduSenych modeld v ekologii teprve zacinala
a stdle je pfedmétem védeckych sport. V soucasné dobé je model predator-
-kofist zndmy také jako Lotka-Volterra model a je jednim z nejCastgji citova-
nych modelt v ekologii.

V roce 1931 Volterra odmitl vyjadfit vérnost Mussolinimu. PfiSel o pro-
fesuru na univerzité v Rimé a byl vyloucen z italskych védeckych akademi,
jejichZ byl jednim z nejzndméjsich ¢lent. Od té doby se zdrZoval pievazné
mimo Itélii, cestoval po Evropé a prednasel. Spolecné s J. Péresem vydal
prvni dil obecné teorie funkciondld. (1936) a spolu s B. Hostinskym knihu
Infinitezimdlni linedrni operace (1938). Zemiel v Rimé v roce 1940.
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Kapitola 14

Fisher a prirodni vybér (1922)

( V roce 1922 publikoval britsky matematicky biolog Ronald Fisher velmi R

vlivny ¢lanek o populacni genetice. Tato kapitola se zabyva pouze jed-
nou jeho ¢asti zaméfenou na variantu Hardyho-Weinbergova modelu,
ktera kterd navic obsahuje pfirodni vybér. Fisher ukdzal, Ze pokud ma
heterozygot nejvetsi zdatnost, pak mohou obé alely existovat soucasné.
Pokud ji m4 mensi neZ néktery z obou homozygott, pak jedna z alel
zanikne. Tim odpovéd€l na zdkladni otdzku, pro¢ geny maji vice alel.

Ronald Aylmer Fisher se narodil v Londyné v roce 1890 jako posledni ze
Sesti déti. Jeho otec byl aukciondiem, ktery pozdé€ji zbankrotoval. Fisher stu-
doval v letech 1909—-1913 matematiku a fyziku na Gonville and Caius College
Cambridgeské univerzity. V té dob€ doslo k rychlému rozvoji genetiky. Od
roku 1911 se Fisher tcastnil schizi Eugenické spole¢nosti zaloZené Galto-
nem. Zacal se vénovat statistickym problémum souvisejicim s Galtonovou a
Mendelovou praci. Po ukonceni univerzitnich studif stravil jedno 1éto praci
na farmé v Kanad¢ a poté pracoval pro Mercantile and General Investment
Company v londynské City. Kvili své silné kratkozrakosti nebojoval v prvni
svétové valce, prestoze se hlasil jako dobrovolnik. Vélecna 1éta stravil vyu-
¢ovanim na stiednich Skoldch. Ve volném Case se staral o farmu a pokracoval
ve vyzkumu. Ziskal nové dilezité vysledky spojujici korelacni koeficienty
s mendelovskou genetikou. V roce 1919 zacal pracovat jako statistik na Ro-
thamstedové experimentdlni stanici zaméfené na zeme&délstvi.

V roce 1922 publikoval Fisher ¢ldnek s ndzvem O poméru dominance. Ve-
dle nékolika dileZitych novych myslenek se tento ¢lanek zabyval matematic-
kym modelem kombinujicim Mendelovy zakony a pfirodni vybér, ktery tvoii
jeden ze zdkladi Darwinovy evolu¢ni teorie. Fisher uvazoval stejnou situaci
jako Hardy se dvéma alelami A a a a s ndhodnym kii{Zenim. Navic vSak pted-
pokladal, Ze jedinci s genotypy AA, Aa a aa maji riiznou imrtnost pred do-
sazenim dospélosti, ¢imZ modeloval piirodni vybér. Oznacime-li p,, 2¢q, a r,
Cetnosti téchto tif genotypi mezi dospélymi jedinci v generaci n, pak v gene-
raci n+ 1 jsou novorozenci s témito genotypy (pn +¢n)% 2(Pn+ ) (qn +72)
a (qn +1,)%. Necht' u, v a w jsou piislusné pravdépodobnosti preZiti od naro-
zen{ do dospélosti. Potom Cetnosti genotypi mezi dospélymi jedinci v gene-
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Obrazek 14.1:
Fisher (1890-1962)

raci n+ 1 jsou py+1, 2qu+1 @ rn+1, pricemz

u +qn)?
oy = U0 40) (14.1)
n
et — V(pn+qzl)(qn+rn) (14.2)
n
w —+r, 2
Fust :7(%61 . (14.3)
n

kde jsme pro zjednoduseni vzorct polozili

dn = u(pn +Qn)2 +2V(pn +Qn)<‘In + rn) “I‘W(Qn + rn)z-

Pfipometime si, Ze p, +2q, + r, = 1. Vidime, Ze v pfipadé¢ u =v = w (tj.
kdyZ neexistuje pfirodni vybér), se systém (14.1)—(14.3) redukuje na systém
(11.1)—(11.3) uvazovany Hardym.

Necht’ x, = p, + g, je frekvence alely A mezi dospélymi jedinci v gene-
raci n. Potom g, +r, = 1 —x, je frekvence alely a. Secteme-li (14.1) a (14.2),
ziskdme vysledek

ux,> +vx,(1—x,)
uxy2 +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)% "

Xn+1 =

Tuto rovnici lze pfepsat ve tvaru

(v=w)(1—x,) + (u—v)x,
ux,2 +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

(14.4)

Xn+1 —Xn an(l _xn)

Tato diferencni rovnice ma vzdy alesponi dva rovnovazné body, tj. stavy, kdy
frekvence x,, zlistava v pribéhu generaci konstantni: x = 0 (populace se sklada
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vyhradné z homozygott aa) a x = 1 (populace se sklada vyhradné z homozy-
gotli AA).

Pomoci rovnice (14.4) miZzeme ukdzat, Ze pokud ma homozygot AA vEtsi
Sanci na preziti neZ ostatni dva genotypy (u > v a u > w), pak alela a bude
z populace postupné mizet. Tento ptipad by nemél byt v piirodé pftili§ Casty,
pokud vime, Ze obé alely existuji soucasné. Pokud vSak heterozygot Aa ma
selektivni vyhodu oproti homozygotim AA a aa (v > u a v > w), pak mohou
v populaci koexistovat tyto tfi genotypy. Tento pfipad je v redlnych popula-
cich nejcast&jsi. Lze jim vysvétlit ,,Zivotnost* kiiZencli pozorovanou zemeé-
délci.

Rovnovézny stav x = 1 je totiZ stabilni, pokud u > v, nebot’ x,, 11 —x, ~

(1 —xp) (u—v)/u, kdyz x, je blizko 1. Populace sméfuje k tomuto rov-

novaznému stavu. Podobné, pokud w > v, pak je rovnovazny stav x =0

stabilni. Pokud ale u < v aw < v, pak existuje tfeti rovnovazny stav

N vV—w

X =-—
2v—u—w

spliiujici nerovnosti 0 < x* < 1 a ktery je stabilni, jak si miZeme ovéfit.

Rovnovézny stav x* odpovidd smési tif genotypu.

Jednoduchou kombinaci Mendelovych zakonu a hypotézy pfirozeného
vybéru (zde vyjadfenému rozdilnymi pravdépodobnostmi preZiti do dospé-
losti pro tfi mozné genotypy) lze tedy vysvétlit dvé rizné situace — koexis-
tenci nebo zanik genotypt. Po Fisherovi tento model rozpracovali také John
Haldane (viz kapitola 17) a Sewall Wright (viz kapitola 19).

V predstihu pred kapitolou 20 si jest¢ v§imnéme situace, kdy alela A je
dominantni a fenotyp s A je zdatnéjsi nez recesivni homozygot aa. Jestlize je
v takovém piipadé ¢iselny poméru:v:wroven 1:1:1—¢g, pak rovnice (14.4)
nabyv4i tvaru

ex, (1 —x,)2

=t xex,(1—x,)? (14.5)

Xn+1 —Xn 1—8(1—)6,,)2

pro € < 1. Jestlize pravdépodobnost pfeZiti heterozygota Aa lezi v poloviné
mezi pravdépodobnostmi piezitidvou homozygotl, pak pomér u : v : w se
rovhdpoméru 1 : 1—¢/2:1—€a

Sxn(l—x,) &

—Xy = F————— & —x (1 — 14.
Xn+1 —Xn 1—8(1 _xn) an( xn) (14.6)

pro € < 1.
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Ve Rothamstedové stanici Fisher analyzoval dlouhodobé tdaje tykajici
se vynost plodin a meteorologie. Vyznamné vsak také prispél k metodologii
statistiky. V roce 1925 vydal velice uspésnou knihu Statistické metody pro vy-
zkumné pracovniky, kterd vysla v mnoha vydanich. Roku 1929 se Fisher stal
¢lenem Krélovské spolecnosti. V roce 1930 vydal knihu Genetickd teorie pri-
rodniho vybéru, ktera se stala milnikem v historii populacni genetiky. V roce
1933 se stal profesorem eugeniky na University College v Londyné a vystii-
dal Karla Pearsona v Galtonové laboratofi. V roce 1943 preSel na katedru
genetiky na Cambridgeské univerzité, tentokrat jako ndstupce R. C. Punnetta
(viz kapitola 11). Vydal také nekolik dalsich knih: Pldnovdni experimentii
(1935), Teorie pribuzenské plemenitby (1949) a Statistické metody a védeckd
inference (1956). V roce 1952 byl pasovan na rytife a po odchodu do diichodu
v roce 1959 se usadil v Australii. Zemfel v Adelaide roku 1962. K dals{ ¢asti
jeho dila se vratime v kapitole 20.
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Kapitola 15

Yule a evoluce (1924)

~

4 V roce 1924 britsky statistik Yule studoval model evoluce, ve kterém
nové druhy mohou vznikat mutacemi malého rozsahu a nové rody mu-
tacemi velkého rozsahu. Jeho cilem bylo vysvétlit rozloZeni poctu druhi
v ramci rodu, kdy vétSina rodt obsahuje pouze jeden druh a jen néko-
lik mélo rodd obsahuje velky pocet druhti. Stochasticky ,,proces zrodu*,
ktery Yule ve svém modelu zavedl, je dodnes zdkladnim ndstrojem pfi

L studiu fylogenetickych stromi a v mnoha dal$ich oblastech.

%

George Udny Yule se narodil v roce 1871 ve Skotsku, jeho otec zastdval
vysokou funkci v britské spravé v Indii. V 16 letech zacal Yule studovat na
University College v Londyné, aby se stal inZenyrem. V roce 1892 zménil své
zaméteni a strdvil jeden rok vyzkumem v Bonnu pod vedenim fyzika Heinri-
cha Hertze, ktery o n¢kolik let diive prokazal existenci elektromagnetickych
vin. Kdyz se Yule vrétil do Anglie, nabidl mu Karl Pearson misto docenta
aplikované matematiky na University College v Londyné. Yule se po Pearso-
nové vzoru zacal vénovat statistice. V roce 1911 vydal knihu Uvod do teorie
statistiky, ktera se dockala ¢trnécti dotiskil. V nasledujicim roce se preste¢ho-
val na univerzitu v Cambridge. Ve své vyzkumné préici se zabyval teoretic-
kymi aspekty statistiky, ale také aplikacemi v zemédélstvi a epidemiologii.
V roce 1922 se stal ¢lenem Krélovské spole¢nosti.

V roce 1924 Yule publikoval ¢lanek s ndzvem Matematickd teorie evo-
luce zaloZend na zdvérech Dr. J. C. Willise. Willis byl jeho kolega z Kralov-
ské spolecnosti, ktery v roce 1922 vydal knihu s ndzvem Vék a oblast, studie
o prostorovém rozSifeni a piivodu druhii. Studoval v ni rozsifeni druhi mezi
jednotlivymi rody v rdmci klasifikace rostlin a Zivo¢ichii. Udaje, které shro-
mazdil, ukazaly, Ze vétSina rodi obsahuje pouze jeden druh, Ze stile méné
rodd obsahuje vyssi pocet druhi a Ze stéle existuje né€kolik rodt obsahujicich
velké mnoZzstvi druhi. V tabulce 15.1 jsou uvedeny tdaje tykajici se hadd, jes-
térti a dvou Celedi broukd (Chrysomelidae a Cerambycinae). Tehdy zndmych
1580 druht jestért bylo zafazeno do 259 rodu, pficemz 105 rodti obsaho-
valo pouze jeden druh, 44 pouze dva druhy, 23 pouze tfi druhy atd. Dva rody
obsahovaly vice neZ sto druhl. U ostatnich Celedi ZivoCicht a rostlin mélo
rozdéleni rodd podle poétu druhd, které obsahuji, velmi podobny tvar.
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Obrazek 15.1:
Yule (1871-1951)

Tabulka 15.1: Udaje sestavil Willis.

Pocet Pocty roda
druhtt  Chrysomelidae =~ Cerambycinae  Hadi  JeStéfi
1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2
celkem 627 1024 293 259
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Yule navrhl, aby se Willis pokusil zakreslit sva data do grafu se stupni-
cemi v logarimickém méfitku. To pfineslo pozoruhodny vysledek (obrdzek
15.2): logaritmus poétu rodd log(Q,) obsahujicich n druhii klesd téméf line-
arné v zdvislosti na log(n). Jinymi slovy, existuji konstanty @ >0a f§ >0
takové, 7Ze Q, ~ anP: rozdéleni se fidi »~mocninnym zdkonem®. Ve svém
¢lanku z roku 1924 hledal Yule matematicky model evoluce, ktery by takové
statistické rozdéleni vysvétlil.

Obrédzek 15.2:  Pocet
rodd v zavislosti na
pocétu druhd, méfitkem
na osich je dekadicky
logaritmus. Udaje pro
Celed” Chrysomelidae.
Pro vyhlazeni vykyva
pti  velkém  poctu 1]
druhi n byl pocet 10
rodi  pocitdin  jako a
prumér pies rozsahy 0
hodnot obsahujici n, 10 7
viz tabulka 15.1. Proto

miZe byt primérny

pocet rodii pro jednu 10 7 N
hodnotu n mensi nez 1. 10 10 10

, pocet rodl
10 1

pocet druhli

-1

Za timto ucelem si nejprve predstavil stochasticky model se spojitym ca-
sem! pro rist po¢tu druhii v rdmci jednoho rodu (obrazek 15.3). Vychazel
z predpokladu, Ze v Case t = 0 existuje pouze jeden druh a Ze pravdépodob-
nost, Ze se z jednoho druhu zrodi mutaci novy druh téhoZ rodu béhem ,,ma-
1ého* (na Casové skdle evoluce) Casového intervalu dt, je rovna rdt, pficemz
r>0.

Necht' p,(¢) je pravdépodobnost, Ze v Case ¢ existuje n druhii (n je celé
&islo, ¢ je redlné &islo). Pro vypocet p, (¢ +dt) uvazoval Yule nékolik pfipadi:

* jestlize v Case t existuje n — 1 druht, ma kazdy druh pravdépodobnost
rdt vzniku jednoho nového druhu mezi ¢ a ¢ 4 dt; v limité pro dt — 0
bude v Case 7 + dt existovat n druhti s pravdépodobnosti (n — 1) rdr;

e jestlize v Case t existuje n druhd, bude v Case 7 + dt existovat n+ 1
druhti s pravdépodobnosti n rdt.

"McKendrick (viz kapitola 16) za¢al studovat tyto modely v popula¢ni dynamice jiz v &lanku
publikovaném v roce 1914.
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1 3
3
1 4
Obrazek 15.3: Simulace vyvoje po-
¢tu druhd v rdmci jednoho rodu. P
Druh 1 vytvaf{ druhy 2 a 3. Druh t

3 vytvaii druh 4.

pu(t) je tedy ddno nésledujici soustavou diferencidlnich rovnic

dp;

— rpy 15.1
7 rpi (15.1)
dpn .
el (n—1)rpy—1 —nrp, provsechnan > 2. (15.2)

Z prvni rovnice dostaneme p;(r) = e~ "!, protoze p;(0) = 1. Lze ukézat, Ze
feSen{ druhé rovnice, které spliiuje poc¢ate¢ni podminku p,(0) = 0, je

pu(@)=e""(1 =" 1 pro viechnan > 2, (15.3)

viz obrdzek 15.4. V pevné€ zvoleném ¢ je tedy rozdéleni pravdépodobnosti
(pu(t))n>1 »geometrické* s pomérem mezi dvéma po sobé nésledujicimi ¢leny
rovaym 1 —e™""’,

A
1
n=1
Obrazek 15.4: -
Pravdépodobnost =
pn(t), Ze v &ase t n=
existuje n druhd 0 n=4 .
t

stejného rodu, pro
1<n<4.
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Nejprve si v§imneme, Ze rovnice (15.2) je ekvivalentni rovnici

d
o [pne""' | =(n—1)rp,_ie"", (15.4)

ze kterych miZeme postupné vypoditat py(t), p3(t)... Dostaneme
p)=e " (1—e"), pak p3(t)=e " (1—e )2

coz naznacuje vzorec (15.3) pro obecné feSeni. Nakonec 1ze dosazenim
ovéfit, Ze tento vzorec (15.3) je feSenim rovnice (15.4).

Yule také ze vzorce (15.3) odvodil, Ze stfedni hodnota poctu druhti roste
o0
v Case exponencidlng: Z np,(t) =e".
n=1

Nejprve si v§imnéme, Ze pro |x| < 1,

= 4= df1 1
n—1_ % n_ = _ )
n;"x _dxzx dx(l—x) (1—x)2

n=0

Pak
oo oo
Z npn(t) _ efrt Z n(] _efrt)nf] — ert )
n=1 n=1

Je-li T doba, za kterou se pocet druhii zdvojnéasobi, definovand vztahem
e'T =2, pak pravdépodobnostni rozdéleni (p,(t)),>1 poctu druhd v ase ¢ =
T je geometrické s kvocientem 1/2: 1/2,1/4,1/8, 1/16... V Case t = kT je
geometrické s kvocientem 1 —1/2% a py (kT) = 1/2%.

Yule ddle uvaZoval, Ze soubé€Zné s ristem poctu druhd patiicich do stej-
ného rodu probihd podobny proces v disledku mutaci vétsiho rozsahu vedou-
cich ke vzniku novych rodt. Necht’ sdt je pravdépodobnost, Ze existujici rod
vytvoii novy rod béhem malého asového intervalu dt. Stejné jako v pfedcho-
zim ptipadé, za predpokladu, Ze v Case t = 0 existuje pouze jeden rod, stfedni
hodnota poctu rodd v Case ¢ je €*’. Primérny pocet rodd vytvorenych za jed-
notku asu v Case 7 je derivace tohoto vyrazu a je rovna se*’. V limité? pro
t — oo, pak primérny pocet rodu, které v Case ¢ existovaly mezi x a x + dx

2Yule uvazoval i piipad, kdy ¢ nelze povaZovat za piili§ velké ve srovnani s dobou €', za
kterou se velikost populace zdvojndsobi. VypocCty jsou o néco sloZitéjsi, ale konec¢né vysledky se
pfilis nelisi.
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jednotkami &asu, je roven se* ) dx. Pravdépodobnost, Ze v Case ¢ bude nd-
hodné vybrany rod existovat mezi x a x + dx jednotkami Casu, je se™** dx.

JestliZe ndhodné€ vybrany rod v Case ¢ existoval mezi x a x+ dx jednotkami
Casu, pravdépodobnost, Ze tento rod obsahuje n druhi, je podle vzorce (15.3)
rovna e "* (1 —e~"*)"~! pro viechna n > 1. Pravdépodobnost g,,, Ze nihodné
vybrany rod bude v Case ¢ obsahovat n druhd, je tedy:

~+oo
gn :/ se T e (1—e ™) Ldx.
0

Necht’ u = r/s. Lze snadno ukdzat, Ze g1 = 1/(14u) a Ze

1 u 2u (n—1)u
14w 142u 1+3u 14 nu

qn (15.5)

pro vSechna n > 2.

Skutetng mdme (1 —¢~"*)"! = (1—e )" 2 (1 - ). Takze
+o0
Gn=Gn1 = / e PHIX (] — o2 e gy
0

Integraci metodou per-partes dostdvame

r+s _(n—=1)r/s

ananl_Wan qn = 1—|—nr/s qn—1-

Vzorec (15.5) ukazuje, Ze posloupnost pravdépodobnosti (g, ),>1 je kle-
sajici. Maxima je tedy dosazeno pro n = 1: vétSina rodd obsahuje pouze jeden
druh. To pfesné odpovida ziskanym datim. Navic pokles ¢, smérem k O pro
n jdouci do nekone¢na, je relativné pomaly, protoZe g, /q,—1 — 1. To mizZe
vysvétlovat, pro¢ nékteré rody obsahuji velky pocet druhti. Pfesnéji feceno,
Yule ukézal, Ze log g, klesd linedrné s log(n).

Zavedeme Eulerovu gama funkci I'(z) = [, 'e~"dt. Pak T(n+1) =
nl=nxmn—1)x---x2x1,kdyzn je celé &islo, aT'(z+ 1) = zI'(2).
Takze (15.5) ma tvar

_ (n—1)! C(n)T(14 1)
Cu(l+hHe+h o mly  uTmr14+ 1)

qn

Stirlingova aproximace vSak ddvéd logI'(n) = nlogn—n— % logn+konst.
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Podobné, logI'(n+ 1+ 1/u) ~ nlogn —n+ (1 + 1)logn + konst. Ko-
netné logg, ~ —(1+ 1)logn +konst.

Uvazujme napiiklad podfdd jestért. Parametr u 1ze odhadnout z podilu
q1 = 1/(1 4+ u) rodd, které obsahuji pouze jeden druh. Podle tabulky 15.1
mame g; = 105/259, takze u =~ 1,467. Teoretickou pravdépodobnost g, a
ocekavany pocet Q, rodu obsahujicich n druhti pak miZeme vypocitat vy-
nasobenim ¢, celkovym poc¢tem druhd, ktery je 259 (tabulka 15.2). Yule si
v8iml, Ze vypoctené hodnoty vcelku dobfe odrdzi skute¢nost vzhledem k jed-
noduchosti modelu?, ktery nebere v tivahu napiiklad katastrofy, jimiz druhy
prosly béhem miliont let evoluce.

Tabulka 15.2: Srovnan{ redlnych a vypoctenych pocti druhil v rodé v piipadé jestért
(1580 druht zatazenych do 259 rodu).

PoCet druhti  Zjistény poCet  Vypolteny pocet

v rodé rodt rodt
1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 213

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 3,9
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1,4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
celkem 259 259

3Pro potet rodii obsahujicich vice neZ 100 druhti ziskal Yule lepsi vysledky ne v tabulce
15.2, kdyZz uvazil, Ze ¢ neni velké ve srovndni s dobou e*, za kterou se populace zdvojndsobi.
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Po roce 1931 Yule postupné odchézel z Cambridgeské univerzity do di-
chodu. Zacal se zajimat o statistické rozlozeni délky vét, aby bylo mozné
identifikovat autory knih. PouZival zejména knihy vydané Johnem Grauntem
(viz kapitola 2), ale pravdépodobné se inspiroval Williamem Pettym. V roce
1944 vydal knihu Statistické studium literdrni slovni zdsoby. Zemfel v roce
1951.

V dnesni dobé se Yuleho model stile pouzivd k analyze ,,fylogenetickych
stromt* (rodokment druhti). Tyto stromy, podobné tomu na obrazku 15.3,
jsou lépe poznany diky novym datiim pochazejicim z molekularni biologie.
Pouziti stochastického procesu definovaného rovnicemi (15.1)—(15.2) se vSak
neomezuje pouze na teorii evoluce. Tento proces je zdkladnim stavebnim ka-
menem mnoha modeld v populacni dynamice, od mikroskopické drovné (pro
modelovani napf. kolonii bakteri{) aZ po makroskopickou troven (pro mo-
delovani pocatku epidemie). Nazyva se ,,Cisty proces zrodu nebo ,,Yuleho
proces®. Jednoduchd varianta zahrnuje pravdépodobnost mdt imrti béhem li-
bovolné malého Casového intervalu df: ocekavana velikost populace v Case ¢
pro tento ,,proces zrodu a zaniku“ je pak e~ . Pokud jde o rozd&leni prav-
dépodobnosti (15.5), nékdy se nazyva Yuleho rozdéleni. Rozdéleni s konci
spliiujicimi mocninné zdkony pfitahuji velkou pozornost v riznych oblastech
védy. Jednim z piikladd je studium epidemii na ndhodnych sitich, kde se prav-
dépodobnostni rozloZen{ stuprtiti vrcholi #idi mocninnym zdkonem.
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Kapitola 16

McKendrick a Kermack o modelovani
epidemii (1926-1927)

( V roce 1926 McKendrick studoval stochasticky model epidemie a nalezl R

metodu vypoctu pravdépodobnosti, Ze epidemie dosdhne urcité dané ve-
likosti. Odvodil také parcidlni diferencidlni rovnici popisujici vyvoj vé-
kové strukturované populace ve spojitém case. V roce 1927 studovali
Kermack a McKendrick deterministicky model epidemie a urc€ili rovnici
pro konecnou velikost epidemie, obsahujici urcity prah velikosti popu-
lace. Velké epidemie mohou nastat nad touto prahovou hodnotou, ale
nikoliv pod ni. Tyto prace se v soucasné epidemiologii stale velmi vyu-
Zivaji.

%

Anderson Gray McKendrick se narodil v roce 1876 v Edinburghu jako
posledni z péti déti. Vystudoval medicinu na univerzité v Glasgow, kde jeho
otec pisobil jako profesor fyziologie. V roce 1900 vstoupil do Indické 1ékar-
ské sluzby. Predtim doprovdzel Ronalda Rosse v Siefe Leone, kde bojovali
proti maldrii. Poté slouzil 18 mésicd v armddé v Sidanu. Po piijezdu do In-
die byl jmenovan lékafem ve véznici v Bengalsku, kde se snazil zvladnout
tiplavici. V roce 1905 nastoupil do nového Ustiedniho tstavu pro lékaisky
vyzkum v Kasauli (na severu Indie). Pracoval na vyzkumu vztekliny, ale také
studoval matematiku. V roce 1920 se po ndkaze tropickou nemoci vratil do
Edinburghu a stal se superintendantem laboratotfe v Royal College of Physi-
cians.

V roce 1926 McKendrick publikoval ¢lanek Aplikace matematiky na lé-
karské problémy, ktery obsahoval né€kolik novych mySlenek. Predstavil zej-
ména matematicky model epidemii ve spojitém Case, ktery zohlednoval sto-
chasticky charakter nakazZeni se a uzdraveni.

Uvazujme populaci o velikosti N s na pocatku pouze jednou nakaZenou
osobou. Lidé mohou postupné prochdzet tfemi stavy: nidchylnym ¢i vnima-
vym stavem S, infekénim stavem / zptisobenym ndkazou a uzdravenym sta-
vem R (obrazek 16.2)!.

"Model Daniela Bernoulliho (viz kapitola 4) zahrnoval stavy S a R, ale ne I, pfi¢em? doba
trvani infekce byla mnohem kratsi nez primérnad délka Zivota.
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Obrézek 16.1: McKendrick (1876-1943) a Kermack (1898-1970)

Obrazek 16.2: Mozné stavy: nachylny / vaimavy (S), infekénf (I), uzdraveny (R).

Necht’ p; () je pravdépodobnost, Ze populace obsahuje v Case ¢ piesné
i lidi ve stavu [ a r lidi ve stavu R, kde i a r jsou celd Cisla takova, Ze
1 <i+r<N.V takovém piipadé fekneme, Ze populace je ve stavu (i,r).
Pocet vnimavych lid{ je s = N —i —r. V ndvaznosti na Rossovu praci o ma-
l4rii (viz kapitola 12) McKendrick predpokladal, Ze béhem malého ¢asového
intervalu dt je pravdépodobnost vyskytu jedné nové ndkazy rovna asi dt (tj.
umérnd poctu vnimavych osob i poctu infekénich osob). Pravdépodobnost
jednoho nového uzdraveni je rovna bi dt. Oba parametry a a b jsou kladné.

Pro vypocet pravdépodobnosti p; (¢ +dt) je tfeba rozlisit nékolik pripadu:

* populace je v Case f ve stavu (i — 1, r) a jedna novd ndkaza pfesune po-
pulaci do stavu (i, r) mezi Casy ¢ at +dr; pravd€podobnost této udélosti
jeas(i—1)dt,kdes=N—(i—1)—r;

* populace je v Case  ve stavu (i,r) a jedna nové ndkaza pfesune populaci
do stavu (i+ 1,7) mezi Casy ¢ a ¢ + dr; pravdépodobnost této uddlosti je
asidt,kdes=N—i—r;

* populace je v Case ¢ ve stavu (i + 1,7 — 1) a jedno nové uzdraveni pre-
sune populaci do stavu (i,r) mezi Casy ¢ a t + dr; pravdépodobnost této



Kapitola 16 93

udalosti je b (i+ 1) dt;

* populace je v ase t ve stavu (i,r) a jedno nové uzdraveni presune po-
pulaci do stavu (i — 1,7+ 1) mezi Casy ¢ a t + dt; pravdépodobnost této
udalosti je bi dt.

McKendrick tedy ziskal rovnice

dpi,r
dt

=aN—i—r+1)(i—1)pici,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)pit1,-1—bipi, (16.1)

pro 1 <i+r < N. Prvni ¢len na pravé strané chybi, je-li i = 0, zatimco tfeti
¢len chybi, pokud r = 0. Po¢dtecni podminky jsou p; ,(0) = O pro viechny
(i,r) kromé p; ¢(0) = 1.

Pomoci tohoto modelu se McKendrickovi podafilo vypocitat pravdépo-
dobnost, Ze epidemie skonc¢i s celkovym poctem n nakaZenych lidi, coZ je
limita pg,(f) pro t — +oo. Ve skuteCnosti neni tfeba fesit systém (16.1).
Staci si v§imnout, Ze pokud existuje i infek¢nich lidi a r uzdravenych lidi,
je pravdépodobnost nové ndkazy béhem malého casového intervalu dr rovna
a(N —i—r)idt a pravdépodobnost nového uzdraveni je bi dt. Pravdépodob-
nosti prechodu (jak se obvykle nazyvaji v teorii Markovovych fetézci) ze
stavu (i,r) do stavu (i + 1,r) nebo do stavu (i — 1,7+ 1) jsou tak ndsledujici

a(N—i—r)
Plin—+10) = TN 1=+ b N=i=+b’
b
Plir)s(i-1,r+1) = aN=i—A+b’

pro vSechny i > 1 (obrazek 16.3).

Necht' g; , je pravdépodobnost, Ze populace projde béhem epidemie sta-
vem (i,r). ProtoZe prot =0je i =1 a r = 0, mdme g o = 1. Ostatnich stavi
se dosdhne bud’ po nakaZeni, nebo po uzdraveni:

Gir = qi-10 P(i1.9) (i) T Dit10—1 P11 (i) -

Prvni ¢len pravé strany chybi, je-1i i = 0 nebo i = 1. Druhy ¢len chybf, kdyZz
r = 0. Z tohoto vzorce miiZeme nejprve vypocitat hodnoty (gio)2<i<n, pak
(gi1)o<isn—1, pak (gi2)o<icn—2 atd. Pravdépodobnost, Ze se pii epidemii
nakonec nakazi n lidi, je go,. V roce 1926 byly takové vypoclty pomérné
zdlouhavé. McKendrick se proto omezil na priklady tykajici se velmi malych
populaci, napfiklad rodiny. Pro hodnoty N = 5 lidi a b/a = 2 ziskal tabulku
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5
4
3 —t
) . 2 — —>
Obrazek 16.3: Diagram
zobrazujici moZné stavy 1 N N N
populace s N =5 (i na
vodorovné ose, r na svislé 0 I N N N N
ose) a mozné prechody )
v disledku ndkazy (vo- 0 1 2 3 4 5
dorovné  Sipky) nebo
uzdraveni (ostatni Sipky).
Tabulka 16.1: Pravdépodobnost, zZe n 1 2 3 4 5
se v péti¢lenné rodiné nakazi n lidi,
kdyz b/a = 2. qn, 033 011 0,09 0,13 034

16.1. Nejvétsi pravdépodobnosti odpovidaji situacim, kdy je v rodiné naka-
Zena pouze jedna osoba a kdy je nakaZena celd rodina.

Stejny ¢lanek z roku 1926 obsahuje i novou formulaci demografickych
problémi, kdy je Cas povazovan za spojitou proménnou. Necht' pro dosta-
te¢né malé dx je P(x,t)dx populace ve véku mezi x a x + dx v ase t. Necht’
m(x) je dmrtnost ve v&ku x. Pak

P(x+h,t+h) = P(x,t) —m(x) P(x,t)h
pro i dostateéné malé. Zavedeme parcidlni derivace funkce P(x,7):
dP P(x+ht)—P(x,t) P P(x,t+h) — P(x,1)

—_ t :1. t :] .
ox (1) 0 h Tot (1) ity h

Uzitim vztahu

apP opP
P(x+h,t+h)~P(x,t)+h a(x,t) +h g(x,t)

ziskal McKendrick nésledujici parcidln{ diferencidlni rovnici:

JoP oP
WOC’I) + a(x,t) +m(x)P(x,t) =0.



Kapitola 16 95

Takova rovnice se pfirozené objevuje v populacnich problémech strukturo-
vanych néjakou spojitou proménnou, jako je napiiklad vék v demografii (viz
kapitola 25) nebo doba od ndkazy v epidemiologii.

William Ogilvy Kermack se narodil v roce 1898 v malém mésteCku ve
Skotsku. Vystudoval Aberdeenskou univerzitu a zacal se vénovat vyzkumu
v oblasti organické chemie v priimyslové laboratofi v Oxfordu. V roce 1921
byl Kermack jmenovan vedoucim chemické sekce laboratote Royal College
of Physicians v Edinburghu. PfestoZe po vybuchu ve své edinburské labora-
tofi roku 1924 zcela oslepl, pokracoval s pomoci kolegli a studentii ve své
chemické praci. Kermack také zacal spolupracovat s McKendrickem na ma-
tematickém modelovani epidemii. Od roku 1927 spolecné publikovali sérii
Clanku s nazvem Prispévky k matematické teorii epidemii, kde se zabyvali
deterministickymi modely epidemii. Necht' N je velikost populace s dosta-
te¢né velkym N. Predpokladejme stejné jako v Clanku z roku 1926, Ze lidé
mohou byt bud’ vnimavi, infekéni nebo uzdraveni. Pokud je nemoc smrteln4,
pak tfetim stavem je ve skute¢nosti smrt. Necht’ S(¢), I(¢) a R(t) jsou poty
lidi v kazdém z téchto tif stavii. Model je (ve zjednodusené podobé) soustavou
ti{ diferencidlnich rovnic:

ds
— =—aSI 16.2
r aSl, (16.2)
dl
— =aSI-bl 16.3
7 ) (16.3)
dR
— —pl. 16.4
7 (16.4)

Pocet novych ndkaz za jednotku Casu je tedy stejné jako ve stochastickém
modelu z roku 1926 imérny poctu vnimavych osob i poctu infekénich osob.
Na pocétku epidemie, v Case ¢ = 0, je ur€ity pocet lidi infek¢nich: S(0) =
N —1Ip, I(0) = Iy a R(0) = 0, za pfedpokladu 0 < Iy < N.

Prestoze systém (16.2)—(16.4) nema uzaviené feseni, 1ze dokazat nékolik
jeho vlastnosti:

* celkovd populace S(r) +1(¢) + R(¢) zstdva konstantni a rovnd se N;

* S(t), I(r) a R(r) zGstavaji nezaporné (jak by také mély byt, nebot’ se
jedna o velikost populaci);

o kdyZ t — +oo, S(¢) klesd k limitni hodnoté S.. > 0, I(r) sméfuje k 0 a
R(¢) roste k limitn{ hodnot& R, < N;

e vyztah g
2= YN8 (16.5)

-1
°25(0) " b
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implicitné udava hodnotu S., a tedy i konec¢nou velikost epidemie R., =
N —S...

Nejprve si viimnéme, ze 4 (S+1+R) = 0. TakZe S(t) +1(t) + R(t) =
S(0)+1(0)+R(0) = N. Rovnice (16.2) a (16.3) Ize piepsat takto
d

Z [S(l‘) eafél(r)dr} =0,

i htfuf’S(T)d‘rj| _

- [1(:) ebr=als —0.

Z toho na jedné strané vyplyva, ze S(r) = S(0) ¢~461(M 47 > 0 a na druhé
strané, ze I(t) = 1(0) eoS(¥)dT=bt . Rovnice (16.2) a (16.4) pak uka-
zuji, 7e funkce S(z) je klesajici a Ze funkce R(z) je rostouci (zejména
R(t) > 0). Protoze S(t) > 0 a R(t) < N, funkce S(7) a R(¢) maji pro
t — oo své limity. ProtoZe I(t) = N — S(¢t) — R(¢), md I(¢) také limitu,
kdyZ t — o0, kterd vSak miiZe byt pouze nulova, jak je vidét z integrace
rovnice (16.4). Rovnice (16.2) také ukazuje, Ze

d
fa[logS] =al.

Integraci tohoto vztahu od # = 0 do ¢t = oo zjistime, Ze

~+o0
10gS(0) — 10gSw = a / 1(t)dt.
0

Rovnici (16.3) 1ze ptepsat jako % = —45 _ p]. Integraci tohoto vztahu

dr
od t =0 do t = 4o dostaneme
~+oo
_1(0) = S(0) — Se — b / 1(t)dt.
0

Kombinaci téchto dvou vysledku ziskdme vzorec (16.5), ktery ukazuje,
ze Swo > 0.

Pokud je pocatecni mnoZstvi infekénich osob Iy malé ve srovnani s ve-
likosti populace N, coZ je Casty pfipad na zacdtku epidemie ve mésté, lze
vzorec (16.5) prepsat s pomoci formule S., = N — R, takto

ROO ROO
—1 l—— | =%y — 16.6
og( N> (vl (16.6)

kde podle definice

aN
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Rovnice (16.6) ma kladné feSeni pouze tehdy, jestlize % > 1. Kermack a Mc-
Kendrick tedy dospéli k nésledujicimu zavéru: epidemie infikuje nezanedba-
telnou Cast populace pouze tehdy, jestlize %y > 1. Existuje prahova hodnota
velikosti populace N* = b/a, pod kterou nemiiZe epidemie vzniknout.

Kdy?z je velikost populace N t€sné€ nad timto prahem (N = N* + ¢€), do-
chézi k epidemii s malou amplitudou. Z (16.6) vyplyva, Ze R. ~ 2¢€. Takze
S &~ N* — &: epidemie pfivede vnimavou populaci o stejnou hodnotu pod
prah N*, o jakou byla ptivodné nad nim.

Pfi pouziti aproximace —log(1 —x) = x+ “% Ize rovnice (16.6) prepsat
jako

Re 1 (R.\’ Re.

—+- || *%o—.

N2 ( N > ON
TakZe R ~ 2(%0 — 1)N =2 7% (N* +€) =~ 2.

Stejné jako v Rossové modelu maldrie (kapitola 12) ma podminka % > 1
jednoduchy vyklad. ProtoZe aN je pocet lidi, které jedna infekéni osoba na-
kazi za jednotku Casu na poCétku epidemie, a protoZe 1/b je primérna doba
infek¢nosti jedince, je %y = aN /b primérny polet sekunddrnich ptipadi
zpusobenych jednou infekéni osobou na pocatku epidemie.

U smrtelnych nemoci je R(¢) kumulativni poCet dmrti od pocdtku epi-
demie a dR/dt je poCet dmrti za jednotku Casu. Kermack a McKendrick si
v8imli, Ze graf funkce dR/dt m4 v jejich matematickém modelu skute¢né
zvonovity tvar, ktery se od epidemické kiivky ocekava (obrazek 16.4).

10007
amrti za tyden
8001

6001

Obrizek 16.4: Kiivka 4007
dR/dt jako funkce Casu a
udaje o tydennich poctech 200
umrti béhem morové epi-

demie v Bombaji v letech 0
1905-1906.




98

Pro uréeni dR/dt vydélili rovnici (16.2) rovnici (16.4) a ziskali

ds

— = S.
dR

a
b
Takze

S(t) = S(0) exp (_gR(t)) .

Dosazenim do rovnice (16.4) a vyuZitim S(¢) +1(t) + R(¢) = N ziskali

rovnici
fl—f:b [N—R—S(O) exp(—%R)} , (16.7)

kterou stdle nelze explicitné vyfesit. Nicméné pokud vyraz § R(t) zi-
stane béhem celé epidemie maly, aproximace exp(—u) ~ 1 —u+ u?/2
dava nasledujici vysledek

dR a a

I ~b [N R S(O)+S(O)bR S(0) 2b2R } . (16.8)
Toto je tzv. Riccatiho rovnice se dvéma konstantnimi feSenimi, jednim
kladnym R, a jednim zdpornym R_, danymi kofeny polynomu druhého
fadu v R na pravé strané (16.8). Necht R(¢) je presné feseni (16.8) a
polozme Q(t) = R(t) — R,.. Pak Q(t) spliiuje Bernoulliho diferencidln{
rovnici podobnou tém, se kterymi se setkali Daniel Bernoulli a Verhulst
(viz (4.5) a (6.1)). Lze tedy piimo upravit vzorec (6.2) a ziskat Q(z).
Snadny, ale zdlouhavy vypocet ukazuje, Ze dQ/dt ma tvar

_*
cosh?(Bt —7y)’

kde a, B a ¥ jsou konstanty, které sloZit€ zdviseji na parametrech mo-
delu. ProtoZe dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt, mohli Kermack a McKendrick
zvolit (¢, B,7) pro dobry popis svych dat. Moderni pocitace a software
samoziejmé dokazi diferencidlni rovnici (16.7) vyfeSit snadno nume-
ricky bez téchto aproximaci.

Takto ziskand kiivka dR/dt dobfe odpovidd tdajim o tydennich poctech
umrti béhem morové epidemie v Bombaji mezi prosincem 1905 a ervencem
1906 (obrazek 16.4).

Kermack a McKendrick se zabyvali také obecnéjsim modelem, kde na-
kazlivost a(x) zdvisi na dob& x od nakaZeni a kde rychlost uzdraveni b(x)
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zavisi také na x. Rovnice udéavajici konecnou velikost epidemie (kdyZ je po-
catecni pocet infekcnich osob maly) je stale (16.6), ale s

+o0 x
Ro=N / a(x)e o PO gy (16.9)
0

Parametr %, ma stejnou interpretaci jako v pfedchozim piipadé: je to pri-
mérny pocet sekundarnich pfipadi zplGsobenych jednou infekéni osobou na
pocétku epidemie. VSimnéte si podobnosti mezi (16.9) a Lotkovym vzorcem
(10.2) pro %, v demografii: v€k je nahrazen dobou od nakaZeni, preZit{ prav-
dépodobnosti e~ Jobdy ze je ¢lovek stale infekéni, plodnost mirou kontaktt
Na(x).

Kermack a McKendrick vytvofili ve 30. letech 20. stoleti nékolik dalSich
matematickych modeld epidemii. Ty jsou dodnes zdkladnim stavebnim kame-
Parametr %, stile hraje dstfedni roli pfi analyze jakéhokoli epidemického
modelu.

McKendrick odesel do diichodu v roce 1941 a zemiel v roce 1943. V le-
tech 1930-1933 byl Kermack spoluautorem nékolika ¢ldnki o matematické
fyzice s Williamem McCreou a Edmundem Whittakerem z katedry matema-
tiky na Edinburské univerzité. Ve 30. a 40. letech 20. stoleti se Kermackuav
tym chemikd pokousel syntetizovat nové molekuly s antimalarickou aktivi-
tou, avSak s omezenym tspéchem. V roce 1938 byl Kermack spolu s Phi-
lipem Eggletonem autorem populdrni knihy o zdkladech biochemie Z ceho
Jjsme stvoreni. V roce 1944 byl zvolen ¢lenem Kralovské spolecnosti a v roce
1949 prevzal katedru biochemie na Aberdeenské univerzité. Pozdgji ptisobil
jako dékan Prirodovédecké fakulty. Do dichodu odesel v roce 1968 a zemiel
v roce 1970.
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Kapitola 17

Haldane a mutace (1927)

é Ve druhé ¢ésti svého clanku z roku 1922 se Fisher zabyval problémem )
mutantniho genu, ktery miZe byt pfenesen na ndhodny pocet potomki
s danym rozdélenim pravdépodobnosti. Problém byl formalné stejny
jako problém vymirdni rodovych jmen, ale v genetickém kontextu.
Fisher ukdzal, Ze pokud je pravdépodobnostni rozdéleni Poissonovym
rozdélenim a pokud mutantni gen nema Zadnou selek¢ni vyhodu, pak
muiZe mizet z populace velmi pomalu. V roce 1927 britsky biolog Hal-
dane rozsifil studium tohoto modelu a ukazal, Ze pravdépodobnost udr-
Zeni se vyhodného mutantniho genu v populaci je dvojndsobkem jeho
selekéni vyhody. Dikladnéji také zpracoval problém vymirani.

- J

John Burdon Sanderson Haldane se narodil v roce 1892 v Oxfordu, kde
jeho otec plsobil jako univerzitni profesor fyziologie. Haldane studoval na
Eton College a po roce 1911 na New College Oxfordské univerzity. Poté, co
se v prvnim ro¢niku zaméfil na matematiku, se zacal vénovat humanitnim
védam. Jeho studia pferusila prvni svétova valka, béhem niZ slouzil ve Fran-
cii a Irdku. Po zranéni byl posldn jako vojensky instruktor do Indie. V roce
1915 publikoval prvni ¢lanek pojednavajici o genetickych pokusech na my-
Sich, které zahdjil jesté pred valkou. V roce 1919 se stal ¢lenem New College,
kde vyucoval fyziologii a studoval dychén{ stejné jako jeho otec. V roce 1923
nastoupil do biochemické laboratofe F. G. Hopkinse' na Cambridgeské uni-
verzit€, kde se zaméfil na kinetiku enzymt. Vydal také védeckofantasticky
roman Daidalos aneb Véda a budoucnost (1923) a esej nazvanou Callinicus,
obrana chemické vdlky (1925). V letech 1924-1934 napsal sérii deseti ¢lankd
s nazvem Matematickd teorie prirodniho a umélého vybéru.

V péatém Clanku této série, publikovaném v roce 1927, Haldane prehodno-
til dal$f geneticky model, ktery Fisher studoval v roce 1922, model zaméteny
na mutace. Fisher studoval pravdépodobnost, s jakou mutantni gen vnikne do
populace nebo zanikne. Tento problém je formdalné stejny jako problém Bi-
enayméa, Galtona a Watsona tykajici se vymirdni rodovych jmen. Fisher se
vsak na tyto prace neodvoldval, ackoli mozna Cetl ¢lanek Galtona a Watsona

IFrederick Gowland Hopkins, ktery v roce 1929 obdrZel Nobelovu cenu za fyziologii a me-
dicinu za praci o vitaminech.
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Obrazek 17.1:
Haldane (1892-1964)

reprodukovany v pfiloze Galtonovy knihy Prirozend dédicnost z roku 1889.
Stejné jako v kapitole 9 nazvéme p; pravdépodobnost, Ze se gen prenese na k
potomkil v prvni generaci (k > 0). Fisher uvaZzoval také vytvorujici funkci

f(x)=P0+P1x+p2x2+-~~+pkxk+...7

v niZ nestanovil Zadnou horni hranici pro k: soucet mize obsahovat neko-
neény pocet ¢lent. Uvédomil si, Ze poéinaje jednim jedincem s mutantnim
genem v generaci 0 je pravdépodobnost vyskytu tohoto genu u k jedinct
rovna koeficientu x* v fi (x) = f(x) pro generaci 1, v f>(x) = f(f(x)) pro ge-
neraci 2, v f3(x) = f(f(f(x))) pro generaci 3 atd. Timto zpisobem je zfejmé,
Ze plati nasledujici rovnice

Jox) = f(fu-1(x)) (17.1)

vvvvvv

Watsonem. Zejména z (17.1) vyplyva, Ze pravdépodobnost vymfeni béhem n
generaci x, = f,,(0) spliiuje rekurentni formuli x, = f(x,—1), jak si v8iml jiZ
Bienaymé.

Jako pfiklad uvedl Fisher pfipad rostliny s mutantnim genem, kterd mtize
produkovat N semen, pfic¢emz kazdé semeno ma pravdépodobnost ¢, Ze pre-
Zije a vytvori novou rostlinu. Pravdépodobnost p; ziskani k& potomkt s mu-
tantnim genem je binomicka:

P = (Z)q"(l—q)N‘k

pro vSechny 0 < k < N a py = 0 pro k > N. Vytvotujici funkce je pak

f)=(1-q+qx)".
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Necht' Zy = N ¢ je stiedni poCet semen, ktera preZiji a vytvofi novou rostlinu.
KdyzZ je N velké a g malé, pak plati, Ze

fx) = <1+%(x—1))N~e o(—1) %Z %’ox .

Rozdéleni pravd&podobnosti (p;) konverguje k e=%0 (%) /k!, které se na-
zyvé Poissonovo rozdéleni. Fisher pak vypocital pravdépodobnost vymieni
béhem n generaci pomoci xy = 0,

X, A eZ0(n-1-1)
a Ciselnych hodnot N = 80 a ¢ = 1/80. V tomto piipadé je Zy = Ng = 1.
Zdlouhavy vypocet ukazuje, Ze xjoo ~ 0,98: mutantni gen bez selek¢ni vy-
hody (%o = 1) mizi velmi pomalu. Po 100 generacich je stdle 2 % Sance,
Ze gen bude v populaci pfitomen. Od roku 1922 Fisher jiz ve studiu tohoto
modelu nepokracoval.

V ndvaznosti na Fisherovu préci si Haldane ve svém ¢ldnku z roku 1927
poprvé v§iml, Ze pro libovolné rozdéleni pravdépodobnosti (py) takové, Ze
po > 0, md rovnice x = f(x) pfesné dva kofeny v intervalu (0, 1], kdyZ je
priumérny pocet potomkid nesoucich mutantni gen 2y ostfe vetsi nez 1, tj.
kdyZ ma mutantni gen selek¢ni vyhodu. Navic pravdépodobnost vymfeni X,
kterd je limitou x,, pro n — oo, je mensi ze dvou kofeni rovnice x = f(x):
gen md nenulovou pravdépodobnost prosazeni se v populaci. Haldane tento
z4avér, na rozdil od Bienaymého a Cournota, dokazal.

Na intervalu [0, 1] totiZ plati f”(x) > 0 a f”(x) > 0. Jinymi slovy, funkce
f(x) je neklesajici a konvexni. Z pfedpokladi f(0) = po >0a

f'(1) =% =p1+2p2+3p3+--->1

vyplyvd, Ze rovnice f(x) = x md v intervalu (0, 1] pfesné dvé feSeni:
x=1ax"* takové, Ze 0 < x* < 1. Haldane pak odkazal na clanek Gabriela
Koenigse z roku 1883, ktery ukdzal, Ze z predpokladd x, = f(x,—1) a
Xn = Xeo Plyne Xeo = f(Xeo) @ | f'(%0)] < 1. KdyZ f/(1) > 1, jako jedind
moznost zUstavad Xe = x™.

V piipadg Poissonova rozd&leni s f(x) = e#0~1) a %, jen o malo vétsim

nez 1 je pravdépodobnost vymizeni x.. velmi blizkd 1. Rovnice f(Xw) = Xeo
je pak ekvivalentni nésledujicim vzorcim

Ko (Xeo — 1) =108 X0 & (Xoo — 1) —
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Z toho vyplyva, ze
10~ 2(%0 — 1).

Haldane dosel k zavéru, Ze pravdépodobnost, Ze mutantni gen nevyhyne, je
dvojndsobkem jeho selekéni vyhody % — 1. Aniz by Haldanea citoval, Fisher
ve své knize z roku 1930 uvedl jako piiklad piipad, kdy Zy = 1,01, coz dava
2 % Sanci, Ze mutantni gen nevyhyne.

Haldane se stal clenem Kralovské spolecnosti v roce 1932. Z Cambridge
odesel a stal se profesorem genetiky a pozdgji biometrie na University College
v Londyné. Zabyval se tehdy zejména lidskou genetikou: odhadem miry mu-
taci, genetickymi mapami chromozomt atd. Vedle svych védeckych knih (Bi-
ologie Zivocichii v roce 1927 s Julianem Huxleym, Enzymy v roce 1930 a PFi-
¢iny evoluce v roce 1932, Biochemie genetiky v roce 1954) publikoval velké
mnozstvi ¢lankd o véde (napf. o vzniku Zivota) a nékolik eseji (Nerovnost
¢loveka v roce 1932, Filosofie biologa v roce 1935, Marxistickd filosofie a
prirodni védy v roce 1938, Dédicnost a politika v roce 1938 a Pokroky védy
v roce 1947). Po nékolika navitévach Spanélska béhem obéanské valky se
snazil presvédcit svou zemi, aby vybudovala kryty proti leteckému bombar-
dovéni. Za druhé svétové valky se zabyval problémy dychani v ponorkéch.
Od roku 1942 byl ¢lenem komunistické strany, v roce 1950 z ni vystoupil
kvili oficidlnimu odmitnuti mendelovské genetiky a prijeti Lysenkovy ide-
ologie v SSSR. V roce 1957 se usadil v Indii, kde pokracoval ve vyzkumu,
nejprve v Indickém ustavu statistiky v Kalkaté a pozdé€ji v Bhubanesvaru.
Ziskal indické obcanstvi, zemiel v roce 1964.
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Kapitola 18

Erlang a Steffensen o problému vymirani
(1929-1933)

V roce 1929 se dansky telefonni inZenyr Erlang vritil k problému zéniku
piijmeni. Jeho krajan statistik Steffensen problém tplné vyfeSil. Ukdzal
zejména, Ze ofekdvany pocet potomku v kazdé generaci roste exponen-
cidlné. Tim propojil stochasticky a deterministicky model populace.

Agner Krarup Erlang se narodila v roce 1878 v Lgnborgu v Ddnsku. Jeho
otec byl ucitelem. V letech 1896-1901 studoval matematiku, fyziku a chemii
na Kodarniské univerzit€. Poté nékolik let ucil na stfednich Skoldch a zaro-
veil se zajimal o matematiku, zejména o teorii pravdépodobnosti. Seznamil
se s Jensenem, hlavnim inZenyrem Kodarniské telefonni spoleCnosti a amatér-
skym matematikem, ktery ho v roce 1908 pfesvédcil, aby se pfipojil k nové
vyzkumné laboratori spolecnosti. Erlang zacal publikovat ¢lanky o aplikacich
teorie pravdépodobnosti na fizeni telefonnich hovort. V roce 1917 objevil
vzorec pro stanoveni ¢ekaci doby, ktery rychle zacaly pouZivat telefonn{ spo-
lecnosti po celém svété. Jeho €lanky, publikované nejprve v danstiné, byly
poté preloZeny do nékolika dalsich jazykd.

Obrazek 18.1: Erlang (1878-1929) a Steffensen (1873-1961)

V roce 1929 se Erlang zacal zajimat o stejny problém vymirani, ktery pred
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nim zkoumali Bienaymé, Galton a Watson u prijmeni a ktery Fisher a Haldane
zkoumali u mutantnich gend. Stejné jako jeho predchidci si nebyl védom
vSech praci, které byly publikovany. Opét oznacil p, pravdépodobnost, Ze
jeden jedinec bude mit k potomkii, a v§iml si, Ze pravdépodobnost x,, vymieni
béhem n generaci spliiuje rovnost

Xy = Po+P1Xn—1+p2(a_1)*+-- = fXn_1)

s xo = 0. VSiml si také, Ze celkovd pravdépodobnost vymieni x.., kterd je
limitou x,, pro n — oo, je feSenim rovnice

Xoo = f(Xoo).

Uvédomil si, Ze x = 1 je vzdy feSenim a Ze dalsi feSeni existuje mezi 0 a 1,
kdyZ je primérny pocet potomki

Zo = f'(1)

veétsi nez 1. Zda se vsak, Ze nemohl pfijit na to, které z té€ch dvou fesent je to
spravné. Stejné jako Galton predlozil tento problém v roce 1929 danskému
matematickému Casopisu Matematisk Tidsskrift:

,Otazka 15. Je-li py pravdépodobnost, Ze jedinec bude mit k déti,
pficemz
potpr+prt--=1,

najdéte pravdépodobnost, Ze jeho rodina vymfe.*

Erlang bohuZel je$té téhoZ roku 1929 zemiel jako bezdétny ve véku 51 let!.

Erlangovy otdzky se ujal profesor pojistné matematiky na Kodariské uni-
verzité¢ Johan Frederik Steffensen. V roce 1930 publikoval ve stejném dén-
ském Casopise své feSeni: pravdépodobnost zaniku x. je vZdy mensim kore-
nem rovnice x = f(x) v uzavieném intervalu [0, 1], jak si v§imli jiZ Bienaymé
a Haldane. Steffensentiv dikaz tohoto tvrzen{ 1ze nalézt v modernich ucebni-
cich.

Vidéli jsme totiz, Ze pravdépodobnost vymieeni x., je feSenim rovnice
x = f(x) v uzavieném intervalu [0, 1]. Necht’ x* je nejmensi takové fe-
Seni. Z definice vyplyvd, Ze x* < x... Steffensen si nejprve v§iml, Ze

Na jeho pamitku se Mezinarodni telefonni poradni vybor v roce 1946 rozhodl nazvat ,.er-
lang" jednotkou pro méfeni intenzity telefonniho provozu. ,Erlang* je také ndzev programova-
ciho jazyka spolecnosti Ericsson.
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Z indukéniho predpokladu x* > x, plyne, Ze

X = () > £ ) =3,

protoZe funkce f(x) je rostouci. TakZe x* > x,, pro v§echna n. Pfechodem
k limité dostaneme x* > x... To znamend, 7Ze x., = x™*.

Steffensen také podal formalnéjsi vysvétlenti, proc je x = 1 jedinym kote-
nem rovnice x = f(x), pokud stiedni po&et potomkld Zy = f’(1) neptevysi 1
(obrézek 18.2a) a proc existuje pouze jeden dalsi kofen riizny od x = 1 v pfi-
padg, ze % > 1 (obrédzek 18.2b). VSimnéte si, ze %o = f'(1) je sklon funkce
S(x) piix=1.

Pro libovolny kofen rovnice x = f(x) plati
oo oo
l—x=1-f(x)=1-po— Y pe* =Y pi(1-2).
k=1 k=1

Za predpokladu, Ze x # 1, po vydéleni vyrazem 1 — x dostaneme rovnici
L=pi+pa(1+2) + pa(l+x+x7) +-. (18.1)

Kdyz se x zvétsi z 0 na 1, prava strana rovnice (18.1) se zvétsi z 1 — pg
na %o = f'(1). Jestlize Zy < 1, pak rovnice (18.1) nemé feseni. Pokud
Ho > 1 a pokud vyloucime trividlni piipad p; = 1, pak pravé strana
rovnice (18.1) je ryze rostouci funkci x. Jinak by neexistovalo k > 2
takové, aby py # 0 a Zo by bylo rovno p; < 1. Z provedenych tivah lze
vyvodit, Ze (18.1) md pro %, > 1 jediné feseni v intervalu [0, 1].

Steffensen, ktery byl také prezidentem Danské pojistné spolecnosti a Dan-
ské matematické spolecnosti, byl v roce 1930 pozvan na Londynskou univer-
zitu. Jeho britsky kolega W. P. Elderton mu fekl o Galtonové a Watsonové
praci. V roce 1933 Steffensen publikoval novy &lanek v andlech Ustavu He-
nriho Poincarého, kde v roce 1931 prednasel na konferenci. V danstiné shrnul
vysledky svého ¢lanku a porovnal je s Watsonovymi vysledky. Ukazal také,
7e ofekdvany pocet potomkd v n-té generaci je roven (%y)".

Necht' py , je pravdépodobnost, Ze v n-téeneraci bude k potomkd jed-
noho jedince z pocatecni, nulté, generace. Steffensen si ve svém clanku
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v
v

Obrazek 18.2: Graf funkci y = x a y = f(x) v piikladu z kapitoly 17, f(x) = eZo(—1),
pficemz Zy = 0,75 < 1 (vlevo) nebo %y = 1,5 > 1 (vpravo).

z roku 1930 stejné jako jeho predchiidci v§iml, Ze vytvorujici funkce
+oo .
Jo(0) =Y Pinx
k=0

pro n-tou generaci spliiuje rovnosti fi (x) = f(x) a

fux) = f(fu1(x)). (18.2)

Necht’ M, je oéekavany pocet potomkil v n-té generaci. Pak

~+oo
M, = Z kpk,n = f;i(l) .
k=1
Derivovanim rovnosti (18.2) dostaneme
[o@) = f1(fa1 () - 1 ().

Takze

My = f,(1) = f'(facr (1)) - fra (1) = /(1) - Moy = Zo - My 1.
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Protoze M; = f{(1) = f'(1) = o, vyplyva z toho, ze M,, = (%,)" pro
vSechna n.

Ocekavany pocet potomki tedy geometricky roste nebo klesa podle toho,
zda je %y vétsi nebo mensi nez 1. OCekdvany pocet potomki se chova po-
dobné jako v deterministickych modelech ristu populace, které uvazovali Eu-
ler, Malthus atd. AvSak i kdyz %, > 1, existuje nenulova pravdépodobnost x..,
7e rodina vymfe. V deterministickych modelech tato moZnost nenastava.

Stochasticky proces, ktery studoval Steffensen a jeho predchidci, je stéle
sledy se o tomto problému zminime v kapitole 20. Pokud jde o Steffensena,
zustal profesorem na Kodariské univerzité az do roku 1943 a zemiel v roce
1961.
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Kapitola 19

Wright a nahodny geneticky drift (1931)

( V roce 1931 americky biolog Sewall Wright vypracoval studii stochas-

tického modelu v populacni genetice, ktery vychazi ze stejnych pted-
pokladii jako Hardyho-Weinberglv zakon s tim rozdilem, Ze nepfedpo-
kladd nekonecné velkou populaci. Frekvence genotypt jiz nejsou kon-
stantni. Jedna ze dvou alel skute¢né vymizi, ale moZzna aZ po velmi
dlouhé dobé. Interpretace tohoto modelu zistala pfedmétem sporu mezi
Wrightem a Fisherem, ptfi¢emZ druhy jmenovany pfedpokladal, Ze pii-

vvvvvv

%

Sewall Wright se narodil v roce 1889 v Massachusetts. Bakalarské stu-
dium absolvoval na malé vysoké Skole v Illinois, kde jeho otec vyucoval
ekonomii. Po magisterském studiu biologie na Illinoiské univerzité v Ur-
bane a letnf Skole v Cold Spring Harbor Laboratory ziskal Wright doktorat
na Harvardové univerzité, kde se zabyval dédi¢nosti barvy srsti u morcat.
V letech 1915 az 1925 pokracoval v prici na pokusech s piibuzenskou pleme-
nitbou (inbreedingem) morcat na dstavu pro chov zvifat amerického minister-
stva zeméd€lstvi ve Washingtonu. K analyze téchto pokust vyvinul ,,metodu
drahovych koeficientt”. Poté nastoupil na katedru zoologie Chicagské uni-
verzity.

Obrazek 19.1:
Wright (1889-1988)

Pod vlivem Fisherova ¢lanku o populaéni genetice z roku 1922 (viz kapi-
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tola 14) napsal Wright v roce 1925 dlouhy ¢lanek s ndzvem Evoluce v men-
delovskych populacich, ktery byl nakonec publikovdn v roce 1931. Studo-
val zejména matematicky model, ktery se implicitné objevil i ve Fisherové
knize Genetickd teorie p¥irodniho vybéru z roku 1930. Stejné jako v ptipadé
Hardyho-Weinbergova zdkona se v tomto modelu uvazuje pfipad, kdy pro je-
den lokus existuji pravé dvé mozné alely A a a, ale nepfedpoklada se, Ze po-
pulace je nekonecné velkd. Jde o to zjistit, zda odstranéni tohoto piedpokladu
ma néjaky vliv na genetické sloZzeni populace. Necht’ je tedy N celkovy pocet
jedinct, o némz se predpoklada, Ze je ve vSech generacich stejny. Kazdy jedi-
nec ma dvé alely. V kazdé generaci je tedy v populaci celkem 2N alel. Model
také predpoklada, Ze k pareni dochazi ndhodné. JestliZe v generaci n existuje
i alel A a 2N —i alel a, pak alela ndhodné vybrand mezi jedinci v generaci

n+1 bude A s pravdépodobnosti 55 a a s pravdépodobnosti 1 — ﬁ Pocet
alel A v generaci n+ 1 se tedy bude rovnat j s pravdépodobnosti’

2N i\’ i \*N
(G0

kde (25\/ ) je binomicky koeficient rovny

(2N)!
JIN =)

Necht’ X, je ndhodnd veli¢ina uddvajici pocet alel A v generaci n (obr. 19.2).

2N
N A+
Obrazek 19.2: Dvé
simulace ukazujici
zmény poctu X, alel
A béhem 30 gene-
raci, pokud N =20 a 0 10 20 20

Xo = 10.

! Autorem této formulace v jazyce Markovskych Fetézcii je Malécot (1944).
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Lze ukézat, Ze stfedni hodnota X, | za podminky, Ze X,, = i, je rovna
i. To pfipomind Hardyho-Weinbergiv zdkon, kde frekvence alely A zdstava
v rdmci generaci konstantni.

Uvazujme pravdépodobnostni funkci

Stfedni hodnota X;,; | za podminky, Ze X,, = i, je pak ndsledujic{

2N
Y irj=r(1)=i (19.2)
=0

V tomto modelu s pocatecni podminkou Xo =i s 0 < i < 2N je vSak
mozné, Ze po urcitém poctu generaci dojde k ndhodné udélosti X,, = 0. V ta-
kovém pripadé by vSechny alely byly typu a a X,, by ve vSech budoucich
generacich zustaly rovny 0. Stejné tak by pro alelu A platilo, Ze pokud by
X, = 2N po uritém poctu generaci, zlstalo by také zafixovano. Obecné fe-
¢eno, pokud pfedpokldddme nekonecné velkou populaci jako v Hardyho-
-Weinbergové modelu, nemuiZe ani jedna alela zaniknout, protoze frekvence
alel zdstavaji konstantni. KdyZ se vezme v tvahu konecné velikost populace,
jako je tomu ve Fisherové-Wrightové modelu, frekvence obou alel kolisaji a
jedna z alel miZe vymizet, a nakonec také vymizi.

Vychéazime-li z podminky Xy = i, miiZzeme snadno vypocitat pravdépo-
dobnost Q;, Ze se populace ustéli ve stavu X = 0. Pro Q; plati, Ze musi spliio-
vat ,,okrajové podminky*

Q=1 Qw=0. (19.3)
Navic plati, Ze
2N
0i=Y ri0, (19.4)
j=0

protoZe p; ;Q; je pravdépodobnost ustdleni stavu X = 0 poCinaje Xo =i za
podminky, Ze X| = j. ProtoZe

oW
Z pij=1,
=0

vidime pomoci (19.2), Ze '
i

J— 1 — _

& 2N
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je fesenim systému (19.3)—(19.4). Proto pravdépodobnost, Ze populace o ve-
likosti N s pocatecnim poétem i alel typu A, bude nakonec obsahovat pouze
alely typu a, je rovna 1 — 5% Podobne pravdépodobnost, Ze bude obsahovat
pouze alely typu A, je rovna »y.

Wrightovi se podafilo ukazat, Ze pocet generaci, které uplynou, nez do-
jde k fixaci v jednom ze dvou krajnich stavi, je fadové 2N (obr. 19.3). Pro
populace o nékolika milionech jedinct by tato doba byla tak dlouhd, Ze by
frekvence alel mohly byt povaZzovany za téméf konstantni, jako v Hardyho-
-Weinbergové zdkoné.

Predpokladejme, Ze v nulté generaci populace existuje iy alel typu A.
Necht’ ul@ je pravdépodobnost, Ze v populaci v generaci n je i alel typu

A. Pak
n+l Zu p”

pro vSechna j = 0,...,2N. Jak bylo jiz diive ukdzano, kdyZ n — 4o,

i io
()%l—ﬁ ug’;\g—)ﬁ7 u" =0

pro viechna 0 < i < 2N. Wright si v§iml, Ze pokud u?")

i=1,...,2N—1, pak

_ N .\ 2N—j
(n+1) ON\ =i o
uj"=v ( ; ) ZZZI N 1 N (19.5)

pro vSechna 1 < j < 2N, protoZe pg,; = pan,j = 0. KdyZ je N dostate¢né

velké,
12N7] i J . 2N—j
KB ) () o
2N = \2N

:J-(2N—J)-
2N+1)! 7

= v pro vSechna

(19.6)

hodnota integralu se ziskd opakovanym pouZitim integrani metody per-
partes. Kombinaci (19.5) a (19.6) dostaneme nakonec pro 0 < j < 2N

hodnotu o |
(n+1) (n)
l]— —— .
“i Toanyr! ( IN+1 ) “
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Tedy, Ze se pravdépodobnost ug.") pro vSechna 0 < j < 2N sniZuje rych-

losti pfiblizné 1 /2N za jednu generaci. Pro velkd N je tato rychlost velmi
pomald. Pokud je napriklad N fadové v milionech, nedochazi témér
k Zadnému poklesu.

Obrazek 19.3: 0.1
Pravdépodobnost,

Ze po 30 gene-

racich bude v

populaci i alel A

(i =0,. 2N na '

vodorovné 050 TR TTTTReRTO
pokud N = 20 a 0 N 2N
Xo = 10.

Fisher se jiz v roce 1922 pokusil odhadnout tuto miru fixace (1/2N), ale
vynechal faktor 2. V kazdém pifipadé se oba védci neshodli na tom, jaky je
typicky pocet N rozmnozujicich se jedinct v populaci. Pro teorii evoluce
Wrightova prace naznacovala, Ze ndhodny geneticky drift v malé populaci
by mohl byt mechanismem vzniku druhti. Biologové, ktefi pracovali na kla-
sifikaci druhd, si skute¢né v8imli, Ze rozdily mezi druhy nebo poddruhy casto
nemaji zjevné vysvétleni z hlediska piirodniho vybéru. Proti této mySlence se
ve 40. a 50. letech 20. stoleti ostfe postavili Fisher a jeho kolega E. B. Ford,
ktef{ se domnivali, Ze ndhodny geneticky drift je ve srovnani s pfirodnim vy-
bérem zanedbatelny. Odvoldvali se zejména na svou studii kolisdni genovych
frekvenci v malé izolované populaci mur (Panaxia dominula) pobliz Oxfordu,
kde bylo mozné pohledem rozlisit tfi genotypy urcitého genu (béZny homozy-
got, heterozygot a vzacny homozygot). Dalsi zndmy spor o vliv pfirodniho
evoluce dnes kombinuji ndhodny drift, selekci, mutaci, migraci, nendhodné
péfeni atd. Ulohu nahodného driftu pozd&ji znovu zdiraznil japonsky védec
Motoo Kimura svou ,,Neutrdlni teorii molekuldrni evoluce. Dal$im vystu-
pem byl rozvoj teorie koalescence (pfedstavené Johnem Kingmanem v roce
1982), ktera sleduje pivod gent zpét v Case az k bodu, kde maji jediného
spole¢ného predka.
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V roce 1934 se Wright stal ¢lenem Narodni akademie véd. Mnoho let
pracoval s Theodosiem Dobzhanskym na genetice prirodnich populaci much
(Drosophila pseudoobscura) v oblasti Udoli smrti. V roce 1955 odesel z Chi-
cagské univerzity do diichodu, ale jesté pét let pisobil jako profesor na Wis-
consinské univerzit¢ v Madisonu. V letech 1968-1978 vydal Etyfsvazkové
pojednani shrnujici jeho praci na t€éma Evoluce a genetika populaci. V roce
1984 obdrzel Balzanovu cenu a zemfel v roce 1988 ve véku 98 let.
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Kapitola 20

Siteni geni (1937)

V roce 1937 Ronald Fisher a tfi rusti matematici, Kolmogorov, Petrov-
skij a Piskunov, nezdvisle na sobé studovali parcidlni diferencidln{ rov-
nici pro prostorové Sifeni vyhodného genu. Ukdzali, Ze frekvence genu
se chova jako vlna pohybujici se presné definovanou rychlosti v zavis-
losti na evolu¢ni zdatnosti genu a na koeficientu difize. Jejich prace
odstartovala studium teorie reakéné-difiznich rovnic.

V roce 1937 byly publikovany dva ¢lanky, které pfedstavily novy pfistup
ke studiu prostorové heterogenity v populaéni dynamice. Autorem prvniho
Clanku s nazvem Vina prosazeni prospésného genu, ktery vySel v Casopise
Annals of Eugenics byl Ronald Fisher. Studoval v ném prostorové §ifeni evo-
luéné zdatné€jsiho genu v populaci. Pro zjednoduseni uvaZoval prostor reduko-
vany na jeden rozmér, pfi¢emz oznacil jako u(x,) podil populace nachdzejici
se v bodé x v Case ¢ s genem s vyssi zdatnosti. Takze 0 < u(x,t) < 1. Aby za-
hrnul pfirozeny vybér, pouZil rovnici (14.4) se spojitou ¢asovou proménnou

du

— =au(l—u),

ot

kde a je kladny parametr. Pro danou hodnotu x jde o Verhulstovu logistickou
rovnici (viz kapitola 6) s feSenim u(x,t), které konverguje k 1 pro t — oo,
Fisher dile predpokladal, Ze potomci jedince s evolucné zdatnéjSim genem,
ktery se nachazi v bodé x, neziistiavaji ve stejném bod¢, ale nahodné se roz-
ptyli v okoli bodu x. Vyuzil fyzikdlni analogie a do rovnice pro u(x,t) pfidal
difizni ¢len, coZ vedlo na parcidlni diferencidlni rovnici tvaru

du d’u

5, =au(l-w)+D . (20.1)

Pokud je selekéni koeficient a nulovy, redukuje se na difizni rovnici, kterou
zavedl Fourier ve své teorii vedeni tepla a kterou pozdéji pouZil Fick pro di-
fuzi fyzikdlnich ¢astic. V roce 1904 zacal Ronald Ross uvazovat o ndhodném
rozptylu v populaéni dynamice. Zajimalo ho tehdy, jak klesa hustota komard
s rostouci vzdalenosti od mista rozmnoZovani. Problému si vSimli Karl Pear-
son a lord Rayleigh. Do roku 1937 se mnozstvi védecké literatury o diftiz-
nich rovnicich zna¢né rozrostlo, zejména v ndvaznosti na Einsteinovu préci
o Brownové pohybu.
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Fisher ukdzal, Ze existuji feSen{ rovnice (20.1) ve tvaru u(x,t) = U(x +
vt) = U(z) spliiujici tfi podminky

O0<u(xt) <1, u(xt) — 0, u(x) - 1,
X—y—o0 X—3foo

za predpokladu, Ze v > v*, kde
vi=2vaD.

Tato feSeni spojuji ustdleny stav u = 1 s vyhodnym genem s ustdlenym stavem
u = 0 bez takového genu. Predstavuji postupujici vlnu $ifici se rychlosti v
ve sméru klesajicich hodnot x. Skute¢né, u(x —vT,t 4+ T) = u(x,t): dst viny,
kterd byla v Case t v poloze x, se v Case ¢ 4+ T pfesune do polohy x —vT.

=

uit.x)

Obrédzek 20.1:  Sifeni
evoluéné  zdatnéjsiho
genu zleva doprava
rychlosti v*. Frekvence
genu u(t,x) piit =0 je
skokovd funkce.

Fisher si v§iml, Ze pokud je feSen{ ve tvaru postupujici viny
u(x,t) =U(z), z=x+v,

pak
du du %u
—_— = U/ 4 -_— = U/ 4 5 — U” .
5 — U@, o (2) a 55 (z)
Je-1i u feSenim rovnice (20.1), pak

vU'(z) =aU(2) (1-U(z)) +DU"(2) . (20.2)
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Fisher ofekdval, Ze pokud se u blizi 0, tj. pro z — —eo, plati U(z) — 0 a
U'(z) = 0. Je-li k limita U’(z) /U (z) pro z — —oo, vime z I"'Hospitalova
pravidla, ze U"(z) /U’ (z) také konverguje ke k. Proto se

U"(2)/U(z) = [U"(2)/U'(2)] x [U'(2) /U (2)]

blizi ke k*. D&lime-li rovnici (20.2) U(z) a nechame-li z konvergovat k
—oo, dostaneme pro k kvadratickou rovnici

DK —vk+a=0.

ProtoZe k mus{ byt redlné ¢islo, musi byt diskriminant této rovnice neza-
porny, tj. v2 —4aD > 0 neboli v > 2+/aD = v*. Proto je v = v* nutnou

podminkou existence vlny §ifici se rychlosti v. Je to také postacujici
podminka, jak je vysvétleno niZe.

Fisher si v§iml, Ze pro velkou tfidu pocdte¢nich podminek se vlna §if{
pfesné rychlosti v*, napt. pro po Edstech konstantni funkci u(x,0) = 0 pro
x <0, u(x,0) =1 pro x > 0. Obréazek 20.1 ukazuje, jak se z této nespojité
pocateéni podminky postupné stdva hladka vlna $ifici se ve sméru klesajiciho
x rychlosti v*.

Ve stejném roce 1937, nezdvisle na Fisherové praci, studovali Andrej Ni-
kolajevi¢ Kolmogorov, Ivan Georgijevi¢ Petrovskij a Nikolaj Semenovic¢ Pis-
kunov stejny problém $ifeni dominantniho genu.

Kolmogorov se narodil v roce 1903 v ruském Tambové. Béhem studia
matematiky na Moskevské stdtni univerzit€ vytvoril n€kolik dilezitych vy-
sledkt o trigonometrickych fadach. V roce 1929 se stal védeckym pracov-
nikem Ustavu mechaniky a matematiky MGU a v roce 1931 univerzitnim
profesorem. Zabyval se stochastickymi procesy a jejich souvislosti s diferen-
cidlnimi a parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. V roce 1933 vydal pojed-
nani, v némz poloZzil moderni zdklady teorie pravdépodobnosti. Zabyval se
topologif, teorii aproximace, Markovovymi fetézci, Brownovym pohybem a
také aplikacemi na biologické problémy. V roce 1935 publikoval ¢lanek o ge-
netice, v némz diskutoval vysledky Hardyho, Fishera a Wrighta. V roce 1936
publikoval ¢lanek o zobecnéni systému Lotka-Volterra.

Petrovskij se narodil v roce 1901 v Sevsku. Vystudoval matematiku na
Moskevské statni univerzité, kde se v roce 1933 stal profesorem. Zabyval se
predevsim teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic a topologii redlnych alge-
braickych kfivek, ale napsal také nékolik ¢lankt o obyCejnych diferencidlnich
rovnicich a o teorii pravdépodobnosti. Piskunov, ktery se narodil v roce 1908,
byl dal$im absolventem studia matematiky na Moskevské statn{ univerzité.
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Obrazek 20.2: Kolmogorov
(1903-1987) a Petrovskij
(1901-1973)

Ve 30. letech 20. stoleti Kolmogorov udrzoval kontakty s A. S. Serebrov-
skym, priikopnikem populacni genetiky v Moskvé. Obhajoba mendelovské
genetiky v SSSR se tehdy stdvala stdle nebezpecnéjsi kvili ndstupu agronoma
Lysenka, kterému se podarilo presvédcit Stalina, Ze mendelovska genetika je
pouhd ,burZoazni pavéda®“. Sedmy mezindrodni geneticky kongres, ktery se
mél pivodné konat v roce 1937 v Moskvé, byl zruSen. Mnoho sovétskych
genetiki bylo popraveno nebo poslano do pracovnich tabord.

Kolmogorov, Petrovskij a Piskunov ve svém ¢lanku z roku 1937 nazva-
ném Studium difiizni rovnice s ndriistem mnoZstvi ldtky a jeji aplikace na bi-
ologicky problém, ktery byl publikovan v Bulletinu Moskevské stdtni univer-
zity, nicméné pouzili matematicky model zaloZeny na Mendelové genetice.
Jejich modelem byla parcidlni diferencidlni rovnice ve tvaru

2

% =f(u)+D % (20.3)
kde u(x,t) je opét frekvence evoluéné zdatnéjsiho genu v bodé x a Case t.
Predpoklada se, Ze funkce f(u) spliiuje nékolik podminek: f(0) = f(1) =0,
f(u)>0,pokud0<u <1, f(0)>0af (u) < f(0), pokud 0 < u < 1. Autofi
ukdzali silngjsi vysledek, ktery je analogicky Fisherovu: je-li pocate¢ni pod-
minka takovd, Ze 0 < u(x,0) < 1, u(x,0) = 0 pro vSechny x < xj a u(x,0) =1
pro vSechny x > x, > xj, pak se gen §if{ rychlosti v =24/ f'(0) D.

Hledéni feSeni u(x,t) = U(z) kde z = x+ vt vede k zfejmému zobecnéni
rovnice (20.2)
vU'(z) = f(U(2))+DU"(z).
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Tuto diferencidlni rovnici druhého fadu lze prepsat jako soustavu dife-
rencidlnich rovnic prvniho fadu

au dl:vp—f(U)

@ _ 20.4
prl S D (20.4)

Pfipometime, Ze U(z) by mélo byt takové, Ze U(z) — 0, kdyZ z — —oo
aU(z) — 1, kdyZ z — +oo. V blizkosti ustdleného stavu (U = 0,p =
0) systému (20.4) méme f(U) = f'(0) U. TakZe (20.4) 1ze aproximovat
linearnim systémem

au dp _vp-f(0O)U

= 20.
Pl S D (20.5)

Hleddme-li exponencidlni feseni ve tvaru U(z) = Upe* a p(z) = po e,
ziskdme charakteristickou rovnici

D> —vk+ f'(0) =0,

jako ve Fisherové Clanku. Opét plati, Ze k musi byt redlné (jinak by u
oscilovalo a nabyvalo zdpornych hodnot). Tedy

v=2+/f(0)D=v".

Oba kofeny pro k jsou pak redlné a kladné. Pokud v > v*, jsou oba
kofeny rizné a ustdleny stav (U = 0,p = 0) je nestabilni uzel. Pokud
v = v*, jsou oba kofeny shodné a (U = 0,p = 0) je nestabilni dege-
nerovany uzel, jak je zndzornéno na obr. 20.3. Podobné systém (20.4)
v blizkosti ustdleného stavu (U = 1, p = 0) vede k linedrnimu systému

dU-1) _ dp_vp—f(HU-1)

dz P dz D

a charakteristické rovnici
D> —vk+ f'(1) = 0.

Diskriminant je v> —4Df’(1) > 0, protoze f'(1) < 0. Jestlize f'(1) <0,
existuji dva redlné kofeny opa¢ného znaménka a (U = 1, p = 0) je sed-
lovy bod. Je-li f/(1) = 0, je jeden kofen nulovy a druhy kladny (viz
obr. 20.3). Podrobna analyza ve skutecnosti ukazuje, Ze pro vSechny
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v 2 24/f"(0)D existuje jedine¢nd integralni kiivka spojujici dva ustd-
lené stavy (U =0,p =0) a (U = 1,p = 0), jako ve specidlnim piipadé
na obr. 20.3.

Kolmogorov, Petrovskij a Piskunov déle rigorézné ukazali, Ze parci-
dlni diferencidlni rovnice (20.3) m4 jediné feSeni u(x,t) spliiujici pocd-
te¢ni podminku, Ze toto feSeni je takové, Ze 0 < u(x,) < 1 pro vechna x
at >0, ze u(x,t) zGstava rostouci funkci x, pokud je tomu tak pfiz =0,
a kone¢né Ze u(x,t) skute¢n& konverguje k vinovému profilu $ificimu se
rychlosti v*. Dikazy jsou piili§ dlouhé na to, abychom je zde shrnuli.

Vsimnéte si, Ze Fisherem pouZzita funkce

Sfw)=au(l—u)

spliiuje viechny tyto podminky s f'(0) = a. Inspirovdni rovnici (14.5) uvazo-
vali Kolmogorov, Petrovskij a Piskunov funkci

f(u) =au(l—u)?

kterd spliluje stejné podminky a poskytuje stejnou rychlost Sifeni.

Obrézek 20.3:

Schéma (U,p)
zobrazujici nékteré
integrdlni  kiivky
systému (20.5) a
zejména  jedinec-
nou kfivku spoju-
jici (U=1,p=0)
s (U=0,p=0),

kterd uddva tvar 1
§ifici  se  vlny. U
Zde plati f(u) =

au(1 —u)z, a=1,
D=lav=v"=2.

Clanky Fishera a Kolmogorova, Petrovského a Piskunova byly vycho-
diskem pro konstrukci mnoha matematickych modeld s geografickou diftizi
v genetice, ekologii a epidemiologii. Tyto modely jsou zndmy jako ,,reakéné-
difdzni systémy*.

Pokud jde o Kolmogorova, od roku 1938 se zabyval také problémem vy-
mirdni rodovych jmen, o némzZ uvazovali Bienaymé, Galton, Watson, Fisher,
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Haldane, Erlang a Steffensen: stochasticky proces, ktery je vSem témto pra-
cim spolecny, nazval ,,vétvici proces®. V roce 1939 se stal ¢clenem Akademie
véd SSSR. Pozdgji vyznamné prispél k problematice turbulence v mechanice
tekutin (1941), k teorii dynamickych systému spojenych s nebeskou mecha-
nikou (1953) a k teorii informace (od roku 1956). Podilel se také na sepsani
encyklopedie a stiedoskolskych a vysokoskolskych ucebnic, poméhal zaloZit
experimentaln{ stfedni skolu a redigoval populdrné-védecky casopis. Obdrzel
fadu mezindrodnich cen (v€etné Balzanovy ceny v roce 1962 a Wolfovy ceny
v roce 1980) a zemiel v Moskvé v roce 1987.

Petrovskij se v roce 1940 stal dékanem Fakulty mechaniky a matematiky
Moskevské statni univerzity. Od roku 1951 aZ do své smrti v roce 1973 byl
rektorem univerzity. Od roku 1946 byl fadnym ¢lenem Akademie véd SSSR
a predsedou Mezindrodntho kongresu matematikd, ktery se konal v Moskveé
v roce 1966. Napsal také ucebnice obycejnych diferencidlnich rovnic, parcidl-
nich diferencidlnich rovnic a integralnich rovnic. Piskunov se stal profesorem
na vojenské akademii. Jeho ucebnice diferencidlniho a integralniho poCtu se
pouZivala na mnoha technickych univerzitich. Zemfel v roce 1977.
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Kapitola 21

Leslieho matice (1945)

V roce 1945 analyzoval britsky ekolog P. H. Leslie maticovy model vé-
kové strukturované populace hlodavcti, ¢imz adaptoval Lotkovu praci na
diskrétni Cas. Vyzdvihl, Ze rychlost rstu populace odpovida vlastnimu
Cislu a stabiln{ vékova struktura vlastnimu vektoru prislusné matice. Nu-
mericky také odhadl Cistou miru reprodukce %, pro populaci potkana.

Patrick Holt Leslie se narodil v roce 1900 pobliZ Edinburghu ve Skot-
sku. Studoval na Christ Church College Oxfordské univerzity a v roce 1921
ziskal bakalafsky titul z fyziologie. Studium mediciny vSak ze zdravotnich
divodi nemohl dokoncit. Potom, co nékolik let pracoval jako asistent bak-
teriologie na katedie patologie, se zacal zabyvat statistikou a v roce 1935
nastoupil do Bureau of Animal Population, nového vyzkumného centra, které
zaloZil Charles Elton. Smyslem tohoto stfediska bylo studovat kolisani popu-
laci zvifat prostfednictvim terénnich studif a laboratornich experimenti. Vét-
Sina vyzkumu se tykala hlodavci: analyza populacnich cykli zajice a jeho
preddtora rysa s vyuZitim archivi kanadské spolecnosti Hudson’s Bay Com-
pany, monitorovani teritoridlni expanze veverky popelavé na tikor veverky
obecné v Anglii, sbér dat o hrabosich v okoli Oxfordu a podobné. Na data o
hrabosich pouZil Leslie metody, které vyvinul Lotka pro studium lidské de-
mografie. Behem druhé svétové valky se vyzkum stfediska zaméfil na metody
kontroly potkanid a mysi v obilnych silech.

Obrazek 21.1:
P. H. Leslie (1900-1972)
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V roce 1945 Leslie publikoval sviij nejslavnéjsi ¢lanek v Casopise Biome-
trika, ktery v roce 1901 zalozili Galton, Pearson a Weldon. Clanek nesl nazev
O uZiti matic v urcité populacni matematice. Leslie se zde zabyval modelem
ristu poctu samic v populaci zvitfat, napt. v populaci potkand (ale mohlo by
stejn€ tak jit o lidi). Populace je rozdélena do K + 1 vékovych skupin: P
je pocet samic ve véku k v ase n (k=0,1,...,K; n=0,1,...). Necht' f; je
plodnost samic ve véku k nebo pfesnéji pocet dcer narozenych jedné samici
mezi Casem n a ¢asem n+ 1. Pak K je maximalni vék s nenulovou plodnosti
(fx > 0). Nazvéme déle s; pravdépodobnost, Ze se zvite ve véku k doZije ale-
spoii véku k+ 1. Pak je v€kova struktura populace ddna ndsledujici soustavou
rovnic:

Pons1 = foPop+fiPin+---+ fxk Pk
Py = soPon
PZ,nJrl = S Pl,n

Pxni1= sk-1Pxk—1-

Vsechna ¢isla fi jsou kladna a s; spliiuje podminky 0 < s; < 1. Na pfelomu
devatenactého a dvacétého stoleti si matematici uvykli psat takové soustavy
rovnic ve zkrdceném tvaru'

b1 =MPB, (21.1)
kde P, je sloupcovy vektor (Py,. .., Pk ) a M je Ctvercovd matice (tj. tabulka
¢isel s K+ 1 fadky a K + 1 sloupci)

fo i 2 - Sk
so 0 O -+ O
M= 0 s1 0 - 0
0 ce 0 SK—1 0

Aby pochopil chovani systému (21.1) v zdvislosti na ¢ase, hledal Leslie geo-
metricky rostouci nebo klesajici feSeni P, = r" V. Dosazenim tohoto piedpo-
kladaného feseni do vztahu (21.1) zjistime, Ze Cislo r a vektor V musi spliiovat
rovnici

MV =rV. (21.2)

Cislo r se v tomto piipadé nazyvd vlastni ¢islo matice M a vektor V vlastni
vektor matice M. Problém tak spo¢iva v nalezeni vékového rozdéleni V, které

To znamend, ze Pepy1 =MyoPon+Mi 1 P+ -+ My g P pro viechnak =0,1,... K.
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se pak v kazdém casovém kroku ndsobi konstantou r. Podle Lotkovy termi-
nologie se takova rozdéleni nazyvaji stabilni. Vratime-li se k obvyklejSimu
zapisu, lze rovnici (21.2) rozepsat takto

foVot+fiVit-+ fxVk =1V,
S()V():}"VI, S1V1:I’V2, ceey SK*lVKflzrVK.

Z poslednich K rovnic plyne

so Vo sos1 Vo sos1--sk—1 Vo
Vi =200y, = U VAR Rkl Sl AL

r r? rK

Dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice, zkrdcenim Vj a vyndsobenim rX
ziskal Leslie ,,charakteristickou rovnici*

K = oK 5o firk bsosi or" P4 o dsosyeesk_1 fx. (21.3)

Jedna se o polynomickou rovnici stupné K 4+ 1 v proménné r. Existuje tedy
K + 1 redlnych nebo komplexnich kofent ry,...,rg4 této rovnice. Leslie si
navic v8iml (s pouZitim Descartova znaménkového pravidla pro polynomy),
Ze existuje prave jeden redlny kladny kofen. Nazvéme jej ry.

Leslie také uvazoval, Ze za vétSiny biologicky realistickych podminek
(které 1ze exaktné vyjadrit s vyuzitim Perronovy a Frobeniovy teorie pro
nezdporné matice) je vlastni &islo r; vétSi neZ modul vSech ostatnich
redlnych ¢i komplexnich vlastnich ¢isel matice M (nazvéme tato dalsi
vlastni ¢isla ry, ..., rx+1). Kromé toho jsou vSechny feSeni rovnice (21.3)
obvykle rizné. Pro kazdé vlastni &islo r; lze najit pfidruZzeny vlastni
vektor. Necht' Q je ¢tvercova matice fadu K + 1, jejiZ sloupce obsahuji
vlastni vektory pridruzené vlastnim &islim rq, ..., rg+1. Pak MQ = QD,
kde D je diagondlni matice [ry,...,rg11]. Odtud M = QDQ ! a

P,=M"Ph=0QD"Q"'PR.
Vsimnéte si, ze D" je diagondlni matice [(r1)",..., (rk+1)"] a Ze
D"/(n)"— 2=11,0,...,0]

pro n — oo, nebot’ 1y > |r;| proi # 1. Proto P, /(r1)" konverguje k vek-
toru Q20 'R

Kazda slozka vektoru v&kové struktury P, roste nebo klesd jako (r;)".
Pro r; > 1 tak populace roste exponencidlné. Pokud je vSak r; < 1, populace
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exponencidlné klesa. Z rovnice (21.3) lze snadno ukdzat, Ze podminka r; > 1
plati tehdy a jen tehdy, kdyZ parametr %, definovany vztahem

Ko = fo+sofi+sosifo+-+sos1sk-1/k

je vétsi nez 1. VSimnéte si, Ze vyraz so s - - - Sp_1 urcuje pravdépodobnost, ze
se dozijete alespori véku k. Parametr % je tedy primérny pocet dcer naroze-
nych jedné samici béhem celého jejiho Zivota a je analogicky vztahtim (10.2),
(12.2) a (16.9). Pravé predstaveny model je urcitou ¢asovée diskrétni obdobou
Lotkovy prace (viz kapitola 10) a zobecnénim Eulerovy prace zahrnujicim
plodnost zavislou na véku (viz kapitola 3).

Leslie svou metodu ilustroval na datech o koeficientech plodnosti a pfeZiti
fr a s u potkana, které publikoval jeho americky kolega. Po n€kolika statis-
tickych operacich, které piivodni data vhodné doplnily, spocetl Z; = 26.

Leslieho maticovou formulaci problémt populaéni dynamiky dnes pou-
Zivd mnoho biologd. Vypolty jsou znaéné zjednoduseny modernimi pocitaci
a védeckym softwarem, ktery dokdze vypocitat vlastni hodnoty a vlastni vek-
tory libovolné matice. Snadno lze vypocitat jak parametr %y, tak rychlost
rustu ry.

Po druhé svétové valce pouzival Leslie svou metodu k vypoctu rychlosti
ristu populaci dalsich zivo¢isnych druhti: ptakd, broukd, atd. Zabyval se také
stochastickymi modely, modely konkurence mezi druhy a analyzou dat za-
loZzenych na zpétnych odchytech. Do dichodu odesel v roce 1967. V témze
roce odeSel do dichodu i Charles Elton, Bureau of Animal Population ptestalo
existovat jako samostatné vyzkumné stiedisko a stalo se soucdsti Oddé€len{
zoologie Oxfordské univerzity. Leslie zemfel v roce 1972.
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Perkolace a epidemie (1957)

( V roce 1957 se Hammersley a Broadbent zabyvali Sifenim ,.tekutiny“ R

v nekonecné pravidelné Ctvercové miiZce, jejiz kazdé dva sousedni uzly
jsou propojeny jen s jistou pravdépodobnosti. Jako mozny priklad ta-
kového procesu uvedli Sifeni epidemie v sadu. Ukdazali, Ze existuje kri-
tickd pravdépodobnost propojeni uzli, pii jejimz prekrofeni se epidemie
s kladnou pravdépodobnosti roz$if{ na celou mfizku a pfi mensi pravdeé-
podobnosti nemtize vzniknout Zadna velkd epidemie. Jejich ¢lanek ini-

cioval teorii perkolace.

- J

John Michael Hammersley se narodil roku 1920 ve Skotsku, kde jeho
otec pracoval pro americkou oceldfskou spolecnost. Zahdjil studium na Em-
manuel College Cambridgeské univerzity, ale v roce 1940 musel narukovat.
V armad¢ pracoval na vylepseni délostieleckych vypoctd. Po ukonéeni studia
v roce 1948 se stal asistentem na Oxfordské univerzité ve skupiné zabyvajici
se navrhovanim a analyzou experimentti. V roce 1955 nastoupil do Vyzkum-
ného tstavu pro atomovou energii v Harwellu u Oxfordu.

Obrazek 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent se narodil roku 1928. Vystudoval inZenyrstvi
v Cambridgi, matematiku na Magdalen College v Oxfordu (kde také psal
basné€) a zah4jil doktorské studium statistiky na Imperial College v Londyné
na téma Nékteré testy odchylky od rovnomérného rozptylu. Béhem doktoratu
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ziskal podporu od Britské asociace pro vyzkum vyuZiti uhli, aby mohl zkou-
mat statistické problémy souvisejici s téZbou.

V roce 1954 se v Krélovské statistické spole¢nosti v Londyné konalo
sympozium o metoddch Monte Carlo, které sponzoroval Ustav pro vyzkum
atomové energie. Tyto metody, jejichZ vznik iniciovali ve 40. letech minulého
stoleti John von Neumann, Stanistaw Ulam a Nicholas Metropolis v laboratofi
v Los Alamos, vyuZivaji stochastické pocitacové simulace k odhadu nezna-
mych matematickych veli¢in. Hammersley na londynském sympoziu pied-
nesl prispévek, ktery pfipravil ve spolupraci s Mortonem, kolegou z Harwellu.
Clanek byl rovnéZ publikovéan v Journal of the Royal Statistical Society. B&-
hem diskuse, kterd nasledovala po prezentaci na sympoziu, Broadbent zminil
zajimavy problém, ktery by bylo moZné studovat pomoci nékteré z metod
Monte Carlo: je-li ddna pravidelna sit’” pért ve dvou nebo tfech rozmérech
tak, Ze dva sousedni péry jsou spojeny s pravdépodobnosti p, jakd Cést sité
bude vyplnéna plynem, kdyby pronikl do jednoho z téchto péri? Broadbent
pfitom myslel na konstrukci plynovych masek pro horniky a velikosti pori ve
filtru, ktera zajist{ jejich funk¢nost.

Hammersley pak zacal s Broadbentem na problému plynovych masek pra-
covat. Uvédomili si, Ze se jednd jen o jeden ze skupiny problémi, které dosud
nebyly zkoumdny: deterministické Sifeni ,,tekutiny*“ (vyznam tohoto slova je
urcen kontextem) v ndhodném prostfedi. Hammersley ji nazval ,,perkolaci*,
tj. ,,prichodem rozpoustédla (napf. vody) pies propustnou latku (napf. mle-
tou kdvu) za ti¢elem extrakce rozpustné slozky* podle tehdy popularniho typu
konvice na ptipravu kdvy. Ve Vyzkumném tstavu pro atomovou energii mél
Hammersley také pfistup k nejvykonné&jsim pocitaciim své doby, na kterych
mohl testovat feSeni perkolacnich problémi metodou Monte Carlo.

V roce 1957 Broadbent a Hammersley konec¢né publikovali prvni ¢lanek
o matematické teorii perkolace. Mezi ptiklady, které uvazovali, byl i mo-
del populacni dynamiky, konkrétné Sifeni epidemie v ovocném sadu. Pred-
poklada se, Ze stromy velmi velkého sadu jsou umistény v uzlech Ctvercové
sit€. Kazdy ze Ctyf nejbliz§ich sousedid néjakého nakazeného stromu ma prav-
dépodobnost p, Ze bude také nakazen. Otazkou je, zda bude nakaZeno velké
mnoZstvi stromut, nebo zda epidemie zlstane lokalizovana. To samoziejmé
zavisi na pravdépodobnosti p, kterd zase souvisi se vzdalenosti mezi jednot-
livymi stromy, tj. §iftkou ,,oka sit&*.

Broadbent a Hammersley se zabyvali limitnim pfipadem, kdy je sad neko-
necny a pokryva celou rovinu, pficemz na zacatku je pouze jeden infikovany
strom. Necht' f(p) je pravdépodobnost, Ze se z tohoto zdroje nakazi neko-
neény pocet stromil. Oekdvame, Ze f(p) bude rostouci funkef pravdépodob-
nosti p, f(0) =0 a f(1) = 1. Jejich hlavnim vysledkem bylo, Ze existuje
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kriticka pravdépodobnost p*, 0 < p* < 1, takov4, Ze:

* pokud p < p*, pak f(p) = 0, takZe je infikovdn pouze konecny pocet
stromd;

* pokud p > p*, pak f(p) > 0 a infikovan miZe byt nekoneény pocet
stromd.

Diikaz spociva v porovnani poctd riznych ,,sobévyhybajicich se procha-
zek® v roviné vychdzejici ze zdroje infekce. Tyto prochazky prochazeji
urCitym poctem sousednich stromi (prfipomerime, Ze kazdy strom ma
Ctyfi sousedy), aniZ by néktery strom navstivily vice neZ jednou. Lze
je interpretovat jako trasy Sifeni infekce. Sobévyhybajici se prochiazka
s n kroky vznikne s pravdépodobnosti p”, protoZe infekce se mtize pre-
nést z kazdého navstiveného stromu na dalsi s pravdépodobnosti p. Nyni
necht’ g(j,n) je pravdépodobnost, Ze mezi v§emi sobévyhybajicimi se
prochazkami s n kroky je pravé j takovych prochazek, které jsou tra-
sou rozsiteni infekce. Jestlize existuje nekonecny pocet infikovanych
stromt, pak pro vSechna celd ¢isla n existuje alespon jedna sobévyhyba-
jici se prochdzka s n kroky, ktera je trasou infekce. TakZe

~+oo
0< f(p) < Y q(in) <Y jq(in)
j=1

pro vSechny n. Ale ):;r:"j J q(j,n) je stfedni hodnotou poctu sobévyhy-

bajicich se prochazek s n kroky, které jsou trasami infekce. Tento pocet
je roven p"s(n), kde s(n) je celkovy pocet sobévyhybajicich se prochd-
zek s n kroky. Hammersley pozdéji v navazujicim ¢lanku ukdzal, Ze s(n)
roste jako e*" pro n — +oo, kde konstanta x se nazyva koeficient konek-
tivity. Jestlize p < e~ ¥, pak p"s(n) konverguje k 0 pro n — oo a tedy
f(p) =0. To znamend, Ze p* > e * > 0.

V praxi je proto lepsi, kdyz stromy nejsou prili§ blizko sebe, aby se v pfi-
pad& ndkazy pravd&podobnost p udrZela pod kritickou hodnotou p*. Cim jsou
vSak stromy bliZe, tim vyS$i je produkce na hektar. Je tieba najit néjaky kom-
promis.

Jak si v8imli jiZ Broadbent a Hammersley, existuje jistd podobnost mezi
existenci kritické pravdépodobnosti v perkolacnich procesech a existenci pra-
hové hodnoty v procesech vétveni (viz kapitola 7).

Kritickou pravdépodobnost p* se miizeme pokusit numericky odhadnout.

Vv

K tomu zvolime néjakou hodnotu p a aproximujeme nekonecnou miizku ko-
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necnou ¢tvercovou miizkou o velikosti N x N s dostatecné velkym N. Pfedpo-
kladejme napftiklad, Ze infikovan je strom uprostfed miizky. Pomoci pocitace
1ze ndhodné vybrat, které stromy mohou infikovat dalsi stromy. Obrazek 22.2
a obrazek 22.3 ukazuji ndhodné zvolené trasy infekce jako hrany v grafu. Na
obrazku 22.2 je pravdépodobnost p mensi neZ kritickd hodnota p*. Na ob-
razku 22.3 je p > p*. Z obrazki lze snadno ur€it, které stromy mohou byt
infikovany; jsou to ty, kterymi vede cesta vychdzejici z infikovaného stromu

uprostied. Na obrédzcich jsou oznaceny malymi Cernymi Ctverecky.
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Obrazek 22.2: Per-
kolace s p = 0,4.

oy

Poté 1ze zkontrolovat, zda epidemie dosdhla hranice miizky N x N. Pokud
tomu tak je a pokud je N dostatecné velké, miZeme povazovat poCet nakaze-
nych stromti za ,,téméf nekoneény*. Dostatecné velkym opakovanim takové
simulace Ize zjistit pfibliznou hodnotu pravdépodobnosti f(p), Ze pocet na-
kazenych stromi je nekone¢ny (pravé toto je metoda Monte Carlo). Nakonec
nechdme p probihat hodnoty od 0 do 1 a ziskdme pfibliznou hodnotu prahu
p*, coZ je nejmensi hodnota takovd, Ze f(p) > 0, pokud p > p*.

Broadbentiv a Hammersleyho ¢lanek obsahoval pouze dikaz existence
prahové hodnoty p*. Hammersley v nasledujicich letech déle rozvijel mate-
matickou teorii perkolace, Broadbent se vénoval jinym tématim. S rozvojem

voew s

pocitaci v sedmdesatych letech 20. stoleti jiz bylo snadné&jsi provadét vyse
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Obrazek 22.3: Per-
kolace s p = 0,55.

popsané simulace (obrazek 22.4). Ty vedly k odhadu p* = 1/2. Tento vysle-
dek nakonec roku 1980 dokdzal Harry Kesten z Cornellovy univerzity.

V letech 1959-1969 pracoval Hammersley pro Ustay ekonomie a statis-
tiky na Oxfordské univerzité, stal se prislusnikem Trinity College. V roce
1964 vydal ve spolupréci s Davidem Handscombem knihu nazvanou Metody
Monte Carlo. V roce 1976 byl zvolen ¢lenem Krilovské spolecnosti. V roce
1987 odesel do dichodu, ale naddle navstévoval Oxfordské centrum pro pri-
myslovou a aplikovanou matematiku. Zemfel roku 2004.

Broadbent ziskal doktorat na Imperial College v roce 1957. NaSel si praci
ve spolecnosti United Glass Bottle Manufacturers. Po deseti letech prace
v primyslu zacal pracovat ve zpravodajské agentufe London Press Exchange,
kde provadél védecké studie Ctenarstvi. Tuto agenturu koupila v roce 1969
americka reklamni spolecnost Leo Burnett. Broadbent zde pracoval na zpu-
sobu méfen{ G€innosti reklamy a vydal na toto téma nékolik knih: Vydaje na
reklamu (1975), Rozpocet na reklamu (1989), Zodpovednd reklama (1997) a
Kdy inzerovat (1999). V roce 1980 se podilel na zaloZeni soutéZe Advertising
Effectiveness Awards. Nékolik let pracoval v centréle spole¢nosti Leo Burnett
v Chicagu jako ekonomicky feditel. Vedl také vlastni poradenskou spolecnost
BrandCon Limited. Zemfel roku 2002.
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Obrazek 22.4: Pravdépodobnost
f(p), Ze se nakazi nekone¢né mnoho

stromd, jako funkce p. Kfivka je i p
ziskdna provedenim 1000 simulaci 0 05 1
na siti 200 x 200.
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Kapitola 23

Teorie her a evoluce (1973)

V roce 1973 publikovali Maynard Smith a Price ¢lanek, ve kterém analy-
ve vnitrodruhovych konfliktech. Jejich model vyuZivajici teorii her byl
jednim z téch, které zahdjily aplikaci této matematické teorie na evolu¢ni
problémy.

John Maynard Smith se narodil v roce 1920 v Londyné. Jeho otec, chi-
rurg, zemiel, kdyZ mu bylo osm let. Maynard Smith studoval na Eton College
a poté se vénoval inZenyrskym studiim na univerzit¢ v Cambridge na Trinity
College. V roce 1939, kdyz vypukla vilka, se hlasil jako dobrovolnik do ar-
mady, ale byl odmitnut kvili $patnému zraku. Po dokonceni inZenyrskych
studii n€kolik let pracoval jako konstruktér vojenskych letadel. Nakonec se
ale rozhodl vénovat se biologii a studoval genetiku na University College
v Londyné, kde byl jeho skolitelem Haldane. V roce 1952 se stal lektorem
zoologie. Po uddlostech v Mad’arsku v roce 1956 vystoupil z komunistické
strany Velké Britanie, jejimZ byl ¢lenem. Jeho prvni kniha s ndzvem Teorie
evoluce vySla v roce 1958. V roce 1965 se stal profesorem biologie na nové
zaloZené univerzité v Sussexu. Poté vydal dal$i dvé knihy: Matematické mys-
lenky v biologii (1968) a O evoluci (1972).

George R. Price se narodil v roce 1922 v USA. Vystudoval chemii na
Chicagské univerzité, kde v roce 1946 ziskal doktorat poté, co se podilel na
projektu Manhattan konstrukce atomové bomby. V roce 1950 se stal pomoc-
nym védeckym pracovnikem v oblasti mediciny na Minnesotské univerzité.
Pozdéji pracoval jako nezdvisly novindf pro rizné Casopisy, naCeZ se vratil
k vyzkumu v IBM. V roce 1967, poté co se 1é¢il s rakovinou §titné Zlazy, se
usadil v Anglii, kde se zacal vénovat studiu evoluéni biologie. Od roku 1968
pracoval v Galtonové laboratofi na University College v Londyné. Jeho prvni
¢lanek v této nové oblasti, Selekce a kovariance, byl publikovdn s pomoci
W. D. Hamiltona v roce 1970 v Casopise Nature a obsahoval to, co se dnes
nazyva Priceova rovnice.

Price do Casopisu Nature zaslal také dalsi ¢lanek, tentokrat o konflik-
tech mezi zvifaty. Maynard Smith, ktery byl recenzentem, navrhl pfipravit
kratsi verzi. Mezitim Price zacal pracovat na jiné problematice, zatimco Ma-
ynard Smith rozvijel Priceovu myslenku. Nakonec Maynard Smith a Price
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Obrazek 23.1: Maynard Smith (1920-2004) a Price (1922-1975)

publikovali spolecné ¢lanek s ndzvem Logika zviteciho konfliktu, ktery vySel
v Nature roku 1973. Clének byl zajimavym piispévkem k vyuZiti teorie her
v evolucni biologii. Pocétky teorie her jsou spojovany s knihou Johna von
Neumanna a Oskara Morgensterna z roku 1944 s ndzvem Teorie her a eko-
nomického chovdni, kde byla tato teorie prevazné aplikovana na ekonomické
problémy. Otdzka, kterou Maynard Smith a Price fesili byla: Jak je mozné, Ze
pri konfliktech mezi zvitaty stejného druhu jsou ,,zbrané“, které maji k dis-
pozici (rohy, drapy, jed atd.), jen ziidkakdy pouZity k zabijeni? V souladu
s Darwinovymi myS$lenkami o pfirodnim vybéru by agresivnéjsi zvitata méla
vyhrdvat vice soubojii a mit tedy i vétsi pocet potomk, coz by vedlo k eska-
laci agresivniho chovéani. Vzhledem k tomu, Ze se jednalo o obdobi studené
valky, uvedend problematika méla i politicky nadech.

Maynard Smith a Price si predstavili sled her, v nichZ dva ZivoCichové
soutéZi o zdroj, naptiklad o izemi na pfiznivém stanovisti. Ve zjednoduseném
podani, které Maynard Smith pouZil ve své knize z roku 1982 Evoluce a teorie
her, pouziva kazdé zvite bud’ strategii ,,jestfdba®, nebo strategii ,,hrdlicky*.
V nésledujicim textu budeme mluvit jednoduse o jestfdbech a hrdlickach, ale
budeme mit na mysli strategie pouzivané zviraty stejného druhu. Je-li V > 0
hodnota zdroje a %y je normélni praimérny pocet potomku zvifete, ma vitéz
soutéze v priméru %, + V potomkd.

Pokud se jestfdb setkd s jinym jestfdbem, dojde k souboji o zdroj: vi-
téz ziskd zdroj v hodnoté V > 0 a porazeny nese ,,ndklady” C > 0. Kazdy
z obou jestfabii ma pravdépodobnost rovnou 1/2, Ze v soutéZzi zvitézi, a stej-
nou pravdépodobnost, Ze prohraje. Primérnd vyhra ze souboje dvou jestiabi

Moo

je tedy % (V —C) pro oba soutézici. Pokud se vSak jestidb setkd s hrdli¢kou,
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pak jestfab ziska zdroj V, hrdlicka unikne bez boje a neziska nic. A konecné,
potkaji-li se dvé hrdlicky, jedna z nich ziskd zdroj V, zatimco druhd unikne
bez boje a s nulovymi ndklady. Kazdad z obou hrdlicek ma stejnou pravde-
podobnost 1/2 vyhry, primérnd vyhra je tedy V /2. Vyplaty lze shrnout do
tabulky 23.1.

Tabulka 23.1: Ocekdvané vy-

. . jestiabovi  holubici
hry ve hte jestfdb-holubice.

vyplata jestfdba proti... % (V-0 %
vyplata holubice proti... 0 V/2

Obecnéji si lze predstavit souboje mezi jedinci, ktefi mohou zvolit jednu
ze dvou strategii, nazvéme je 1 a 2, s matici o¢ekdvanych vyher (G; ;) i<, j<2.
Ve vyse uvedeném prikladu se jestfdbi fidi strategii 1, hrdlicky strategif 2,
Gi11=35(V—-C),Gp=V, Gy =0aGyy=V/2 V pivodnim &ldnku
z roku 1973 Maynard Smith a Price pouZili pocitacové simulace k testovani
vice neZ dvou moZnych strategii (ty byly nazvany ,,jestfab®, ,,mys®, ,,tyran,
»odvetnik* a ,,pokusitel-odvetnik®).

Predstavme si nyni velkou populaci zvitat stejného druhu s podilem x,
jestfdbi a podilem 1 — x,, hrdlicek v generaci n. Jestiabi v generaci n maji
primérny pocet potomkii

Ri(n)=%o+x,G11+ (1 —x,)G12. (23.1)
Podobné maji hrdlicky primérny pocet potomku
Ry(n) = Zo+x,G21+ (1 —x,) G2 (23.2)
Primérny pocet potomkd v celé populaci je tedy
R(n) = xRy (n) + (1 —xa) Ro(n).

Zapomeneme-li na pfipadné jemnosti zpisobené pohlavnim rozmnozovanim,
vidime, Ze podil jestiabu v dalsi generaci ¢in{
Xn+1 :anl(n)/R(n)' (23.3)

Z toho vyplyvd, Ze x,,+1 > x, pokud Ry (n) > R(n) a x,4+1 < x, pokud R} (n) <
R(n). Existuji tfi moZné ustdlené (staciondrni) stavy: x=0,x=1a

. _ Gip—Gop
Gy1—G11+Gi1p— G

X
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pokud 0 < x* < 1. Ve hie na jestfdba a hrdlicku plati
xX=v/C<l1

pokud V < C.

Skutecné, x = 0 je zfejmé ustdleny stav (23.3). Jestlize x # 0, tak dalsi
ustalené stavy musi spliiovat

Ri=R=xR|+ (1 —x)Rz.
Takze bud’ x = 1, nebo R; = R;. Druhd mozZnost je ekvivalentni s

xGy Jr(l *x) Gip=xGy +(1 *x) Gy,

coz dava ustaleny stav x*.

Ustéleny stav x = 1 odpovida populaci se 100 % jedinct, ktefi se fidi
strategii 1. Tento ustdleny stav je stabilni, pokud nemtiZe byt naruSen né-
kolika jedinci, ktefi se fidi strategii 2. Z (23.3) vidime, Ze tato podminka
je ekvivalentni podmince, Ze R (n) > R(n) pro x, dostatecné blizké 1. Pro-
toze R(n) = x,Ri(n) + (1 —x,) R2(n), 1ze tuto podminku zapsat ve tvaru
R (n) > Ry(n) pro x, dostate¢né blizko 1. Podivdme-li se na vyrazy (23.1)—
(23.2) dojdeme k zdvéru, Ze x = 1 je stabilni tehdy a jen tehdy, je-li splnéna
jedna z nésledujicich dvou podminek:

* Gi1 > Gay;
* G1,1=G21aG12>Gop.

Pokud jsou tyto dvé podminky splnény, pak se strategie 1 nazyva ,.evolu¢né
stabilnf strategie“!. Ve hfe jestfab-hrdli¢ka plati vzdy podminka Gip > Gap.
Jesti'dbi strategie je tedy evolucné stabilni tehdy a jen tehdy, kdyZ G 1 > G2 1,
tj. kdyzV > C.

Ustéleny stav x = 0 odpovida populaci, ve které se vSichni jedinci fidi
strategii 2. Tato situace je symetrickd k pfedchozi, pokud vyménime indexy
1 a 2. Ve hie jestfdb-hrdli¢ka mdme G, =V > Gy, = V/2, takZe ustdleny
stav x = 0 je vZdy nestabilni, protoZe strategie jestfdba se bude v populaci
hrdlicek sifit.

IPfesnéji feceno, ustileny stav x = 1 je ,.evolu¢né stabilni stav*. Rozdil mezi stavem a strategii
je dulezity, pokud existuji vice nez dvé strategie.
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Podobné 1ze ukézat, Ze tfeti ustaleny stav x* je za predpokladu, ze 0 <
x* < 1, vzdy stabilni. Ve hfe na jestfdby a holubice odpovidd x* =V /C smi-
Sené populaci s jestfaby i hrdlickami.

Zavérem lze fici, Ze ve hfe jestfdb-hrdlicka existuji dva pfipady. Je-li
V = C, tj. je-li hodnota zdroje vétSi neZ mozné ndklady, pak monomorfni
populace skladajici se z jestfabi je stabilnim stavem bez ohledu na pocatecni
stav x(0) s 0 < x(0) < 1. Strategie jestfdba je tedy evolucné stabilni strategii.
JestliZe naopak V < C, pak populace sméfuje ke smisenému ustalenému stavu
s podilem x* jestfabu a podilem 1 — x* hrdlicek. Model tedy skute¢né posky-
tuje vysvétleni, pro¢ jedinci s méné agresivnim chovanim mohou preZit, kdyZz
V < C. Ze vzorce x* =V /C navic vyplyvd, Ze ¢im vySSi jsou ndklady C pro
poraZzené, tim mensi je podil x* jestfabu v populaci. Proto druhy s nejnebez-
davaji prednost neskodnym ritudlnim soubojim pfi nichZ se soupefici zvitata
navzdjem zastraSuji, ale vyhybaji se skute¢nym soubojiim, které by mohly
zpusobit zranéni.

Puvodni ¢lanek Maynarda Smithe a Price z roku 1973 pojednéval o kon-
ceptu evolucné stabilni strategie a vyuZzival predevs§im pocitacové simulace
zvitecich souboji, pfi¢emz zaznamendval vyhry riznych strategii. Pfistup vy-
uZivajici dynamické rovnice, jako napt. (23.3), byl rozvinut o néco pozdéji,
zejména Taylorem a Jonkerem. Od té doby mnoho autord aplikovalo mys-
lenky z teorie her na otdzky evolucni biologie, nebo naopak pouzilo dyna-
kajicich se konfliktti mezi zvitaty 1ze uvést napiiklad problémy rodicovskych
investic nebo poméru pohlavi (pomér mezi poctem samcl a samic pfi naro-
zenfi), které studoval jiZ Carl Diising v roce 1884 a Ronald Fisher ve své knize
Genetickd teorie prirodniho vybéru z roku 1930. Nékteré dalsi modely se za-
méfuji na dynamické aspekty ,,vézniova dilematu nebo hry ,.kimen-ntuzky-
papir®. Pojem evolu¢né stabiln{ strategie také izce souvisi s pojmem Nashovy
rovnovéhy v teorii her.

Price, ktery byl pfesvédcenym ateistou, mél v roce 1970 mysticky zazitek
a konvertoval ke kiest'anské vite. V roce 1974 se vzdal svého vyzkumu, pro-
toZe mél pocit, Ze ,teoretickd matematicka genetika, kterou se zabyval, nen{
prili§ relevantni pro lidské problémy*. VSechny své véci rozdal bezdomov-
ciim a o nékolik mésict pozdéji spachal sebevrazdu.

Maynard Smith naproti tomu pokracoval v tomto myslenkovém sméru
a v roce 1977 byl zvolen do Kralovské spolecnosti. Vydal fadu knih: Mo-
dely v ekologii (1974), Evoluce pohlavi (1978), Evoluce a teorie her (1982),
Problémy biologie (1986), M¢l Darwin pravdu? (1988) a Evolucni genetika
(1989). Ve spoluprici s E. Szathmarym vydal také knihu Hlavni prechody
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v evoluci (1995) a Puivod Zivota: Od zrodu Zivota ke vzniku jazyka (1999).
V roce 1985 odesel do dichodu. V roce 1999 obdrzel Crafoordovu cenu za
biologické védy od Kralovské svédské akademie véd za ,,zdsadni piinos ke
koncepcnimu rozvoji evoluéni biologie”“. V roce 2003 publikoval ve spolu-
préci s D. Harperem Zvireci signdly. Zemfel v Sussexu v roce 2004.
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Kapitola 24

Chaotické populace (1974)

V roce 1974 se Robert May, australsky fyzik a ekolog, zabyval logis-
tickou rovnici s diskrétnim ¢asem jako modelem populacni dynamiky.
Vsiml si, Ze dochazi k neocekavanym bifurkacim a Ze asymptotické cho-
vani muze byt dokonce chaotické. Dlouhodobé piedpovédi tak mohou
byt nemozné i u jednoduchého deterministického modelu. Mayutv ¢la-
nek byl jednim z téch, které odstartovaly ,.teorii chaosu.

Robert McCredie May se narodil v roce 1936 v Australii. Po studiu teore-
tické fyziky a ziskani doktoratu na univerzité v Sydney v roce 1959 stravil dva
roky na katedfe aplikované matematiky na Harvardové univerzité. Po ndvratu
do Australie se stal profesorem teoretické fyziky. V roce 1971 pfi navstéve
Institutu pro pokrocild studia v Princetonu zménil predmét svého vyzkumu a
zacal se vénovat populacni dynamice ZivoCichd. V roce 1973 se stal profeso-
rem zoologie v Princetonu. V témzZe roce vydal knihu s ndzvem Stabilita a
komplexita v modelovych ekosystémech.

Obrazek 24.1:
Robert M. May (1936-2020)

V roce 1974 publikoval May v Casopise Science ¢lanek s ndzvem Biolo-
gické populace s neprekryvajicimi se generacemi: stabilni body, stabilni cykly
a chaos, v némz ukézal, Ze velmi jednoduché matematické modely populacni
dynamiky se mohou chovat chaoticky.

Abychom pochopili ptivod tohoto problému, musime se vritit asi o deset
let zpét v Case. V roce 1963 si Edward Lorenz, americky meteorolog pracujici
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na Massachusettském technologickém institutu (M.L.T.), pfi numerickych si-
mulacich na svém pocitaci v§iml, Ze zjednodusSeny model atmosféry popsany
tremi diferencidlnimi rovnicemi se muize chovat velmi pfekvapivym zpiso-
bem: nepatrnd zména pocatecnich podminek miZe zcela zménit koneény vy-
sledek simulace, a tedy i meteorologické predpovédi. Matematik Henri Poin-
caré, ktery se zabyval pohybem planet ve Slune¢ni soustavé, ve skutecnosti o
této moznosti uvazoval jiz na pocatku dvacatého stoleti, ddvno pred nastupem
pocitatového véku. Na pocatku sedmdesatych let se vSak touto zvlastni vlast-
nosti zacalo bliZe zabyvat jen nékolik badateld. Na Marylandské univerzité
pfemySlel James Yorke o Lorenzové prici a zavedl v této souvislosti termin
,chaos*. Clanek Perioda tfi implikuje chaos', ktery napsal se svym studentem
Tien-Yienem Li, byl publikovan v roce 1975.

May se zabyval modelem

Pnt1=Pn+apy(1—p,/K), (24.1)

kde a a K jsou kladné parametry a p, je velikost populace zvitfat v roce n.
Je-li p, malé ve srovnani s nosnou kapacitou K, dynamika se blizi geomet-
rickému riistu p,; 1 ~ (1 +a) p,. Uplnd rovnice je jakousi diskrétni Easovou
obdobou logistické rovnice, kterou zavedl Verhulst (viz kapitola 6). Na roz-
dil od ni vSak May ukdzal, Ze rovnice s diskrétnim ¢asem miZze mit mnohem
prekvapivéjsi chovani, které 1ze snadno pozorovat pomoci jednoduché ka-
pesni kalkulacky (obrazek 24.2). Maynard Smith se rovnici (24.1) zabyval
jiz ve své knize Matematické myslenky v biologii z roku 1968. Ale piestoze
vyzkousel nékolik ¢iselnych hodnot pro a, neuvédomil si, Ze je na ni néco
mimotéadného.

Obrézek 24.2, ktery je podobny obrazku v Mayové ¢lanku z roku 1974,
ukazuje, Ze pro 0 < a < 2 velikost populace p, konverguje k ustidlenému
stavu. Pro 2 < a < 2,449 (horni hranice 2,449 je aproximace), populace p,
konverguje k cyklu s periodou 2, pro 2,450 < a < 2,544 k cyklu s periodou
4, pro 2,545 < a < 2,564 k cyklu s periodou 8 atd. Intervaly parametru a,
pro které p, konverguje k cyklu s periodou 2", se s rostoucim n zmenSuji
a nikdy nepiekro¢i hodnotu 2,570. Pokud je a > 2,570, mizZe se p, chovat
Chaoticky*.

V roce 1976 napsal May o tomto problému prehledovy clanek Jednodu-
ché matematické modely s velmi komplikovanou dynamikou, ktery byl publi-
kovan v Casopise Nature. Shromazdil v ném nejen své vlastni vysledky, ale

IPodstatné obecn&jii vysledek dokézal O. M. Sarkovskij v roce 1964, ale jeho Eldnek, publi-
kovany v ukrajinském matematickém Casopise, nebyl pfili§ znamy.



140

Obrézek 24.2: Na vSech obrazcich: n je na vodorovné ose, p, na svislé ose a py =
K/10. Pfimky ziskdme spojenim bodd se soufadnicemi (n,p,). Vlevo nahote: 0 <
a < 2 (ustdleny stav). Vpravo nahote: 2 < a < 2,449 (cyklus s periodou 2). Vlevo dole:
2,450 < a < 2,544 (cyklus s periodou 4). Vpravo dole: 2,570 < a < 3 (pravdépodobné
chaos).

i vysledky dalSich badatelt. Substituce

apn

=K +a)

ar=1+4ua (takZe r > 1 pro a > 0) transformuji rovnici (24.1) do jednodussiho
tvaru
Xnp1 =1xn (1= 2x,) . (24.2)

Aby tato rovnice méla v popula¢ni dynamice smysl, musi byt x, nezdporné
pro vSechna n. Pfedpokldddme tedy, Ze pocatecni podminka x¢ spliuje 0 <
xo < 1 ar < 4. Druhd podminka zajist'uje, Ze hodnoty funkce na pravé strané
(24.2) jsou mezi 0 a 1. Pozoruhodné je, Ze chaoticky ptipad pro r = 4 pou-
Zili jako generator ndhodnych ¢isel Stanistaw Ulam a John von Neumann jiZ
v roce 1947. Zavedeme-li funkci

F(x)=rx(1-x),

pak lze rovnici (24.2) ptepsat jako x,+1 = f(x,) a ustdlené stavy jsou feSen{
x = f(x). Graficky jsou to priise¢iky kiivek y = f(x) a y = x (obrédzek 24.3).
Vsimnéte si, Ze x = 0 je vZdy ustdleny stav. ProtoZe r > 1, existuje dalsi
ustdleny stav x* > 0 takovy, Ze x* = rx* (1 —x*), tj. Zex* =1—1/r.
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Obrézek 24.3: Funkce y = f(x), pfimka y = x, ustdleny stav x* a posloupnost defino-
vand vztahem x,, 11 = f(xn). Vlevo: r = 2,75, posloupnost konverguje k x*. Vpravo:
r = 3,4, ustdleny stav x* je nestabilni a posloupnost konverguje k cyklu s periodou 2.

Protoze r > 1, je ustdleny stav x = 0 nestabilni. KdyZ je x,, blizko u 0,
mame x,4+ = rXx,, takZe feSeni x,, ma tendenci vzdalovat se od 0. Ustdleny
stav x* je lokalné stabilni pro 1 < r < 3.

Vskutku, uvazujme y, = x, — x*. Pak (24.2) je ekvivalentni y,; = (2 —
r—ryn) yn. Je-li x, blizko x*, pak y, je blizko 0 a y,41 ~ (2 —r)y,. Je-li
YVn+1 = kYn, pak y, = k" yo, takze y, — 0 pro n — +oo tehdy a jen tehdy,
kdyz —1 < k < 1. Ustdleny stav x* je tedy lokdlné stabilni pravé kdyz
—1<2—r<1,g. 1 <r<3.

Pro 1 < r < 3 lze ukdzat, Ze pro vSechny pocatecni podminky 0 < xp <
1 posloupnost x,, konverguje k x* (obrazek 24.3a). Co se vsak stane, kdyZ
3 < r < 47 Abychom na tuto otdzku odpovédéli, v§Simnéme si nejprve, Ze
Xnt2 = f(xns1) = f(f(xn)). Zavedeme funkci

f@) = f(f(x) =rx(1—x) (1-rx(1—x))

a uvaZujeme feSeni rovnice x = f>(x), kterd se nazyvaji pevné body funkce
Jf2(x). Graficky jsou to pruseciky kiivek y = f>(x) a y = x (obrézek 24.4).

Jestlize x = f(x), pak x = f(f(x)) = fa(x). TakZe x = 0 a x = x* jsou také
pevné body funkce f>(x). Pokud v8ak r > 3, m4 funkce f>(x) dalsi dva pevné
body, x_ a x, takové, Ze f(x_) =x; a f(xy) =x_.
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Obrézek 24.4: Kfivky y = f>(x) = f(f(x)) ay = x a ustdleny stav x*. Vlevo: r =2,75.
Vpravo: r = 3,4 a dal$i dvé feSeni x_ a x4 rovnice x = f(x).

Vsimneme si, Ze

L) = (fx)) f (),
takze f5(x*) = [f'(x*)]%. ProtoZe f'(x) = r(1 —2x) ax* = 1—1/r, tak
f(x*) =2—ra f3(x*) = (2—r)?. Proto je sklon funkce f>(x) v bod&
x=x"* takovy, Ze pro r > 3 je f;(x*) > 1. ProtoZe vak f,(0) =0, f3(0) =
r? > 1a f5(1) =0, vidime na obrazku 24.4b, 7e nutné existuji dvé dal3{
feSeni x_ a x; rovnice x = f(x), pfifemz 0 < x_ < x* ax* <x; < 1.
Jiny zptsob, jak dojit ke stejnému zavéru, spociva v feSeni rovnice x =
f2(x), coz je polynomidlni rovnice stupné 4 se dvéma zndmymi kofeny:
x=0ax=x". Dalsi dvé feSeni x_ a x jsou kofeny polynomu
s 1+r 1+r

x4 ——=0. (24.3)
r

X

Pokud je diskriminant kladny, tj. pokud r > 3, existuji dvé redlnd feSeni.
ProtoZe

L(F) = F(F(f(x-)) = F(f2(x-)) = Flx-),
je bod f(x_) také pevnym bodem f>(x). Ale f(x_) # x_, protoZe x_
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neni pevnym bodem f(x). A f(x_) # x*, jinak bychom méli
xo=f(f(x) =FF) =x"

Protoze f(x_) # 0, dochdzime k zévéru, Ze f(x_) = x. Podobné plati

fleg) =x-.

Proto pro r > 3 vidime, Ze pokud napfiklad xo = x_, pak x| = x4, x» =
x_, x3 = x4 atd. Lze také ukdzat, Ze téméf pro kazdou pocitecni podminku
0 < x9 < 1 posloupnost x, konverguje pro n — +oo k cyklu s periodou 2
X_,x4,Xx_, x4 atd. (obrazek 24.3b a 24.4b). Tento cyklus zistava stabilni, do-
kud je r pod kritickou hodnotou r = 1+ /6 = 3,449, pfi které f}(x_) = —1.

Pomoci (24.3) totiZ vidime, Ze

L) = f(Fa))f ) = fxp) f1(xo)
=r2(1—2x)(1=2x)=r(1=2(x; +x_)+4x,x)

r
1 1
:r2(1 2 —|—r tr):—r +2r+4.
r

TakZe f3(x_) = —1, pokud —r? +2r+5=0atedy r = 1 + /6.

Pro r; < r < r; se cyklus s periodou 4 stdva stabilnim: objevi se Ctyfi nové
pevné body funkce

fa(x) = f2(2(x) = F(F(F(f(¥))))

(obrazek 24.5). Pro ry < r < r3 je to cyklus délky 8 atd. Cisla r, konverguji
k hodnoté r. = 3,570 pro n — +oo. KdyZ r.. < r < 4, mtize byt systém do-
konce chaoticky! Obrazek 24.6 ukazuje bifurkaéni diagram?, co déva pred-
stavu o slozitosti dynamiky.

R. M. May na zavér zdlraznil, Ze i velmi jednoduché dynamické systémy
mohou mit velmi komplikované chovéni. To se netyka pouze rovnice x,| =
rx, (1 —x,). Stejnd kaskdda zdvojeni periody vedouci k chaosu se objevuje i
u jinych rovnic s funkci f(x), kterd m4 tvar ,.kopce®. To je napiiklad ptipad
jiné rovnice pouZivané v popula¢ni biologii: x4 = x, exp(r(1 — xy,)).

2Tento diagram byl ziskdn vynesenfm bodi se soufadnicemi (7, x200), (7, %201 )»- - . »(7;X220) pro
kaZdou danou hodnotu r, kde x,+1 = f(x;) axo = 0, 1. JestliZe x,, sm&fuje k ustdlenému stavu,
vidime v diagramu pouze jeden bod. Pokud x, sméfuje k cyklu s periodou 2, vidime dva body
atd.
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0 X= XXt

Obrézek 24.5: K¥ivka y = f4(x) pfi r = 3,5 a pfimka y = x. Kromé& x*, x4 a x_ existuji
dals{ Ctyfi pevné body, které neni snadné rozlisit.

25 3 3.5 4T

Obrazek 24.6: Bifurkacni diagram rovnice (24.2).
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Tato studie naznacuje, Ze bychom neméli byt prekvapeni, pokud je mnoho
datovych soubort tykajicich se populacni dynamiky obtizZné analyzovatel-
nych. Model také ukazuje, Ze rozdil mezi deterministickymi a stochastickymi
modely neni tak jasny, jak se difve myslelo: i u jednoduchého determinis-
tického modelu mtiZe byt nemozné vytvorit dlouhodobou predpovéd’, pokud
jsou hodnoty parametri v oblasti ve které dochazi k chaotickému chovani
feSeni.

V roce 1979 byl May zvolen ¢lenem Krélovské spole¢nosti. V letech 1988
az 1995 pisobil jako profesor na Oxfordské univerzité a na Imperial College
v Londyné. V letech 1995 az 2000 byl hlavnim védeckym poradcem brit-
ské vlady. V roce 1996 obdrzel Crafoordovu cenu ,,za prikopnicky ekolo-
gicky vyzkum tykajici se teoretické analyzy dynamiky populaci, spolecen-
stev a ekosystémi“. Od ekologie se zaméfil na epidemiologii a imunologii
a vydal dvé knihy: Infekcni nemoci lidi (1991, spolu s Royem Andersonem)
a Dynamika virii, Matematické zdklady imunologie a virologie (2000, s Mar-
tinem Nowakem). Druhd jmenovand kniha analyzuje interakci mezi butikami
imunitniho systému a virem HIV (virus zpisobujici AIDS) jako urcity druh
systému dravec-kofist (viz kapitola 13). V letech 2000 az 2005 byl May pre-
zidentem Krélovské spolecnosti. V roce 1996 byl povysen do rytifského stavu
a v roce 2001 se stal doZivotnim peerem. Zemiel v roce 2020.
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Kapitola 25

Cinska politika jednoho ditéte (1980)

V roce 1980 Song Jian a jeho spolupracovnici, ktefi se zabyvali teo-
rif fizeni aplikovanou na letecké inZenyrstvi, spocitali, Ze pokud by po-
rodnost v Ciné ziistala na sou¢asné tirovni, dosdhla by populace b&hem
21. stoleti vice neZ dvou miliard. Jejich vysledky zaloZené na vékové
strukturovaném matematickém modelu pfisp€ly k rozhodnuti vlady pre-
jit na politiku jednoho ditéte.

Song Jian! se narodil v roce 1931 v Rongchengu v &inské provincii Shan-
dong. V padesatych letech studoval v Sovétském svazu na Moskevské statni
technické univerzité Bauman a také na Ustavu matematiky a mechaniky Mos-
kevské statni univerzity. Poté se vritil do Ciny a stal se vedoucim kancelafe
kybernetického vyzkumu v Matematickém institutu Cinské akademie véd.
Byl specialistou na aplikaci teorie fizen{ pfi navddéni raket. Pracoval také pro
Sedmé ministerstvo strojirenstvi, které bylo pozdé&ji pfejmenovano na Minis-
terstvo letectvi a kosmonautiky. V roce 1978 se zacal vénovat souvislostem
mezi teorii fizeni a demografii.

Obrazek 25.1: Song Jian

Abychom pochopili kontext Song Jianovi prace o populacni dynamice,

musime nejdfive pochopit, ¢im se zabyva ,.teorie fizeni“. Jednd se o studium
dynamickych systémd, jejichZ chovani zavisi na nékterych parametrech, které

ISong je pifjment. V &insting se pise vzdy jako prvni.
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Ize v pribéhu ¢asu ménit za ucelem optimalizace daného kritéria. Tato teo-
rie byla rozvinuta zejména v souvislosti s kosmickymi programy v USA a
v SSSR. InZenyfi totiZ museli ,,fidit*” trajektorii kosmickych dopravnich pro-
stiedki tak, aby se druzice dostaly na ob&€Znou drahu kolem Zemé. Aplikace
se vSak neomezovaly pouze na fyzikdlni nebo inZenyrské problémy. Politiku
kontroly porodnosti lze také povazovat za ur€ity druh problému optimalniho
fizeni v matematickém smyslu.

Za zminku stoji také esej s ndzvem Meze riistu: zprdva pro projekt fe-
Sent tiZivé situace lidstva zadany rimskym klubem, publikovand v roce 1972 a
napsand skupinou z Massachusettského technologického institutu (M.LT.).
Tato studie byla zaloZena na matematickém modelu svétového hospodar-
ského ristu, ktery zohledrioval ptirodni zdroje, velikost populace a znecisténi.
Zprava naznaCovala, Ze svétova ekonomika smétuje ke katastrofé v dusledku
vycCerpani neobnovitelnych zdrojt, nedostatku potravin pro obyvatelstvo nebo
nadmérného znecisténi. Jednim z navrhovanych feSeni bylo dobrovolné ome-
zen{ porodnosti. Souhrnné feceno §lo o jakousi moderni verzi Malthusovych
tezi. Zprava méla na zapadé v 70. letech 20. stoleti velky ohlas.

0d zalozeni Cinské lidové republiky v roce 1949 byla porodnost v Ciné
velmi vysokd s vyjimkou obdobi katastrofdlniho pétiletého planu zvaného
,.Velky skok vpied*. V poloving 70. let se Cina pomalu vzpamatovivala z kul-
turni revoluce. V rdmci pldnovani rodiny byly Zeny nabadény, aby odkladaly
porody, prodluZovaly dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi porody a mély
méné déti. Teng Siao-pching, ktery se po smrti Mao Ce-tunga v roce 1976
stal novym vidcem, zahgjil v roce 1978 politiku ,,étyf modernizaci*: zemé-
délstvi, primyslu, védy a techniky a narodni obrany. Velikost a rtst ¢inské
populace byly tehdy vnimany jako vyznamné piekdzky té€chto modernizaci.
Veédci, ktefi do té€ doby pracovali na vojenskych aplikacich, byli vyzvani, aby
nasli feSeni tohoto obtiZzného problému.

Na zékladé téchto skutecnosti se Song Jian vydal v roce 1978 do Helsi-
nek na kongres Mezindrodni federace pro automatické fizeni (IFAC). V§iml
si tam, Ze se néktefi evropsti védci pokouseli aplikovat teorii fizeni na popu-
laéni problémy s myslenkou, Ze piisna kontrola porodnosti by nakonec mohla
zabranit katastrofdm zvefejnénym ve zpravé Meze riistu. V Ciné sestavil maly
tym, jehoZ soucésti byl i jeho kolega Yu Jingyuan a pocitacovy expert Li Gu-
angyuan, aby tento typ matematickych modeld aplikoval na data o Cinské
populaci. V té dobé byla védeck4 komunikace mezi Cinou a zbytkem svéta
velmi omezend. Tym znovu odvodil rovnice popisujici vyvoj vékové struk-
tury populace stejnym zpdsobem, jakym to udé€lali Lotka a McKendrick (viz
kapitoly 10 a 16). V modelu se spojitym casem zavedeme

 P(x,t) populace ve véku x v ase t;
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* m(x) Gmrtnost ve véku x;
* Py(x) v€kovou strukturu populace v ase r = 0;

* b(t) dhrnnd plodnost Zen v Case 7, tj. primérny pocet déti, které by Zena
méla béhem svého Zivota, kdyby vékové specifickd plodnost zdstala
stejnd jako v Case ¢;

* f podil narozenych déti Zenského pohlavi;

* h(x) rozdéleni pravdépodobnosti véku matky pii narozeni ditéte:
—+oo
/ h(x)dx = 1.
0

Pomoci tohoto oznacdeni a piislusnych predpokladi 1ze vyvoj vékové struk-
tury populace popsat pomoci parcidlni diferencidlni rovnice

oP ap
E(xvt) + E(XJ) = —m(x) P(x,1),

s po¢atecni podminkou P(x,0) = Py(x) a okrajovou podminkou

P(0,1) = b(1) f 0+wh(x)P(x,t)dx,

kde b(t) je fidici parametr. Pokud je dhrnnd plodnost Zen konstantni a nad
kritickou hranic{

+oo x
b =1/ [f/ h(x)e o m(y)dydx} 7
0

pak pocet obyvatel exponencidlné roste. Toto kritérium se podobd tomu, které
ziskal Lotka pomoci vzorce (10.2). Song Jiandv tym uvaZoval také casové
diskrétni verzi modelu, kterd je podobna Leslieho modelu (viz kapitola 21).
Necht' P, je populace ve véku k v roce n. Zavedeme podobné ny, by, a hy.
Pak

Pesippi =0 —=m)Pep, Popr1 =buf Z I P -
k>0

Diky vybérovym Setfenim tym znal dmrtnost my (obrazek 25.2), podil naroze-
nych Zen f ~ 0,487, v€kového rozlozeni matek &y (obrazek 25.3), pocatecni
stavu Py o, coZ je vékovd struktura obyvatelstva v roce 1978 (obrdzek 25.4)
a ménici se thrnnou plodnost b (pfedpokladané jako konstantni v pribéhu
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kazdé simulace). Diky t€émto znalostem mohl Song Jiandv tym vytvofit de-
mografické projekce pro svou zemi s ¢asovym horizontem sto let, od roku
1980 do roku 2080 (obrazek 25.5). Vzhledem k mnoZstvi potfebnych operaci
s¢itdni a ndsobeni k vytvofeni projekce (roky jsou dany n mezi 0 a 100 lety,
vék k mezi 0 a 90 lety) bylo nutné pouZit poéitat. V té dobé méli v Cing
k takovému zafizeni piistup jen lidé pracujici pro armadu. Song Jian, predni

odbornik na navadéni raket, byl jednim z nich.

Obrazek 25.2:
Umrtnost (za rok)
v zavislosti na
véku v roce 1978.

Obrazek 25.3:
Vyhlazeny tvar
vékoveé specifické
plodnosti (za rok)
v roce 1978.

Projekce naznaluji, Ze i kdyby Cina zachovala porodnost z roku 1978
na trovni b = 2,3 ditéte na Zenu, coZ je tésné nad kritickou hranici, kterd
se odhaduje na b* = 2,19, pocet obyvatel by se zvysil z 980 milionl v roce
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Obrazek 25.4:
Vékova pyra-
mida Vv roce 10 1
1978.  Vodo-
rovna osa: vék.
Svisld osa:
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

pocet obyvatel
(v milionech).

1980 na 2,12 miliardy v roce 2080. Cina viak jiz v té dobé vyuZivala téméef
veSkerou pudu, kterd mohla slouZzit pro zemédé€lstvi. Dokonce mohla o ¢ast
této pady prijit v disledku desertifikace a urbanizace. Jak takovou populaci
uzivit, kdyZ pokrok ve vynosnosti zemédélskych podniki neni dostatecny? Je
to stejnd otdzka, o které uvazoval Malthus o dvé stoleti diive. Pfi plodnosti
b = 3,0 vroce 1975 by pocet obyvatel mohl v roce 2080 dosdhnout dokonce
4,26 miliardy. Pfi hodnoté b = 2,0 by pocet obyvatel dosahl kolem roku 2050
svého maxima 1,53 miliardy a poté by zacal mirné klesat. Pfi hodnoté b = 1,5
by svého maxima 1,17 miliardy dosdhl kolem roku 2030. Pfi hodnoté b = 1,0
by maximum ¢inilo pouze 1,05 miliardy a bylo by dosazeno kolem roku 2000.
Za tohoto ptedpokladu by se pocet obyvatel vrtil na droveil roku 1978 v roce
2025.

Nejprekvapivéjsi casti této prace byly jeji praktické disledky, které v pod-
stat¢ nemaji v historii matematické populacni dynamiky obdoby. Li Guangy-
uan skutec¢né predvedl vysledky simulaci svého tymu v prosinci 1979 béhem
sympozia o populaci v Ccheng-tu v provincii S’-¢chuan?. V lednu 1980 Song
Jian, Yu Jingyuan a Li Guangyuan publikovali tyto vysledky v ¢inském eko-
nomickém Casopise a mimochodem obhajovali politiku jednoho ditéte. Svij
&lanek — Zprdva o kvantitativaim vyzkumu v otdzce populacniho vyvoje Ciny —
zaslali také vrcholnému &inskému védci Cchien Siie-senovi, ktery jej s dopo-
rucenim predal vedoucimu spravy planovani porodnosti. Vysledky Song Ji-
anova tymu udélaly na vétSinu politickych predstaviteld hluboky dojem. Ti
jiz byli presvédceni o nutnosti zvySené kontroly porodnosti navzdory tomu,

2Zde a nfze shrnujeme podrobnou zpravu Susan Greenhalghové [1,2].
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Obrézek 25.5: 54
Demografické

prognézy 44
(v miliardach)

podle rtiznych 31
hypotéz o pru-

mérném poctu 21
déti na Zenu. 1
Odspodu  na- )
horu: b = 1,0; 0
L5 2,0, 2,35 1980 © 2000 = 2020 ~ 2040 =~ 2060 2080
2,5; 3,0.

co napsal Marx (viz kapitola 5), ale stdle vdhali nad mirou kontroly. V tnoru
1980 stanovila Statni rada a ustfedni vybor strany cil pro maximdlni veli-
kost ¢inské populace na 1,2 miliardy pro horizont roku 2000. V bieznu 1980
byly vysledky Song Jianova tymu zverejnény v Lidovém deniku. V dubnu ko-
mise sloZenda z politickych pfedstaviteld a odbornikd na populaci zkoumala
ekologické a ekonomické disledky populaéniho ristu a dospéla k zavéru, ze
k dosaZeni cile stanoveného Teng Siao-pingem pro dhrny piijem na osobu
v roce 2000 je nutnd politika jednoho ditéte. Politika se stala oficidlni v z&f{
téhoZ roku a otevieny dopis, ktery ji vysvétloval obyvatelstvu, byl zvefejnén
na prvni stran¢ Lidového deniku.

Do roku 1983 se jesté narodilo mnoho déti bez povoleni. Bylo rozhod-
nuto, Ze jeden Clen kazdého pdru, ktery jiz ma dvé déti, bude sterilizovan a
kazdé zakazané t€hotenstvi bude ukonceno. Od roku 1984 vSak bylo venkov-
skym partim s jednou dcerou povoleno mit druhé dité. Pozdéji byly zavedeny
nékteré dpravy: pokud v paru byli muz i Zena svobodni, mohli mit dvé déti.
Represivni opatieni proti parim, které mély vice neZ jedno dit€, byla tvrda:
statni zaméstnanci mohli pfijit o praci, bylo tieba zaplatit vysokou pokutu,
aby rodiCe ziskaly povoleni od piislusnych orgdni pro skolni dochazku dru-
hého ditéte apod. Politika jednoho ditéte skoncila v roce 2015. Souhrnné 1ze
fici, Ze v historii matematického modelovani a7 do roku 2020 1ze jen té¢Zko na-
jit jiny priklad s tak silnym spolec¢enskym dopadem. Prace Song Jiana a jeho
spolupracovnikli byla samoziejmé jen jednim z divodd, které vedly k roz-
hodnuti o politice jednoho ditéte. Zda se vsak, ze sehrdla dilezitou roli.

Stejné jako v predchozich kapitoldch mtize byt tiloha matematického mo-
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delovéni pfedmétem obav. Na zakladé redlné situace se vytvari matematicky
model. Ten Ize analyzovat nebo simulovat pomoci pocitace. Diky tomu lze
porozumét, jak se model chova pfi zméné nékterych parametrii. Neni vSak
vzdy moZné ovéfit, zda je model vérnym obrazem skutecného Zivota, protoZe
nékteré jeho velmi dulezité aspekty mohou byt zanedbdny. Nékteré modely
obsahuji také cilovou funkci, jako napiiklad udrZeni poétu obyvatel Ciny pod
1,2 miliardami. Matematika jiZ nefik4, zda byl tento cil vhodny?.

V roce 1980 byl Song Jian také spoluautorem nového vydani knihy s né-
zvem InZenyrskd kybernetika od Cchiena Siie-sena, ,,otce ¢inského vesmir-
ného programu. Poté zastdval riizné vysoké politické funkce: naméstek minis-
tra a hlavni védecky inZenyr ministerstva pro letectvi a kosmonautiku (1981-
1984), &len Ustiedniho vyboru Komunistické strany Ciny (1982-2002), pred-
seda Statni komise pro védu a techniku (1985-1998), stitni rada (1986—1998)
atd. Vydal také dvé dalsi knihy, které byly pieloZeny do anglitiny: Rizeni ve-
likosti populace v Ciné (1985, spolu s Tuan Chi-Hsienem a Yu Jingyuanem) a
Systém Fizeni velikosti populace (1988, s Yu Jingyuanem). Tyto knihy rozvi-
jeji teorii optimalniho fizeni aplikovanou na popula¢ni dynamiku. Song Jian
byl v roce 1991 zvolen do Cinské akademie véd, v roce 1994 do Akademie
inZzenyrd a v letech 1998 az 2002 byl jejim prezidentem.

DalSi ¢teni

1. Greenhalgh, S.: Missile science, population science: The origins of China’s
one-child policy. China Q. 182, 253-276 (2005)

2. Greenhalgh, S.: Just One Child, Science and Policy in Deng’s China. University
of California Press (2008)

3. Meadows, D.H., Meadows, D.L., Randers, J., Behrens, W.W.: The Limits to
Growth, A Report for the Club of Rome’s Project on the Predicament of Man-
kind, 2nd edn. Universe Books, New York (1974)

4. Song, J.: Selected Works of J. Song. Science Press, Beijing (1999)

5. Song, J.: Some developments in mathematical demography and their appli-
cation to the People’s Republic of China. Theor. Popul. Biol. 22, 382-391
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6. Song, J., Yu, J.: Population System Control. Springer (1988)

3Populace v roce 2000 byla odhadnuta na 1,264 miliardy. P¥fjem na obyvatele vzrostl v letech
1980 az 2000 pfiblizné z 200 na 1 000 dolart. Soucasné se pomér pohlavi extrémné vychylil ve
prospéch chlapci, zejména kvili Castému umélému preruseni téhotenstvi u divéich potomku.
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Nékteré soucasné problémy

~

4 Tato kapitola podava struény prehled nékterych soucasnych problémi
matematické populacni dynamiky: starnuti populace v demografii; nové
se objevujici nemoci (AIDS, SARS, nemoci pfendsené vektory...) a o¢-
kovaci politika v epidemiologii; rybarska politika v ekologii; Sifeni ge-
neticky modifikovanych organismil v populacni genetice. Jsou zminény
specializované instituce, které se ve Francii zabyvaji modelovdnim téch-
to problémi. Zdliraznény jsou rovnéz rizné aspekty vyzkumné préce.

- J

V demografii se v poslednich desetiletich objevil relativné novy problém:
starnuti populace. Tento problém je pfedmétem zdjmu nejen ve Francii
(obr. 26.1), ale i v mnoha dal$ich evropskych zemich a také v Japonsku. M4
vyznamné ekonomické a socidlni disledky, které se dotykaji diichodovych
systém, imigracni politiky apod. Matematické modely, které se snazi ana-
lyzovat starnuti populace, vyviji ve Francii Narodn{ institut demografickych
studif (INED) a Narodni institut statistiky a ekonomickych studii (INSEE).
Jeden z problémi demografickych prognéz spocivd v tom, Ze mnohé nelze
predvidat ani na deset let doptedu, napf. v Case se vyrazné€ meénici porodnost.
KdyZ se podivdme na prognézy z roku 1968, které se tykaly francouzské po-
pulace v roce 1985, je to velice dobfe patrné. Tyto progndézy nepredpokladaly
pokles porodnosti, ke kterému doslo v 70. letech. Bylo by zajimavé prezkou-
mat vSechny predikce zaloZené na matematickych modelech, které se ukazaly
jako chybné, zejména ty medializované. To by vyvaZilo dojem ,,pokroku®,
ktery vyvoldva tato kniha, dojem, ktery se ¢tendfi mohl zd4t podeziely jiz po
precteni kapitoly o ¢inské politice jednoho ditéte. Co se tyce posledné jmeno-
vaného tématu, je nyni aktudlni novy problém: jak tuto politiku zmirnit, aby
se zabranilo fenoménu rychlého starnuti, ktery se ocekava v pristich nékolika
desetiletich. Do debaty opét prispivaji matematické modely.

V celosvétovém méfitku (pfed pandemii covid-19) vyvstal v poslednich
ttech desetiletich jako vyznamny novy problém v epidemiologii vyvoj epi-
demie AIDS. Nékteré modely se snazi odhadnout budouci vyvoj epidemie
v nové&ji zasazenych zemich, jako je Rusko, Indie nebo Cina. Je obtizné pied-
povédét, zda se epidemie zpomali jako v zdpadni Evropé a Severni Americe,
nebo zda dosdhne vyznamného procenta populace jako v nékterych subsahar-
skych zemich. Pomoci matematickych modelil byly zkoumany i dalsi nové se
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ZENY
Obrazek 26.1: Vékova
pyramida  francouz-
ské populace k 1.
lednu  2010. Zdroj: 500000 ‘ . 500000
www.insee.fr.

objevujici nemoci, jako je ebola v Africe, zdpadonilskd horecka v Severni
Americe, SARS (té¢Zky akutni respira¢ni syndrom), ptaci chfipka, chikun-
gunya nebo chiipka HINT1, ov§em popravdé s malym dspéchem.

V piipadé ptivodni SARS byla jedna z potiZi modelovani skutecnost, Ze
epidemie zustdvala relativné omezend v rdmci jednotlivych zemi, ale mohla
se velmi rychle §ifit ze zemé do zem& (Hongkong a Cina, Singapur, Ka-
nada...). Ndhodny charakter epidemickych kfivek v kazdém novém ohnisku
nebylo mozné prehlédnout. Jak jsme vidéli v kapitolach 16 a 22, stochastické
modely jsou obvykle obtiZnéji zpracovatelné.

V piipadé epidemie chikungunya, kterd se vyskytla v letech 2005-2006
na ostrové Réunion (francouzské zamorské tizemi v Indickém ocednu), se né-
které modely inspirovaly Rossovym modelem pro malarii (viz kapitola 12),
protoZe obé nemoci prendSeji komari. Bylo ale tfeba vzit v ivahu vliv sezén-
nosti. Béhem jizni zimy se totiZ populace komarti zmensuje, ¢imZ se prenos
nemoci omezuje. To je patrné z obrdzku 26.2, ktery ukazuje pocet novych
pfipadu hlasenych kazdy tyden malou siti asi tficeti praktickych 1ékaia, ktefi
pokryvaji jen zlomek populace ostrova. Béhem nékolika tydnd v zaff a fijnu
2005 sit’ nezaznamenala Zadné nové pripady, ale pfenos nemoci stale pokra-
¢oval. Matematické modely epidemie byly vypracovany v Narodnim tstavu
pro zdravi a 1ékafsky vyzkum (INSERM) a v Institutu tropického vyzkumu
(IRD). Navzdory témto modelim nikdo nedokdzal ptedvidat, Ze epidemie
nevyhasne pred koncem jizni zimy roku 2005, kdy se ji nakazilo jen n€kolik
tisic lidi. Nakonec se nakazila téméf tfetina obyvatel ostrova, tedy asi 266 000
lidi. To ukazuje, Ze pfedpovidat budoucnost epidemii mize byt pomérné ob-
tiZné a Ze nenf tak snadné rozlisit v prvnich dnech epidemie, zda pidjde o epi-
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demii mens$iho nebo vétsiho rozsahu. Paralelu Ize vést s predpoveédi pocasi.
Tento druh predpovédi se dnes opird o intenzivni pocitacové simulace sloZi-
tych matematickych model ocednu a atmosféry. Nicméné predpovédi delsi
neZ nékolik dni nejsou spolehlivé.
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Obrézek 26.2: Epidemie chikungunya na ostrové Réunion v letech 2005-2006. Pocet
novych pfipadd hlaSenych tydné malou siti 1ékaid v zdvislosti na ¢ase. Prvniho malého
vrcholu bylo dosaZeno v kvétnu 2005, druhého velkého vrcholu v tnoru 2006. Cisla
na tomto obrazku je tfeba vyndasobit pfiblizné 67, abychom ziskali skuteny rozsah
epidemie. Zdroj: www.invs.sante.ft.

Z teoretického hlediska vyvolala epidemie chikungunya otazku, jak upra-
vit pojem zdkladniho reprodukéniho Cisla %y v modelech, které predpokla-
daji, Ze prostfedi ma sezénni (napf. periodické) fluktuace. Pfizplisobeni neni
tak jednoduché, coZ vyvoldva urcité obavy, jak byl parametr % pouZit u ji-
nych epidemii ovlivnénych sezénnosti, jako je pandemie chfipky HIN1 v roce
2009.

Dal$im problémem, ktery vzbuzuje stdle vétsi obavy a ktery se mode-
1afi pokouseli analyzovat, je rezistence vici Iékim (antibiotikiim, antimalari-
kdm...). V epidemiologii je to stdle opakujici se otdzka od dob Daniela Ber-
noulliho a d’Alemberta: jak vyvazit naklady a pifinosy, kdyZ injekce vakciny
s sebou nese potencidlni riziko. To je stdle pfedmétem spord a moznd jim i
zlstane, protoZe citlivost na riziko se méni. To byl také diivod, pro¢ naznaky,
Ze by vakcina proti hepatitidé B mohla ve velmi malém poctu piipadi zpiso-
bit zdvazné komplikace, vedly francouzské ministerstvo zdravotnictvi v roce
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1998 k zastaveni ockovaci kampané ve $kolach, prestoze se riziko jevilo jako
zanedbatelné ve srovnani s rizikem umrti po ndkaze virem hepatitidy B.

Dalsi oblasti ke studiu se objevuji v ekologii pfi analyze dynamiky rybich
populaci. Ty majf slouZit jako védecky podklad pro tvorbu rybolovnych kvét
a dalSich omezeni. Uved’'me za vSechny dva nedavné ptiklady, kterymi jsou
nadmérny lov sardeli v Biskajském zélivu nebo tundka cerveného ve Stie-
dozemnim mofi. Vzhledem k tomu, Ze odhady velikosti rybi populace jsou
Casto nespolehlivé, je tieba s modely pouZivajicimi tyto tidaje posuzovat obe-
zfetné. Ve Francii se timto typem studii zabyva predev§im Vyzkumny udstav
pro vyuzivani moi{ (IFREMER). Nékteré matematické modely sehrdly roli i
v minulych rozhodnutich Mezindrodni{ velrybéiské komise.

V populaéni genetice je predmétem spord také Sifeni geneticky modifi-
kovanych organismu, které se néktefi vyzkumnici pokusili studovat pomoci
,reakéné-difiznich* modelil inspirovanych Fisherovym modelem (viz kapi-
tola 20). Touto oblasti se zabyva Nérodn{ institut pro vyzkum v agronomii
(INRAE).

Z teoretiCtéjSi stranky vyzkumu lze zminit napt:

e préce o parcidlnich diferencidlnich rovnicich, jako jsou diftizni rovnice
(viz kapitola 20) nebo vékové strukturované rovnice (viz kapitola 16);

 prace o stochastickych modelech s prostorovou sloZzkou nebo bez ni
(viz kapitoly 16 a 22), v€etné praci o ndhodnych sitich modelujicich
Siteni epidemii a praci hledajicich deterministické aproximace.

Tento typ vyzkumu provadéji predev§im aplikovani matematici. V posled-
nich letech bylo na francouzskych univerzitach a dalSich vysokych Skolach
(stejné jako na Ceskych) zavedeno né€kolik magisterskych programi v oboru
matematické biologie.

Stejné jako jiné védni obory, i matematické studium populacni dynamiky
rozsifuje poznatky predevsim prostfednictvim:

sec,

» ucenych spolecnosti“: Nizozemskd spolecnost pro teoretickou biolo-
gii (od roku 1970), Spolecnost pro matematickou biologii (1973), Fran-
kofonni spole&nost pro teoretickou biologii (1985), Cinska spole¢nost
pro matematickou biologii (1985), Japonskd spolecnost pro matema-
tickou biologii (1989), Evropska spole¢nost pro matematickou a teore-
tickou biologii (1991), Latinskoamericka spolecnost pro matematickou
biologii (2002) atd.

e specializovanych odbornych Casopist: Acta Biotheoretica (od roku
1935), Bulletin of Mathematical Biology (1939), Mathematical Bio-
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sciences (1967), Journal of Mathematical Biology (1974), Mathema-
tical Medicine and Biology (1984), Mathematical Population Studies
(1988), Mathematical Biosciences and Engineering (2004), Internatio-
nal Journal of Biomathematics (2008), Biomath (2012) atd.

* konferenci: vyro¢ni zaseddni Spole¢nosti pro matematickou biologii,
Vypocetni a matematickd dynamika populace, Evropskd konference
o matematické a teoretické biologii atd.

V kazdé konkrétni oblasti (demografie, ekologie, populacni genetika, epide-
miologie atd.) I1ze najit dal$i podobné spolecnosti, Casopisy ¢i konference
s riznym podilem matematického modelovani. Zde jsou uvedeny pouze ty,
které se vyslovné hldsi k rozhrani mezi matematikou a jejimi aplikacemi na
populacni dynamiku.

Na zavér bychom doporucili ¢tenafi, aby se sdm podival na ptivodni ¢lan-
ky, které jsou k dispozici na internetu. Jejich adresy jsou uvedeny v odkazech
na konci kazdé kapitoly. Jak kdysi napsal Ronald Fisher o Mendelovi:

,DE€jiny védy znacné utrpély tim, Ze ucitelé pouZzivali prepsané
materidly a ndsledné se vytratily okolnosti a intelektudlni atmo-
sféra, v niz byly ucinény velké objevy minulosti. Studium pa-
vodnich zdroji je vZdy poucné a Casto plné prekvapeni.*

Dalsi c¢teni

1. Bacaér, N.: Approximation of the basic reproduction number %, for vector-
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1091 (2007)
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Kapitola 27

Postscriptum: Matematické modelovani covid-19
v Evropé!

Cesky preklad této knihy vznikl na po&atku roku 2022, kdy jiz dru-
hym rokem probihala pandemie covid-19. Toto obdobi je z hlediska
rozvoje matematického modelovani epidemii velmi vyznamné, a pro-
toze se mnozi Cesti védci pomadhajici s prekladem této knihy do tohoto
prekotného vyvoje zapojili, rozhodli se spolecné s autorem Nicolasem
Bacaérem podélit o své zkuSenosti z tohoto obdobi v této kapitole.

Mnoho matematickych biologli pandemie covid-19 pravdépodobné za-
skocila. Snad ani ne tim, Ze pfisla, ale nepochybné tim, jak obrovskému tlaku
na tvorbu modeld, scénéaii a predikci budouciho vyvoje byli najednou vy-
staveni. Ze svych temnych kancelafi se dostali do svétel ramp, kterymi byli
oslnéni, vétSinou pozitivné. Vysledkem byl prekotny vyvoj novych metod a
pfistupd, vyuZziti znimych modelt i postupné pochopeni a uceni se z nedo-
statkd ¢i rdznych chyb, které se v modelech objevuji a maji vliv na to, jak
realistické jejich vystupy jsou.

Matematické modely se v epidemiologii pouZivaji vice neZ stoleti. Za-
kladni kompartmentovy epidemiologicky model typu SIR je popsan v kapi-
tole 16. Tento mechanisticky pristup k modelovani dynamiky epidemie se
stal jadrem téméf vSech pozdé€jsich modeld, obecnych i té€ch vyvinutych pro
specifické infekce, at’ uz §lo Sifeni viru HIV ¢&i v pfedchozi kapitole 26 zmi-
néné modely nemoci SARS, eboly a chikungunya. Specifikem fady infekcf,
véetné viru SARS-CoV-2 a nasledné nemoci covid-19, je infek¢nost naka-
Zeného jedince uZ pied objevenim se symptomd a dokonce infekénost (byt’
pravdépodobné sniZend) zcela asymptomatickych jedinct. Praveé z tohoto di-
vodu zacali modelafi pracovat s modely odvozenymi z modelu SIR (resp.
SEIR s kompartmentem viru exponovanych osob E), které obsahovaly dalsi
kompartmenty osob detekovanych, asymptomatickych, presymptomatickych,
hospitalizovanych, izolovanych apod. Podobné se pro covid-19 ukézalo jako
velice podstatné model vékove strukturovat, nebot’ jeho klinickd zdvaZnost
zcela evidentné zdvisela na v€ku [Levin, 2020]. Vznikly nové piistupy k od-

"Postscriptum napsala Lenka Pfibylova a Veronika Eclerova.
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haddm parametrt z redlnych dat sbiranych v redlném Case z nemocnic i labo-
ratori. Pravé sbér dat v redlném Case je pro kvalitni odhady budouciho vyvoje
epidemie klicovy. V Ceské republice (Cesku) sbér dat zajist uje Ustav zdra-
votnickych informaci a statistiky Ceské republiky pres Informacni systém in-
fekéni nemoci ISIN a Dispecink intenzivni péce DIP.

Vykonné pocitace umoznily vyvoj a uziti multiagentnich modelt, které
umoziuji simulovat probihajici epidemii na skupiné agentd (jedinci), jejichz
stav je unikatni a urCeny pravdépodobnostmi prechodu potencidlné zavislymi
na mnoha proménnych. Vyhodou tohoto pristupu je mozZnost pracovat s kon-
taktni siti, tj. vytvofit kromé mnoZiny stavd (vnimavy S, exponovany E, in-
fekeni detekovany 7, apod.) také spojnice mezi jednotlivymi agenty a sit’ kon-
taktl tak simulovat t€émito spojnicemi (hranami grafu) a jejich intenzitou. To
umoZznilo simulovat a analyzovat problémy, na které standardni kompartmen-
tové modely nestaci, napf. rodinné kontakty a mezigeneracni pfenos nemoci,
izolaci Casti klastrid v okoli nakaZené populace, detailni trasovani kontaktd,
varianty harmonogramu prezencni/distancni vyuky ve Skoldch v priibéhu epi-
demie apod. Obecnou nevyhodou téchto modell je nutnost provedeni tisicd
paralelnich a ¢asové narocnych opakovéni stejnych simulaci a vysoka citli-
vost na fadu predpokladi. Skupina BISOP, jeden z dilezitych hracd na poli
modelovani epidemie covid-19 v Cesku, takovy multiagentni model vytvo-
fila: obsahuje 30 vrstev kontaktt (rodina, Skola, doprava, apod.) a pfiblizné 56
tisic agentl inspirovanych jednou regindlni oblasti, pfi¢emZ sama kontaktni
sit’ je sloZena z kolem 2,8 miliont hran. Spusténi jedné simulace v délce 300
dnf (i na rychlém pocitaci s 32 procesory Intel(R) Xeon(R) Gold 6226R CPU
2.90GHz) pritom trv4 tisic opakovani az hodinu.

PfestoZe pro Zadnou jinou infekci v historii nebylo v tak kratkém case
sesbirdano tolik datovych sad a provedeno tolik longitudindlnich studii, jsou
tato data stdle netiplnd. Nékteré nedostatky jsou dany principidln€, napt. v za-
znamech nejsou a ani nemohou byt vSechny ndkazy proto, Ze se virus §if{ v
asymptomatické a presymptomatické dobé a neni mozZné testovat a trasovat
celou populaci. Nezndmou proménnou je proto i mira detekce (ascertainment
rate). Chyby vznikaji i pfi testovani samotném, nebot’ rizné testy maji riznou
sensitivitu a specificitu, mohou byt proto falesné negativni i faleSné pozitivni.
Jde o efekt podminéné pravdépodobnosti, ktery mizeme matematicky po-
psat pomoci Bayesova vzorce?. Jak ukazuje nasledujici box, v piipadé nizké
prevalence nemocnych v populaci je antigenni testovani nevhodné, protoze
vede k vysokému procentu fale$né pozitivnich pfipadi. V takovém piipadé je
vhodné provadét konfirmaci PCR testem.

2Koncept tiplné a podminéné pravdépodobnosti je znamy jiz minimalng od 17. stoleti, kdy se
jim zabyval anglicky duchovni Thomas Bayes.
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Zkoumejme t¢innost plo§ného antigenniho testovani ve dvou piipadech:
(i) prevalence nemoci v populaci je 10 %, (ii) prevalence nemoci v po-
pulaci je 1 %. V obou pfipadech predpokladejme, Ze je senzitivita anti-
gennich testu (tj. procento nemocnych, ktefi budou pozitivné testovani)
95 %, a specificita téchto testd (tj. procento zdravych, ktefi budou nega-
tivité testovani) 98 %.

(1) V ptipadé 10 % prevalence onemocnéni v populaci je rozloZeni vy-
sledkd testl nésledujici:

Nemocny | Zdravy | Celkem
Pozitivni 9,50 % 1,80% | 11,30 %
Negativni | 0,50% | 88,20% | 88,70 %

Celkem 10,00% | 90,00% | 100,00 %

Fales$nd negativita testil (tj. procento negativné testovanych, ktef{ jsou
ve skute¢nosti nemocni) je 0,56 % a faleS$nd pozitivita testt (tj. procento
pozitivné testovanych, ktefi jsou ve skutecnosti zdravi) je 15,93 %.

(ii) V ptipadé 1 % prevalence onemocnéni v populaci jsou vysledky né-
sledujici:

Nemocny | Zdravy | Celkem
Pozitivni 0,95 % 1,98 % 2,93 %

Negativni | 0,05% | 97,02% | 97,07 %
Celkem 1,00% | 99,00% | 100,00 %

Fale$nd negativita testl je 0,05 % a fale$na pozitivita testl je 67,58 %.

Dokonce i testovani metodou PCR (polymerdzova fetézova reakce), kterd
je tzv. zlatym standardem, miZe byt zdrojem chyby, je-li neinfekéni osoba
oznaCena za pozitivni kvili fragmentim virové RNA ve vzorku. A k chybdm
pochopitelné dochdzi i pfi samotném sbéru dat. MizZe jit o ndhodné chyby
jednotliveu pii zapisu dat do systému, chyby prfi odbéru, zmény metodiky ¢i
systematickd podhodnoceni/nadhodnoceni vlivem epidemie samotné. Uvedu
nékolik piikladd. Nahodné chyby pfi zapisu se stanou a pravdépodobné nebu-
dou mit zadny vychylujici vliv, ale nékdy miZe dojit k vyznamné vychylujici
covidu umoziiovalo vyjet na dovolenou. Diky tomu se najednou velké mnoz-
stvi lidi obrétilo na laboratofe, aby jim dodate¢né potvrdili difve provedené
testy, které se chybou nezapsaly do systému. Tento vykyv v datech vypadal
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jako rozhoteni epidemie. Systematicka chyba se projevuje i na datech zve-
fejiovanych WHO pro jednotlivé zemé, kdy denni piirtstky hospitalizaci a
umrti se odecitaji z dennich kumulativnich hodnot a neopravuji se zp&tné,
priCemZ samotnd zatiZeni nemocnic epidemii ovliviiuji zdpis hospitalizaci a
umrti v redlném Case a zpétné zdpisy a opravy se na ndrodni Urovni béZné
provadéji.

Dosud modelované epidemie probihaly vétSinou pfirozené. Nékteré difve
vyvinuté modely sice zjednodusené pracovaly napf. s vakcinaci nebo sezén-
nosti viru, ale jinak popisovaly vcelku prirozeny vyvoj epidemie. Epidemie
covid-19 vsak byla vyrazné ovlivnéna neustdlymi zménami lidského chovani
a tedy poctu epidemiologicky vyznamnych kontaktti. Tyto zmény byly vy-
voldny zavedenim ¢i ruSenim ploSnych nefarmaceutickych opatfeni, omeze-
nimi pohybu, noSenim rousek &i respirdtort, zptisobem trasovani, vyvojem
vakcinace, ale také strachem lidi z infekce samotné. Modely na tuto situaci
reagovaly zahrnutim kontaktni struktury populace, mobility, redlnych dat o
priubéhu vakcinace, ¢i vicevariantnimi verzemi zahrnujicimi nastup a dyna-
miku novych variant. Proto je také v kazdé zemi zcela odliSny a unikatni
priibéh epidemie, 13 se napiiklad hrubd mira smrtnosti CFR3 nebo zatizeni
nemocniéni péce. Tyto rozdily, vCetné napiiklad rozdilné vékové struktury
obyvatelstva ¢i miry a kvality socidlni péCe v rGznych stitech svéta, snadno
vedou k dezinterpretacim. Zatimco napriklad v Africe je dle tdaji z roku
2019 podil osob starsich 65 let mensi neZ 5 %, v Evropé tvoii tato vékova
skupina témét 20 % populace.

Pres vSechny tyto problémy, nedostatky a odliSnosti byla tvorba scéndid
vyvoje epidemie ¢i kratkodobych predikci zaloZenych na dostupnych datech
v dobé pandemie covid-19 nezbytna. Spolecenska poptavka tlacila na mate-
matické modelafe, aby v redlném Case probihajici epidemie vytvareli modely,
analyzovali data a poskytovali ndstin budouciho vyvoje. Termin rychld véda
(rapid science) nabral zcela jinou dimenzi. B€hem prvnich 4 mésicl pande-
mie bylo publikovano témér 20 000 riznych védeckych ¢lankl o covid-19,
z nichZ tfetina jako preprinty. K tomu statisice medidlnich vystupt snaZicich
se reagovat na otdzky politiki a vefejnosti. Casto se studie a statistiky zpra-
covavaly po nocich a jejich vysledky byly zvefejiiovany jako tiskové zpravy.
Takovym piipadem byla i britskd klinickd studie Recovery testujici 1écbu
covid-19 pomoci levného steroidu dexametazon. Ten pravdépodobné sniZil
pocet umrt{ u kriticky nemocnych pacientli na podpore dychani az o jednu
tretinu. Kdyz epidemiolog z Oxfordské univerzity, sir Peter William Horby,
jednoho patecniho vecera uvidél vysledek studie, citil pry smés nadseni a tz-

37atimco CFR (case fatality ratio) je podil imrti po diagnostikované ndkaze, a zavisi tedy na
mife detekce, IFR (infection fatality ratio) je podil umrti po ndkaze, tedy i té nedetekované.
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kosti. NadSeni z toho, Ze se mu podafilo najit Zivot zachrariujici 1é¢bu covid-
19 a tzkost z toho, zda je vysledek spravny. M¢l obavu zvefejnit vysledek,
ktery by mohl byt Spatny nebo zavadéjici. Statistici pracovali cely vikend, aby
tfikrat zkontrolovali v§echny analyzy a hledali v datech ptipadné diry. Teprve
poté, co si Horby a jeho spolufeSitel Martin Landray byli jisti, Ze je vysle-
dek spolehlivy, podélili se o n€j se svétem v ttery 16. Cervna 2020 v tiskové
zprave. Jesté ten den se 1€k zacal pouZzivat v celé Britdnii a celosvétové do
konce roku 2021 zachranil odhadem jeden milion Zivotd.

Oproti tomuto tdspechu stoji pripady, kdy nerecenzované preprinty umoz-
nily publikaci praci, které by v dané formé publikovany nebyly, pokud by
prosly kritickou oponenturou. Takovym piipadem je napiiklad kauza studii
o ivermektinu, coZ je antiparazitikum, které opravdu v mnohych studiich vy-
kazovalo tcinnost proti téZkému pribéhu covid-19. Pozdgji se v§ak ukazalo,
Ze §lo o oblasti s vysokym vyskytem parazitl, kdy nasazeni 1éku pomohlo

z Mz

zlepsSit imunitu velké ¢asti pacientt a G¢inek proti covid-19 tak byl nepiimy.

Obrovskym pozitivem ve vyvoji matematickych modeli a védy obecné
bylo bezprecedentné rychlé sdileni informaci a dat. To umoZznilo vyzkum-
nym pracovnikim zlepsit a zrychlit préci, ziskat zpétnou vazbu od ostatnich
odbornikid a vytvofit mezioborové kontakty. Vznikly platformy pro sdileni
dat, vysledka i predikci modelti (napr. platforma Evropského stfediska pro
prevenci a kontrolu nemoci ECDC Forecast Hub). K tomu pfispély i soci-
alni sité, takZe se nedd obecné fict, Ze béhem pandemie plnily jen negativni
roli ve vytvafeni socidlnich bublin, §ifeni dezinformaci a zvySeni polarizace
spolecnosti, ackoli toto bylo a zlistava velkym problémem spole¢nosti.

Evropsti modeléfi se na pravidelnych semindfich ECDC Forecast Hubu
informovali o metodach, které pouZivaji pro predikéni modely. Zminime zde
jen nékteré: bayesovské primérovani modelu (Bayesian model averaging),
optimalizace na umrti, hospitalizace, na odhad exponovanych osob, velikost
zasazenych klastri, metody citlivostni analyzy apod. Matematické modely
publikované na ECDC Forecast Hubu jsou agregovdny na zdkladé optima-
lizace do spole¢ného modelu, ktery vykazuje velmi dobré predikéni schop-
nosti. Zaroven je publikovéana retrospektivni evaluace vSech zverejiiovanych
modeld, coz umoznuje jejich dlouhodubé porovnani mezi sebou i s realitou.

Jist€ bude potieba modely, vysledky, metody, i publikované ¢lanky podro-
bit diikladné retrospektivni analyze, ale neni pochyb o tom, Ze se matematické
modelovani epidemii béhem par let pandemie covid-19 posunulo obrovsky
kuptedu.
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