
HAL Id: hal-03660062
https://hal.science/hal-03660062

Submitted on 5 May 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Estimation d’une fonction de moments conditionnels
sous des conditions locales par l’estimateur à noyau

Carlos Tenreiro

To cite this version:
Carlos Tenreiro. Estimation d’une fonction de moments conditionnels sous des conditions locales par
l’estimateur à noyau. Annales de l’ISUP, 1995, XXXIX (3), pp.37-56. �hal-03660062�

https://hal.science/hal-03660062
https://hal.archives-ouvertes.fr


Pub. Inst. StcU. Univ. Paris
XXXIXJase. 3,1995, 37 à 56

37

Estimation d’une fonction de moments
conditionnels sous des conditions
locales par l’estimateur à noyau

Carlos TENREIRO*

Departamenlo de Matemâiica, Universidade de Coimbra

Mois clés: Estimateurs par noyau, stationnarité, mélangeance.

Key words and phrases: Kernel estimators, stationarity, mixing.
Classification AMS 1991: 62G07, 62G05.

RÉSUMÉ

On établit, sous des conditions locales, la convergence et la normalité asymptotique d’une
classe d’estimateurs par noyau fondés sur un processus strictement stationnaire et mélangeant.
Cette classe contient les estimateurs par noyau usuels de la densité et de l’espérance condi-
tionnelle, ainsi que ceux de toute fonction suffisamment régulière de telles quantités: variance
conditionnelle, coefficient d’asymetrie conditionnel, kurtosis conditionnelle,....

ABSTRACT

We establish under local conditions 1-he convergence and asymptotic normality of a class
of kernel estimators based on a strictly stationary mixing sequence. This class contains the
usual kernel estimators of the density function and of the conditional expectation, as well as

those of any sufficiently regular function of these quantities: conditional variance, coefficient of
conditional skewness, conditional kurtosis,....

1 Introduction et notations

Nous étudions dans ce papier une classe d’estimateurs à noyau qui inclut ceux de la
densité, d’abord proposé par Rosenblatt [16] et étudié par Parzen [13], et de la fonction
de régression, proposé indépendamment par Watson [24] et Nadaraya [12], ainsi que ceux
de toute fonction suffisamment régulière de telles quantités: rapports de moments con-

ditionnels, variance conditionnelle, kurtosis conditionnelle, coefficient d’asymetrie condi-
tionnel,....

Nous considérons G 2Z) un processus stochastique de dimension d, fortement
stationnaire, et notons pour i G ZZ:

(U) Vi = (Xi+. Xi+i) et IV, = (XiXi-„ .... Xi-,,),
où q G JN et s, s0,..., sg G IN sont fixés au départ avec 0 = sq < Si < • • • < s, et s > 0.

Ce travail a bénéficié de l’appui de la JNICT et du Gouvernement Français.
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On suppose que Wo admet une densité / par rapport à la mesure de Lebesgue sur IRr
avec d! — d(q +1). Si g = (<71,... ,gp) et sont des applications mesurables connues de
(IR )* dans IRP et de IRP dans IRP , respectivement, nous nous intéressons aux estimateurs
du paramètre fonctionnel ^(x) = $(m(g, x)f(x)), de la forme <t>n(x) = $(<7„(x)), avec
m(<7,x) = E[g(V0)\W0 = x] et

|4w lèê - #0 .
\ *=1 11 » = 1 /

où x G IRd . Pour r = 1,... ,p, (/ir(n)) est une suite de réels strictement positifs, tendant
vers zéro lorsque n tend vers l’infini, et Krt/lrçn)(-) = °ù es^ un

noyau sur ïïld , c’est-à-dire, Kr est une application de IRd dans IR intégrable, telle que

fR4> I<r(x)dx = 1.
Nous obtenons la convergence en probabilité (ou en moyenne quadratique) de l’esti-

mateur <f>n(x), pour x G IRd , ainsi que la convergence des lois de dimension finie du pro-
cessus empirique (<£„(x),x G IRd ). Ces résultats qu’on présente dans les Sections 3 et 4,
généralisent au cas multivarié ceux de Robinson [15], sur l’estimation non paramétrique
de la densité de la loi de Wo [0 = 1, $(tt) = u,u G IR], et de l’espérance conditionnelle
E[h(V0)\W0 = x] [g = (1, Ai), $(tt, v) = G IR\ {0}>u G IR], et nous permettent
d’obtenir de façon simple des résultats„de convergence pour d’autres paramètres fonc-
tionnels conditionnels.

Suivant la ligne de Robinson [15], et en utilisant une technique de démonstration
classique (voir aussi Rosenblatt [18] et Bosq et Lecoutre [1]), ces résultats sont dérivés
pour une sous-classe des processus a-mélangeants (cf. Rosenblatt [16]), en imposant
des hypothèses locales sur (des versions) des paramètres fonctionnels qu’on veut estimer,
ainsi que sur d’autres paramètres liés, au lieu de conditions globales imposées par exemple
dans les travaux de Yakowitz [25] et Roussas [22]. Pour cela, nous avons été conduits
à utiliser dans la construction de l’estimateur à noyau, des noyaux à support borné.
De plus, l’introduction d’hypothèses locales sur certains moments conditionnels croisés
où intervient l’application g (voir Rosenblatt [19] pg. 199), nous permet d’utiliser des
conditions sur la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de mélange plus faibles
que celles considérées dans Robinson [15], dans le cas où |flr|| n’est pas bornée. Ces
hypothèses sont discutées dans la Section 2.

Diverses applications sont proposées dans la Section 5. Nous considérons le problème
classique de l’estimation de la densité de probabilité de Wo qui contient comme cas
particulier l’estimation de la densité marginale du processus (X,-,i G ZZ), puis celui de
l’estimation de la moyenne conditionnelle qui inclut l’estimation de la régression. Dans ce
dernier cas nous justifions la pratique courante consistant à retenir dans l’estimateur de
la régression un seul noyau et une seule suite. Nous terminons en énonçant des résultats
sur trois autres paramètres conditionnels: la variance conditionnelle et les coefficients
d’asymétrie et de kurtosis conditionnels. Si l’estimation de la variance conditionnelle
peut permettre de détecter la présence éventuelle d’un effet hétéroscédastique dans la
série des observations, la construction de régions ponctuelles de confiance asymptotiques
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pour les deux derniers paramètres, permet de tester une conséquence de l’hypothèse de
normalité de la loi conditionnelle, en comparant respectivement à 0 et à 3 les coefficients
estimés d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, et que l’on peut utiliser pour effectuer
des recherches sur l’adéquation de l’hypothèse de normalité conditionnelle sur les erreurs

ARCII(l) d’un processus autorégressif d’ordre un (cf. Gouriéroux [7] pg. 35-41). Re-
marquons que dans ce dernier cas, le fait qu’il ne s’agisse pas de vrais résidus demande
des hypothèses supplémentaires sur le noyau et sur la suite hn que celles considérées par
la suite (cf. Gouriéroux, Monfort et Tenreiro [8]).

Les démonstrations des divers résultats sont rassemblées dans la Section 6.

Nous désignons par 13X l’ensemble des applications bornées dans un voisinage de x;

Cx l’ensemble des applications continues en x; Ax(oi) (c*G]0,1] ) l’ensemble des appli-
cations a-lipschitziennes en x; Vx(m) (m G IN*) l’ensemble des applications dont leurs
composantes admettent des dérivées partielles d’ordre m continues dans x; et BX(M,6)
l’ensemble des applications bornées par M > 0 dans un voisinage 6 > 0 de x.

2 Hypothèses principales
En plus de la stationnarité forte, nous imposons diverses hypothèses de régularité sur le
processus (Xi,i G ZZ). Celles-ci pourront concerner son comportement asymptotique ou
la régularité de ses moments conditionnels.

2.1 Mélangeance
Soit F™, n,m G ZZ U {—oo,+oo} la tribu engendrée par les variables {Xi,n < i < m).
La dépendance entre le passé et le futur Ff+0°, pour i G IN*, peut être mesurée par
le nombre (cf. Rosenblatt [17])

(2.1) «(*) = sup \P(AH B) - P(A)P(B)\.
A^F-oo

Définition 2.2 Le processus (Xi,i G ZZ) est de type Alpha(y), avec 7G]0,1], s’il existe
r€]0, tel que

+ O0

XV(o< °°-
»=i

Un processus de type Alpha{y) pour y G]0,1] est évidemment «-mélangeant (ou
fortement mélangeant), c’est-à-dire, «(i) —► 0, si i —*■ +oo. La condition Alpha(y) est
impliquée par d’autres conditions sur la vitesse à laquelle a(i) tend vers zéro. Elle
l’est par exemple, si a(t') = 0(/>*') avec 0 < p < 1, cas de certains processus ARMA
multivariés ou bilinéaires réels fondés sur des bruits blancs i.i.d. (cf. Pliam et Tran [14] et
Mokkadem [10]) et de certains processus autorégressifs d’ordre 1, avec hétéroscédasticité
conditionnelle de type ARCH, TARCH ou /?-ARCH (cf. Diebolt et Guégan [4]), si a(i) =
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0(irp*) avec 0<p<letr>0, cas des processus autorégressifs d’ordre 1, fondés sur un

bruit blanc i.i.d. de Cauchy (cf. Gastwirth et Rubin [6]), si o(t) = O(-v) avec c > 1 + -,

cas de certains processus gaussiens dont la covariance satisfait cov(Xo,Xi) = 0(|î'|“a),
avec a > 2 -f - (cf. Doukhan [5] pg. 59), ou si a(î) = 0 pour i > m, cas des processus

qui admettent une représentation moyenne mobile d’ordre m, ou plus généralement des
processus m-dépendants. Par contre, si a(i) = avec C>0ete<l + ^-, la condition
Alpha(y) n’est pas satisfaite.

2.2 Moments conditionnels croisés

Etant donnés xi,...,xt, T points de IR** , notons par /fp(xi,..., x?), avec p G IN*,
l’ensemble des applications g de (IR“)* dans 1RP, pour lesquelles il existe M > 0 et 6 > 0
tels que:

|lr*(^>ilirïVô)| I Xi = -, Wo = •) S nr,»=i0(,(..),..), si 1 < < < «„
£[lî(H)llï(H>)l I Wi = ;W„= 6 nI,l=1%.,*.)(AM). si i > s„

où n(x) = x0, si x = (x0,zi xq) G (IRd)î+1, et f(witw0) (* > sq) et f(Xitw0)
(1 < i < sq) désignent respectivement les densités de probabilité des vecteurs (Wi,Wo)
et (X,-, Wo), dont on admet l’existence. De plus, notons Vp(x), pour p G IN* et x G ntd ,

l’ensemble des applications g = (<7i,• • •,<7p) de (1R<<), dans IRP, telles que gr G
pour r = 1,... ,p.

Les deux ensembles d’indices i > sq et 1 < i < sq considérés ci-dessus, correspondent
respectivement à la situation où il n’y a pas de variables communes à W,- et Wo, et celle
où on ne peut pas toujours admettre l’existence de la densité du couple (W,-, Wo). Ce
dernier cas peut être illustré lorsqu’on estime £[Xi|Xo = •,X-2 = •] où \Xi.i G ZZ) est
un processus réel. On a W; = (X,-, X,-_2), et pour i = sq = 2 il n’existe pas la densité du
vecteur (W,-, Wo).

Le principal avantage dans l’introduction de la condition précédente sur les moments
conditionnels croisés est celui de permettre d’unifier la présentation des résultats des
sections suivantes dans les cas où g est ou non bornée. Une telle condition apparaît
comme une extension de la condition, sur les densités jointes, utilisée dans Robinson [15]
pg. 191, ou de celle considérée dans Rosenblatt [19] pg. 199. Lorsqu’il existe R > 0
tel que ^(^(Vo)! < R) = 1, ce qui est en particulier vrai si g est bornée ou si fx0 est
à support borné et g est continue, la condition g G Afp(xi,... ,xt) se réduit en effet à
1 € Afp(xi,... ,xt), c’est-à-dire, il existe M > 0 et 6 > 0 tels que:

f(Xi,W0) G na,6=:l^(>r(r«).*0> si 1 ^ ^ S?>

f{w,,w0) G
La restriction la plus importante introduite, soit par la condition 1 G ,...,xr),
soit par g G Np(x\,... ,xr), n’est pas le fait de demander que les applications qui y
sont introduites soient bornées dans un voisinage des points signalés, mais surtout que
cela soit uniforme en i. Dans le cas des processus m-dépendants et tenant compte de
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l’indépendance entre les variables Wi et Wo pour i > sq + m, la condition d’uniformité
introduite par 1 G est satisfaite si fw0 est bornée dans un voisinage
des points xi,...,xr, tandis que celle introduite par g G Afp(xi,... ,xt) est satisfaite
si m(|<7||2r) et fw0 sont bornées dans un voisinage des points xj, ...,xr, car pour

• d!
i > Sq + s -f m et u, v G IR on a:

|WflW%l \Wi = v,W0 = n]f(VViiWo)(v,u)
< ^1/2[1<7(K)|2 I Wi = v,Wo = «]^1/2[|<7(Vb)||2 | Wi = V, W0 = u]f{WitWo)(v,u)
= (m(l<7Ï2, v)»«(|<7Ï2, u))

Lorsque qu’il existe les densités de probabilité f(Vi,Wi,v0,w0) des vecteurs (Vf, Wi, Vb, Wo),
pour i > s + sq, par exemple, en cas de processus gaussiens, on remarque que cette
condition d’uniformité porte sur les densités jointes des vecteurs (Vf , Wi) et (Vo,Wo)
pour i assez grand, car pour u,v G IR. on a:

StWWMWftà \w, = v,Wo = u]f(Wi,Wo)(v,u)
= / / \9{x)llg(y)\ftVitWi,v0,Wo)(x^v>yiu)dxdy.J(IV*)' •/(R*')'

2.3 Le cas Markovien

Si (Xi,i G 2Z) est un processus de Markov d’ordre 1, et si nous nous intéressons à
l’estimation de <j>{x) = $(£%(X1)|.X'o = x]/(x)), nous discutons maintenant les hy-
pothèses 1 G Np(xi,... ,xt) et g £ Afp(xi,... , xy), où xi,...,xt sont des points
donnés dans IRd. La condition 1 G Np{x\,... ,xt), qui se réduit à: il existe M > 0
et S > 0 tels que f(Xi,x0)(-,’) € (\lb=lB(XaiCb)(M,6), si i > 1, est satisfaite si /*„(•) et
^Peeiv1 fxi\x0=x(") sont bornées dans un voisinage des points xi,..., xr, où /ama^sO
désigne la densité de la loi X\ conditionnée par Xq = x. En effet, nous avons pour i > 1
et u, u G IR/*:

f(XitX0)(V,«) = fXo(u) / fXi\Xj-i=x(v)fXi-i\Xo=u(a'')dx
< fÀ'o(u) sup /a',|Xo=*(u)-

La condition g G J\fp(xi,..., xy), qui se réduit à: il existe M > 0 et 6 > 0 tels que
£[||‘7(*.+i)IIII<7(*i)II | | |j| = •]/(*.,*„)(•, •) e nr,6=i%..xfc)(M>6)> si *" > 1, est
satisfaite si les applications U, = É A'oO et supx€iv. fXl|A'0=*(-) sont
bornées dans un voisinage des points x1}..., xT. En effet, pour i = 1 et u, v G IR/*, il suffit
de remarquer que £[||<7(*.+i)III<K*i)1 | X{ = v,X0 = u] = |0(tO|£[k(*i)ll*o = v].
Pour i > 1 et u, v G IR/*, nous avons:

•£[ifl,('^»+l)Iflfl,(^l)|| | Xi — V,Xq = u]f(Xi,X0){v>u)
- Jni Jnd B^(î')H5,(Z)Il/A-(+,|A,=v(î/)/A:.|A1=a;(v)/A1|Ao=«(X)/^o(M)^rfî/
< fxo(«) sup féMiâÊÊÈÈÊÈm’^ÊÊgtÊÈmt = ü

arglV*
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3 Convergence en probabilité
Théorème 3.1 Soit x un point de IRd , et <Ê «ne application de IRP dans 1RP continue
en m(g, x)/(æ). On suppose:

0 < oo pour un 8 > 0;
ü) m(y> ')/(') € Cx;
iii) m(|y||2+V)/(-) G Bx;
iv) g G Vp{x);
v) (Xi,i G 2Z) esf de type Alpha(-^f);
vi) pour r = 1,... ,p, hr(n)—>0, n/ij? (n) —>+00, si n—►+00;
vii) pour r = 1,... ,p, le noyau Kr est borné à support borné.

Alors

<j>n(x)—+<f>(x), en probabilité, sin—++00.

On remarque que si <$ est linéaire, nous pouvons, sous les conditions du théorème
précédent, déduire la convergence en moyenne quadratique de <f>n(x) vers <j>(x), lorsque
n tend vers l’infini.

4 Normalité asymptotique
On dit que le noyau K sur IRrf est d’ordre m (m G IN*), si:

[ |u|m|A’(u)|ofu < 00 et [ u“l ...«? K(u)du = 0,
JW JW

pour 0 < 1 ai < m» ai,•. • ,a# G IN et u = («i,u2, • • . ,u<f')•

Théorème 4.1 Soient x\,... ,xt, T points distincts de IRr et $ une application de IRP
dans IRP différentiable en m(g, Xi)f(xi),..., m(y, X7’)/(xt’), dont la matrice jacobienne
de taille (p1 ,p) au point y sera désignée par ^(y). Soit (hn) une suite de nombres réels
strictement positifs telle que hn—*0 et nh„ —»+oo, lorsque n—++00. On suppose:

i) E\g(Vo)\2+6 < 00 pour un 6 > 0;
ü)m{g'g, •)/(•) G flJLi IP
üi)m(|9P+', •)/(•) e
iv) g G Mp{xx,...,xT);
v) (X,-,£ G ZZ) est de type Alpha(^j);
vi) pour r = 1,... ,p, hr(n) crhn, cr > 0;

et considérons les trois systèmes d’hypothèses:

Hl) m(y, •)/(•) € njli pour un a G]0,1], nh£+2a —► 0, n —► +00, et pour
r = 1,... ,p, Kr est un noyau borné à support borné.

H2) m(y, •)/(•) € Pour un 171 e n/ijf+2m—►O.n —»-+oo, et pour
r = 1,... ,p, Kr est un noyau d’ordre m, borné à support borné.

**3) m(y, •)/(•) G nJLiîM™), Pour un m e n/i|f+2m —► 1, n-*+00, et pour
r = 1,... ,p, Kr est un noyau d’ordre m, borné à support borné.
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a) Si l’un des systèmes d’hypothèses Hj) ou H2) est satisfait, alors le vecteur ligne

(4-2) \JnK - <j)(Xj)\j = 1

converge en loi, lorsque n—►+00, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de
covariance

™(9>xi)f(xi)) (m^, *;)/(*,•))

où pouri,j = 1 la matrice a pour éléments

(4.4) <x*ry = m(grgri,Xj)f(xj) / KrtCr{u)Kr.iCr,{xi)du 6X.-Xj,
J K*'

pour r,r' = 1,.. ,,p, où 6X est la fonction indicatrice de l’ensemble {0} évaluée au point x.

b) Si le système d’hypothèses H3) est satisfait, alors le vecteur ligne (4.2) converge
en loi, lorsque n—++00, vers la loi normale de moyenne

(am(m(sr, •)/(•). H c)(æi) (jff) (m(fi<>xj)f(xj)); j =
I il

ou pour x € ïïl ,

(4.3)

Am(m(<7, •)/(')> K> c)(x)

.. UimKr(it)du
dm (m(gr, >)/(•))

dxi1 • • • dxim
r = 1

et dont la matrice de covariance est donnée dans (4.3).

Notons que la dynamique du processus n’intervient pas dans l’expression de la matrice
de covariance asymptotique (4.3) et qu’il y a indépendance asymptotique des composantes
du vecteur étudié. Ceci résulte du caractère local du paramètre fonctionnel <!>(•), mais
surtout de la condition de mélange imposée au processus, comme on peut le déduire de
Rosenblatt [20] pg. 84-87.

Sous certaines conditions alternatives on peut encore assurer la validité des résultats
précédents (voir la démonstration du Lemme 6.5):

(1) Les hypothèses g G Vp(x) et g & Afp{x\ xT), peuvent être remplacées, respec-
tivement, par 1 G Vp(x) et 1 G ffp(x\,..., ær), en admettant que le processus (X,-, t G Z)
est de type Alpha(-^j). On retrouve ainsi les conditions utilisées dans Robinson [15] pg.
189/

(2) Lorsqu’il existe R > 0 tel que P(||fir(K))|| < R) = 1, on peut prendre 6 aussi grand
que l’on veut, et il suflit alors que la condition “(X,-,£ G ZZ) est de type Alpha(l)”, soit
satisfaite au lieu des hypothèses v) des théorèmes précédents.
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5 Applications
Les résultats que nous présentons dans les paragraphes suivants sont des conséquences
du Théorème 4.1. Tenant compte du Théorème 3.1, ils nous permettent de construire
des régions ponctuelles de confiance asymptotique pour les divers paramètres d’intérêt,
sur lesquels nous ne considérons, par simplicité d’exposition, que des hypothèses de
différentiabilité. On notera par n_^+) N(0,1) la convergence en loi vers la loi nor-
male standard sur IR.

5.1 Estimation de la densité

Considérons l’estimateur par noyau de la densité de probabilité / de Wo évaluée au point
x G IRd , défini, pour n 6 IN*, par

(5.i) /»(*) = -£*».(*-W)n
i=î

où hn est un réel strictement positif dépendant de n et K est un noyau sur IR*1 .

Théorème 5.2 Soit x un point de IRd . On suppose:

i) f G Vg(m), pour un m> 1;
ii) 1 G
iii) (Xi,i G Z5) est de type Alpha(l);
iv) n/i£+2m —*0 et n/i^ —*+oo, n—*+oo;
v) K est un noyau d’ordre m, borné à support borné.

Alors

(/«(*)-/(*)) N(o, f(x) I I<2(u)du\.
» »w+oo \ J /

Si on prend = Xi dans (5.1), /„(•) est l’estimateur à noyau de la densité marginale
du processus observé (Xi,i G Z). Dans ce cas la condition 1 G .A/i(:c), se réduit à: il
existe M > 0 et 6 > 0 tels que f(Xi,x0) G S), pour i > 1.

5.2 Estimation de la moyenne conditionnelle
Soit g une application réelle mesurable sur (IR )*. Considérons pour x G IR , l’estima-
teur de la moyenne conditionnelle m(g,x), défini par

n n

(5.3) mn(g,x) = Y29(V'ïKl’hi(n)(x ~ Wi)/ ^2 “ W’ès
»=1 i=l

où pour r = 1,2, hr(n) = crhn, avec cr > 0, hn est un réel strictement positif dépendant
j/

de n, et Kr un noyau sur IR .

Théorème 5.4 Soit x un point de IRd où /(•) est non nulle. On suppose:

i) E\g(Vo)\2+s < co pour un 6 > 0;
ii) /(•), ™(g, •) G T>x(m), pour un m > 1; 1
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iii) m(g2, •) G Cx;
iv) m(|</|2+V) e Bs;
v) (l.fiO eMW;
vi) (X{,i G ZZ) est de type Alpha^-^j);
vii) nh*+2m —+0 et —++oo, n—►+00;
viii) KltK2 sont des noyaux d’ordre m, bornés à support borné.

Alors

yn/if (mn(g,x) - m(g,x)),
converge en loi, lorsque «—*-foo, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

/(*) (m(<72,a;) f K2 (u)du + m2 (g, x) [ [K% (u) - 2I<liCl(u)K2,cM\duf Jn*' Jn4

Si on note par {r2(/<’iiCl, A^.cj) la variance asymptotique précédente, nous concluons
facilement que-a2[KiiCl, Ki,ct) < o-2(/^i,cu ^2,ca)- Le choix des noyaux doit être donc
effectué de façon que K\,cx = ^2,c7- Ainsi, d’un point de vue asymptotique, et si on se
limite à la classe des estimateurs de la forme (5.3), nous pouvons dans l’estimation de
m(y, •) nous restreindre à ceux construits avec un seul noyau et une seule suite. Nous
justifions ainsi cette pratique courante. Si on prend K\ = K2 = K et /ii(n) == h2(ri) = hn,
nous obtenons le résultat classique

Jnh% ( mn(g, x) - m(g, x) ) n( 0y n—*+oo \

Var[y(Vb) | W0 = x]
/(*)

5.3 Estimation de la variance conditionnelle

Soit g une application réelle mesurable sur (lRrf )3 et considérons pour x G lRd , l’estima-
teur de la variance conditionnelle Var[g(Vo) | Wq = x] défini par

vn(g,x) - ~Y^32{yi)Khn{x ~ Wi)/fn(x) - m„(g,x)n
,=i

où hn est un réel strictement positif dépendant de n, K est un noyau sur IR'1 , fn(x) est
défini par (5.1) et mn(y,x) est défini par (5.3) avec Kv — K2 = K et fii(n) = h2(n) = hn.

»/

Théorème 5.5 Soit x un point de IR où /(•) est non nulle. On suppose:
1 S|9(Vo)I4+< < oo pour un 6 > 0/
ii) /(•)» m(g, •). m(g2, ) G Vx{m), pour un m > 1;
iii) m(g3, •)> *j £ Cx;
iv) m(|y|4+V) G Bx;
v) (1,<7><72) € -^3(x);
vi) (Àr,-,i G ZZ) est de type Alpha{-~);
vii) nh„+2m —*0 et n/ijf —► +oo, n—»+oo;
viii) K est un noyau d’ordre m, borné à support borné.

Alors

y/nh^ (vn(gtx) - Var[g{yQ) | W0 = x]),
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converge en loi, lorsque n >+oo, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

y - m(g,x))7 | W0 = x].
5.4 Estimation des coefficients d’asymétrie et de kurtosis condi-

tionnels

Si (Xit i G 7L) est un processus réel, les coefficients d’asymétrie et de kurtosis condition-
nels sont définis, pour x G IRr , avec d' = q -f 1, respectivement par:

Hl S[(XI-£[Ar1|W0=x])3| W0 = x]
7U ^[(Xi -9Bjgg = *])J I w0 = x] ’ e

E[(Xy - E[X\\Wq = x])4 \Wo = x]
mx> E*[{Xl-E{X1\W0 = x)y\W0 = x]-

Nous allons énoncer des propriétés de normalité asymptotique d’estimateurs de ces

paramètres. Etant donnée la complexité des calculs dans le cas général, on se limite ici
à la présentation du cas où E\X^\Wq = x] = 0. Nous pouvons donc écrire:

7iW = *(/(*),£[*? | W0 = x)f(x),E{XÏ | Wo = x]f(x)), et

y2(x) = $(/(*),£[A-,2 | W0 = *]/(*), £[;*■? | W0 = *]/(*)),
où '&(u,v,w) = et <£(u,v,iu) = pour u,v,w G IR. Si K est un noyau sur IRd
et hn > 0, considérons les estimateurs à noyau de ces paramètres donnés par:

, ' (g,. *».(«- *?+.*>.(« - m
- (U.i X^IioAx-Wi))3'2

. ' E"=, *>-(« - Wj)ELi x}„Kh.(z - Wj)
72'"1

On notera par id l’application identité dans IR.

et

Théorème 5.6 Soit x un point de IRrf où /(•) et E[XI\Wq — •] sont non nulles. On
suppose:

i) £pO|6+i < oo pour un 6 > 0;
ii) /(•), E[Xl\W0 = •], E[Xf\W0 = •] G Vx(m), pour un m > 1;
iii) E[X\\W0 = •], E[Xf\W0 = •] G Cx;
iv) EÜXtf+'Wb =j •] € Bx;
v) (1 ,id2,id3) G

vi) (X{,i G ZZ) est de type Alpha(ç^);
vii) n/ijf+2m—►0 et nh* —+-foo, n—♦+oo;
viii) K est un noyau d’ordre m, borné à support borné.

Alors

\fnK (7i.»(*)-7i(*)).



47

converge en loi, lorsque n—►+00, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

f(x) Lk.*i_ r m 1 (e{xî\w0=x)
m L“ {u)dl 1 E=[Xl\Wa = x) 3 g^ifiw,=lri(x)+BS-~1)7?w i •

Théorème 5.7 Soit x un point de IR/* où /(•) et E[X2\Wq = •] sont non nulles. On
suppose:

i) i?|Xi|8+< < oo pour un 6 > 0;
ii) /(•), E[Xl\WQ - •], ||||fll| = •] G Vx(m), pour un m > 1;
iii) E[Xf\W0 = •], E[Xf\W0 = •] G Cs;
iv) EilXif+^Wo = ■] G Ex!
v) (l,id2,id4) 6
vi) (Xi}i G TL) est de type Alpha{^);
vii) n/i{f+2m—►() et n/iff —► + oo, n—f+oo;
t>m) K est un noyau d’ordre m, borné à support borné.

Alors

\Jnh* (72,n(^)-72(a:)),
converge en loi, lorsque n—»+oo, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

1

/(*)
E[Xf\W0 = x]
E4[X2\W0 = x]

E[Xi\Wq = x]
E3[X2\W0 = x] 72(x) ~ 72

Pour x G IR*1 fixé, les résultats suivants nous permettent de fonder des tests sur les
coefficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, sous l’hypothèse de normalité de la
loi conditionnelle de X\ sachant que W0 = x. Soit fn{x) défini par (5.1).

Corollaire 5.8 Dans les conditions du Théorème 5.6, et sous l’hypothèse de normalité
de la loi de X\ conditionnée par Wq = x, on a

7'1"®- VM*) — AT(0,1).

Corollaire 5.9 Dans les conditions du Théorème 5.7, et sous l’hypothèse de normalité
de la loi de Xi conditionnée par Wq = x, on a

SpK s/JJx) -L N(0,1).V ^/24fRé, IO(n)du

6 Démonstrations

Dans les lemmes suivants nous présentons quelques propriétés asymptotiques de l’esti-
mateur à noyau ÿn(’)> que nous utilisons pour dériver les résultats de convergence 3.1 et
4.1 pour l’estimateur ^,»(*). On commence cependant par énoncer sans démonstration,
deux résultats préliminaires. Le premier est à l’origine de l’introduction des hypothèses
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sur les moments conditionnels croisés. Le deuxième établit la vitesse de convergence vers

zéro du reste d’ordre n de la série <**(*)» Pour t où a(i) est le coefficient de
mélange d’ordre t d’un processus de type Alpha(y).

Lemine 6.1 Soient x un point de IR4, (<7»)»eN* une famille d’applications intégrables
de IR4 dans IR, et <p une application de IR4 dans IR intégrable à support borné. Si
supt€N. JRl |<fr(y)|dy < oo, et on admet que les applications gi,i G IN*, sont par rapport
à i, uniformément bornées dans un voisinage 6 > 0 de x, alors lorsque h—*0, on a

izvLm{y)^^)dy=o{i)-
Lemine 6.2 Soit 7G]0,1], fixé. Soit (X,-,z G ZZ) un processus stochastique fortement
stationnaire dont le coefficient de mélange est défini par (2.1). Les propositions suivantes
sont équivalentes:

i) (Xi,i G ZZ) est de type Alpha^y);
ii) étant donnés s,t > 0 avec yL_ = y^-, existe rj > 0 tel que

+oo

n*+n V^t*4(i)—*■0, lorsque n—► -foo.

Notons pour x G p|| et n G IN*, gn(x) = (tfi.nfa), • • • ,9p,n(x)), où pour r = 1 ,...,p,

(«•3) **<*>“^£*«>*'(w)’
avec Vi et Wi, pour i G ZZ, définis par (1.1). Le lemme suivant, nous permet de préciser,
pour x, y G IR** et r, r' — 1,... ,p, le comportement asymptotique de la covariance

C°v(ffr,n(X),ffr',n(y))
—

nùrf,(n) \ r< \9r,x(Zo)gr',y{Zo)\
n— 1 . \

(6.4) +A-/(n) X&&^m,ÈÊp)i=l

où Zi = (Vi, W»), et

9r,x{,Zi) — Çr(Vi)Ki( (x-Wi
Mn) 9r(Vi)Kr

x-Wj

hr(n)

j

J

L’étude du terme de covariance de l’égalité (6.4) nous conduit à l’introduction de
conditions sur la vitesse de convergence vers zéro du coefficient de mélange et aussi à
l’imposition de conditions de régularité sur certains moments conditionnels croisés. Ces
conditions nous permettent de conclure que le terme de variance de l’égalité précédente
est plus significatif que celui de covariance. A
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Lemme 6.5 Soient x,y € IRd , et (hn) une suite de nombres réels strictement positifs
telle que hn —» 0,n —* -foo. On suppose: i) E\g{Vo)\2+6 < oo, pour un 8 > 0; ii)
™(g'g, •)/(•) € cxncy; iii) m(I|ÿ|2+i, •)/(•) 6 5,0 By; iv) g € ffP(x, y); v) (Xiti e TL)
est de type Alpha(^^); vi) pour r — l,...,p, hr(n) = crhn,cr > 0, et les noyaux I<r,
sont bornés à support borné. Alors, pour r, r' = 1,... ,p:

a) lim hnd'E\gr,x(Z0)gr',y(Zo)] = m(grgr', x)f(x) / I<r ( — ) Kr> ( — ) du 8x-y.n—»+oo Jni» \Cr ) \Cr'J
+oo

b) Y}E^rAZi)9r',y{ZQ))\ = 0.
»=1

Démonstration: Le comportement asymptotique du terme de variance s’obtient en

utilisant la démarche classique employée par Bosq et Lecoutre [1] pg. 87. Pour obtenir
b), nous majorons le terme général de la série en utilisant soit l’inégalité de Davydov
[3], soit l’hypothèse g € Afp(x,y). Ainsi, on a pour i > s + sq, d’après le Lemme 6.1 et
l’hypothèse iii):

| E\9r,x (%i )dr',y (Eq )] |

ffr (Vi)Kr
X-Wj

hr(n)

2+6

Eî+> sÂwmSÈÊÊl
\ /ir/(n)

2+6

< 8- s - sq)E*f*

D’autre part, on a pour i > 1:

\E[grAZi)Sr'AZo))\ = |e [iJr(V,)Kr gAVo)I<r'(l^)l I + O
Le Lemme 6.1, et les hypothèses iv) et vi), nous permettent d’obtenir les développements
suivants:

sup
i>»q

E 9r(Vi)Kr gr'{y0)Kr> ^ ‘ °r 1 y—r- I yr'\roj**r' \ , / \
\ Mn) J \ Mn)

sup f E[\gr(Vi)\ \gr'(Vo)\ | Wi = u, W0 = v]f(w ^ Ju.u)

= mm
hr{n)J r \/iP#(n)

y — v
dudv

et, en notant y?r(«) = sup \I<r(u,xi}..., a?g)|, pour u € IRd,et x = (x0,xlt... ,xq),
Xl,...,XqÇRé

on a pour 1 < i < sq :

JRdxRJ

X.<pr

WÆ

gp - U

hr(n)
Br

y- v

M")
dudv
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En résumé, on a, uniformément en i, que \E[9r,x{Zi)gr< ty{Zo)\\ est un o{h*+d), R
1 < i < Sq, et un 0(h^d ), si * > sq.

D’après les majorations précédentes et en désignant par [x] la partie entière de x, on
a pour 0 < £ < 1:

+00

K*' KtpfeBf»u®)]j
«=i

i, [(/»n')t_1l + * +N-l
= ^A^'|f:[5r,«(Zi)SrM,(Zo)]|+ Y, ^,'>[jr,«(Zi)9r',ï(Zo)]|

»=1 i=i, + l
+oo

+ Ki'\E[gr^Zt)ar.,y{Za))\

= -o(hi + (h£)( +
+oo

E
ÜM

a (£) \
(hif)5*1'

La conclusion découle maintenant d’après l’hypothèse v), et le Lemme 6.2, qui as-
surent l’existence de tj > 0 tel que nâ+r+'f converge vers zéro, lorsque
n—>+oo. Il suffit donc de prendre £ = + ’?)• ■

Les lemmes suivants permettent d’établir la normalité asymptotique du vecteur aléa-
toire nhd ( <7n (^j ) — m(g,Xj)f(xj) ; j — 1,...,T). La démonstration suivante est
fondée sur la démonstration correspondante, donnée par Rosenblatt [18] pour l’estimateur
de la densité .

Lemme 6.6 Sous les conditions du Théorème ^.1, on a

\/nhn (MtM)~ü 1 *>11 >T) W(0,E),
* n—*+oo

où £ = [Sfj-]. .=1 T, et E,-j est définie par {AA).

Démonstration: Si C' = (Ci,..., Cpt) est un vecteur quelconque de IRP , et en
désignant par Vn le vecteur ligne \Jnh% (gn(xj) — E\gn(xj)]\ j = 1,...,T), nous al-
Ions montrer que VnC converge en loi, lorsque n tend vers l’infini, vers la loi normale de
moyenne zéro et de variance C'YiC. On a

vnc = J2sn<i,

où pour i — 1,... ,n,

p T
Ç(J-l)p+r^ C^/2 (n/lr'(n))1/2 9,r,Xj(Zi)’

Soient r(n) = r, m(n) = m et k(n) = k des suites de nombres entiers convergeant
vers l’infini, telles que:

(6.7) —-*+oo, et k = [—— ],
r m + r



i

51

où [x] désigne la partie entière de x. Considérons la décomposition
n k

Sn,i —

»=1 /=1

où pour r'(n) = r' = r(n) ■+■ s -f- sq — 1:
/m + (/-l)r' J(m+r') n

A,= È Sn,i,B,= £ 5n,,et//= J] 5".*-
»=(/ —l)(m+r')+l i=im+(/— l)r'+l »=Jfc(m+r')+l

La convergence en moyenne quadratique vers zéro des variables jpfLji Bi et H, cor-
respondantes aux paquets de taille petite de la décomposition précédente, réduit le
problème à l’étude de la loi asymptotique de la somme ^/La Ai.

Soit maintenant (Ln) une suite de nombres positifs convergeant vers l’infini, et con-
sidérons pour i — 1,..., n, la décomposition:

P T .

^Ü’-l)P+r 1

ps
où pour v — 1,... ,p et j = 1,..., T:

s».<=+&,<

RB=sÊmêÆÊÊÊ ( 1 - b (x- — Wn-tw- et
hr(n

C,(Z()=Jr,«,(2i)-sU(Zi)-
Soient encore, pour / = 1,..., k:

lm+(l—l)r'

a’, = E
t=(/-l)(m+r')+l

La variable aléatoire 5Z/=i A\\ converge en moyenne quadratique vers zéro, lorsque n
tend vers l’infini. En effet, il suffit de montrer que pour r = 1,... , p et j = 1,... , T, on a

Jfc T 2

E
1

(«a?»)1'2 ti

1

sa •0,n-++oo,

où pour / = 1,..., k,

E
i=(J-l)(m+r')+l

Pour cela, et d’après le Lemme 6.5 b), on a besoin de montrer que h~d\n)E(g"x.(Zq)Y
est négligeable. D’après l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev et le Lemme 6.1, on a:

h;*(n)E{gl,.(Z0)Ÿ

- izmïïL m(l5r|J+f'2)A'KM^)
= o(-i-)+o(^'w) = 0(i).
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Il suffira donc d’étudier la loi limite de la variable §1|HM||| D’après Robinson [15]
(pg. 199), soient:

m(n) = [n>î/n] et r(n) = [n3^],
où rjn —v0,n-4+oo, avec r/n > maxfn-« ,£*1/4J, et en = supJ>n j2cx(j) J 0, lorsque
n—»+oo. Les conditions (6.7) sont évidemment satisfaites. Avec ce choix, les variables
A\}1 = l,...,Jb, peuvent être considérées comme des variables indépendantes. En efFet
(d’après Rosenblatt [18] pg. 207, et le Lemme 1.2 de Ibragimov [9]):

, k v fe k—1

E'fexp^if ^ J — JJ£(exp(î'M[)) < y]40(1 — sq + r' — s)
' j=i ' i=i j=î

= 4(fc(n)-l) or (r(n)),
= O (t;-5^,,)) = O (ï7n5fni/<)
= 0 (£/«) =? ®(i)-

La normalité asymptotique de Yli=i A!\ découlera maintenant de l’application du
théorème de limite centrale de Liapounov (cf. [11] pg. 168). Pour cela, nous allons
établir que:

(6.8)
^ Hrn^ E[A\]2 = C'EC et | lirn^^ E[A\)a = 0.

Nous avons:

;=i /=i

kE[Atf = É E
ri,ra=lii,j3 = l

^(ji - l)p+ri ^(is-l)p+ri

xkE

(crxcryn
m

i m

.(nAj!»)‘/> !>■•*» (Z‘\„fc£(n))l/j £>».**<ZJ)
= E E C(j, -1 )p+r, C(j3- i )p+ra

(crtcr,yp (m-JM»))"72

f=l

Comme — —*1,n—*+oo, le Lemme 6.5 a) permet d’écrire:
P T

lim kE[Ai]2 = CUi-l)P+ri^'Ua-iyp+r2ai\i‘l = C"EC.
«•i,ra=l j3=l

De plus, en utilisant la même démarche et l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev, on conclut
que limn_*+oo kE[A"]2 = 0, ce qui permet d’obtenir la première des conditions (6.8).

Finalement, on a

/ k v 1/4 P T is-i | / -i m 1^\ 1/4

(Ew) -ÉE |c„r7»r (t£[(nA?'(«))I/2Sî;’*’'(Zi)] ) ’
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et pour r = 1,... ,p et j = 1,,T, considérons la décomposition:

1 m SU
kE

.(«^'(n))1/2

=

»i7**a

+ E (£k%(z.J<.,(z.,kU(zü]
•l / < 3 ^ «2 '

+ E
•4 **3

D’après l’hypothèse </ Ç- Sf(xi,...,xx), nous concluons que E[g'r x .(Zo)] =
et sup,->a<i E[g'rx.(Zi)g'rirj(Z0)]2 = 0(L2nh2rd\n)), et donc:

2E^4 ~ 0 ( (n/i^(n.))2^ (m/lr (") + m2h^d'^2(n) + »n4/i^'(n))^
= IpfpBp
= O(Lliï)+ o(l).

Pour obtenir la deuxième condition de (6.8), il suffit maintenant de choisir Ln tel que

« = °( 1). 1 ■

L’emploi de noyaux bornés à support borné nous permettra de préciser la vitesse de
convergence vers zéro du biais ■£[£„(•)] m(<7» •)/(’)> en utilisant des hypothèses locales
sur le paramètre fonctionnel m(g, •)/(')•

Lemme 6.9 Pour j = 1 le vecteur ligne \Jnh% (^[?„(^;)] — m(9,xj)f(xj)),
converge vers zéro, lorsque n tend, vers l’infini, si l’un des systèmes d’hypothèses Hi) ou
H2) est satisfait, et vers Am(m(g, •)/(')> c)(xj)> s* ^ système d’hypothèses H3) est
satisfait.

Démonstration: Pour r — l,... ,p et j = 1 le biais E[grin(xj)\ — m(gr,Xj)f(xj)
admet les développements suivants, selon le système d’hypothèses considéré. Sous Hi)
et pour n assez grand, on a:

|^[^r,n(®i)] ~ Mffr, xj )f(xj) | = lî/*r (") II" I(î/) = 0(/l“(n)).
Sous H2) ou H3), un développement de Taylor de m(gr, •)/(*) dans un voisinage de xj
nous conduit à (voir aussi Bosq et Lecoutre [1] pg. 88):

E\9r,n(xj)] - ™(<7r,Sj)/(Sj)
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= / Kr(u)[m(gr,Xj - uhr(n))f(xj - uhr(n)) - m(gr,xj)f(xj)\duJMM

f K < ’lfv" LÎ( \ BBiMW \\ 7= jU r(u)l;tî“r n),,5=i“ f dxix ■ • • dxij

'■ )/(■»,_ t,_,I dx,-, • --dxir -(xj — ùr(n)id)(l — t)r

D’après le théorème de la convergence dominée, et les conditions imposées sur le noyau

Kr, on obtient

Æ[0r,»»(*,)] “ ™(9r,Xj)f(Xj)

m, 2^ $ dxix---dxi p)'+‘WW)*
Les hypothèses sur la suite (/in) nous permettent maintenant d’obtenir le résultat

annoncé. ■

Etablissons finalement la démonstration des Théorèmes de convergence 3.1 et 4.1:

Démonstration du Théorème 3.1: D’après le Lemme de Bochner (voir Parzen [13]
et Cacoullos [2]) et en suivant la démonstration du Lemme 6.5, on obtient pour x G ïïld
(cf. Bosq et Lecoutre [1] pg. 62), la convergence en moyenne quadratique de ÿn(x)
vers m(y,x)/(x), si n—*+oo, à partir de la convergence correspondante de chacun des
estimateurs gr,n(x) vers m(gr,x)f(x), si n —*■ +oo, pour r = l,...,p. En tenant en
compte les égalités <^n(x) = $(ffn(x)) e** ^(x) — ^(m(ÿ>x)/(x))> où $ est continue en
m(g,x)f(x), on conclut d’après le Théorème de Slutsky (cf. [11] pg. 169) que <f>n(x)
converge en probabilité vers <f>(x), lorsque n tend vers l’infini. ■

Démonstration du Théorème 4.1: On a:

(<t>n(xj) -<f>{Xj)\ j ~

= ($(9n(xi)) -$(™(9,Xj)f(xj)) ;j = 1,...,T)
= ($Û7n(xi))> • • •. $(i7n(xr)) ) - ( $(m(<7,xi)/(xi)),...,$(m(y,xT)f(xT)) )
= $*(</n(xl).---><7n(xT)) - ^W<7,xl)/(xl),...,m(ÿ,XT)/(XT)),

où définie par $*(yi,...,yr) = ($(î/i),• • • >$G/r)), pour yi,...,yr € Htp, est diffé-
rentiable en ( m(g, xj)f(xj) ; j — 1,...,T), puisque par hypothèse <£ est différentiable
dans les points m(y, xi)/(xi),.. .,m(y, xr)/(xx-).

Si l’un des systèmes d’hypothèses Hii ou II2) est satisfait, on conclut, en tenant en
compte des Lemmes 6.6 et 6.9 que le vecteur \/nh% (<£„(x;-) — <f>(xj) ; j — 1,... ,T) con-
verge, lorsque n —*■ +00, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covariance
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(cf. [11], Corollaire 7, pg. 167):

1 T) £ (^) T)
= j^(™(9>xj)f(xj)) )/(*j))

De façon analogue, si le système d’hypothèses H3) est satisfait, le vecteur en étude
converge, lorsque n—+ -+-00, vers la loi normale de moyenne

(a"(m(,,•)/(•).*.<:)(*;) ; j = 1 r)
x (^r) T)

- (Am(m(g,•)/(■),K,c)(xj) (m(g, Xj)f(xj)) ; j = 1,... ,t) ,

et de matrice de covariance définie ci-dessus. ■
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