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RESUME

On établit, sous des conditions locales, la convergence et la normalité asymptotique d’une
classe d’estimateurs par noyau fondés sur un processus strictement stationnaire et mélangeant.
Cette classe contient les estimateurs par noyau usuels de la densité et de ’espérance condi-
tionnelle, ainsi que ceux de toute fonction suffisamment réguliére de telles quantités: variance

conditionnelle, coeflicient d’asymetrie conditionnel, kurtosis conditionnelle,....
ABSTRACT

We establish under local conditions the convergence and asymptotic normality of a class
of kernel estimators based on a strictly stationary mixing sequence. This class contains the
usual kernel estimators of the density [unction and of the conditional expectation, as well as
those of any sufficiently regular function of these quantities: conditional variance, coefficient of

conditional skewness, conditional kurtosis,....

1 Introduction et notations

Nous étudions dans ce papier une classe d’estimateurs & noyau qui inclut ceux de la
densité, d’abord proposé par Rosenblatt [16] et étudié par Parzen [13], et de la fonction
de régression, proposé indépendamment par Watson [24] et Nadaraya [12], ainsi que ceux
de toute fonction suffisamment reguliére de telles quantités: rapports de moments con-
ditionnels, variance conditionnelle, kurtosis conditionnelle, coefficient d’asymetrie condi-
tionnel,....

Nous considérons (X;,i € Z) un processus stochastique de dimension d, fortement

stationnaire, et notons pour i € Z:
(11) Jia— (XH_,,. ook ,X"+1) et W; = (Xi—au,Xi—.u s le'—Jq)’

ol g € IN et 5,50,...,5, € IN sont fixés au départ avec 0 = 59 < 53 < -+ < 5 et 5 > 0.

—_—
b 2 # ” L - .
Ce travail a bénéficié de ’appui de la INICT et du Gouvernement Francais.
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On suppose que Wp admet une densité f par rapport  la mesure de Lebesgue sur IRY
avec d’ = d(g+1). Si g = (g1,...,9p) et ® sont des applications mesurables connues de
(IR?)* dans IR? et de IR” dans IR."’, respectivement, nous nous intéressons aux estimateurs
du paramétre fonctionnel ¢(z) = ®(m(g,z)f(z)), de la forme ¢.(z) = ®(7,(z)), avec
m(g,z) = E[g(Vo)|Wo = z] et

?n(z) = (':rl—L Zgl(%)[(l.fu(ro(x = ‘/Vs)l siviely % Z gP(V!')I(F,hr(ﬂ)(z o WI)) ’

i=1

oz € RY. Pourr=1,...,p, (hr(n)) est une suite de réels strictement positifs, tendant
vers zéro lorsque n tend vers Dinfini, et I, 5 )(-) = E’l(T)K’(W) ou I{, est un

noyau sur IRd‘, c’est-a-dire, K, est une application de R dans IR intégrable, telle que
f“,r () doei=nle

Nous obtenons la convergence en probabilité (ou en moyenne quadratique) de esti-
mateur ¢,(z), pour z € ]Rdr, ainsi que la convergence des lois de dimension finie du pro-
cessus empirique (d:,,(:c), z € IRJJ). Ces résultats qu’on présente dans les Sections 3 et 4,
généralisent au cas multivarié ceux de Robinson [15], sur Iestimation non paramétrique
de la densité de la loi de Wy [g = 1, ®(u) = u,u € IR], et de I’espérance conditionnelle
Eh(Vo)|Wo = z] [g = (1,h), ®(u,v) = %,u € IR\ {0},v € IR], et nous permettent
d’obtenir de fagon simple des résultats-de convergence pour d’autres parametres fonc-
tionnels conditionnels.

Suivant la ligne de Robinson [15], et en utilisant une technique de démonstration
classique (voir aussi Rosenblatt [18] et Bosq et Lecoutre [1]), ces résultats sont dérivés
pour une sous-classe des processus a-mélangeants (cf. Rosenblatt [16]), en imposant
des hypotheéses locales sur (des versions) des parameétres fonctionnels qu’on veut estimer,
ainsi que sur d’autres paramétres liés, au lieu de conditions globales imposées par exemple
dans les travaux de Yakowitz [25) et Roussas [22]. Pour cela, nous avons été conduits
a utiliser dans la construction de estimateur & noyau, des noyaux a support borné.
De plus, I’introduction d’hypothéses locales sur certains moments conditionnels croisés
ot intervient 1’application g (voir Rosenblatt [19] pg. 199), nous permet d’utiliser des
conditions sur la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de mélange plus faibles
que celles considérées dans Robinson [15], dans le cas ou |g|| n’est pas bornée. Ces
hypotheéses sont discutées dans la Section 2.

Diverses applications sont proposées dans la Section 5. Nous considérons le probleme
classique de ’estimation de la densité de probabilité de Wy qui contient comme cas
particulier ’estimation de la densité marginale du processus (X;,i € Z), puis celui de
’estimation de la moyenne conditionnelle qui inclut ’estimation de la régression. Dans ce
dernier cas nous justifions la pratique courante consistant & retenir dans ’estimateur de
la régression un seul noyau et une seule suite. Nous terminons en énongant des résultats
sur trois autres paramétres conditionnels: la variance conditionnelle et les coefficients
d’asymétrie et de kurtosis conditionnels. Si ’estimation de la variance conditionnelle
peut permettre de détecter la présence éventuelle d’un effet hétéroscédastique dans la
série des observations, la construction de régions ponctuelles de confiance asymptotiques
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pour les deux derniers paramétres, permet de tester une conséquence de I’hypothése de
normalité de la loi conditionnelle, en comparant respectivement & 0 et & 3 les coeflicients
estimés d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, et que I’on peut utiliser pour effectuer
des recherches sur ’adéquation de Phypothése de normalité conditionnelle sur les erreurs
ARCH(1) d’un processus autorégressif d’ordre un (cf. Gouriéroux [7] pg. 35-41). Re-
marqueons que dans ce dernier cas, le fait qu’il ne s’agisse pas de vrais résidus demande
des hypotheses supplémentaires sur le noyau et sur la suite b, que celles considérées par
la suite (cf. Gouriéroux, Monfort et Tenreiro [8]).

Les démonstrations des divers résultats sont rassemblées dans la Section 6.

Nous désignons par B, ’ensemble des applications bornées dans un voisinage de z;
C; l'ensemble des applications continues en z; A;(a) (a«€]0,1]) 'ensemble des appli-
cations a-lipschitziennes en z; D.(m) (m € IN") ensemble des applications dont leurs
composantes admettent des dérivées partielles d’ordre m continues dans z; et B.(M, §)
I’ensemble des applications bornées par M > 0 dans un voisinage § > 0 de z.

2 Hypothéses principales

En plus de la stationnarité forte, nous imposons diverses hypothéses de régularité sur le
processus (X;,i € Z). Celles-ci pourront concerner son comportement asymptotique ou
la régularité de ses moments conditionnels.

2.1 Meélangeance

Soit F*, n,m € Z U {—o0,+o0} la tribu engendrée par les variables {Xi,n < i < m}.
La dépendance entre le passé F?_, et le futur F;**, pour i € IN*, peut étre mesurée par
le nombre (cf. Rosenblatt [17])

(2.1) a(i) = Sup |P(An B) — P(A)P(B)|.

Définition 2.2 Le processus (Xi,i € Z) est de type Alpha(y), avec v€]0,1], s'il eziste

reo, '19'0-7[ tel que

+ o0
Doa(i) < oo,

Un processus de type Alpha(y) pour v €]0,1] est évidemment a-mélangeant (ou
fortement mélangeant), c’est-a-dire, a(i) — 0, si i — +co. La condition Alpha(y) est
impliquée par d’autres conditions sur la vitesse a laquelle a(i) tend vers zéro. Elle
Pest par exemple, si a(i) = O(p') avec 0 < p < 1, cas de certains processus ARMA
multivariés ou bilinéaires réels fondés sur des bruits blancs i.i.d. (cf. Pham et Tran [14] et
Mokkadem [10]) et de certains processus autorégressifs d’ordre 1, avec hétéroscédasticité
conditionnelle de type ARCH, TARCH ou -ARCH (cf. Diebolt et Guégan [4]), si a(i) =
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O(i"p') avec 0 < p < 1 et r > 0, cas des processus autorégressifs d’ordre 1, fondés sur un
bruit blanc i.i.d. de Cauchy (cf. Gastwirth et Rubin [6]), si (i) = O(#) avec e > 14 =
cas de certains processus gaussiens dont la covariance satisfait cov(Xo, X;) = O(]i|=9),
avec a > 2+ % (cf. Doukhan [5] pg. 59), ou si a(i) = 0 pour i > m, cas des processus
qui admettent une représentation moyenne mobile d’ordre m, ou plus généralement des
processus m-dépendants. Par contre, si a(i) = g—, avec C >0ete <1+ %, la condition

Alpha(y) n’est pas satisfaite.

2.2 Moments conditionnels croisés

Etant donnés zy,...,z7, T points de Il'{.d', notons par Np(zy,...,z7), avec p € IN*,
I’ensemble des applications g de (IR?)* dans IR?, pour lesquelles il existe M > 0 et § >0
tels que:

i

Ellg(Vlls(Vo)l | Xi = -, Wo = 1fxt..wo)(+) € MeperBiagoaysony si 1 < i < sq,

Ellg(V)llg(Vo)l | Wi = -, Wo = 1fwewa) () € M p=1 Bz 2) (M, 6), 5i i > s,

QUNK(Z) = To, 81 & = (Z0yZly--018q) € (I)FELS o Sowawo) (B > sg) et fix, wo)
(1 <7< s,) désignent respectivement les densités de probabilité des vecteurs (W;, Wp)
et (X;i, W), dont on admet I'existence. De plus, notons P,(z), pour p € IN* et z € ]R"“,
I'ensemble des applications g = (g1,...,gp) de (R%)* dans IRP, telles que g, € Ni(z),

polr T =M

Les deux ensembles d’indices i > 54 et 1 < i < s, considérés ci-dessus, correspondent
respectivement a la situation ou il n’y a pas de variables communes a W; et Wy, et celle
ol on ne peut pas toujours adméttre ’existence de la densité du couple (W;, Wy). Ce
dernier cas peut étre illustré lorsqu’on estime E[X;|Xo = -, X_ = ] ou (X;,i € Z) est
un processus réel. On a W; = (Xj, X;_2), et pour i = 5, = 2 il n’existe pas la densité du
vecteur (W;, Wy).

Le principal avantage dans I'introduction de la condition précédente sur les moments
conditionnels croisés est celui de permettre d’unifier la présentation des résultats des
sections suivantes dans les cas ol g est ou non bornée. Une telle condition apparait
comme une extension de la condition, sur les densités jointes, utilisée dans Robinson [15]
pg. 191, ou de celle considérée dans Rosenblatt [19] pg. 199. Lorsqu’il existe R > 0
tel que P(]g(Vo)]| < R) = 1, ce qui est en particulier vrai si g est bornée ou si fx, est
a support borné et g est continue, la condition g € M,(z1,...,z7) se réduit en effet &
1 € Np(z1,...,z7), c’est-a-dire, il existe M > 0 et § > 0 tels que:

Joxiwe) € ﬂ:,tp:lB(’f(r-).Za)’ sil<i<s,g,

fowawa) € N 4=1Bize,o0)(M, 8), si i > sq.

La restriction la plus importante introduite, soit par la condition 1 € Np(rl,...,z‘r),
soit par ¢ € Np(z1,...,27), n'est pas le fait de demander que les applications qui ¥
sont introduites soient bornées dans un voisinage des points signalés, mais surtout que
cela soit uniforme en i. Dans le cas des processus m-dépendants et tenant compte de



41

I'indépendance entre les variables W; et Wy pour i > s, 4+ m, la condition d’uniformité
introduite par 1 € N,(zy,..., o) est satisfaite si fiy, est bornée dans un voisinage
des points zy,...,z7, tandis que celle introduite par ¢ € Np(z1,...,z7) est satisfaite
si m(lgl?,-) et fw, sont bornées dans un voisinage des points z;,...,zr, car pour
i>s;t+st+tmetuve [Rd' on a:

Ellg(Vlla(Vo)l | Wi = v, Wo = ul fow, we (2, 1)
EJIZ[ug(V.,)IE I Wi =v, W = u]Euzllg(VO)sz 1 Wi=v, Wy = u]f(Wan)(U! "‘)
(m(1g12, v)m(lgl?, w) " fwa (v) fiwo (u).

Lorsque qu’il existe les densités de probabilité fiv, w;,ve,w,) des vecteurs (V;, W;, Vo, Wo),

IA

pour i > s+ s,, par exemple, en cas de processus gaussiens, on remarque que cette

condition d’uniformité porte sur les densités jointes des vecteurs (V;, W;) et (Vo, Wo)
L)

pour i assez grand, car pour u,v € IR? on a:

Ella(V)llg(Vo)l | Wi = v, Wo = ul fowi way (v, )
:j / L)) v v, vo ) (&5 ¥, ¥, u)dady.
(llﬂ)l (l’{d)l

2.3 Le cas Markovien

Si (Xi,i € Z) est un processus de Markov d’ordre 1, et si nous nous intéressons a
Pestimation de ¢(z) = ®(E[g(X1)|Xo = z]f(z)), nous discutons maintenant les hy-
pothéses 1 € Ny(zi1,...,z7) et ¢ € Np(z1,...,21), ol z;,...,zr sont des points
donnés dans IR?. La condition 1 € Np(z1,...,27), qui se réduit a: il existe M > 0
et & > 0 tels que fix; xq)(») € h:ble(,h“)(M,é), si i > 1, est satisfaite si fx,(-) et
SUpeRre fx,|Xo=z(-) sont bornées dans un voisinage des points z1,. .., 27, ou Ix,1x,=x()
désigne la densité de la loi X; conditionnée par Xy = z. En effet, nous avons pour i > 1
et u,v € IR%:

I

fixixa@ ) = Ixo(0) [ | Irixims=e(0) friairame(z)ds

fxo(u) sup fx,|xo==(v).
z€R

IA

La condition g € N,(z1,...,z7), qui se réduit a: il existe M > 0 et § > 0 tels que
Ellg(Xee)llg (X | Xi = - Xo = 1fixixo)(?) € NapetBiza,ea)(M,6), sii > 1, est
satisfaite si les applications |g], E[lg(X1)[|Xo = 7, fxo(") et sup ere fx,|xo=z(-) sont
bornées dans un voisinage des points z1,...,zp. Eneffet, pouri = let u,v € R, il suffit
de remarquer que Eflg(Xer)Hg(X0l | Xi = v, Xo = u] = [g(v)IE{lo(X1)l|Xo = v].
Pour i > 1 et u,v € IR?, nous avons:

Ellg(Xip)g (X | Xi = v, Xo = ufix;,x0)(v, 1)
oo [ YoM x paxms (.3 =D, xomu (2 o ()2
Fxo(8) 50D, i, xome (0)Ella(X)11Xo = ulELg(X0)[1Xo = o]

TE 4

[l

IA
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3 Convergence en probabilité

Théoréme 3.1 Soit z un poini de I.R,d‘, el & une application de IR? dans R” continue
en m(g,z)f(z). On suppose:

i) Elg(Vo)*** < oo pour un § > 0;

i1) m(g, V() € Caj

ii6) m(1g1+%,)1() € Ba;

i) g € Py(2);

v) (Xi,i € ZZ) est de type Alpha(%);

vi) pour r = 1,...,p, h(n)—=0, nh¥ (n)— +oo, si n— +oo;
vii) pourr = 1,...,p, le noyau K, est borné @ support borné.
Alors

on(2)— @(z), en probabilité, sin— +co.

On remarque que si ® est linéaire, nous pouvons, sous les conditions du théoréme
précédent, déduire la convergence en moyenne quadratique de é,(x) vers ¢(z), lorsque

n tend vers infini.

4 Normalité asymptotique

On dit que le noyau K sur IR% est d’ordre m (m e IN"), si:
j Jul™| K (u)|du < co et / it I (u)dui=10,
R? ne’

] I
pour 0 < )::-Lla; <'m, ay,...,as € N et w="(ug,up,.:.,ug).

Théoréme 4.1 Soient zy,...,zp, T points distincis de R* et @ une application de IR?
dans IR?' différentiable en m(g, z,)f(z1),...,m(g,z7)f(z7), dont la mairice jacobienne
de taille (p',p) au point y sera désignée par ‘p(y) Soit (h,) une suite de nombres réels
strictement posilifs telle que h, —0 el nhd — 400, lorsque n—+o0o0. On suppose:

i) Elg(Vo)|?*? < 0o pour un é > 0;

#) m(g's, )() € Moy Cei

i) m(lg|**, ) £(-) € N, Bes

iv) g € N(:cl,..., zp);

v) (Xi,i € Z) est de type Alpha(ﬁa-);

i ourine=l N h s (mi)i=re Jin Je s 0
et considérons les irois systémes d’hypotheéses:

Hy) m(g,")f(-) € ﬂf;l Az, (), pour un a €]0,1], nhd+2® 0, n — 400, et pour

r=1,...,p, K, est un noyau borné a support borné.
Hy) m(g,)f(:) € ﬂ};l’Drj(m), pour un m € IN', nhd +2™ 0, n — +co, et pour
r=1,...,p, K, est un noyau d’ordre m, borné a support borné.

H3) m(g,")f() € ﬂle'D,,.J.(m) pour un m € IN', nhd'+2m 1 n— 4oo, et pour
r=1,...,p, K, est un noyau d’ordre m, borné a support borné.
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a) Si l'un des systémes d’hypothéses Hy) ou Hg) est satisfail, alors le vecteur ligne

(4.2) \fnhg'(gﬁ,,(z'j)—qb(z'j);jz1,...,T),

converge en loi, lorsque n— 00, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de

covariance

9P o\’
(4.3) ——(m(g,2:)f(z:)) Tij (5= ) (mlg,2;)f(x;))

dy dy e

=17
ot pouri,j=1,...,T la mairice &; ; a pour éléments
(4.4) ot = m(arger 5 (5) [ Ko (Ko () B oy
R

pourr,v'=1,...,p, ot 6; est la fonclion indicalrice de I’ensemble {0} évaluée au point .

b) Si le systéme d’hypothéses Hg) est salisfail, alors le vecleur ligne (4.2) converge
en loi, lorsque n— +o00, vers la loi normale de moyenne

(Am(m(g, )1(), K, ) (2;) (%%)’(m(y,zj)f(rj)) W LTy,

I
ot pour z € IRY,

Am(m(gv )f()! A’: c)(r)

=((__3)_m i: Ld'u;l...u;mI\'r(u)duw(I);7‘=1'-~-|P),

m! dazq, -0z,

iasim=1

el dont la mairice de covariance est donnée dans (4.3).

Notons que la dynamique du processus n’intervient pas dans I’expression de la matrice
de covariance asymptotique (4.3) et qu’il y a indépendance asymptotique des composantes
du vecteur étudié. Ceci résulte du caractére local du parametre fonctionnel #(-), mais
surtout de la condition de mélange imposée au processus, comme on peut le déduire de
Rosenblatt [20] pg. 84-87.

Sous certaines conditions alternatives on peut encore assurer la validité des résultats
précédents (voir la démonstration du Lemme 6.5):

(1) Les hypothéses g € P,(z) et g € Np(zy,...,z7), peuvent étre remplacées, respec-
tivement, par 1 € Pp(z) et 1 € Np(zy,...,z7), en admettant que le processus (X, i € 7Z)
est de type Alpha(a—_‘g_—s-). On retrouve ainsi les conditions utilisées dans Robinson [15] pg.
189,

(2) Lorsqu’il existe R > 0 tel que P(Jg(Vo)]| < R) = 1, on peut prendre § aussi grand
que I'on veut, et il suffit alors que la condition “(X;,i € 7Z) est de type Alpha(1)”, soit
satisfaite au lieu des hypothéses v) des théorémes précédents.



5 Applications

Les résultats que nous présentons dans les paragraphes suivants sont des conséquences
du Théoréeme 4.1. Tenant compte du Théoréme 3.1, ils nous permettent de construire
des régions ponctuelles de confiance asymptotique pour les divers paramétres d’intérét,
sur lesquels nous ne considérons, par simplicité d’exposition, que des hypotheéses de

4, N(0,1) la convergence en loi vers la loi nor-

différentiabilité. On notera par | 7=,

male standard sur IR.

5.1 Estimation de la densité

Considérons l’estimateur par noyau de la densité de probabilité f de Wy évaluée au point
z € R¥, défini, pour n € IN', par

(5.1) Ja®) = =3 Kn, (= = W)
i=1

ou h, est un réel strictement positif dépendant de n et K est un noyau sur R .

Théoréme 5.2 Soit z un point de RY. On suppose:
i) f € Do(m), pour un m > 1;
ii) l1e N1(.'L‘),‘
i) (X, € Z) est de type Alpha(1);

d'42m

iv) nhg —0 et nhd —+oco, n— +o0;

v) K est un noyau d’ordre m, borné a support borné.

Alors
\/@ (falz) = f(2)) “ﬁm N (0, f(=z) /R . K?(u)du).

Si on prend W; = X; dans (5.1), f.(-) est I’estimateur & noyau de la densité marginale
du processus observé (X;,i € Z). Dans ce cas la condition 1 € N(z), se réduit a: il
existe M > 0 et 6 > 0 tels que fix, x,) € Bz,z)(M,6), pouri> 1.

5.2 Estimation de la moyenne conditionnelle

Soit g une application réelle mesurable sur (IR‘V)’. Considérons pour z € IR.d’, ’estima-

teur de la moyenne conditionnelle m(g,z), défini par

(5.3) mu(g,z ZQ’ Vi) K1 hy(n)( W)/Zf\z ha(n) (2 — Wi),

ot pour v = 1,2, hy(n) = ¢ hy, avec ¢, > 0, h, est un réel strictement positif dépendant

de n, et K, un noyau sur llld'.

Théoréme 5.4 Soil z un point de IR”" ot f(-) est non nulle. On suppose:
i) Elg(Vo)|>*¢ < oo pour un § > 0;
i) f(-), m(g,-) € Dz(m), pour un m > 1;
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iii) m(g?,-) € Cz;

3-0) m(lgl2+6’ ) = B:r:;

U) (119) € Nz(l‘),‘

vi) (X;,i € ZZ) est de type Alpha(i—j:-s);

vii) nhd +2™ 0 et nh% — 400, n— +o0;

viii) Ky, Ko sont des noyauz d’ordre m, bornés d support borné.

Alors
\/nhd (ma(g,z) — m(g,z)),

converge en loi, lorsque n— 4o, vers la loi normale de moyenne zéro el de variance
@ [ Kt mie,0) [ 10 - 2600 () Kacs ] )
R

Si on note par 0?(K1,¢,, K3,c,) la variance asymptotique précédente, nous concluons
facilement que-'dz(.f(l,c“Kl_c,) < 02(!{1|¢1,I£'2|¢,). Le choix des noyaux doit étre donc
eflectué de fagon que K; ., = Ka.,. Ainsi, d’un point de vue asymptotique, et si on se
limite & la classe des estimateurs de la forme (5.3), nous pouvons dans l’estimation de
m(g, ) nous restreindre & ceux construits avec un seul noyau et une seule suite. Nous
justifions ainsi cette pratique courante. Sion prend Ky = Ky = K et hy(n) = ha(n) = hq,
nous obtenons le résultat classique

m(mnw, ) %’w N(O Var[g(V})(l)Wo == fnd‘ K’(u)du).

5.3 Estimation de la variance conditionnelle

Soit ¢ une application réelle mesurable sur (l[l"")"| et considérons pour = € ]Rdr, I’estima-
teur de la variance conditionnelle Var[g(Vy) | Wp = z] défini par

g,.":) Zgz(vi)lffl (Z:HW)/f" m?\(g!z)

ou h, est un réel strictement positif dépendant de n, K est un noyau sur IRd', Sa(z) est
défini par (5.1) et m, (g, =) est défini par (5.3) avec K| = 3 = K et hi(n) = ha(n) = ha.

Théoréme 5.5 Soit z un point de RY oi f(-) est non nulle. On suppose:
i) E|g(Vo)|**® < co pour un § > 0;
i) f(-), m(g,-), m(g%,) € Dz(m), pour un m > 1;
i) m(g®, ), m(g*,") € Ca;
i) m(lgl*+,) € Bu;
v) (1,9,9%) € Na(z);
vi) (X;,1 € ZZ) est de type Alpha(q‘j);
vii) nhd'+2m 0 et nhd — +00, n— +o0;
viti) K est un noyau d’ordre m, borné d support borné.
Alors

\/nhd' (va(g,z) — Var[g(Vo) | Wo = 2]),

e




converge en loi, lorsque n— 400, vers la lot normale de moyenne zéro el de variance

1
f(z)

]Rd'ﬁ'z(u)du Var[(g(Vo) - m(g,2))? | Wo = ).

5.4 Estimation des coefficients d’asymétrie et de kurtosis condi-
tionnels

Si (X;,i € Z) est un processus réel, les coefficients d’asymétrie et de kurtosis condition-

nels sont définis, pour z € lR,dr, avec d' = q + 1, respectivement par:

E[(X, - E[X,|W, = z])® | Wy = 1]

= B (X; = B Wo = 22 [ Wo = o] et

E[(X1 — E[X1|Wo = z])* | Wo = 2]
E2[(XI = E[XIIWO = .’L‘])z | Wg = Z:] ]

Nous allons énoncer des propriétés de normalité asymptotique d’estimateurs de ces

72(2) =

parameétres. Etant donnée la complexité des calculs dans le cas général, on se limite ici
a la présentation du cas ou E[X,;|Wy = z] = 0. Nous pouvons donc écrire:

71(z) = ¥ (f(z), BIXT | Wo = 2]f(2), E[X] | Wo = 2)f(2)), et

v2(z) = ®( f(z), E[X] | Wo = 2]f(2), E[X} | Wo = z)f(=)),

ou ¥(u,v,w) = %;—;i’- et ®(u,v,w) = Y3, pour u,v,w € IR. Si K est un noyau sur R?

et hn > 0, considérons les estimateurs & noyau de ces parameétres donnés par:
g =
(2?51 Kh,(z = Wj)) ! Yoimy X1 Kna (2 — W0)
(Ei Xi2+lKh..(r =~ ij))aﬁ .
Y=y Kno (2 = W5) 0o X K, (2 — W)

(Z?=1 Xi2+1Khn("’ i W-'))z
On notera par id ’application identité dans IR.

T,(z) = et

()=

Théoréme 5.6 Soil z un point de R o f() et E[X}|Wy = -] sont non nulles. On
suppose:

i) E| X, < oo pour un 6 > 0;

i) f(+), E[XE|Wo = ], E[X?|Wo =] € Do(m), pour un m > 1;

i1) E[X7|Wo =], E[X?|Wo =] €Cs;

i) B[ Xy [P+ |Wo = ] € Be;

v) (L,id?,id) € Na(z);

vi) (X;,1 € ZZ) est de type A!pha(s—_‘:_d-);

vii) nhd+2™ 0 et nhd — 400, n— +oo0;

viit) K est un noyau d’ordre m, borné d support borné.

Alors
Vrhd (v10(2) = 1i(2) ),
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converge en lot, lorsque n—+o00, vers la loi normale de moyenne zéro el de variance

) E[Xslw{):T] E[X5|W =3:} 1
T e 1 {EJ[XIIZIWO =] S EIw = g () + g (9@ — 1)vf(z)}'

Théoréme 5.7 Soil z un point de R ou () et E[X}|Wo = -] sonl non nulles. On
suppose:

i) E|X1|3+ < co pour un § > 0;

i) f(-), E[X}|W, =], E[X}|Wo = -] € D.(m), pour un m > 1;

iii) E[X}|Wo = ], E[X}|Wo =] €Cz;

iv) E[| X1 P+ |Wo = ] € Bs;

v) (1,id?,id%) € Na(z);

vi) (X;,1 € ZZ) est de lype Alpha(g_%);

vii) nhﬁ""zm—ﬂ) el nhzl — 400, n— 400,

viii) K est un noyau d’ordre m, borné d support borné.

Alors
V/nhd (120(2) = 12(2)),

converge en loi, lorsque n— oo, vers la lot normale de moyenne zéro et de variance

1 2 E[XF|Wo = 2] = E[X?|Wo = z] ) e A 30z
5 o 10000 B 1~ B = )~ o) + )

Pour z € IRY fixé, les résultats suivants nous permettent de fonder des tests sur les
coefficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, sous I’hypothése de normalité de la
loi conditionnelle de X, sachant que Wy = z. Soit f.(z) défini par (5.1).

Corollaire 5.8 Dans les conditions du Théoréme 5.6, el sous Uhypothése de normalité
de la loi de X condilionnée par Wy = z, on a

\/nhd 7. (2) G — N1,
J15 fror K2(u)du n—s+00

Corollaire 5.9 Dans les conditions du Théoréme 5.7, el sous Uhypothése de normalité

de la loi de X, conditionnée par Wy =z, on a

otz =0 @) — N(O,1).

/24 [ K?(u)du i

6 Démonstrations

Dans les lemmes suivants nous présentons quelques propriétés asymptotiques de I'esti-
mateur & noyau g,(+), que nous utilisons pour dériver les résultats de convergence 3.1 et
4.1 pour lestimateur ¢,(-). On commence cependant par énoncer sans démonstration,
deux résultats préliminaires. Le premier est & Porigine de I'introduction des hypothéses



sur les moments conditionnels croisés. Le deuxiéme établit la vitesse de convergence vers
zéro du reste d’ordre n de la série ) ;o a'(i), pour t > T4 ol a(i) est le coefficient de
mélange d’ordre i d’un processus de type Alpha(y).

Lemme 6.1 Socient z un point de IR', (9:)ien une famille d’applications intégrables
de IR' dans IR, et ¢ une application de IR' dans IR intégrable @ support borné. Si
sup;ene Jre 19i(¥)ldy < o0, et on admet que les applications g;,i € N, sont par rapport
@ i, uniformément bornées dans un voisinage § > 0 de z, alors lorsque h—0, on a

1 T—y .
sup h_'./;v y:(y)w(—h—) dy = O(1).

Lemme 6.2 Soit vy €]0,1], fizé. Soil (X;,i € Z) un processus stochastique foriement
stationnaire dont le coefficient de mélange est défini par (2.1). Les propositions suivanies
sont équivalentes:

i) (Xi,i € Z) est de type Alpha(y);

ii) étant donnés s,t > 0 avec 5 = 1=, il existe n > 0 tel que

T4y
+00

nlin Za'(i)—ro, lorsque n—+co.
i=n

Notons pour z € RY et n e I, 7.02) = (01 n]2)) - v50p nkz])), 00 pour r= 1,..5:7

(6.3) grn(z) = nhd;(n) 29 (VK- (xh_(:{)]{) '
r =] §

avec V; et W;, pour ¢ € Z, définis par (1.1). Le lemme suivant, nous permet de préciser,

pour z,y € R et r,7' =1,...,p, le comportement asymptotique de la covariance

cov(grn(z), 9 (¥))

= nh;:(n) (h’:'d‘(n)E[gr,z(zo)gr‘,y(ZQ)]

n—1 5
(6.4) +h2 8 (1) 3 (1= 2){E l0r2(Z0)9ry (Z0) + E [grr.y(z;)gr.z(zo)l}).

i=1

ot Z; = (Vi, Wi), et
ore(2) = (W (2258) - B [an i (3550) |

L’étude du terme de covariance de I’égalité (6.4) nous conduit & l'introduction de
conditions sur la vitesse de convergence vers zéro du coefficient de mélange et aussi &
'imposition de conditions de régularité sur certains moments conditionnels croisés. Ces
conditions nous permettent de conclure que le terme de variance de I’égalité précédente
est plus significatif que celui de covariance.
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Lemme 6.5 Soieni z,y € RY, et (hn) une suite de nombres réels sirictement positifs
telle que h, — 0,n — +oco. On suppose: i) E|lg(Vo)|**® < oo, pour un & > 0; ii)
(g9, V() € Ca NGy iii) m(lgI+4,)f() € B N By; iv) g € Np(2,0); v) (Xasi € Z)
est de lype Alpha(#‘é); vi) pourr = 1,...,p, he(n) = ¢ hy,cr > 0, el les noyaur K,
sont bornés & support borné. Alors, pour r,v' = 1,...,p:

a) nﬂllloo]l;d‘E[g,-.x(Zg)gr#'y(Zo)] = m(g,.g,:,x)f(;c)/“ e ( )K ( T )dué, —y
+co
b) Jim h2® S| Blr<(Z0)ger,y (Z0))] = 0.

Démonstration: Le comportement asymptotique du terme de variance s’obtient en
utilisant la démarche classique employée par Bosq et Lecoutre [1] pg. 87. Pour obtenir
b), nous majorons le terme général de la série en utilisant soit l'inégalité de Davydov
[3], soit ’hypothése g € Np(z,y). Ainsi, on a pour i > s+ s,, d’aprés le Lemme 6.1 et
hypotheése iii):

|E[gr,z(zi)gr’,y(zﬂ)]!

80:_-F5(z —5— sq)E'_-FF

246
E+%

- y— W Aké
ar (o)t (402

IA

g- (Vi) Kr (h (M)/')

o (a’-"h(i —-5— sq)(hﬂ')ﬁ‘) ;

D’autre part, on a pour ¢ > 1:

= oo (g vome ()|

Le Lemme 6.1, et les hypothéses iv) et vi), nous permettent d’obtenir les développements

+0 (hf‘d’) 5

lE[gr,z:(Zi)gr‘ ,y(Zﬂ)]l =

suivants:
o B o0 () o000 (5 (n))”
< swp [ Bl ()l lar V6)] | Wi = Wo = ol fow,ame(.9)
il (e ) e ()
=0
et, en notant ¢, (u) = 1D |K, (1,21, . ..,2,)|, pour u € R?, et z = (2o, z1,...,Z,),

onapourl<i<sg:

[”'(V”"(f @ ))g' Vgt ( e )”

< [ Bl (Al lar (V)] | X = w,Wo = olfx, (1)
RIxR?

<o (Gey ) Vel (e ) e

= O(hf“"’d).
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En résumé, on a, uniformément en i, que |E[g,.,,,(Z,-)g,.rly(Zo)]l est un O(h,‘_’:"“’), si
1< i< s, et un O(h2),sii> s,

D’aprés les majorations précédentes et en désignant par [z] la partie entiére de z, on
apour 0 < €< 1t

+o0
hy? S| Blor,(2:) g0y (Z0)])|

i=1
o (&) s taqg-1
= Y hyY|Elgr =(Zi)gr y(20)]| + Vo) hi® | Elgrs(Z2:)9r,4(Z0)]|
i=1 i=sg+1
+ oo .
* Z: h® |Elgr,z(Zi)gr 4 (20)]|

i=((A)6 s ksg

o0 L
y aHE (i
o(mra+ > 29,
d'y 3438
i=(nye-) (AE)

La conclusion découle maintenant d’aprés ’hypothése v), et le Lemme 6.2, qui as-
surent l’existence de n > 0 tel que nTHHn E;’:‘; oﬁi?(i) converge vers zéro, lorsque
n— +oco. Il suffit donc de prendre & = 1,7/(2+_‘5 + 7). |

Il

Les lemmes suivants permettent d’établir la normalité asymptotique du vecteur aléa-
toire \/nhd (7,(z;) — m(g,z;)f(z;); j = 1,...,T). La démonstration suivante est
fondée sur la démonstration correspondante, donnée par Rosenblatt [18] pour I’estimateur

de la densité .

Lemme 6.6 Sous les conditions du Théoréme 4.1, on a

d

v/ nhe (7.(z;) — E.(z5)] ;i =1,...,T) el N(0, X),
ot X = [E‘-i].‘,,‘:L...,T' et X;; est définie par (4.4).
Démonstration: Si C' = (Cy,...,Cpr) est un vecteur quelconque de IRPT, et en

désignant par V;, le vecteur ligne \/nhd (g,(z;) — E[@a(z;)]; 7 = 1,...,T), nous al-
lons montrer que V,C converge en loi, lorsque n tend vers 'infini, vers la loi normale de

moyenne zéro et de variance C'XC. On a
n
VD‘IC = § Sn,is
i=1

ciipeuri: =120 n
= 1

P
Cli=1)p+r
Sni = 2,0 = T8 (R a2

r=lj=1 Cr

Soient r(n) = r, m(n) = m et k(n) = k des suites de nombres entiers convergeant
vers l'infini, telles que:

(6.7) 1;——++oo, et k= [—

],

m+r
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ol [z] désigne la partie entiere de . Considérons la décomposition

n k
D Sni= (Ai+B)+H,

1= I=1

ot pour r'(n) =1 =r(n) +s+s; — L:

Im4(1-1)r' i(m+r') n
di= Dy SSnmiBimog S e WS et g S0 1Y
i=(I-1)(m+r")+1 i=im4(I=1)r'+1 i=k(m+r/)+1

La convergence en moyenne quadratique vers zéro des variables ZLI B et H, cor-
respondantes aux paquets de taille petite de la décomposition précédente, réduit le
probléme a I’étude de la loi asymptotique de la somme ZLI Ar.

Soit maintenant (L,) une suite de nombres positifs convergeant vers l'infini, et con-
sidérons pour i = 1,...,n, la décomposition:

C ] 1 " r}
Si= 3y I G (T e (B0 + 072, (Z0} = S+ S0

r=1;j=1 Cr

olipour i = [yt si=11 N

9r,2,(Zi) = 9- (V) g, vy <. K (%) [g'(v°)n'9f("° iz s (r _(:;ju)] v

-qf.z,-(zi) = grz,;(Zi) — 9:,;,(21')-
Soient encore, pour | = 1,...,k:

Im+(I=1)r'
A = > Shir et Al = A — Aj.
i=(l=1)(m+r)+1

La variable aléatoire Zle A}, converge en moyenne quadratique vers zéro, lorsque n
tend vers I'infini. En effet, il suffit de montrer que pourr=1,...,pet j=1,...,T,ona

k 2
1 5
E [‘(-ﬂhg'(“))llg ; VEJ] —DO, n—f+00!

ol pour I =1,...,k,
I'm+(l-1)r'

ji= I

i=(I-1)(m+r')+1
Pour cela, et d’aprés le Lemme 6.5 b), on a besoin de montrer que by 4 (n)E(g! '2;(Z0))?
est négligeable. D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev et le Lemme 6.1, on a:

(n E(gr x,(zo))

7 hd'(n)/ [gr(vo)][|9r("o I>L. | Wo = Z]I ( he (n )) f(2)dz +O(hd (n))

TR Jo 0102 (G5 ) 0+ 02 )
= o(flf:) +O0(he (n)) = o(1).

IA
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Il suffira donc d’étudier la loi limite de la variable Zle Aj. D’aprés Robinson [15]
(pg. 199), soient:
m(n) = [nllfnn] et r(n) = [n%q?‘],
ou 7, — 0,n — 400, avec 7, > max(n‘%,ef,,,), ebilen i — supjz,,j?a(j) 1 0, lorsque
n— +00. Les conditions (6.7) sont évidemment satisfaites. Avec ce choix, les variables
Ap,l = 1,...,k, peuvent étre considérées comme des variables indépendantes. En effet
(d’aprés Rosenblatt [18] pg. 207, et le Lemme 1.2 de Ibragimov [9]):

k k k-1
E(exp (it Z A})) — H E(exp(itA;))‘ 240:(1 —s,+1"—3)
=1 =1

= 4(k(n) - 1)a(r(n)),
= 0 (ﬂ;scr(n)) = O( ;anlﬂ)
= i [ g

IA

La normalité asymptotique de }:Ll A} découlera maintenant de I'application du
théoréme de limite centrale de Liapounov (cf. [11] pg. 168). Pour cela, nous allons

établir que:

k
(6.8) , Jim ZE[A J}=C'EC et lim 3 E[A) =0.
=1

Nous avons:

P T

Ceii - Cy;
1 2 (i—=Dp+ri“(ja~1)p+ra
kE[Al] = Z Z (Crlcr,)d‘lz

ri,ra=1j,ja=1

1 % 1 e
xkE[-—--r-——— Iy (Gi) e ¥ Oraa; (Z')]
(ﬂhfl (n))”z E 1 n( )(nhg:(n))1/2 g r2,%3 \ )
T
A E 5 Clia- l)p+r.C(;=—1)p+r: 1
c"l C":)d‘” (hrl (W')h!‘:r(ﬂ))d"{2

riyra=1ji,ja=1

{Aﬂc[gﬂ Ty (Zo)grﬂ Fia (ZG)]

+kTm Z(l i #) {E[gr:,r,'l (Zi)yrz.x,', (ZU)] ar E[gr:.r;, (Zi).'?rn.r,'l (ZD)]} }

i=1
Comme ""' —1,n—+o00, le Lemme 6.5 a) permet d’écrire:

2 T
Jim kB[ = 30 30 Ci-vpn Clis-1para0iiy = C'EC.

ri,ra=1j;,ja=1
De plus, en utilisant la méme démarche et I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, on conclut
que limy_ 400 kE[AY]? = 0, ce qui permet d’obtenir la premiére des conditions (6.8).

Finalement, on a

k . 1/4 2. T IC(] fipd i 1 m p 4y 1/4
] = i 7 .
(Z el ) <2 ler|472 (kﬂ[(nh“'(n))l/z Egr-t:'(z')] ) i
=1 r=1j=1 r r i=1
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et pourr=1,...,pet j=1,...,T, considérons la décomposition:
1 m 4
o e —— ! .
"“E[(nhdl(n))llz Zgr,z,'(zt):l
% =1

k '
(hE (m))? E{Elgr-n“’h)l“
ar E E[gi?z,-(Zal)g;.,).(Z;,)(g;,zj(z,.l) it g:’,z}'(ziq) )]
i1 #£ia
+ % (Bl (B, (Bl 2]
iy Zia#ia
+ Z E[g:-,z,(Zi‘)9‘;',_.,,(3;,)g;‘zj(zia)g:.zj(zi‘)]) }

i Rig#ig
LPESLY

D’aprés I’hypothése ¢ € N(z;,...,zr), nous concluons que 1:7[5,1,'.._?,.(Zg)]‘1 =
O(Lihf'(n)), et sup;s,, E[gﬂ".z;’(zi)g:—,:j(zﬂ)lz = O(Lﬁhfd'(n))’ et donc:

k
D ElAl

k , ' '
Oy P (b (0) + b 2(a) 4 29 ) )

O(L2 ) +o(1)
= O(Lin}) + o(1).

Pour obtenir la deuxiéme condition de (6.8), il suffit maintenant de choisir L,, tel que
e
BEnsi=vo(1). |

L’emploi de noyaux bornés a support borné nous permettra de préciser la vitesse de
convergence vers zéro du biais E[g,(-)] — m(g,-)f(-), en utilisant des hypotheses locales
sur le parameétre fonctionnel m(g,-)f(:)-

Lemme 6.9 Pour j = 1,...,T, le vecteur ligne \/nhd (E[7,(z;)] — m(g,z;)f(z;)),
converge vers zéro, lorsque n tend vers Uinfini, si l'un des systémes d’hypothéses H;) ou
Hy) est satisfait, et vers A™(m(g,-)f(:), K, c)(zz), si le systéme d’hypothéses Hs) est
satisfait.

Démonstration: Pour r=1,...,pet j =1,...,T, le biais E[gr . (z;)] —m(gr, z;) f(z})
admet les développements suivants, selon le systéme d’hypothéses considéré. Sous ,)

et pour n assez grand, on a:

|Elge,n(25)]) = m(gr, 25) f(25)] = O(L‘, thr(ﬂ)lI”IKr(y)Idy) = O(h7(n)).

Sous H,) ou Hgz), un développement de Taylor de m(g,, ) f(-) dans un voisinage de z;

nous conduit & (voir aussi Bosq et Lecoutre [1] pg. 88):

Elgr,n(z;)] = m(gr,2;) f(2;)
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j;l K (u)[m(g.,z; — uh,(n)) f(z; — uh.(n)) — m(g,,z;) f(z;)]du

L Is.-(u){z( I h(n) Z W e UW }

faeuli=1

d'

+ [ E2re) D

L1t =L

- 6m(’“(9h )f(- )) m—1
XV/U -—a-;:-—--———-—- — he(n)ut)(l —1t) dt}du.

D’apreés le théoréeme de la convergence dominée, et les conditions imposées sur le noyau
K, on obtient

E[gr,n(xj )] — m(g,, x;)f(zJ)

= w20 ): Jo i )i 02D ) 4 o1 ).

WIm=1

Les hypothéses sur la suite (h,) nous permettent maintenant d’obtenir le résultat

annonce. |
Etablissons finalement la démonstration des Théorémes de convergence 3.1 et 4.1:

Démonstration du Théoréme 3.1: D’apres le Lemme de Bochner (voir Parzen [13]
et Cacoullos [2]) et en suivant la démonstration du Lemme 6.5, on obtient pour z € R*
(cf. Bosq et Lecoutre [1] pg. 62), la convergence en moyenne quadratique de g,(z)
vers m(g,z)f(z), si n — +00, & partir de la convergence correspondante de chacun des
estimateurs g, ,(z) vers m(g,,z)f(z), si n — +oo, pour » = 1,...,p. En tenant en
compte les égalités ¢,(z) = ®(7,(z)) et ¢(z) = ®(m(g,z)f(z)), ol P est continue en
m(g,z)f(z), on conclut d’aprés le Théoréeme de Slutsky (cf. [11] pg. 169) que ¢a(z)
converge en probabilité vers ¢(z), lorsque n tend vers I'infini. |

Démonstration du Théoréme 4.1: On a:

(#a(z;) —d(z5);i=1,...,T)

(®(@n(z;)) — 2(m(9,2;)f(z;)) ;i =1,...,T)

(2@a(z1),-- -, @ (@a(zr)) ) = (@(m(g, 1) f(21)),- .., ®(m(g, z7) f(zT)) )
®* (. (21),- - -, Tul2r)) — ®* ((g, 21)f(21), . .., m(g, 27) f(zT)),

Il

ou ®* définie par ®*(y1,...,yr) = (®(1),...,®(yr)), pour y1,...,yr € IR, est diflé-
rentiable en (m(g,zj)f(xj) ;j=1,...,T), puisque par hypothése ® est différentiable
dans les points m(g, zy) f(z1),....,m(g,z7)f(z1).

Si I’'un des systémes d’hypothéses H;) ou Hj) est satisfait, on conclut, en tenant en
compte des Lemmes 6.6 et 6.9 que le vecteur \/nhd ($n(z;)—¢(z;);i=1,... ,T') con-
verge, lorsque n— 400, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covariance
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(cf. [11], Corollaire 7, pg. 167):

%(;—‘(m(g,zj)f(xj)ij: L s (Bacl;-) (m(g,z)f(z;);i=1,...,T)

= [g_:.(m(g,zj)f(a:j)) ¥ (i—j) (m(g,ﬂ:,‘)f(::j))]

1 j=15T
De fagon analogue, si le systéme d’hypothéses H3) est satisfait, le vecteur en étude
converge, lorsque n— +0co, vers la loi normale de moyenne

(Am(m(g, M) Koe)@) si=1,...,T)
X (%%:),(m(g,xj)f(rj);j =0 T
= (&m0, )70, K00)e5) (G2 ) (mlasz)ftan) s = 1oeeesT),

et de matrice de covariance définie ci-dessus. ]
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